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Regresi Nonparametrik

Memiliki fleksibilitas yang tinggi, dimana data mencari sendiri bentuk 
kurva regresinya tanpa dipengaruhi oleh subyektifitas peneliti 
(Eubank, 1999)

Regresi nonparametrik, diantaranya:

1. Spline
Data yang perilakunya berubah-ubah pada sub-sub interval 
tertentu.

2. Kernel
Data yang tidak mempunyai pola tertentu.
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Regresi Nonparametrik

Masing-masing 

prediktor dalam 

kurva 

nonparametrik 

multiprediktor

dianggap memiliki 

pola yang sama.

Asumsi

Menggunakan 

hanya satu bentuk 

estimator model 

untuk setiap 

variabel 

prediktornya.

Estimator

• Estimator kurang 

sesuai dengan 

pola data.

• Error yang besar.

Akibat
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Estimator Campuran Regresi Nonparametrik

Estimator campuran
Kurva dihampiri dengan 

estimator yang sesuai

Budiantara, Ratnasari, Ratna, & Zain (2015)

Estimator 
Campuran 

Spline 
Truncated dan 
Deret Fourier

Spline 
Truncated

Deret 
Fourier

Sudiarsa, Budiantara, Suhartono, & Purnami (2015) 

Estimator 
Campuran 

Spline 
Truncated dan 

Kernel

Spline 
Truncated

Kernel



8

Masalah Kemiskinan

Regresi 

Nonparametrik

Masalah 

Kemiskinan

Agenda

MDGs

Indonesia

11,47 persen

Provinsi Papua

31,52 persen
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Perumusan Masalah

Satu pola data 

berubah-ubah pada 

setiap sub-sub 

interval tertentu

Beberapa pola data 

tidak diketahui atau 

tidak memiliki pola 

tertentu

Kernel

Spline

Kemiskinan

Estimator 

Campuran 

Nonparametrik
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Tujuan Penelitian

1. Melakukan kajian mengenai estimator kurva regresi campuran nonparametrik 

spline dan kernel dalam model regresi campuran nonparametrik 

multiprediktor aditif.

2. Melakukan kajian mengenai sifat estimator kurva regresi campuran 

nonparametrik spline dan kernel.

3. Memodelkan kemiskinan di Provinsi Papua menggunakan model regresi 

campuran nonparametrik spline dan kernel.
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Manfaat Penelitian

Mengembangkan wawasan keilmuan bidang statistika khususnya 
pada keilmuan analisis regresi pendekatan spline dan kernel dalam 
model regresi nonparametrik.

Memberikan model alternatif untuk menganalisis masalah 
kemiskinan yaitu dengan menggunakan model regresi campuran
nonparametrik.
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Batasan Masalah

○ Fungsi kernel yang digunakan adalah fungsi kernel Gaussian.

○ Pemilihan titik-titik knot dan bandwidth optimum menggunakan 

metode Generalized Cross Validation (GCV).

○ Penggunaan titik knot dibatasi sampai dengan tiga titik knot.
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Analisis Regresi

𝑦𝑖

𝑥𝑖

𝑖 = 1, 2, ... , 𝑛
𝜀𝑖 ~ N(0, 𝜎2). 

𝑓 𝑥𝑖 merupakan kurva regresi

Bentuk model regresi tergantung pada bentuk kurva 𝑓

𝑦𝑖 = 𝑓 𝑥𝑖 + 𝜀𝑖
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Regresi Spline Truncated

Model Regresi

𝑦𝑖 = 𝑔 𝑢𝑖 + 𝜀𝑖

Kurva Regresi Spline Truncated

𝑔 𝑢𝑖 =  

𝑘=0

𝑝

𝛽𝑘𝑢𝑖
𝑘 + 

𝑙=0

𝑞

𝜆𝑙 𝑢𝑖 − 𝜉𝑙 +
𝑝

Parameter 𝛽𝑘 dan 𝜆𝑙 tidak diketahui

Bentuk Matriks

 𝑔 𝑢 = 𝐆  𝝃  𝜃

Parameter  𝜃 tidak diketahui

Estimasi Parameter  𝜃

  𝜃 = 𝐆  𝝃
𝑇
𝐆  𝝃

−1

𝐆  𝝃
𝑇
 𝑦

Pemilihan Titik-titik Knot Optimum

GCV  𝜉 =
𝑛−1 𝑖=1

𝑛 𝑦𝑖 −  𝑔 𝑢𝑖
2

𝑛−1𝑡𝑟 𝐈 − 𝐒  𝝃
2

GCV  𝜉 opt = Min
 𝜉, 𝜙

GCV  𝜉
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Regresi Kernel

Model Regresi

𝑦𝑖 = ℎ 𝑣𝑖 + 𝜀𝑖

Kernel Nadaraya-Watson

 ℎ𝜙 𝑣𝑖 = 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑖 𝑣 𝑦𝑖

dimana

𝑊𝜙𝑖 𝑣 =
𝐾𝜙 𝑣 − 𝑣𝑖

𝑛−1 𝑖=1
𝑛 𝐾𝜙 𝑣 − 𝑣𝑖

𝐾𝜙 𝑣 − 𝑣𝑖 =
1

𝜙
𝐾

𝑣 − 𝑣𝑖
𝜙

Fungsi Kernel Gaussian

𝐾 𝑧 =
1

2𝜋
exp −

1

2
𝑧2 , −∞ < 𝑧 < ∞

Pemilihan Bandwidth Optimum

GCV 𝜙 =
𝑛−1 𝑖=1

𝑛 𝑦𝑖 −  ℎ𝜙 𝑣𝑖
2

𝑛−1𝑡𝑟 𝐈 − 𝐕 𝝓
2

GCV 𝜙 = Min
 𝜉, 𝜙

GCV 𝜙
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Tinjauan Kemiskinan

Kemiskinan

Pendidikan

Pengangguran

Pendapatan
Pertumbuhan 

Ekonomi

Ketimpangan 

Pendapatan
Tilak, 2005

Agenor, 2004

Formby, Hoover & Hoseong, 2000

Fan, 2003

Fan, 2003 Iradian, 2005

Agrawal, 2008



METODE PENELITIAN

Sumber Data

Variabel Penelitian

Tahapan Penelitian

Jadwal Penelitian



19

Sumber Data

Data makro seluruh kabupaten/kota di Provinsi Papua 
kondisi tahun 2013. Jumlah kabupaten/kota di Provinsi 
Papua kondisi tahun 2013 adalah 29 kabupaten/kota.
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Variabel Penelitian

Variabel Prediktor

 Rata-rata lama sekolah

 Tingkat Pengangguran Terbuka 

 Gini ratio

 Laju pertumbuhan ekonomi

 PDRB perkapita

Variabel Respon

 Persentase penduduk miskin
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Tahapan Penelitian (Tujuan 1 dan 2)

Menyajikan model 

regresi nonparametrik 

additif

Menghampiri kurva 

dengan spline linier 

truncated dan kernel 

Nadaraya-Watson

Mendapatkan estimasi 

kernel Nadaraya-Watson

Menyajikan model 

regresi campuran 

nonparametrik spline 

dan kernel

Menyajikan bentuk 

optimasi dari  𝜃 dengan

menggunakan MLE

Menyelesaikan hasil 

optimasi menggunakan 

derivatif partial

Mendapatkan estimator 

kurva regresi campuran 

nonparametrik spline 

dan kernel

Mendapatkan sifat 

estimator kurva regresi 

campuran 

nonparametrik
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Tahapan Penelitian (Tujuan 3)

Pasangan data 

𝑢𝑖 , 𝑣1𝑖 , 𝑣2𝑖… , 𝑣4𝑖 , 𝑦𝑖
Scatter plot data

Menentukan variabel 

prediktor yang 

menggunakan spline 

dan kernel

Memodelkan data 

dengan estimator 

campuran

Memilih banyak dan 

lokasi titik knot 

optimum dan 

bandwidth optimum

Menetapkan model 

terbaik
Menghitung R2Menarik kesimpulan



HASIL DAN PEMBAHASAN

Model Regresi Campuran Nonparametrik

Estimasi Kurva Regresi

Sifat Estimator Kurva Regresi

Pemilihan Titik-titik Knot dan Bandwidth

Aplikasi Model pada Data Kemiskinan
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Model Regresi Campuran Nonparametrik

Model Regresi Nonparametrik

𝑦𝑖 = 𝑓 𝑢𝑖 , 𝑣1𝑖 , 𝑣2𝑖 , … , 𝑣𝑚𝑖 + 𝜀𝑖 ,

= 𝑓 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖 + 𝜀𝑖

Kurva Regresi Nonparametrik 𝑓 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖 Bersifat Aditif

𝑓 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖 = 𝑔 𝑢𝑖 + 

𝑗=1

𝑚

ℎ𝑗 𝑣𝑗𝑖

• Komponen 𝑔 𝑢𝑖 dihampiri dengan spline linier truncated

• Komponen ℎ𝑗 𝑣𝑗𝑖 dihampiri dengan kernel Nadaraya-Watson

𝑖 = 1,2, … , 𝑛
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Kurva Regresi Campuran Nonparametrik

Spline Linier Truncated

𝑔 𝑢𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢𝑖 + 

𝑙=1

𝑞

𝜆𝑙 𝑢𝑖 − 𝜉𝑙 + ,

dimana

𝑢𝑖 − 𝜉𝑙 + =  
𝑢𝑖 − 𝜉𝑙 , 𝑢𝑖 ≥ 𝜉𝑙

0 , 𝑢𝑖 < 𝜉𝑙 .

Kernel Nadaraya-Watson

 ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗𝑖 = 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗𝑖 𝑣𝑗 𝑦𝑖 ,

dimana

𝑊𝜙𝑗𝑖 𝑣𝑗 =
𝐾𝜙𝑗

𝑣𝑗 − 𝑣𝑗𝑖

𝑛−1 𝑖=1
𝑛 𝐾𝜙𝑗

𝑣𝑗 − 𝑣𝑗𝑖

𝐾𝜙𝑗
𝑣𝑗 − 𝑣𝑗𝑖 =

1

𝜙𝑗
𝐾

𝑣𝑗 − 𝑣𝑗𝑖

𝜙𝑗
.
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Estimasi Kurva Regresi (1)

Spline Linier Truncated

𝑔 𝑢𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢𝑖 + 

𝑙=1

𝑞

𝜆𝑙 𝑢𝑖 − 𝜉𝑙 +

 𝑔 𝑢 = 𝐆  𝝃  𝜃

 𝑔 𝑢 =

𝑔 𝑢1
𝑔 𝑢2
⋮

𝑔 𝑢𝑛

 𝜃 =

𝛽0
𝛽1
𝜆1
𝜆2
⋮
𝜆𝑞

𝐆  𝝃 =

1 𝑢1 𝑢1 − 𝜉1 + ⋯ 𝑢1 − 𝜉𝑞 +

1 𝑢2 𝑢2 − 𝜉1 + ⋯ 𝑢2 − 𝜉𝑞 +

⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 𝑢𝑛 𝑢𝑛 − 𝜉1 + ⋯ 𝑢𝑛 − 𝜉𝑞 +
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Estimasi Kurva Regresi (2)

Kernel Nadaraya-Watson

 

𝑗=1

𝑚

 ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗𝑖 = 

𝑗=1

𝑚

𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗𝑖 𝑣𝑗 𝑦𝑖

 

𝑗=1

𝑚

  ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗 = 𝐕  𝝓  𝑦

  ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗 =

 ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗1

 ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗2
⋮

 ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗𝑛

𝐕  𝝓 =

𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗1 𝑣𝑗1 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗2 𝑣𝑗1 ⋯ 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗𝑛 𝑣𝑗1

𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗1 𝑣𝑗2 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗2 𝑣𝑗2 … 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗𝑛 𝑣𝑗2

⋮ ⋮ ⋱ ⋮

𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗1 𝑣𝑗𝑛 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗2 𝑣𝑗𝑛 … 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑊𝜙𝑗𝑛 𝑣𝑗𝑛

 𝑦 =

𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑛
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Estimasi Kurva Regresi (3)

Model Regresi Campuran Nonparametrik

 𝑦 = 𝐆  𝝃  𝜃 + 𝐕  𝝓  𝑦 +  𝜀

 𝜀 ~ N 0, 𝜎2𝐈

Fungsi Likelihood

𝐿  𝜃, 𝜎2  𝜙,  𝜉 = 

𝑖=1

𝑛
1

2𝜋𝜎2
exp −

1

2𝜎2
𝜀𝑖
2

= 2𝜋𝜎2 −
𝑛
2 exp −

1

2𝜎2
 𝜀 2

= 2𝜋𝜎2 −
𝑛
2 exp −

1

2𝜎2
𝐈 − 𝐕  𝝓  𝑦 − 𝐆  𝝃  𝜃

2
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Estimasi Kurva Regresi (4)

Estimator dari  𝜃 diperoleh dari optimasi

Max
 𝜃∈𝑅𝑞+2

𝐿  𝜃, 𝜎2  𝜙,  𝜉 = Max
 𝜃∈𝑅𝑞+2

2𝜋𝜎2 −
𝑛
2 exp −

1

2𝜎2
𝐈 − 𝐕  𝝓  𝑦 − 𝐆  𝝃  𝜃

2

= Min
 𝜃∈𝑅𝑞+2

𝐈 − 𝐕  𝝓  𝑦 − 𝐆  𝝃  𝜃
2

= Max
 𝜃∈𝑅𝑞+2

−
𝑛

2
ln 2𝜋𝜎2 −

1

2𝜎2
𝐈 − 𝐕  𝝓  𝑦 − 𝐆  𝝃  𝜃

2

Derivatif parsial

𝜕

𝜕  𝜃
𝐈 − 𝐕  𝝓  𝑦 − 𝐆  𝝃  𝜃

2
= 0

𝐆  𝝃
𝑇
𝐆  𝝃  𝜃 = 𝐆  𝝃

𝑇
𝐈 − 𝐕  𝝓  𝑦
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Estimasi Kurva Regresi (5)

Estimator Kurva Regresi Campuran Nonparametrik 

Spline dam Kernel

  𝑓 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 =   𝑔 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 + 

𝑗=1

𝑚

  ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗

= 𝐒  𝝃,  𝝓  𝑦 + 𝐕  𝝓  𝑦

= 𝐙  𝝃,  𝝓  𝑦

dimana

𝐙  𝝃,  𝝓 = 𝐒  𝝃,  𝝓 + 𝐕  𝝓

Estimator dari parameter  𝜃

  𝜃  𝜉,  𝜙 = 𝐆  𝝃
𝑇
𝐆  𝝃

−1

𝐆  𝝃
𝑇
𝐈 − 𝐕  𝝓  𝑦

= 𝐁  𝝃,  𝝓  𝑦

dimana

𝐁  𝝃,  𝝓 = 𝐆  𝝃
𝑇
𝐆  𝝃

−1

𝐆  𝝃
𝑇
𝐈 − 𝐕  𝝓

Estimator Kurva Regresi Spline Linier Truncated

  𝑔 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 = 𝐆  𝝃   𝜃  𝜉,  𝜙

= 𝐒  𝝃,  𝝓  𝑦

dimana

𝐒  𝝃,  𝝓 = 𝐆  𝝃 𝐆  𝝃
𝑇
𝐆  𝝃

−1

𝐆  𝝃
𝑇
𝐈 − 𝐕 𝝓
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Sifat Estimator Kurva Regresi

E   𝜃  𝜉,  𝜙 ≠  𝜃

E   𝑔 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 ≠  𝑔 𝑢

E  

𝑗=1

𝑚

  ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗 ≠ 

𝑗=1

𝑚

 ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗

E   𝑓 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 ≠  𝑓 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣

  𝜃  𝜉,  𝜙 = 𝐁  𝝃,  𝝓  𝑦

  𝑔 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 = 𝐒  𝝃,  𝝓  𝑦

 

𝑗=1

𝑚

  ℎ𝑗𝜙𝑗
𝑣𝑗 = 𝐕  𝝓  𝑦

  𝑓 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 = 𝐙  𝝃,  𝝓  𝑦
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Pemilihan Titik Knot dan Bandwidth Optimum

GCV  𝜉,  𝜙 =
MSE  𝜉,  𝜙

𝑛−1trace 𝐈 − 𝐙  𝝃,  𝝓
2

dimana

MSE  𝜉,  𝜙 = 𝑛−1 

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 −  𝑓 𝜙, 𝜉 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖
2

GCV  𝜉 opt ,  𝜙 opt = Min
 𝜉, 𝜙

GCV  𝜉,  𝜙
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Eksplorasi Data
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Laju Pertumbuhan Ekonomi PDRB Perkapita
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Statistik Deskriptif

Tabel Statistik Deskriptif Variabel Respon dan Prediktor

Statistik

Deskriptif
𝑦 𝑢 𝑣1 𝑣2 𝑣3 𝑣4

Banyak Data 29 29 29 29 29 29

Min 12,33 3,5871 0,15 2,30 0,00 3,05

Max 47,52 46,5405 0,47 11,07 11,98 12,69

Range 35,19 42,9534 0,32 8,77 11,98 9,64

Rata-rata 33,2124 15,5921 0,2822 5,4914 3,4617 8,1034

Standar Deviasi 9,6856 11,4664 0,0765 2,5277 3,1856 2,8926

Variabel-variabel

𝑦 = persentase penduduk miskin

𝑢 = PDRB perkapita

𝑣1 = gini ratio

𝑣2 = rata−rata lama sekolah

𝑣3 = tingkat pengangguran terbuka

𝑣4 = laju pertumbuhan ekonomi
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Model Regresi Campuran Nonparametrik

Model Regresi Campuran Nonparametrik Spline dan Kernel dengan 𝑞 Titik Knot

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢𝑖 + 𝜆1 𝑢𝑖 − 𝜉1 + +⋯+ 𝜆𝑞 𝑢𝑖 − 𝜉𝑞 +
+ 

𝑖=1

29 1
𝜙1

𝐾
𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

 𝑖=1
29 1

𝜙1
𝐾

𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙2

𝐾
𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

 𝑖=1
29 1

𝜙2
𝐾

𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙3

𝐾
𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

 𝑖=1
29 1

𝜙3
𝐾

𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙4

𝐾
𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

 𝑖=1
29 1

𝜙4
𝐾

𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

𝑦𝑖 + 𝜀𝑖

Model dengan 1 Titik Knot

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢𝑖 + 𝜆1 𝑢𝑖 − 𝜉1 + + 

𝑖=1

29 1
𝜙1

𝐾
𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

 𝑖=1
29 1

𝜙1
𝐾

𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙2

𝐾
𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

 𝑖=1
29 1

𝜙2
𝐾

𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙3

𝐾
𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

 𝑖=1
29 1

𝜙3
𝐾

𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙4

𝐾
𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

 𝑖=1
29 1

𝜙4
𝐾

𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

𝑦𝑖 + 𝜀𝑖

Model dengan 2 Titik Knot

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢𝑖 + 𝜆1 𝑢𝑖 − 𝜉1 + + 𝜆2 𝑢𝑖 − 𝜉2 + + 

𝑖=1

29 1
𝜙1

𝐾
𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

 𝑖=1
29 1

𝜙1
𝐾

𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙2

𝐾
𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

 𝑖=1
29 1

𝜙2
𝐾

𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙3

𝐾
𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

 𝑖=1
29 1

𝜙3
𝐾

𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙4

𝐾
𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

 𝑖=1
29 1

𝜙4
𝐾

𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

𝑦𝑖 + 𝜀𝑖

Model dengan 3 Titik Knot

𝑦𝑖 = 𝛽0 + 𝛽1𝑢𝑖 + 𝜆1 𝑢𝑖 − 𝜉1 + + 𝜆2 𝑢𝑖 − 𝜉2 + + 𝜆3 𝑢𝑖 − 𝜉3 + + 

𝑖=1

29 1
𝜙1

𝐾
𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

 𝑖=1
29 1

𝜙1
𝐾

𝑣1 − 𝑣1𝑖
𝜙1

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙2

𝐾
𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

 𝑖=1
29 1

𝜙2
𝐾

𝑣2 − 𝑣2𝑖
𝜙2

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙3

𝐾
𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

 𝑖=1
29 1

𝜙3
𝐾

𝑣3 − 𝑣3𝑖
𝜙3

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
𝜙4

𝐾
𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

 𝑖=1
29 1

𝜙4
𝐾

𝑣4 − 𝑣4𝑖
𝜙4

𝑦𝑖 + 𝜀𝑖
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GCV pada Model dengan Satu Titik Knot

Tabel GCV pada Model dengan Satu Titik Knot

No
Titik Knot Bandwidth

GCV
𝜉1 𝜙1 𝜙2 𝜙3 𝜙4

1 14,0186 0,1139 0,0696 0,0389 0,0077 22,0305

2 16,0129 0,1160 0,0686 0,0388 0,0078 21,9732

3 18,0839 0,1155 0,0693 0,0386 0,0077 21,8351

4 20,9986 0,1153 0,0712 0,0387 0,0083 21,5841

5 24,1434 0,1182 0,0751 0,0395 0,0077 21,2932

6 25,0638 0,1192 0,0765 0,0395 0,0078 21,3468

7 26,1376 0,1165 0,0769 0,0397 0,0076 21,7099

8 27,0581 0,1143 0,0770 0,0398 0,0076 21,9926

9 28,0552 0,1123 0,0768 0,0398 0,0075 22,1998

10 30,9699 0,1125 0,0781 0,0398 0,0078 21,9427
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GCV pada Model dengan Dua Titik Knot

Tabel GCV pada Model dengan Dua Titik Knot

No.
Titik Knot Bandwidth

GCV
𝜉1 𝜉2 𝜙1 𝜙2 𝜙3 𝜙4

1 12,6984 21,8098 0,1150 0,0706 0,0388 0,0077 22,8073

2 16,6033 23,1114 0,1139 0,0726 0,0395 0,0029 22,4439

3 17,9049 27,0162 0,1135 0,0659 0,0383 0,0077 22,6556

4 20,5081 28,3178 0,1110 0,0617 0,0369 0,0078 21,9038

5 21,8098 29,6195 0,1129 0,0601 0,0373 0,0078 21,4083

6 23,1114 28,3178 0,1145 0,0557 0,0369 0,0077 19,5870

7 25,7146 28,3178 0,1387 0,0540 0,0361 0,0076 17,1844

8 25,7146 30,9211 0,1249 0,0671 0,0393 0,0021 21,5130

9 27,0162 34,8259 0,1109 0,0793 0,0401 0,0077 22,6506

10 28,3178 34,8259 0,1071 0,0812 0,0399 0,0078 22,4255
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GCV pada Model dengan Tiga Titik Knot

Tabel GCV pada Model dengan Tiga Titik Knot

No.
Titik Knot Bandwidth

GCV
𝜉1 𝜉2 𝜉3 𝜙1 𝜙2 𝜙3 𝜙4

1 9,3142 23,6320 29,3591 0,1181 0,0577 0,0383 0,0076 21,7166

2 12,1778 23,6320 26,4956 0,1065 0,0562 0,0379 0,0076 20,9848

3 15,0413 23,6320 29,3591 0,1142 0,0570 0,0382 0,0076 20,7097

4 17,9049 23,6320 26,4956 0,1016 0,0567 0,0399 0,0076 19,3065

5 20,7685 23,6320 26,4956 0,1097 0,0585 0,0448 0,0076 17,7708

6 23,6320 26,4956 40,8134 0,1019 0,0637 0,0377 0,0036 19,2524

7 26,4956 29,3591 35,0863 0,1411 0,0676 0,0344 0,0207 13,4836

8 26,4956 29,3591 40,8134 0,1357 0,0853 0,0361 0,0228 16,1498

9 29,3591 35,0863 37,9498 0,1064 0,0877 0,0401 0,0072 22,7724

10 32,2227 37,9498 43,6769 0,1065 0,0891 0,0398 0,0092 22,1233
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Banyaknya Titik Knot dan Bandwidth

Perbandingan GCV Minimum

No Model GCV

1 1 Titik Knot 4 Bandwidth 21,2932

2 2 Titik Knot 4 Bandwidth 17,1844

3 3 Titik Knot 4 Bandwidth 13,4836

Lokasi titik-titik knot dan bandwidth optimum 

model dengan 3 titik knot

𝜉1 = 26,4956
𝜉2 = 29,3591
𝜉3 = 35,0863
𝜙1 = 0,1411
𝜙2 = 0,0676
𝜙3 = 0,0344
𝜙4 = 0,0207
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Estimasi Parameter

Estimasi parameter

 𝛽0 = 3,6965
 𝛽1 = −0,2832
 𝜆1 = 3,6986
 𝜆2 = −5,5289
 𝜆3 = 2,3139

Model Terbaik

 𝑓 𝜙, 𝜉 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖 = 3,6965 − 0,2832𝑢𝑖 + 3,6986 𝑢𝑖 − 26,4956 + −

5,5289 𝑢𝑖 − 29,3591 + + 2,3139 𝑢𝑖 − 35,0863 + +

 

𝑖=1

29 1
0,1411𝐾

𝑣1 − 𝑣1𝑖
0,1411

 𝑖=1
29 1

0,1411𝐾
𝑣1 − 𝑣1𝑖
0,1411

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
0,0676 𝐾

𝑣2 − 𝑣2𝑖
0,0676

 𝑖=1
29 1

0,0676 𝐾
𝑣2 − 𝑣2𝑖
0,0676

𝑦𝑖 +

 

𝑖=1

29 1
0,0344𝐾

𝑣3 − 𝑣3𝑖
0,0344

 𝑖=1
29 1

0,0344𝐾
𝑣3 − 𝑣3𝑖
0,0344

𝑦𝑖 + 

𝑖=1

29 1
0,0207𝐾

𝑣4 − 𝑣4𝑖
0,0207

 𝑖=1
29 1

0,0207𝐾
𝑣4 − 𝑣4𝑖
0,0207

𝑦𝑖

Estimasi model memberikan R2 sebesar 92,02%.
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Kesimpulan

Model regresi nonparametrik memiliki kurva regresi 
bersifat aditif

𝑓 𝑢𝑖 ,  𝑣𝑖 = 𝑔 𝑢𝑖 + 

𝑗=1

𝑚

ℎ𝑗 𝑣𝑗𝑖 ,

dimana
𝑔 𝑢𝑖 dihampiri spline linier truncated,
ℎ𝑗 𝑣𝑗𝑖 dihampiri kernel Nadaraya-Watson. 

Estimator
  𝜃  𝜉,  𝜙 = 𝐁  𝝃,  𝝓  𝑦 ,   𝑔 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 = 𝐒  𝝃,  𝝓  𝑦 ,

 

𝑗=1

𝑚

  ℎ𝑗 𝑣𝑗 = 𝐕  𝝓  𝑦 ,   𝑓 𝜙, 𝜉 𝑢,  𝑣 = 𝐙  𝝃,  𝝓  𝑦 .

Estimator-estimator tersebut bersifat bias, namun 
masih merupakan kelas estimator linier. 

Pemilihan banyaknya titik knot, lokasi titik-titik knot 

dan bandwidth optimum diperoleh dari metode GCV.

Model regresi campuran nonparametrik spline dan 

kernel tersebut diterapkan pada data kemiskinan di 

Provinsi Papua, dimana variabel yang digunakan 

adalah

𝑦 = persentase penduduk miskin 

𝑢 = PDRB perkapita 

𝑣1 = gini ratio 

𝑣2 = rata-rata lama sekolah 

𝑣3 = tingkat pengangguran terbuka 

𝑣4 = laju pertumbuhan ekonomi 

Model terbaik adalah model dengan 3 titik knot. 

Estimasi model memberikan R2 sebesar 92,02%.
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