
 1 

Abstrak—Model epidemi SIR merupakan model yang 
menggambarkan penyebaran penyakit menular dalam suatu 
populasi. Pada model SIR populasi dibagi menjadi tiga bagian, 
yaitu populasi yang rentan terhadap penyakit (Susceptible), 
populasi yang terinfeksi penyakit (Infected), dan populasi yang 
telah sembuh dari penyakit (Recovered). Tugas Akhir ini 
membahas tentang penyebaran penyakit model epidemi SIR 
yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturasi dengan mencari 
titik kesetimbangan, kestabilan titik kesetimbangan, menentukan 
bilangan Reproduksi Dasar, analisis bifurkasi mundur dan 
bifurkasi Hopf. Hasil analisis menunjukkan bahwa terjadi 
bifurkasi mundur ketika      akibat adanya dampak 
keterlambatan pengobatan (adanya fungsi pengobatan saturasi) 
dan terjadi bifurkasi Hopf pada kasus tertentu yang ditandai 
dengan munculnya orbit periodik. Selanjutnya dengan 
menggunakan metode numerik Runge-Kutta orde empat pada 
penelitian ini diperoleh bahwa jika      titik kesetimbangan 
bebas penyakit (  ) stabil asimtotik lokal sedangkan jika      
titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil asimtotik lokal. 

 
Kata Kunci—Model epidemi, Fungsi Pengobatan Saturasi,  

Bifurkasi Mundur, Bifurkasi Hopf, Metode Runge-Kutta. 

I. PENDAHULUAN 
enyakit campak, gondong, cacar, polio dan influenza 
merupakan penyakit menular yang berbahaya. Penyakit 

tersebut disebabkan oleh virus yang dapat menyebar melalui 
kontak langsung dengan penderita, udara, dan kotoran 
manusia [1]. Penyakit tersebut dinilai berbahaya karena dapat 
menyebabkan komplikasi, kelumpuhan, kerusakan saraf otak, 
dan kematian. Menurut World Health Organization (WHO), 
sekitar 6000 orang di Indonesia meninggal dunia pada tahun 
2012 karena terinfeksi penyakit menular, seperti polio, cacar, 
dan campak [2]. 

Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika 
turut berperan dalam mencegah meluasnya penyebaran 
penyakit. Peranan tersebut berupa model matematika, yang 
merupakan hal penting  dalam epidemiologi karena dapat 
memberikan pemahaman tentang mekanisme yang mendasari 
pengaruh penyebaran  penyakit dan memberikan saran 
terhadap strategi pengendalian penyakit tersebut. Dalam tugas 
akhir ini, model matematika yang digunakan adalah model 
epidemi tipe SIR. Pada umumnya, model epidemi tipe SIR 
menggambarkan alur penyebaran penyakit melalui kontak 
langsung atau perantara lain. Pada sebagian kasus, terdapat 
penyakit yang dapat memasuki kondisi yakni dimana penyakit 

menyebar pada suatu wilayah dalam kurun waktu yang lama 
[3]. 

Pengobatan merupakan salah satu metode untuk 
menghentikan penyebaran penyakit, akan tetapi dapat terjadi 
suatu keadaan dimana jumlah orang yang terinfeksi semakin 
besar dan sarana pengobatan terbatas, sehingga menyebabkan 
keterlambatan pengobatan. Dampak dari keterlambatan 
pengobatan dapat dinyatakan dalam fungsi pengobatan 
saturasi  ( )    

(   )
 ,         dengan   laju pengobatan 

dan   ukuran sejauh mana dampak pengobatan tertunda pada 
individu yang terinfeksi [4]. 

Berdasarkan permasalahan tersebut, dalam Tugas Akhir ini 
penulis akan melakukan analisis pada model epidemi tipe SIR 
yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturasi dengan 
menyelidiki adanya kestabilan, adanya bifurkasi mundur serta 
adanya bifurkasi Hopf. Penyelesaian numerik akan disajikan 
dalam bentuk simulasi untuk menggambarkan hasil analisis 
dari permasalahan model tersebut. 

II. METODOLOGI PENELITIAN 

A. Studi Literatur 
Tahap ini merupakan tahap untuk melakukan identifikasi 

permasalahan, yaitu mencari referensi yang menunjang 
penelitian. Referensi bisa berupa tugas akhir, jurnal, buku, 
maupun artikel terkait. 

B. Tahap Mengkaji Model Epidemi SIR 
Untuk memahami penyebaran penyakit model epidemi SIR 

yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturasi disusun asumsi-
asumsi tertentu sehingga dapat dibuat model kompartemen 
dengan populasi Susceptible, Infected dan Recovered. 

C. Tahap Mencari Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Pada tahap ini dibentuk model epidemi dalam keadaan 

setimbang ketika laju populasi masing masing adalah nol. 
Selanjutnya dari model epidemi tersebut dicari titik 
kesetimbangan ketika tidak ada penyebaran penyakit.Oleh 
karena itu ada model epidemi disubtitusikan     sedemikian 
hingga diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit. 

Pada tahap ini juga ditentukan Bilangan Reproduksi Dasar 
(  ) berdasarkan nilai eigen dari matriks Jacobian titik 
kesetimbangan bebas penyakit dan diselidiki kestabilan titik 
kesetimbangan bebas penyakit berdasarkan nilai   . 
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D. TahapMencari Titik Kesetimbangan Endemik 
Pada tahap ini dicari titik kesetimbangan endemik dengan 

cara yang sama saat mencari titik kesetimbangan bebas 
penyakit, yaitu dengan membentuk keadaan setimbang dari 
model epidemi dan selanjutnya mencari titik kesetimbangan 
ketika ada penyebaran penyakit         . 

Pada tahap ini juga dilakukan analisis bifurkasi mundur dan 
menentukan kestabilan titik kesetimbangan endemik. 

E. Tahap Menyelidiki Eksistensi Bifurkasi Hopf 
Berdasarkan titik kesetimbangan yang dicari pada tahap 

sebelumnya, pada tahap ini dilakukan analisis titik 
kesetimbangaan yang mempunyai sepasang nilai eigen 
kompleks, sehingga dapat ditentukan syarat transversal dari 
model epidemi. Kemudian dicari bentuk normal bifurkasi 
Hopf dengan mentranslasikan (menggeser)  terlebih dahulu 
titik kesetimbangan ke  titik (   ) sehingga model epidemi 
sekarang mempunyai titik kesetimbangan (   ). Selanjutnya 
yang terakhir menghitung indeks stabilitas dari bentuk normal 
bifurkasi Hopf untuk menentukan jenis bifurkasi Hopf yang 
terjadi. 

F. Tahap Simulasi Numerik Runge-Kutta Orde-4 
Pada tahap ini dilakukan penyelesaian numerik model 

epidemi SIR yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturasi 
dengan metode numerik Runge Kutta orde 4 dan 
menggambarkan grafik kestabilan titik kesetimbangan, 
menggunakan software MATLAB. 

G. Tahap Kesimpulan dan Saran 
Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan berdasarkan 

hasil analisis dan pembahasan.Kemudian diberikan saran 
sebagai masukan dan perbaikan untuk penelitian berikutnya. 

III. ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

A. Model Epidemi SIR 
Pada model epidemi SIR dengan fungsi pengobatan saturasi  

disusun asumsi- asumsi sebagai berikut : 
1. Populasi dibagi menjadi 3  bagian yaitu:  
  adalah  populasi Susceptible (populasi yang rentan 
terhadap penyakit) pada saat     
  adalah  populasi  Infected (populasi yang terinfeksi 
penyakit) pada saat  . 
  adalah populasi Recovered (populasi yang telah sembuh 
dari penyakit). 

2.   adalah jumlah maksimal populasi pada saat tidak 
adapenyakit dan  adalah  laju kematian alami dari 
populasi.dengan kondisi sebagai berikut     dan   
 . 

3.     adalah laju besarnya populasi yang terinfeksi, dengan 
  adalah koefisien transmisi penularan penyakit saat terjadi 
interaksi antara populasi  Susceptible dan Infected. 
 ( )  

  

   
 adalah fungsi pengobatan saturasi dengan   

adalah laju pengobatan dan   adalah ukuran yang 
menyatakan dampak pengobatan yang tertunda pada 
individu yang terinfeksi. 

Model dapat dituliskan sebagai berikut 
  

  
  (   )       

  

  
        

  

   
               (1) 

  

  
 

  

   
     

karena Persamaan pertama dan kedua dari (1) independen 
terhadap Persamaan ketiga sehingga Persamaan ketiga dapat 
diabaikan, maka Persamaan model epidemi dapat direduksi 
menjadi 
  

  
  (   )     

  

  
        

  

   

}              (2) 

B. Daerah Penyelesaian 

Didefinisikan         *   ( )+. 
  ( )

  
  ( )(  

 ( ))maka  ( )     untuk semua  , sehingga  ( ) memiliki 
daerah penyelesaiannya    ( )    . Misalkan  ( )  
 ( )   ( )   ( ). Maka diperoleh daerah penyelesaian 
  2   ( )        ( )   ( )   ( )  
(   )

 
    ( )     ( )   3. Karena kondisi awal bernilai 

positif maka   merupakan daerah invarian positif yang artinya 
semua penyelesaian berada di dalam   . 

C. Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Titik kesetimbangan bebas penyakit   (     ) adalah titik 

yang diperoleh ketika model epidemi pada sistem (2) berada 
pada keadaan setimbang dan tidak terjadi penyebaran penyakit 
menular dalam suatu populasi sehingga       . Titik 
kesetimbangan model dapat diperoleh dengan 
  

  
    

  

  
    

Berdasarkan  sistem (2) didapatkan titik kesetimbangan bebas 
penyakit adalah 
   (     )  (   ). 
 
1. Bilangan Reproduksi Dasar 

Bilangan Reproduksi Dasar (  )merupakansuatu parameter  
yang digunakan untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu 
penyakit. 
   

  

  
 

 

                    (3) 

 
2. Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit 
Teorema 1  
Titik bebas penyakitE stabil asimtotik lokal jka      dan 
tidak stabil  jika     . 

 
Gambar 1. Diagram Kompartemen Model Epidemik SIR dengan Fungsi 
Pengobatan Saturasi 
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Bukti : 
     Berdasarkan nilai eigen yang telah diperoleh pada sistem 
(2) 
       , dan 

     4  
 

 
(    )5    

dari persamaan diatas, dapat dilihat        jika dan hanya 
jika        dengan kata lain     . Hal ini 
membuktikan jika      maka semua nilai eigen dari akar 
Persamaan karakteristik bernilai real negatif sehingga titik 
kesetimbangan bebas penyakit    (   )  stabil asimtotik 
lokal, sebaliknya jika       titik kesetimbangan     tidak 
stabil. 

D. Titik Kesetimbangan Endemik 
Titik kesetimbangan endemik   (   )digunakan untuk 

menunjukkan adanya kemungkinan penyebaran penyakit. 
Karena pada keadaan endemik ada penyebaran penyakit maka 
populasi Infected      . Titik Kesetimbangan Endemik 
dapat diperoleh dengan 
  

  
    

  

  
   

sedemikian hingga 
 (   )                      (4) 
       

  

   
                  (5) 

dari (4) diperoleh       

 
, kemudian subtitusi    ke (5) 

diperoleh 
   .     

 

 
/   

 

 
(    )           (6) 

dengan 

     
      

    
 
   √ 

    
    

Dan dari (6) diperoleh penyelesaian positif 

   
     

 

 
 √ 

 
dan    

     
 

 
 √ 

 
. 

Selanjutnya jika      maka 
     

      

    
   dan     

dan jika      maka 
     

      

    
   atau     

Perhatikan bahwa    √  ekivalen dengan     . 
Sehingga ketika      , dapat disimpulkan 
a. Jika    √ dan     , maka sistem (2) memiliki dua 

titik kesetimbangan endemik    (     ) dan    
(     ). 

b. Jika    √ dan     , maka sistem (2) memiliki titik 
kesetimbangan endemik tunggal    (     ), dan titik 
kesetimbangan endemik    tidak ada karena         
tidak berlaku. 

c. Misalkan    √ , maka     , sehingga titik 
kesetimbangan endemik    tidak ada. Kemudian ketika 
     terdapat titik kesetimbangan endemik tunggal 
   (     )dan tidak ada titik kesetimbangan endemik 
ketika     . 

 
 
 

1. Analisis Bifurkasi Mundur 
Bifurkasi mundur terjadi disebabkan oleh adanya parameter 

tertentu yang mengakibatkan adanya titik kesetimbangan 
endemik ketika     . 
Teorema 2 
Pada sistem (2) terjadi bifurkasi mundur dengan titik 
kesetimbangan endemik    dan    pada saat      dan 
   √ . 

Pada pembahasan sebelumnya telah diketahui bahwa, jika 
   √  sistem (2) memiliki dua titik kesetimbangan 
endemik    dan    pada saat     . Untuk    √  dapat 
digambarkan kurva bifurkasi seperti pada gambar 2. 

Kurva bifurkasi pada Gambar 2 merupakan kurva 
terjadinya bifurkasi mundur pada epidemi SIR dengan 
pengaruh fungsi pengobatan saturasi  menggunakan parameter 
yang berasal dari  [5],                      
       . Hal ini membuktikan bahwa terjadi bifurkasi 
mundur pada model epidemi ketika     dan terdapat titik 
endemik yang stabil, hal ini  menujukan bahwa ketika terjadi 
bifurkasi mundur,penyakit dapat menjadi endemik, sekalipun  
    . Sedangkan  ketika          tidak terdapat  titik 
endemik. Sehingga    dapat digunakan sebagai bilangan 
reproduksi dasarbaru dalam mengendalikan penyebaran 
penyakit. 
   

   

  
 

 

                     (7) 

dengan 
   

 

 
    √   . 

 
2. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik 

Untuk megetahui laju penyebaran penyakit pada titik 
endemik dilakukan dilakukan analisis kestabilan titik 
kesetimbangan endemik. 
a. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik untuk       

Ketika       maka (2) memiliki titik kesetimbangan 
endemik    (     ) dimana 

   
     

 

 

 
 dan    

     
 

 

 
  

 
 

 
Gambar 2.Bifurkasi Mundur pada Model Epidemi SIR yang dipengaruhi oleh 
fungsi pengobatan saturasi 
 



 4 

maka matriks Jacobian dari   adalah 

 (  )  6
       

   
   

(    )
 

7  

kemudian, diperoleh 
    ( (  ))      .   

 

(    )
 / 

          4 
  

 
 

  

5 

        
sehingga diperoleh titik kesetimbangan endemik    tidak 
stabil (saddle). 
b. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik untuk    
     

Ketika         maka (2) memiliki dua titik 
kesetimbangan endemik   (     )dan    (     ). Pada 
kestabilan titik kesetimbangan endemik     (     ) 
diketahui 

   
     

 

 
 √ 

 
 dan    

     
 

 
 √ 

  
 

maka matriks Jacobian dari   adalah 

 (  )  6
       

   
   

(    )
 

7  

dan 
    ( (  ))      . 

  
 

(    )
 /  

karena       dan    
     

 

 
 √ 

  
, maka 

(    )
   (  

     
 

 
 √ 

  
)
 

 

     (
     

 

 
 √ 

  
)
 

 

     
.     

 

 
/
 

   
 

     
 

  
 

Sehinggadiperoleh bahwa    ( (  ))   , maka titik 
kesetimbangan endemik    tidak stabil (saddle). 

 Kemudian pada kestabilan titik kesetimbangan endemik  
   (     ) diketahui 

   
     

 

 
 √ 

 
 dan    

     
 

 
 √ 

  
 

Maka matriks Jacobian dari   adalah 

 (  )  6
       

   
   

(    )
 

7  

dan 
    ( (  ))      . 

  
 

(    )
 /  

dengan cara yang sama diperoleh bahwa    ( (  ))   , 
maka titik kesetimbangan endemik    merupakan simpul atau 
spiral. Kemudian diperoleh 
  ( (  ))  

   

(    )
      

selanjutnya misalkan 
(  )    ,(   )      -

     (   )     
dan didefinisikan 

  
   

   
 

 

 (   )
 
√,(   )      -     (   ) 

(   )
  

maka kestabilan titik kesetimbangan endemik    dinyatakan 
dalam teorema berikut 

Teorema 3 
Misalkan    √          dan (  ) ada, maka untuk 
sistem (2) mempunyai 

1.    stabil jika 
(   )          
atau 
(   )          

  
 

 
[.     

 

 
/
 

   ]  

2.    tidak stabil jika 
(   )          

  
 

 
[.     

 

 
/
 

   ]  

Bukti 
Berdasarkan (2)  diketahui    

    
          , maka 

  ( (  ))  
 

    
,(   )            -      (8) 

Karena         , maka berdasarkan (8) bahwa 
  ( (  ))    ekivalen dengan 
(   )   

  ((   )      )           (9) 
dari (9) diketahui penyelesaian dari   ( (  )) merupakan 
himpunan kosong jika  
(   )                      (10) 
dan jika 
(   )                      (11) 
maka dapat diperoleh 

   0
,(   )      -

  (   )
1 [  √  

   (   ) 

,(   )      - 
]     (12) 

karena    
 

 
, maka 

   0
,(   )      -

  (   )
1 [  √  

   (   ) 

,(   )      - 
]     (13) 

selanjutnya, dengan menggunakan Persamaan   dan 

mensubtitusikan    
     

 

 
 √ 

  
, maka (13) menjadi 

  
 

 
[.     

 

 
/
 

   ]  

sehingga, dapat dilihat bahwa (  ), (  ) dan (13) merupakan 
syarat perlu dan cukup agar   ( (  ))   . Kemudian 
berdasarkan definisi   ( (  ))    bahwa (10) berarti 
  ( (  ))   . Oleh karena itu,    stabil jika (10) ada. 

Kemudian   ( (  ))    jika    

 
[.     

 

 
/
 

   ], 

dan   ( (  ))    jika    

 
[.     

 

 
/
 

   ]. 

E. Analisis Bifurkasi Hopf 
Teorema 4 
Misalkan    √ ,        . Maka pada sistem (2) 
terjadi bifurkasi Hopf jika (  ) (  ) (  )berlaku. 
Selanjutnya jika     orbit periodik dari sistem (2) stabil 
sehingga terjadi bifurkasi Hopf superkritikal. Dan jika    , 
orbit periodik dari sistem (2) tidak stabil sehingga terjadi 
bifurkasi Hopf subkritikal. 
Bukti 
Bedasarkan sistem (2)  
  

  
  (   )       
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didapatkan salah satu  titik kesetimbangan    (     ) dan  
matriks Jacobian    diketahui sebagai berikut 

 (  )  6
       

   
   

(    )
 

7  

Selanjutnya diperoleh 

     
(  ( (  )) √(  ( (  ))

       ( (  ))

 
  

Bifurkasi Hopf terjadi apabila matriks Jacobian mempunyai 
sepasang nilai eigen yang imajiner murni. Kedua nilai eigen 
imajiner murni jika dan hanya jika   ( (  )     Pada 
pembahasan sebelumnya diketahui bahwa   ( (  ))    jika 
hanya jika (  ), (11) dan (10) berlaku. Maka terjadi bifurkasi 
Hopf dengan syarat transversal 
 

  
2  . ̅( (  ))/3|

  
 

 
[.     

 

 
/
 
   ]

 
  

 (    )
     

Selanjutnya ditentukan bentuk normal bifurkasi Hopf dengan 
melakukan translasi titik kesetimbangan (     ) ke titik  (   ) 
dengan melakukan transformasi       ,         dan 
   

  

(      )
, sehingga diperoleh 

  

  
 (      ),(         )            

 -  
  

  
 ,    (     )      -(      )  

   

    
  

Kemudian untuk memudahkan, maka dimisalkan       
 dan    , didapat 
  

  
 (      ),(         )            

 -  
  

  
 ,    (     )      -(      )  

   

    
  

Berdasarkan (2) dan   ( (  ))   , diperoleh  
          ,       

 

    
  , dan 

      (    )
     

sehingga persamaan   
  

 dan   
  

 menjadi 
  

  
    (    )     (    )  (    )   

          (    ) 
      

                  (14) 
  

  
     (    )    (    )   (     )    

      

    
                     (15) 

Kemudian membentuk persamaan (14) dan (15) dalam bentuk 
matriks  

[

  

  
  

  

]  [
     
  

] 0
 
 
1  0

 
 
1           (16) 

dengan 
    (    )  
     (    )  
   (    )   (    ) 

      
            

   (     )   
   

    
       

Selanjutnyadengan mencari matriks Jacobian dari persamaan 
(14) dan (15) dan  subtitusi titik kesetimbangan (   ) 
diperoleh matriks Jacobian 

  [
     
  

]  

dari matriks Jacobian di atas diperoleh nilai persamaan 
karakteristik 

  ̅            
  ̅      ( (  ))     

 ̅    √    ( (  ))       

dengan permisalan 
  √    ( (  ))   
Berikutnya dengansubtitusi  
  

 

 
 
  

  
 dan    

 
 

ke matriks (16) maka matriksnya menjadi 

[

  

  
  

  

]  0
   
  

1 0
 
 1  [

 (   )
 (   )

]  

dan bentuk Normal Bifurkasi Hopf sebagai berikut 
  

  
      (   )  

  

  
     (   )  

dengan 
 (   )  0.

  (    )  (    )   (     )

  
/      

.
  (    )     

  (    ) 
      

 

   
/    

(    )

 
   

 

  
    .

        

   
/     .

      

   
/   1  

dan  (   )  0 (     )
 

   
    

  
   

 

  
    

  

   
  1 

Untuk menyelidiki jenis bifukasi Hopf yang terjadi 
menggunakan indeks stabilitas  
  

 

  
[                   ]  

 

   
[   (       )  

           (       )               ]|
(   )

  

dan diperoleh 
  

  (    )
     

      
                 (17) 

dengan 
  *,(    )(  (  

     )      )   
   (   

 )        -(    )  (    )(        )       
 )  

(    )  (          )      
 (     )       

 
 +    

Selanjutnya diselidiki eksistensi bifurkasi Hopf pada model 
epidemi SIR yang dipengaruhi oleh fungsi pengobatan saturasi 
dengan parameter                               [5]. 

 
Gambar 3. Orbit Periodik Model Epidemi SIR dengan Fungsi Pengobatan 
Saturasi 
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Berdasarkan Gambar 3 terlihat adanya orbit periodik stabil 
dengan nilai            , sehingga dapat disimpulkan 
terjadi bifurkasi Hopf Superkritikal. 

F. Tahap Simulasi Numerik Runge-Kutta orde-4 
1. Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan ketika      

 
2. Analisis Kestabilan Titik Kesetimbangan ketika      

 
Pada Gambar 4 kestabilan menuju titik kesetimbangan bebas 
penyakit   , akan tetapi pada Gambar 5 terlihat bahwa 
kestabilan menuju titik kesetimbangan endemik   
(             ). Hal ini membuktikan Teorema 1 bahwa   
tidak stabil asimtotik lokal ketika      sehingga terdapat 
titik kesetimbangan endemik yang stabil yang menyebabkan 
penyakit berpotensi untuk menjadi endemik. 

IV. KESIMPULAN 
Berdasarkan keseluruhan hasil analisis dapat disimpulkan 
bahwa 
1. Pada saat terjadi Bifurkasi Maju, Bilangan Reproduksi 

Dasar adalah 
   

  

  
 

 

  

dengan titik kesetimbangan bebas penyakit 

   (     )  (   )  
dan titik kesetimbangan endemik yang stabil 

   (     )  (
     

 

 
 √ 

 
 
     

 

 
 √ 

  
)  

Titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik 
ketika     , dan tidak stabil ketika     . 

2. Pada saat terjadi Bifurkasi Mundur, Bilangan Reproduksi 
Dasar adalah 
   

   

  
 

 

  

dengan titik kesetimbangan bebas penyakit 
   (     )  (   )  
dan titik kesetimbangan endemik sebagai berikut: 
a. Pada saat       

   (     )  (
     

 

 

 
 
     

 

 

 
)  

yang merupakan titik pelana (saddle point) yang tidak 
stabil. 
b. Pada saat         

   (     )  (
     

 

 
 √ 

 
 
     

 

 
 √ 

  
)  

  merupakan titik pelana (saddle point) yang tidak 
stabil, 

   (     )  (
     

 

 
 √ 

 
 
     

 

 
 √ 

  
)  

  stabil jika    

 
[.     

 

 
/
 

   ]dan tidak stabil 

jika    

 
[.     

 

 
/
 

   ]. 

3. Pada saat laju pengobatan    

 
[.     

 

 
/
 

   ] 
terdapat sepasang nilai eigen yang imajiner murni yang 
menyebabkan adanya bifurkasi Hopf. Untuk     terjadi 
bifurkasi Hopf superkritikal dan pada saat      terjadi 
bifurkasi Hopf subkritikal. 

4. Dengan metode Numerik Runge-Kutta orde 4 
menggunakan software  MATLAB diperoleh hasil bahwa 
jika     , maka terjadi keadaan bebas penyakit karena 
kestabilan sistem menuju titik kesetimbangan bebas 
penyakit   . Kemudian jika    , maka penyakit 
menjadi endemik karena kestabilan sistem menuju titik 
kesetimbangan endemik. 
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