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ABSTRAK 

Matematika berkembang sangat pesat sehingga Matematika sering 

digunakan untuk menyelesaikan berbagai permasalahan di banyak bidang. 

Permasalahan yang ada dapat dibentuk menjadi sebuah sistem, dimana terdapat 

2 macam sistem yaitu stabil dan tidak stabil. Pada fenomena alam yang terjadi, 

tidak semua sistem merupakan sistem yang stabil. Karena permasalahan nyata 

dalam pembentukan sistemnya membutuhkan banyak variabel, maka sistem 

memiliki ordo yang sangat besar. Pada sistem yang besar, pada umumnya tidak 

semua variabel diketahui sehingga dilakukan estimasi. Estimasi ini perlu 

dilakukan karena tidak semua besaran pada sistem tersebut dapat diukur secara 

langsung. Metode estimasi yang digunakan adalah algoritma filter Kalman. 

Estimasi variabel keadaan dengan filter Kalman dilakukan dengan cara 

memprediksi variabel keadaan berdasarkan dinamika sistem dan data 

pengukuran. Sistem berorde besar dalam penyelesaiannya mempunyai tingkat 

penyelesaian yang rumit dan waktu komputasinya besar. Oleh karena itu, 

diperlukan suatu penyederhanaan sistem agar sistem menjadi lebih sederhana 

tanpa kesalahan yang signifikan. Proses yang digunakan untuk 

menyederhanakan sistem disebut reduksi model. Metode Pemotongan 

Setimbang adalah metode reduksi model yang paling sederhana dengan output 

yang dihasilkan dapat mempertahankan sifat-sifat sistem semula. Pada 

penelitian ini menggunakan sistem yang tidak stabil. Konstruksi algoritma filter 

Kalman pada sistem tidak stabil tereduksi dapat diperoleh dengan cara 

melakukan dekomposisi terlebih dahulu menjadi sistem stabil dan sistem tidak 

stabil. Jika pada sistem yang stabil memenuhi sifat terkendali dan teramati. 
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Maka bisa dilakukan reduksi model pada subsistem stabil. Subsistem stabil 

yang tereduksi digabung dengan subsistem tidak stabil sehingga diperoleh 

sistem tereduksi total. Pengkonstruksian algoritma filter Kalman, diperoleh dari 

sistem tereduksi total yang ditambahkan dengan derau sehingga didapatkan 

sistem tereduksi total stokastik. Hasil simulasi dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b didapatkan bahwa dari semua tipe matriks A, matriks A 

yang mempunyai error paling kecil adalah matriks A dengan bentuk tridiagonal 

dengan nilai error 0,1296 pada sistem tereduksi total orde 13. Untuk waktu 

komputasi paling cepat dimiliki oleh matriks A dengan bentuk segitiga atas 

dengan waktu komputasi 0,2874577 pada sistem tereduksi total orde 2. Pada 

hasil yang didapatkan hanya berlaku pada matriks A yang ada telah 

dikonstruksi. 

Kata kunci: Reduksi Model, Dekomposisi, Metode Pemotongan Setimbang, 

Sistem Tidak Stabil, Algoritma Filter Kalman  
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ABSTRACT 

Mathematics is developed very rapidly, so mathematics is often used to 

complete various problems in many areas. The existing problems could be set 

up into a system, where there are two kinds of system which are stable and 

unstable. In natural phenomenas, not all systems are stable systems. Because 

real problems in the formation of the system needs many variables, then the 

system has a very large order. On a large system, generally not all variables are 

known, so it needs to be estimated. Estimation is clearly necessary because not 

all variables on those systems can be measured directly. An estimation method 

used is Kalman Filter algorithm. We estimate state variables using Kalman 

Filter where we predict state variables based on the dynamics of the systems 

and data measurements. High order systems is difficult to solve and its 

computation time is large. Hence, it needs a simplification system to simplify it 

without significant error. This reduced process is called model reduction. 

Balance truncation method is the simplest method of model reduction where it 

produces output that can maintain the properties of the original system. In this 

study, we use unstable system. The construction of the Kalman Filter algorithm 

on a reduced unstable system can be obtained by decomposing into stable and 

unstable system. The stable system satisfies controlled and observed properties. 

So that, we can reduce unstable subsystems. We combine reduced stable system 

with an unstable system, then we have a total reduced system. We construct 

Kalman Filter algorithm based on the total reduced system which consist of 

noise then we have the total stochastic reduced systems. The simulation result 

using MATLAB R2013b software found that from all type A matrix, matrix A 
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with tridiagonal shape has the smallest error i.e 0,1296 on the 13th order total 

reduced system. In the other side, matrix A with upper triangular shape has the 

fastest with computational time i.e 0,2874577 in the 2nd order total reduced 

system. This result are only applies to the existing matrix A which has been 

constructed. 

Keywords : Model Reduction, Decomposition, Balanced Truncation Methods, 

Unstable Systems, Kalman Filter Algorithm 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Matematika berkembang sangat pesat sehingga Matematika sering dipakai 

untuk menyelesaikan berbagai permasalahan di banyak bidang. Saat ini 

permasalahan yang muncul pun semakin banyak. Salah satu penyelesaiannya 

dengan menggunakan model Matematika. Model Matematika adalah representasi 

ideal dari sistem nyata yang dijabarkan atau dinyatakan dalam bentuk simbol dan 

pernyataan matematik. Dengan kata lain model Matematika merepresentasikan 

sebuah sistem dalam bentuk hubungan kuantitatif dan logika, berupa suatu 

persamaan, pertidaksamaan, sistem persamaan atau lainnya yang terdiri atas 

sekumpulan variabel atau besaran dengan menggunakan operasi Matematika. 

Sistem merupakan suatu kombinasi dari beberapa komponen yang bekerja 

bersama-sama untuk mendapatkan tujuan tertentu. Suatu sistem memiliki 

masukan, proses, dan keluaran. Masukan dan keluaran sistem yang disajikan oleh 

fungsi dari waktu bisa merupakan waktu yang kontinu atau diskrit. Analisis sistem 

waktu diskrit memiliki sifat yang sama seperti waktu kontinu. Pada kedua sistem 

tersebut dapat dilakukan analisis pada sistem mengenai kestabilannya. Dari 

analisis tersebut terlihat bahwa terdapat sistem yang stabil dan tidak stabil. 

Suatu sistem yang direpresentasikan dengan model Matematika diubah ke 

dalam instruksi dari suatu komputer sehingga sangat memungkinkan untuk 

memodelkan sistem dengan orde yang lebih besar dan komplek. Kebutuhan akan 

model dengan tingkat keakurasian yang tinggi memunculkan berbagai persoalan 

diantaranya lama waktu komputasi dan memori yang besar, dan kesulitan dalam 

hal analisis, optimasi, dan desain kendali. Sehingga, dibutuhkan aproksimasi 

model dengan orde lebih kecil tetapi perilaku dinamiknya sama atau hampir sama 

dengan model awal. Oleh karena itu, dibutuhkan penyederhanaan sistem yang 

berorde besar agar sistem tersebut memiliki orde yang lebih kecil tanpa kesalahan 

yang signifikan. Penyederhanaan sistem inilah yang dimaksud reduksi model [1]. 

Beberapa metode reduksi model yaitu metode Pemotongan Setimbang [2], 

aproksimasi Norm Hankel [3] dan Aproksimasi Perturbasi Singular [4]. Reduksi 
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model dengan metode Pemotongan Setimbang merupakan metode reduksi model 

yang sering digunakan karena kesederhanaan metodenya. Output sistem reduksi 

dari metode Pemotongan Setimbang yang dihasilkan dapat mempertahankan sifat-

sifat sistem semula terutama sifat kestabilan, keterkendalian, dan keteramatan [1].  

Pada fenomena alam yang terjadi, tidak semua sistem merupakan sistem 

yang stabil. Dalam penyelesaian reduksi model pada sistem tidak stabil berbeda 

dengan penyelesaian sistem stabil. Oleh karena itu, perlu adanya kajian khusus 

mengenai reduksi model pada sistem tidak stabil. 

Selanjutnya pada sistem yang besar, pada umumnya tidak semua variabel 

diketahui sehingga perlu dilakukan estimasi. Estimasi ini perlu dilakukan karena 

tidak semua besaran pada sistem tersebut dapat diukur secara langsung.  

Salah satu metode estimasi yang telah banyak diaplikasikan adalah 

algoritma filter Kalman [5]. Filter Kalman pertama kali diperkenalkan oleh 

Rudolph E. Kalman pada tahun 1960 yaitu tentang suatu penyelesaian pada 

masalah filtering data diskrit yang linier, sehingga dinamakan filter Kalman [6]. 

Metode ini digunakan untuk mengestimasi variabel keadaan dari sistem dinamik 

linear diskrit yang meminimumkan kovarian error estimasi. Filter Kalman adalah 

algoritma rekursif untuk mengestimasi variabel keadaan dari sistem dinamik 

stokastik. Estimasi variabel keadaan dengan filter Kalman dilakukan dengan cara 

memprediksi variabel keadaan berdasarkan dinamika sistem dan data pengukuran 

[7]. 

Berdasarkan latar belakang di atas, pada Tesis ini akan dilakukan kajian 

tentang implementasi algoritma filter Kalman yang akan diterapkan pada sistem 

tereduksi yang berasal dari sistem tidak stabil.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan uraian latar belakang, permasalahan yang diselesaikan dalam 

Tesis ini adalah : 

1. Bagaimana mengkonstruksi algoritma filter Kalman pada sistem waktu 

diskrit tidak stabil tereduksi? 

2. Bagaimana akurasi hasil estimasi pada sistem sebelum dan sesudah 

direduksi? 



3 
 

1.3 Batasan Masalah 

Berdasarkan rumusan masalah, batasan masalah dari Tesis ini adalah: 

1. Sistem yang digunakan adalah sistem linier waktu invarian. 

2. Software yang digunakan adalah MATLAB R2013b. 

 

1.4 Tujuan 

Adapun tujuan Tesis ini adalah sebagai berikut: 

1. Mengetahui langkah-langkah pembentukan algoritma filter Kalman pada 

sistem waktu diskrit tidak stabil tereduksi. 

2. Memperoleh akurasi hasil estimasi pada sistem sebelum dan sesudah 

direduksi. 

 

1.5 Manfaat  

Adapun manfaat Tesis ini adalah sebagai berikut: 

1. Memberikan informasi mengenai penerapan reduksi model pada model 

Matematika yang memiliki orde besar sehingga dapat mempermudah 

penghitungan dan analisis. 

2. Memberikan informasi mengenai pembentukan algoritma filter Kalman 

pada sistem tereduksi. 

 

1.6 Sistematika Penulisan Tesis 

Sistematika penulisan dalam laporan Tesis ini adalah sebagai berikut: 

1. BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini menjelaskan latar belakang penyusunan Tesis, rumusan masalah, 

batasan masalah, tujuan, manfaat dan sistematika penulisan Tesis. 

2. BAB II KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI 

Bab ini menjelaskan tentang landasan teori yang mendukung penelitian, 

antara lain tentang sistem linier waktu diskrit, dekomposisi sistem tidak 

stabil, reduksi model, dan  metode filter Kalman. 

3. BAB III METODOLOGI 

Bab ini menjelaskan tentang tahap-tahap yang dilakukan dalam 

penyusunan Tesis ini. 
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4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

Bab ini menjelaskan secara detail mengenai sistem awal, dekomposisi 

sistem tidak stabil, reduksi model pada subsistem stabil, pembentukan 

algoritma filter Kalman, dan simulasi serta analisis hasil. 

5. BAB V KESIMPULAN DAN SARAN 

Bab ini menjelaskan tentang penarikan kesimpulan yang diperoleh dari 

pembahasan masalah pada bab sebelumnya serta saran yang diberikan 

untuk pengembangan penelitian selanjutnya. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 
 

BAB II 

KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI 

 

Pada bab ini dibahas mengenai kajian pustaka yang berkaitan dengan 

penelitian-penelitian sebelumnya dan dasar-dasar teori yang dibutuhkan dalam 

penelitian ini yaitu pembahasan mengenai sistem linear dinamik mengenai sifat-

sifat sistem, reduksi model dan algoritma filter Kalman. 

 

2.1 Penelitian-Penelitian Terkait 

Penelitian-penelitian terkait yang pernah dilakukan sebelumnya yaitu 

sebagai berikut: 

1. Reduction of Unstable Discrete Time System by Hankel Norm 

Approximation [8]. Dalam penelitian ini dibahas reduksi model pada 

sistem waktu diskrit tidak stabil dengan pendekatan Norm Hankel. Pada 

sistem tidak stabil Deepak Kumar melakukan pemisahan antara sistem 

stabil dan sistem tidak stabil dengan algoritma dekomposisi. 

Selanjutnya pada sistem stabil hasil dekomposisi dilakukan reduksi 

model dengan pendekatan Norm Hankel. Model akhir berupa 

penambahan sistem tidak stabil hasil dekomposisi dan sistem stabil 

hasil reduksi model dengan pendekatan norm hankel. Diperoleh bahwa 

reduksi model dengan pendekatan norm hankel dapat dilakukan pada 

sistem waktu diskrit tidak stabil. 

2. Analisis Reduksi Model pada Sistem Linier Waktu Diskrit tak Stabil [9]. 

Dalam penelitian ini dibahas reduksi model pada sistem linier waktu 

diskrit tidak stabil dengan metode Pemotongan Setimbang. Hasil 

simulasi menunjukkan kesamaan dari perbandingan error antara sistem 

awal dan sistem tereduksi terlihat bahwa semakin kecil variabel yang 

direduksi akan memiliki error semakin kecil. 

3. Construction of the Kalman Filter Algorithm on the Model Reduction 

[1]. Dalam penelitian ini dijelaskan bahwa implementasi algoritma filter 

Kalman pada sistem tereduksi pada masalah distribusi konduksi panas. 

Estimasi distribusi konduksi panas pada kawat dimensi satu ini 
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merupakan sistem yang stabil. Hasil simulasi menunjukkan bahwa 

estimasi filter Kalman pada sistem tereduksi mempunyai hasil yang 

lebih akurat dan waktu komputasi yang lebih cepat jika dibandingkan 

dengan filter Kalman pada sistem semula. 

 

2.2 Sistem Linear Waktu Diskrit 

Diberikan suatu sistem linear waktu diskrit sebagai berikut: [10] 

            ,   (2.1) 

          ,   (2.2) 

dengan 

        adalah variabel keadaan pada waktu  , 

       adalah vektor masukan deterministik pada waktu  , 

        adalah vektor keluaran pada waktu  . 

         masing-masing adalah matriks-matriks konstan dengan ukuran 

yang bersesuaian dan diasumsikan   merupakan matriks non singular. Persamaan 

(2.1) dan (2.2) dapat dinyatakan sebagai sistem          . 

 

2.2.1 Sifat-Sifat Sistem 

Sifat-sifat dari suatu sistem meliputi tiga hal, diantaranya kestabilan, 

keterkendalian dan keteramatan. Berikut ini dijelaskan mengenai pengertian dari 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

 

A. Kestabilan 

Definisi 2.1 [10] 

Diberikan sistem linear diskrit  

            (2.3) 

dengan       adalah variabel keadaan pada waktu   dan   adalah matriks 

konstan dengan ukuran yang bersesuaian. Misalkan    disebut titik setimbang. 

i. Titik setimbang    dikatakan stabil bila untuk setiap    , terdapat 

    sedemikian hingga untuk setiap solusi    yang memenuhi 

‖     ‖    maka berlaku ‖     ‖    untuk setiap      
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ii. Titik setimbang    dikatakan stabil asimtotik jika    stabil dan bila 

terdapat      sedemikian rupa sehingga untuk setiap solusi    yang 

memenuhi ‖     ‖     maka berlaku       ‖     ‖   . 

Berdasarkan Definisi 2.1 untuk menyelidiki kestabilan sistem  

(A, B, C, D), maka syarat kestabilan sistem dari segi nilai karakteristik dapat 

ditentukan seperti pada teorema berikut. 

 

Teorema 2.1 [10] 

Sistem linear diskrit, seperti yang dinyatakan pada Persamaan (2.3), adalah 

stabil asimtotik jika dan hanya jika |     |    untuk         dengan       

adalah nilai eigen matriks    Sedangkan jika |     |   , maka sistem diskrit 

adalah stabil. 

 

B. Keterkendalian 

Definisi 2.2 [10] 

Sistem linear (2.1) dikatakan terkendali pada      , jika ada sinyal kendali yang 

tidak dibatasi kemudian mentransfer keadaan awal untuk setiap keadaan akhir 

dalam interval waktu yang terbatas         .   

 

Selanjutnya untuk syarat-syarat keterkendalian sistem diskrit diberikan pada 

teorema berikut. 

 

Teorema 2.2 [10] 

Syarat perlu dan cukup sebuah sistem terkendali adalah: 

rank      dimana    [                  ] 

Matriks    disebut matriks keterkendalian. 

 

C. Keteramatan 

Definisi 2.3 [10] 

Bila setiap keadaan awal           secara tunggal dapat diamati dari setiap 

pengukuran keluaran sistem (2.1) dari waktu              maka sistem 

dikatakan teramati. 
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Sehingga syarat perlu dan cukup dari keteramatan diberikan pada teorema 

berikut. 

 

Teorema 2.3 [10] 

Syarat perlu dan cukup sebuah sistem teramati adalah: 

rank      dimana    [

 
  
 

     

] 

Matriks    disebut matriks keteramatan. 

 

2.2.2 Gramian Keterkendalian dan Gramian Keteramatan 

Diberikan sistem linier diskrit sebagai sistem          . Pada sistem 

          juga didefinisikan gramian keterkendalian   dan gramian 

keteramatan   yaitu: 

  ∑            
   ,  (2.4) 

  ∑            
   .  (2.5) 

 

Hubungan antara sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan sistem 

dengan gramian keterkendalian   dan gramian keteramatan   dapat dinyatakan 

dalam teorema berikut. 

 

Teorema 2.4 [2] 

Diberikan sistem           yang stabil, terkendali dan teramati. Gramian 

keterkendalian   dan gramian keteramatan    masing-masing merupakan 

penyelesaian tunggal dan definit positif dari persamaan Lyapunov 

               (2.6) 

               (2.7) 

 

Pada Teorema 2.4 sistem           yang stabil adalah sistem stabil 

asimtotik. Sehingga, sistem           adalah sistem yang stabil asimtotik, 

terkendali, dan teramati. 
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Hubungan antara sifat keterkendalian dengan gramian keterkendalian 

sistem, dapat dinyatakan dalam teorema berikut.  

 

Teorema 2.5 [11]  

Pernyataan berikut ekuivalen  

i. Sistem           terkendali, 

ii. Gramian keterkendalian   adalah definit positif, 

iii. Matriks keterkendalian                      mempunyai rank baris 

penuh, 

iv. Ambil   dan   sebagai nilai eigen dan vektor eigen kiri yang 

bersesuaian dari matriks  , yang berarti        , maka berlaku  

     . 

 

Sedangkan untuk menyatakan hubungan antara sifat keteramatan dengan 

gramian keteramatan sistem, dapat diberikan pada teorema berikut. 

 

Teorema 2.6 [11]  

Pernyataan berikut ekuivalen  

i. Sistem            teramati, 

ii. Gramian keteramatan   adalah definit positif, 

iii. Matriks keteramatan                             mempunyai rank 

kolom penuh, 

iv. Ambil   dan   sebagai nilai eigen dan vektor eigen kanan yang 

bersesuaian dari matriks  , yang berarti      , maka berlaku  Cy 

 . 

 

Berdasarkan Teorema 2.4, 2.5 dan 2.6 tersebut, maka sifat kestabilan, 

keterkendalian dan keteramatan sistem merupakan sifat dasar yang harus dipenuhi 

agar sistem tersebut mempunyai gramian keterkendalian dan gramian 

keteramatan. 
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2.3 Dekomposisi Sistem Tidak Stabil 

Dekomposisi sistem tidak stabil merupakan metode pemisahan antara 

subsistem stabil               dan subsistem tidak stabil                

Algoritma dekomposisi dapat dilakukan dengan dua tahap transformasi. Pada 

tahap pertama, transformasi real Schur bentuk blok. Menggunakan unitary matriks 

   dalam bentuk blok diagonal atas Schur, sehingga nilai-nilai eigen dari 

transformasi sistem diatur berdasarkan urutan nilai absolut dari nilai eigennya. 

Jika   sistem awal dan    transformasi matriks unitary, maka    hasil dari 

transformasi sistem dengan       . 

 Pada transformasi tahap kedua, dilakukan dengan menyelesaikan 

persamaan umum Lyapunov dan melanjutkan untuk transformasi tahap kedua 

menggunakan transformasi        , dimana    adalah tahap akhir dari 

transformasi state dan    adalah tahap akhir dari transformasi matriks. Sehingga 

akan diperoleh pemisahan antara subsistem stabil dan tidak stabil [12]. 

 Model hasil dari dekomposisi: 

         *
  

  
|
  

  
+  *

  

  
|
  

 
+  

                                                  (2.8) 

 

2.4 Reduksi Model 

Reduksi model merupakan upaya untuk mengganti model atau sistem yang 

berukuran besar dengan model yang lebih sederhana tanpa kesalahan yang 

signifikan. Sistem tereduksi ini akan mempunyai perilaku atau sifat yang hampir 

sama dengan sistem semula [13]. Terdapat banyak metode reduksi model dan 

salah satu diantaranya adalah metode Pemotongan Setimbang yang telah 

dikembangkan oleh Siep Weiland [2]. Misalkan diberikan sistem 

               sistem diasumsikan stabil, terkendali dan teramati, sehingga pada 

sistem               akan dilakukan Pemotongan Setimbang. Berikut langkah-

langkah pada metode Pemotongan Setimbang. 
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1. Sistem Setimbang 

Sistem setimbang adalah sistem baru yang mempunyai gramian 

keterkendalian dan gramian keteramatan yang sama dan merupakan matriks 

diagonal. Dari sistem               dapat dibentuk suatu 

sistem   ̃   ̃   ̃   ̃   yang mempunyai gramian keterkendalian  ̃  dan gramian 

keteramatan  ̃, yang sama dan merupakan matriks diagonal ∑. Oleh karena itu, 

maka sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   disebut sebagai bentuk sistem setimbang dari sistem 

             . Selanjutnya ∑ disebut sebagai gramian kesetimbangan dari sistem 

   ̃   ̃   ̃   ̃  . 

Hubungan antara sistem setimbang dengan gramian keterkendalian dan 

gramian keteramatan sistem, dapat dilihat pada definisi berikut. 

 

Definisi 2.4 [2]  

Sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   disebut sistem setimbang dari sistem               jika 

sistem   ̃   ̃   ̃   ̃  mempunyai gramian keterkendalian  ̃  dan gramian 

keteramatan  ̃ yang merupakan solusi tunggal dari persamaan Lyapunov 

  ̃  ̃ ̃ 
 
  ̃  ̃ 

 
  ̃   , (2.9) 

 ̃ 
 
 ̃  ̃   ̃ 

 
 ̃   ̃   , (2.10) 

sedemikian sehingga memenuhi 

 ̃   ̃   ∑                  ,               .    (2.11) 

dengan    menyatakan nilai singular Hankel dari sistem               yang 

dapat didefinisikan sebagai 

   √      ,        , 

dengan    adalah nilai-nilai eigen dari gramian keterkendalian W dan gramian 

keteramatan M. 
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2. Sistem Tereduksi 

Sistem tereduksi adalah sistem baru dari pemotongan variabel keadaan 

pada sistem setimbang yang sulit untuk dikendalikan dan diamati. Variabel 

keadaan yang sulit untuk dikendalikan dan diamati ini adalah variabel keadaan 

yang mempunyai pengaruh kecil terhadap sistem dan bersesuaian dengan nilai 

singular Hankel yang kecil.  

Misalkan diberikan sistem               yang diasumsikan stabil, 

terkendali dan teramati. Selanjutnya dibentuk suatu sistem setimbang 

   ̃   ̃   ̃   ̃   yang mempunyai gramian kesetimbangan  , yaitu: 

                   

(

 
 
 

       
      
       
         
      
       )

 
 
 

, (2.12) 

dengan                     .  

Berdasarkan pada urutan nilai singular Hankel, maka gramian 

kesetimbangan   dapat dipartisi menjadi 

  (
   
   

*, (2.13) 

dengan                     ,                          dan        . 

Partisi yang terjadi pada   menyebabkan terjadinya partisi pada sistem 

setimbang    ̃   ̃   ̃   ̃   yaitu 

  (

 ̃   ̃  

 ̃   ̃  
     

 ̃  ̃ 

|

 ̃ 

 ̃ 
  
 ̃

), (2.14) 

 

dengan 

  ̃  (
 ̃   ̃  

 ̃   ̃  

),  ̃  (
 ̃ 

 ̃ 

) , dan  ̃    ̃  ̃  , (2.15) 

dan variabel keadaan pada sistem setimbang    ̃   ̃   ̃   ̃    juga dipartisi 

menjadi 

 ̃  (
 ̃ 

 ̃ 
*, (2.16) 
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dengan  ̃  merupakan bagian variabel keadaan yang bersesuaian dengan    dan 

 ̃  adalah bagian variabel keadaan yang bersesuaian dengan   . 

Selanjutnya, pada sistem setimbang    ̃   ̃   ̃   ̃   dilakukan pemotongan 

terhadap variabel keadaan yang sulit untuk dikendalikan dan sulit diamati 

sehingga terbentuk sistem tereduksi yang mempunyai variabel keadaan lebih 

sedikit daripada variabel keadaan pada sistem semula. Pemotongan terhadap 

variabel keadaan yang sulit untuk dikendalikan dan sulit diamati ini dapat 

dijelaskan melalui teorema berikut. 

 

Teorema 2.7 [2]  

Diberikan sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   yang stabil, terkendali, teramati dan setimbang 

dengan gramian 

 ̃   ̃                                    

Jika         maka sistem tereduksi dengan order r juga akan stabil, terkendali 

dan teramati serta memenuhi ‖      
‖
 

             , dengan    dan 

   
 masing-masing adalah fungsi transfer sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   dan sistem 

tereduksinya. 

 

Pada Teorema 2.7 sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   memiliki sifat yang sama sesuai 

pada Teorema 2.4. akhirnya diperoleh sistem tereduksi berukuran r yang dapat 

dinyatakan dalam bentuk: 

 ̃      ̃   ̃    ̃   ̃ ,   (2.17) 

 ̃    ̃   ̃    ̃   ̃ ,   (2.18) 

Untuk selanjutnya sistem tereduksi ini disebut sebagai sistem    ̃    ̃    ̃    ̃   . 

Dari reduksi model diperoleh sebagai berikut: 

     *
  ̃  

 ̃  
|
 ̃  

 ̃  
+    (2.19) 

Reduksi model pada sistem tidak stabil dapat diperoleh: 

                     (2.20) 

Dengan      adalah hasil subsistem stabil tereduksi dan    adalah subsistem 

tidak stabil dari dekomposisi. 
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2.5 Metode Filter Kalman 

Fenomena di dunia nyata (real system), secara realistis, dapat 

direpresentasikan melalui model Matematika dan numerik pada dinamika sistem. 

Model ini dapat digunakan untuk memprediksi perilaku masa depan sistem, 

asalkan kondisi awal dari sistem diketahui. Data lengkap yang mendefinisikan 

semua state (keadaan) dari suatu sistem pada waktu tertentu tidak selalu tersedia. 

Selain itu, baik model dan data awal yang tersedia mengandung ketidakakuratan 

dan gangguan (noise) acak yang dapat menyebabkan perbedaan yang signifikan 

antara state yang diprediksi dan state aktual dari sistem. Dalam hal ini, 

pengamatan dari sistem dari waktu ke waktu dapat dimasukkan ke dalam 

persamaan model untuk memperoleh “perbaikan” estimasi state dan juga untuk 

memberikan informasi tentang “ketidakpastian” dalam estimasi. 

Pada saat melakukan pengukuran tidak semua variabel keadaan yang 

diinginkan dapat diukur. Oleh karena itu untuk mendapatkan semua variabel 

keadaan yang diinginkan, maka perlu dilakukan estimasi pada variabel-variabel 

tersebut. Pada pemodelan sistem, tidak ada model Matematika dari suatu sistem 

yang sempurna. Hal ini dapat disebabkan karena adanya faktor derau yang 

mempengaruhi sistem. Derau tersebut tidak dapat dimodelkan atau dijadikan 

sebagai masukan deterministik. 

Oleh karena itu Persamaan (2.1) dan (2.2) yang merupakan sistem 

deterministik invarian terhadap waktu, perlu menambahkan faktor stokastik 

berupa derau sistem dan derau pengukuran. Sehingga sistem tersebut secara 

umum dapat ditulis menjadi sistem dinamik stokastik yang invarian terhadap 

waktu sebagai berikut: 

                    (2.21) 

                 (2.22) 

 

Keterangan variabel-variabel diatas adalah sebagai berikut: 

    : nilai awal sistem 

      : variabel keadaan pada waktu     dan berdimensi     

    : variabel keadaan pada waktu k yang nilai estimasi awalnya  ̅  dan 

kovarian awal           
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    : vektor masukan deterministik pada waktu k,        

     : derau pada sistem pada waktu k dengan mean  ̅   , dan kovarian   

    : vektor pengukuran       

    : derau pengukuran pada waktu k dengan mean  ̅    dan kovarian   

 

          merupakan matriks-matriks dengan nilai elemen-elemennya 

adalah koefisien variabel masing-masing dengan ukuran yang bersesuaian.  

Derau sistem,   , dan derau pengukuran,   , masing-masing merupakan 

besaran stokastik, yang diasumsikan berdistribusi Normal dengan mean nol dan 

variansinya masing-masing adalah matriks semi-definit positif   dan matriks 

definit positif  . Derau sistem,   , dan derau pengukuran,   , secara berturut-

turut memiliki kovariansi   dan   atau bisa dinotasikan dengan           dan 

         . Asumsi ini diperlukan supaya filter Kalman yang dihasilkan adalah 

optimal. 

Estimasi pada filter Kalman dilakukan dengan dua tahap, yaitu time update 

(tahap prediksi), yaitu memprediksi variabel keadaan berdasarkan sistem dinamik 

dan measurement update (tahap koreksi) terhadap data-data pengukuran yang 

dimaksudkan untuk memperbaiki hasil estimasi. 

Tahap prediksi dipengaruhi oleh dinamika sistem dengan memprediksi 

variabel keadaan dengan menggunakan persamaan estimasi variabel keadaan dan 

keakuratannya dihitung menggunakan persamaan kovarian error. 

Pada tahap koreksi hasil estimasi variabel keadaan yang diperoleh pada 

tahap prediksi dikoreksi menggunakan model pengukuran. Salah satu bagian dari 

tahap ini yaitu menentukan matriks Kalman Gain yang digunakan untuk 

meminimumkan kovarian error. 

Tahap prediksi dan koreksi dilakukan secara rekursif dengan cara 

meminimumkan kovariansi error estimasi      ̂   dengan    merupakan 

variabel keadaan sebenarnya dan  ̂  merupakan estimasi dari variabel keadaan.  

Algoritma filter Kalman terdiri dari 4 bagian. Bagian pertama dan kedua 

memberikan model sistem dan model pengukuran serta nilai awal (inisialisasi), 

sedangkan bagian ketiga dan keempat adalah tahap prediksi dan tahap koreksi. 

Tabel 2.1 merupakan algoritma filter Kalman [7]. 
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Tabel 2.1 Algoritma Filter Kalman 

1 Model sistem dan model pengukuran 

                   

              

      ̅                           

2 Inisialisasi  

         ̂   ̅  

3 Tahap prediksi (time update) 

 Kovariansi error:     
      

       

Estimasi:  ̂   
    ̂ 

      

4 Tahap koreksi (measurement update) 

 Kovariansi error:      [  ̂   
           ]   

Estimasi :  ̂     ̂   
       

            ̂   
   

Jika digunakan Kalman gain, maka 

Kalman Gain  :          
         

               

Kovariansi kesalahan   :                    
    

Estimasi   :  ̂      ̂   
              ̂   
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

Bab ini menjelaskan metode yang digunakan pada penelitian secara rinci. 

Metodologi penelitian yang digunakan berguna sebagai acuan sehingga penelitian 

ini dapat disusun secara sistematis. 

 

3.1 Metode Penelitian 

Pada penelitian ini digunakan metode penelitian berdasarkan langkah-

langkah sebagai berikut : 

1. Studi Literatur 

Pada tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan dengan cara mencari 

referensi yang menunjang penelitian. Referensi bisa berupa Tugas Akhir, 

Tesis, jurnal, buku, Disertasi maupun artikel terkait yang berhubungan 

dengan permasalahan pada penelitian ini. 

 

2. Analisis Model Awal 

Setelah tahap studi literatur, tahap kedua yang dilakukan adalah analisa 

model awal sistem. Analisa yang dimaksud meliputi analisa sifat-sifat 

sistem. Seperti analisa kestabilan, keterkendalian dan keteramatan pada 

sistem tersebut. 

 

3. Dekomposisi Sistem Tidak Stabil 

Pada tahap ini untuk sistem tidak stabil dilakukan dekomposisi, 

sehingga sistem terbagi menjadi dua yaitu subsistem stabil dan subsistem 

tidak stabil. 

 

4. Konstruksi Algoritma Filter Kalman pada Subsistem Stabil 

Pada tahap ini dibutuhkan sistem yang stabil agar bisa dikonstruksi 

menggunakan filter Kalman. Sehingga subsistem stabil hasil dekomposisi 

yang akan dikonstruksi menggunakan filter Kalman. 
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5. Reduksi Model pada Subsistem Stabil  

Pada tahap ini subsistem stabil hasil dekomposisi sebelum dikonstruksi 

menggunakan filter Kalman akan direduksi menggunakan metode 

Pemotongan Setimbang agar menghasilkan model tereduksi dari subsistem 

stabil dengan membuang variabel state yang pengaruh atau kontribusinya 

terhadap sistem kurang signifikan.  

 

6. Analisa Sifat Model Tereduksi 

Setelah mendapatkan sistem tereduksi dari subsistem stabil, berikutnya 

dilakukan adalah analisa sifat sistem tersebut berupa analisa kestabilan, 

keterkendalian dan keteramatan. Karena reduksi model dilakukan dengan 

menggunakan metode Pemotongan Setimbang sehingga seharusnya sifat 

model tereduksi dari subsistem stabil sama dengan sifat model subsistem 

stabil tanpa ada kesalahan yang signifikan, atau dengan kata lain model 

tereduksi tersebut juga bersifat stabil, terkendali dan teramati. 

 

7. Konstruksi Algoritma Filter Kalman pada Subsistem Stabil Tereduksi 

Pada tahap ini, subsistem stabil tereduksi akan dikonstruksi 

menggunakan algoritma filter Kalman. 

 

8. Simulasi dan Analisis 

Tahap ini dilakukan dengan mengambil contoh sistem tidak stabil 

dengan reduksi model sehingga diperoleh model akhir. Simulasi juga untuk 

mendapatkan akurasi hasil estimasi sebelum dan sesudah dilakukan reduksi 

model menggunakan filter Kalman. Sehingga untuk mendapatkan hasil yang 

optimal dilakukan simulasi menggunakan software MATLAB.  

 

9. Penarikan Kesimpulan dan Saran 

Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan dan saran berdasarkan 

pada hasil simulasi dan analisis pada tahap sebelumnya. 
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10. Penyusunan Laporan 

Pada tahap ini dilakukan penyusunan laporan penelitian berdasarkan 

hasil analisis dan penelitian. 

 

3.2 Diagram Alir Penelitian 

 

Sistem awal

Sifat-Sifat

Sistem tidak Stabil

Dekomposisi

Subsistem Stabil Subsistem tidak Stabil

Reduksi Model Estimasi

Subsistem Stabil Tereduksi Filter Kalman

Estimasi Estimasi Subsistem Stabil

Filter Kalman

Estimasi Subsistem Stabil 

Tereduksi

Simulasi dan Analisis

Kesimpulan

 

Gambar 3.1 Diagram Alir Penelitian 
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BAB IV 

ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

 

Pada bab ini akan dijelaskan secara detail mengenai reduksi model pada 

sistem tidak stabil, dekomposisi sistem tidak stabil, reduksi model pada subsistem 

stabil, sifat-sifat sistem tereduksi pada subsistem stabil, sistem tereduksi total, 

sifat-sifat sistem tereduksi total, konstruksi algoritma filter Kalman pada sistem 

tereduksi total dan simulasi. 

 

4.1 Reduksi Model pada Sistem Tidak Stabil 

Sistem awal yang digunakan pada pembahasan ini adalah sistem linear 

waktu diskrit yang tidak stabil, terkendali dan teramati. Sistem linear waktu 

diskrit seperti pada Persamaan (2.1) dapat dinyatakan sebagai sistem          . 

Pada sistem           memiliki |     |    untuk          dengan       

adalah nilai eigen matriks A, sehingga sistem merupakan sistem yang tidak stabil 

menurut Teorema 2.1.  

Menurut Teorema 2.2, sistem yang memiliki rank      merupakan 

sistem yang terkendali. Sehingga sistem           merupakan sistem yang 

terkendali. Pada Teorema 2.3, sistem yang memiliki rank      merupakan 

sistem yang teramati. Sehingga sistem           merupakan sistem yang 

teramati. 

Sistem           merupakan sistem yang tidak stabil, sehingga tidak dapat 

dilakukan reduksi model. Pada sistem           akan dilakukan dekomposisi 

sistem tidak stabil. 

 

4.1.1 Dekomposisi Sistem Tidak Stabil 

Dekomposisi sistem tidak stabil merupakan metode pemisahan antara 

subsistem stabil dan subsistem tidak stabil. Algoritma dekomposisi dapat 

dilakukan dengan dua tahap transformasi. Pada tahap pertama, transformasi real 

Schur bentuk blok. Pada tahap transformasi kedua, dilakukan dengan 

menyelesaikan persamaan umum Lyapunov dan akan diperoleh pemisahan antara 

subsistem stabil dan subsistem tidak stabil.  
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Pada Persamaan (2.1) akan dilakukan pemisahan antara subsistem stabil dan 

subsistem tidak stabil dapat dilakukan dengan cara dekomposisi. Algoritma 

dekomposisi terdiri dari langkah-langkah sebagai berikut: 

 

1. Transformasi sistem pada Persamaan (2.1) menggunakan matriks 

unitary dU  dalam bentuk blok diagonal atas Schur, sehingga nilai-nilai 

eigen dari transformasi sistem diatur berdasarkan urutan nilai absolut 

dari nilai eigennya. Jika x sistem awal dan dU  transformasi  matriks 

unitary, maka tx  hasil dari transformasi sistem dengan td xUx  . 

Dengan demikian, tahap pertama transformasi sistem diperoleh: 

mn

m

D

B

B

CC

A

AA

D

B

C

A

D

BU

CU

AUU
G t

t

t

tt

t

t

t

T

d

d

d

T

d

t














































2

1

21

22

1211

0
 (4.1) 

Dimana n menunjukkan ukuran sistem, m menunjukkan jumlah nilai 

eigen stabil, dan mn   menunjukkan jumlah dari nilai eigen tidak 

stabil. 

 

2. Transformasi sistem pada Persamaan (4.1) dapat dilakukan untuk 

pemisahan dengan menyelesaikan bentuk umum persamaan Lyapunov 

berikut: 

0222211  ttt ASASA  

Dengan memperoleh nilai dari S dan melanjutkan untuk transformasi 

tahap kedua menggunakan transformasi ddt xWx   dimana dx adalah 

tahap akhir dari transformasi state dan dW  adalah tahap akhir dari 

transformasi matriks. Transformasi matriks dW  dari tahap kedua 

diberikan sebagai berikut: 



















mn

m

d

I

SI

W

.0

.
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Dengan mI  adalah matriks identitas berukuran m dan mnI   adalah 

matriks berukuran mn  . Sedangkan pada 
1

dW  diberikan sebagai 

berikut: 



























mn

m

d

I

SI

W

.0

.
1   

Sehingga sistem dapat dituliskan kembali sebagai berikut: 

mn

m

D

B

B

CC

A

A

D

BW

WC

WAW
G u

s

us

u

s

td

dt

dtd

d






































0

0
11

 (4.2) 

Dengan dt

T

dt

T

dt CUCBUBAUUA  ,,  berdasarkan pada 

Persamaan (4.2), maka diperoleh hasil dari dekomposisi adalah: 




















0

u

u

u

s

s

s

s

d

B

C

A

D

B

C

A
G     (4.3) 

Dengan, 

Subsistem stabil 








s

s

s

s

D

B

C

A
 

dan  

Subsistem tidak stabil .
0 










u

u

u B

C

A

 

Subsistem stabil dapat dinyatakan sebagai sistem               dan 

subsistem tidak stabil dapat dinyatakan sebagai sistem              . 

 

4.1.2 Reduksi pada Subsistem Stabil 

Reduksi model merupakan upaya untuk mengganti model atau sistem yang 

berukuran besar dengan model yang sederhana tanpa kesalahan yang signifikan. 

Pada reduksi model dengan metode Pemotongan Setimbang digunakan sistem 

stabil asimtotik, terkendali dan teramati. Sehingga pada sistem                

diasumsikan sistem merupakan sistem stabil asimtotik, terkendali dan teramati. 
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Pada sistem tidak stabil, tidak terkendali dan tidak teramati tidak dapat 

menentukan gramian keterkendalian dan gramian keteramatan yang definit positif. 

Sehingga pada sistem yang tidak stabil perlu adanya dekomposisi atau pemisahan 

antara subsistem antara subsistem stabil dan tidak stabil. Dari hasil dekomposisi 

tersebut dapat dilakukan reduksi model pada subsistem stabil dengan 

pembentukan sistem setimbang dan pembentukan sistem tereduksi. 

 

1. Sistem setimbang pada subsistem stabil 

Sistem setimbang adalah sistem baru yang mempunyai gramian 

keterkendalian dan gramian keteramatan yang sama dan merupakan matriks 

diagonal. Sistem                diasumsikan stabil asimtotik, terkendali dan 

teramati,  maka gramian keterkendalian W dan gramian keteramatan M,  masing-

masing adalah definit positif. Berdasarkan Teorema 2.4, maka sifat kestabilan, 

keterkendalian dan keteramatan sistem merupakan sistem dasar yang harus 

dipenuhi agar sistem tersebut memiliki gramian keterkendalian W dan gramian 

keteramatan M.  

Pada pembentukan sistem setimbang terlebih dahulu akan dilakukan 

konstruksi matriks transformasi T. Konstruksi matriks transformasi T dilakukan 

sedemikian sehingga gramian keterkendalian W
~

dan gramian keteramatan M
~

adalah sama dan merupakan matriks diagonal. Algoritma untuk mendapatkan 

matriks transformasi T  tersebut adalah sebagai berikut: 

a. Diberikan masukan berupa sistem               yang diasumsikan 

stabil asimtotik, terkendali dan teramati. 

b. Ditentukan gramian keterkendalian W dan gramian keteramatan M dari 

sistem              . Sistem               adalah stabil asimtotik, 

terkendali dan teramati maka berdasarkan Teorema 2.4 dijamin bahwa 

W dan M  adalah definit positif. Matriks W  definit positif maka semua 

nilai eigen dari W  adalah positif dan 0W , artinya W  juga 

merupakan matriks non singular. Begitu juga dengan M  berlaku sama, 

sehingga matriks M  juga merupakan matriks yang non singular. 
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c. Ditentukan matriks   sedemikian sehingga berlaku . TW 
 

Diketahui bahwa matriks W  non singular, maka   jelas non singular. 

d. Dikonstruksikan matriks 
TM  dan dilakukan diagonalisasi pada 

TM  

sedemikian sehingga berlaku 
TT UUM 2  , dengan U adalah 

matriks unitary (matriks yang dibangun oleh vektor eigennya) dan 

   WMdiag in   ,,, 21   dengan 021  n  . 

Telah diketahui bahwa matriks ,, MW adalah matriks non singular, 

maka 
TM  juga non singular. 

TT UUM 2  , yang berarti bahwa 

TUU 2  juga non singular. U adalah matriks unitary, maka berlaku 

IUUUU TT   yang berarti bahwa U dan TU  masing-masing 

merupakan matriks non singular.  ndiag  ,,, 21   dengan 

021  n  , maka jelas bahwa  non singular dan 2

1

  non 

singular. 

e. Didefinisikan matriks T non singular sebagai: 

.2

1

2   UT      (4.4) 

Matriks 2

1

,,  U masing-masing adalah non-singular, maka hal ini 

merupakan jaminan bahwa matriks transformasi T adalah non singular. 

 

Setelah dilakukan pengkonstruksian matriks transformasi T, akan dilakukan 

pembentukan sistem setimbang. Relisasi setimbang adalah realisasi yang 

mentransformasikan suatu sistem menjadi sistem baru yang mempunyai gramian 

keterkendalian dan gramian keteramatan yang sama dan merupakan suatu matriks 

diagonal. Misalkan diberikan suatu matriks transformasi T yang memenuhi: 

kk xTx ~      (4.5) 
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dengan, 

kx  : variabel keadaan dari sistem               

kx~  : variabel keadaan dari sistem setimbang    ̃   ̃   ̃   ̃   

T : matriks transformasi yang non singular dan berukuran nn  

 

Selanjutnya, Persamaan (4.5) dapat dituliskan sebagai berikut: 

.~ 1

kk xTx                 (4.6) 

Untuk 1 kk , maka Persamaan (4.6) menjadi: 

.~
1

1

1 



  kk xTx     (4.7) 

Jika sistem pada Persamaan (4.5) dan (4.7) disubtisusikan kedalam sistem 

              maka diperoleh: 

,~~~~~
1 ksksk uBxAx     (4.8) 

,~~~~~
ksksk uDxCy      (4.9) 

dengan 

.
~

,
~

,
~ 11 TCCBTBTATA ssssss  

 (4.10) 

Sistem yang dinyatakan pada Persamaan (4.8) dan (4.9) disebut sebagai 

sistem    ̃   ̃   ̃   ̃  . Gramian keterkendalian dari sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   dapat 

diperoleh dengan mensubstitusikan Persamaan (4.10) ke dalam Persamaan (2.5), 

yaitu: 

TTWTW
~

     (4.11) 

dengan 

       .
~~~~~

0

kT

s

T

ss

kk

k s ABBAW  
   (4.12) 

Berdasarkan Persamaan (4.10), maka gramian keterkendalian dari sistem 

   ̃   ̃   ̃   ̃    dapat dituliskan dalam bentuk 

 ̃               .  (4.13) 
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Sedangkan gramian keteramatan dari sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   dapat diperoleh 

dengan mensubstitusikan Persamaan (4.10) ke dalam Persamaan (2.6), sehingga 

diperoleh 

         ̃   , (4.14) 

dengan 

 ̃  ∑ (( ̃ )
 
)
 

( ̃ )
 
 ̃ ( ̃ )

  
   , (4.15) 

Berdasarkan Persamaan (4.15), maka gramian keteramatan sistem 

   ̃   ̃   ̃   ̃     dapat didefinisikan sebagai 

 ̃     ̃      . (4.16) 

Dari hasil konstruksi matriks transformasi  , seperti yang dinyatakan pada 

Persamaan (4.5), maka selanjutnya akan ditinjau kembali untuk gramian 

keterkendalian  ̃ dan gramian keteramatan  ̃ dari sistem    ̃   ̃   ̃   ̃   .
 

Berdasarkan Persamaan (4.5), maka gramian keterkendalian,  ̃ , seperti 

yang dinyatakan pada Persamaan (4.13) dapat dituliskan kembali menjadi: 

 ̃  (        )
  

 ((        )
  

)
 

  .  (4.17) 

Sedangkan gramian keteramatan,  ̃ , seperti yang telah dinyatakan pada 

Persamaan (4.15) dapat dituliskan kembali menjadi: 

 ̃  (        )
 
 (        )    .  (4.18) 

Dari Persamaan (4.17) dan (4.18) akhirnya  diperoleh 

 ̃   ̃   .  (4.19) 

Menurut hasil yang telah diperoleh pada Persamaan (4.18) menunjukkan 

bahwa dengan mendefiniskan matriks transformasi   sebagai           , 

maka dari sistem  ssss DCBA ,,, dapat dibentuk suatu sistem  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

yang mempunyai gramian keterkendalian  ̃  dan gramian keteramatan  ̃, yang 
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sama dan merupakan matriks diagonal  . Oleh karena itu, maka sistem 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 disebut sebagai bentuk sistem setimbang dari sistem 

 ssss DCBA ,,, . Selanjutnya,   disebut sebagai gramian kesetimbangan dari 

sistem  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

. Berdasarkan pada Definisi 2.4, maka dapat dinyatakan 

bahwa gramian kesetimbangan   merupakan solusi tunggal dari persamaan 

Lyapunov 

 ̃   ̃ 
 
  ̃  ̃ 

 
    , (4.20) 

 ̃ 
 
  ̃   ̃ 

 
 ̃     . (4.21) 

Sehingga sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
yang mempunyai gramian 

kesetimbangan    yaitu: 

                   

(

 
 
 

       
      
       
         
      
       )

 
 
 

  (4.22) 

dengan                     . 

 

2. Sistem tereduksi pada subsistem stabil 

Sistem tereduksi adalah suatu model pendekatan yang diperoleh dari proses 

reduksi model. Reduksi model merupakan upaya untuk mengganti model atau 

sistem yang berukuran besar dengan model yang lebih sederhana tanpa kesalahan 

yang signifikan. Sistem tereduksi ini akan mempunyai perilaku atau sifat yang 

hampir sama dengan sistem semula. 

Pembentukan sistem tereduksi pada penelitian ini dengan menggunakan 

metode Pemotongan Setimbang. Pembentukan sistem tereduksi dari sistem 

 ssss DCBA ,,, dengan menggunakan metode Pemotongan Setimbang diawali 

dengan pembentukan sistem setimbang dari sistem  .,,, ssss DCBA
 
Selanjutnya 

sistem tereduksi diperoleh dengan cara memotong variabel keadaan pada sistem 

setimbang yang sulit untuk dikendalikan dan diamati. Variabel keadaan yang sulit 
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untuk dikendalikan dan diamati ini adalah variabel keadaan yang mempunyai 

pengaruh kecil terhadap sistem dan bersesuaian dengan nilai singular Hankel yang 

kecil. 

Misalkan diberikan sistem  ssss DCBA ,,, yang diasumsikan stabil 

asimtotik, terkendali dan teramati. Selanjutnya dibentuk suatu sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

yang mempunyai gramian kesetimbangan  , sesuai dengan 

Persamaan (4.22). 

Berdasarkan pada urutan nilai singular Hankel, maka gramian 

kesetimbangan   dapat dipartisi menjadi 

  (
   
   

*, (4.23) 

dengan                     ,                          dan        . 

Partisi yang terjadi pada   menyebabkan terjadinya partisi pada sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, 
yaitu 

 ̃  (

 ̃   ̃  

 ̃   ̃  
     

 ̃  ̃ 

|

 ̃ 

 ̃ 
  
 ̃ 

)  (

 ̃   ̃  

 ̃   ̃  
     
 ̃   ̃ 

|

 ̃  

 ̃ 
  
 ̃  

), (4.24) 

dengan 

 ̃  (
 ̃   ̃  

 ̃   ̃  

),   ̃  (
 ̃  

 ̃ 

) , dan   ̃    ̃   ̃  , (4.25) 

dan variabel keadaan pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
juga dipartisi 

menjadi 

 ̃  (
 ̃  

 ̃  

*, (4.26) 

dengan  ̃  merupakan bagian variabel keadaan yang bersesuaian dengan    dan 

 ̃  adalah bagian variabel keadaan yang bersesuaian dengan   . 
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Selanjutnya, pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

dilakukan pemotongan 

terhadap variabel keadaan yang sulit untuk dikendalikan dan sulit diamati 

sehingga terbentuk sistem tereduksi yang mempunyai variabel keadaan lebih 

sedikit daripada variabel keadaan pada sistem semula. Pemotongan terhadap 

variabel keadaan yang sulit untuk dikendalikan dan sulit diamati ini dapat 

dijelaskan melalui Teorema 2.7. 

Menurut Teorema 2.7, maka pemotongan variabel keadaan pada sistem 

setimbang dapat dilakukan dengan menentukan urutan nilai singular Hankel 

dimana terjadi loncatan yang besar atau dipilih urutan singular Hankel ke-  

dimana        . Akhirnya diperoleh sistem tereduksi yang berukuran   yang 

dapat dinyatakan dalam bentuk: 

 ̃     
  ̃   ̃  

  ̃  ̃   ̃   ̃  
  ̃   ̃  (4.27) 

 ̃   
  ̃  ̃  

   ̃   ̃   ̃  
  ̃   ̃    (4.28) 

Untuk selanjutnya sistem tereduksi ini disebut sebagai sistem 

 .~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

 

4.1.3 Sistem Tereduksi Total  

Sistem tereduksi total adalah sistem baru dimana sistem tereduksi 

   ̃    ̃    ̃    ̃    
 
digabungkan dengan subsistem tidak stabil              . 

Pada sistem tereduksi total mempunyai perilaku atau sifat yang tidak sama dengan 

sistem semula, karena pada sistem ini digabungan dengan subsistem tidak stabil. 

Sehingga sistem tereduksi total mempunyai sifat tidak stabil, terkendali dan 

teramati. Sistem tereduksi total bisa dinyatakan dalam sistem              . 

Selanjutnya dibentuk suatu sistem tereduksi total              yang 

mempunyai gramian kesetimbangan    sesuai dengan Persamaan (4.22). 

Berdasarkan pada urutan nilai singular Hankel, maka gramian kesetimbangan   

dapat dipartisi menjadi 

  (
   
   

*, (4.29) 
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dengan                                                dan 

       .  

Pembentukan sistem tereduksi total diperoleh dari: 
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G    (4.30) 

Persamaan (4.29) dapat dituliskan menjadi: 

,~

~

~
0

0
~
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(4.31) 

dengan 

   (
 ̃   
   

*,     (
 ̃  

  
* , dan       ̃     , (4.32) 

dari Persamaan (4.31) diperoleh sistem tereduksi total yang dapat 

dinyatakan dalam bentuk: 

 ̃    
    ̃  

    ̃  (4.33) 

 ̃      ̃  
    ̃ .  (4.34) 

Setelah mendapatkan sistem tereduksi total              , akan dianalisis 

sifat-sifat atau perilaku dari sistem tereduksi total. 

 

4.2 Konstruksi Algoritma Filter Kalman pada Sistem Tereduksi Total 

Filter Kalman digunakan untuk mengestimasi variabel keadaan dari sistem 

dinamik linear diskrit yang meminimumkan kovarian error estimasi. Filter 

Kalman adalah algoritma rekursif untuk mengestimasi variabel keadaan dari 

sistem dinamik stokastik. Estimasi variabel keadaan dengan filter Kalman 

dilakukan dengan cara memprediksi variabel keadaan berdasarkan dinamika 

sistem dan data pengukuran. 

Pembentukan algoritma filter Kalman pada sistem tereduksi total 

              dilakukan dengan cara menerapkan langkah-langkah proses 

estimasi filter Kalman pada sistem tereduksi total              . Sistem 

tereduksi total mempunyai sifat tidak stabil, terkendali dan teramati.  
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Sistem tereduksi total               yang dinyatakan pada Persamaan 

(4.32) dan (4.33) tidak memuat adanya derau. Pada umumnya suatu sistem selalu 

dipengaruhi oleh derau atau gangguan. Derau atau gangguan ini berupa derau 

pada sistem dan derau pada pengukuran. Oleh karena itu, pada sistem tereduksi 

total               perlu ditambahkan derau. Sistem tereduksi total 

               yang memuat derau disebut sebagai sistem tereduksi total 

stokastik               yang bentuknya dapat dituliskan sebagai 

 ̃    
    ̃  

    ̃      (4.35) 

 ̃      ̃  
    ̃        (4.36) 

dengan    dan    masing-masing merupakan derau sistem dan derau 

pengukuran pada sistem tereduksi total stokastik              . Pada  sistem 

tereduksi total stokastik               diasumsikan: 

 ̃  
  ( ̅̃  

   ̃  
)                      (4.37) 

Persamaan (4.36) menunjukkan bahwa pada sistem tereduksi total diberikan 

keadaan awal  ̃  
 yang merupakan variabel acak dengan rata-rata  ̅̃  

  ̃  
 dan 

kovariansi awal   ̃  
. Derau sistem    dan derau pengukuran    merupakan 

besaran-besaran stokastik yang mempunyai rata-rata nol dan masing-masing 

mempunyai kovariansi Q dan R, sehingga berlaku 

 [  ]   [  
 ]   ;   [  ]   [  

 ]   , (4.38) 

dan 

   [    
 ];    [    

 ]. (4.39) 

 

Estimasi variabel keadaan pada sistem tereduksi total dengan filter Kalman 

dilakukan dengan cara memprediksi variabel keadaan berdasarkan sistem 

dinamik, yang disebut sebagai tahap prediksi. Pada tahap prediksi ini estimasi 

variabel keadaan dilakukan berdasarkan data awal yang ada pada sistem tersebut 

dan berdasarkan dinamika sistemnya itu sendiri. Selanjutnya hasil estimasi dari 

tahap prediksi ini diperbaiki lagi dengan melakukan koreksi menggunakan data-
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data yang diperoleh dari pengukuran. Tahap ini disebut sebagai tahap koreksi. 

Tahap prediksi dan tahap koreksi dilakukan secara rekursi dengan cara 

meminimumkan kovariansi kesalahan estimasi. 

Untuk pembahasan berikutnya, diberikan penotasian  ̂̃  

 
 dan  ̃ 

  yang 

masing-masing menyatakan estimasi dan kovariansi variabel keadaan  ̃  
 pada 

tahap prediksi, sedangkan notasi  ̂̃  
 dan  ̃  untuk menyatakan estimasi dan 

kovariansi variabel keadaan  ̃  
 pada tahap koreksi. Pembentukan algoritma filter 

Kalman pada tereduksi total dapat disusun dalam 4 tahap dan secara lengkap 

dapat disusun sebagai berikut: 

1. Tahap Penentuan Sistem Dinamik dan Model Pengukuran 

Pada tahap ini didefinisikan persamaan model sistem dinamik dan 

model pengukuran, seperti yang telah dinyatakan pada Persamaan (4.35) 

dan (4.36). 

 

2. Tahap Inisialisasi 

Pada tahap ini diberikan inisialisasi pada sistem. Inisialisasi yang 

diberikan pada sistem berupa, nilai awal  ̃  
, nilai estimasi awal  ̂̃  

 

 [ ̃  
] , kovariansi kesalahan estimasi awal  ̃   *( ̃  

  ̂̃  
)( ̃  

 

 ̂̃  
)
 
+ dan diberikan asumsi-asumsi:  

 ̃  
  ( ̂̃  

   ̃  
)                      

 

3. Tahap Prediksi 

Pada tahap prediksi ini dilakukan estimasi variabel keadaan dilakukan 

berdasarkan data awal yang ada pada sistem dan berdasarkan dinamika 

sistemnya itu sendiri tanpa memasukkan pengaruh faktor-faktor diluar 

sistem. Berdasarkan pengaruh dinamika sistemnya, seperti yang dinyatakan 

pada Persamaan (4.35), maka dapat ditentukan: 
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i. Estimasi variabel keadaan 

Estimasi variabel keadaan  ̃     pada sistem tereduksi total 

berdasarkan dinamika sistemnya, dapat dirumuskan sebagai 

 ̂̃    

 
    ̃      

    =  (   ̃  
    ̃     ) 

        ( ̃  
)       ̃         ,  (4.40) 

Substitusi Persamaan (4.38) dan  [ ̃ ]   ̃   ke dalam Persamaan 

(4.40) menghasilkan 

 ̂̃    

 
    ̂̃  

    ̃ .  (4.41) 

ii. Kovariansi kesalahan estimasi variabel keadaan. 

Kovariansi kesalahan estimasi untuk variabel  ̃     pada sistem 

tereduksi total dapat dirumuskan sebagai 

 ̃   
   *( ̃      ̂̃    

 
)( ̃      ̂̃    

 
)
 
+.  (4.42) 

Substitusi Persamaan (4.35) dan (4.41) ke dalam Persamaan (4.42) 

menghasilkan 

 ̃   
   *(   ̃  

    ̃         ̂̃  

    ̃ ) (   ̃  
    ̃         ̂̃  

    ̃ )
 
+ 

  *(   ̃  
        ̂̃  

)(   ̃  
        ̂̃  

)
 
+ 

    *( ̃  
  ̂̃  

)( ̃  
  ̂̃  

)
 
+  

     [( ̃  
  ̂̃  

)  
 ]    

   *  ( ̃  
  ̂̃  

)
 
+  

    [    
 ]  .   (4.43) 
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Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.38) ke dalam Persamaan (4.43) 

diperoleh 

 ̃   
   *  ( ̃  

  ̂̃  
)( ̃  

  ̂̃  
)
 
  

 +   [     
   ] 

    *( ̃  
  ̂̃  

)( ̃  
  ̂̃  

)
 
+   

    [    
 ]   

    ̃   
      . (4.44) 

 

4. Tahap Koreksi 

Pada tahap koreksi ini dilakukan perbaikan estimasi variabel keadaan 

yang telah diperoleh pada tahap prediksi dengan cara melibatkan data-data 

pengukuran yang ada. Pada tahap koreksi ini dapat ditentukan: 

i. Estimasi untuk faktor pengukuran 

Estimasi untuk faktor pengukuran  ̃    
 pada sistem tereduksi total 

dapat dirumuskan sebagai 

 ̂̃    
  [ ̃    

] 

  [   ̃    
    ̃        ] 

    [ ̃    
]     [ ̃   ]   [    ]. (4.45) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.38) dan  [ ̃   ]   ̃    

ke dalam  Persamaan (4.45) diperoleh 

 ̂̃    
    ̂̃    

 
    ̃   . (4.46) 

ii. Kovariansi kesalahan estimasi untuk faktor pengukuran. 

Kovariansi kesalahan estimasi untuk faktor pengukuran  ̃    
 pada 

sistem tereduksi total dapat dirumuskan sebagai 

  ̃    
  [( ̃    

  ̂̃    
) (( ̃    

  ̂̃    
))

 

] (4.47) 
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Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.36) dan (4.38) ke dalam 

Persamaan (4.47) diperoleh  

  ̃    
  *(  ( ̃      ̃̂    

 
)      )(  ( ̃      ̃̂    

 
)      )

 
+ 

  *(  ( ̃      ̃̂    

 
)      ) (( ̃      ̃̂    

 
)
 
  

 

     
 )+ 

  *  ( ̃      ̃̂    

 
)( ̃      ̃̂    

 
)
 
  

 +   [  ( ̃     

 ̃̂    

 
)  

 ]    *  ( ̃      ̃̂    

 
)
 
  

 +   [        
 ]. (4.48) 

Substitusikan Persamaan (4.38) ke dalam Persamaan (4.48) 

sehingga diperoleh 

  ̃    
    ̃   

     . (4.49) 

iii. Kovariansi silang antara variabel keadaan dan faktor pengukuran 

Kovariansi silang antara variabel keadaan  ̃     dan faktor 

pengukuran  ̃    
 dapat dirumuskan sebagai 

  ̃     ̃    
  *( ̃      ̂̃    

 
)( ̃    

  ̂̃    
)
 
+.  (4.50) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.41) dan (4.46) ke dalam 

Persamaan (4.50) diperoleh 

  ̃     ̃    
  *( ̃      ̂̃    

 
)(  ( ̃      ̂̃    

 
)      )

 
+ 

    *( ̃      ̂̃    

 
)( ̃      ̂̃    

 
)
 
+   

 
. (4.51) 

Berdasarkan Persamaan (4.42), maka Persamaan (4.51) dapat 

ditulis menjadi 

  ̃     ̃    
  ̃   

   
 
.  (4.52) 

Dengan cara yang sama, dapat ditentukan kovariansi silang 

  ̃     ̃    
, yaitu 

  ̃     ̃    
    ̃   

 .  (4.53) 
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iv. Kovariansi variabel keadaan yang dipengaruhi faktor pengukuran 

Kovariansi kesalahan estimasi untuk variabel keadaan  ̃    
  yang 

dipengaruhi oleh faktor pengukuran  ̃    
 dapat dirumuskan 

sebagai: 

 ̃      ̃     ̃    
⁄  

  ̃   
    ̃     ̃    

(  ̃    
)
  

  ̃     ̃    
.  (4.54) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.49), (4.52) dan (4.53) ke 

dalam Persamaan (4.54) maka diperoleh 

 ̃     ̃   
   ̃   

   
 (   ̃   

   
   )

  
   ̃   

 .  (4.55) 

Persamaan (4.55) dapat dituliskan dalam bentuk: 

 ̃    
 (( ̃    

 
)
  

   
      )

  

.  (4.56) 

v. Estimasi variabel keadaan yang dipengaruhi oleh faktor 

pengukuran 

Pada tahap koreksi ini, hasil estimasi varibel keadaan  ̃     , yang 

telah diperoleh dari tahap prediksi, akan diperbaiki dengan 

menggunakan data pengukuran  ̃    
. Hasil perbaikan estimasi 

variabel keadaan  ̃    
 oleh faktor pengukuran   ̃    

 dapat 

dirumuskan sebagai: 

 ̂̃    
  [ ̃     ̃    

⁄ ] 

  ̂̃    

 
   ̃     ̃    

(  ̃    
)
  

( ̃    
  ̂̃    

). 

 (4.57) 

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.46), (4.49) dan (4.52) 

diperoleh: 

 ̂̃    
  ̂̃    

 
  ̃   

   
 (   ̃   

   
   )

  
 

( ̃    
    ̂̃    

 
    ̃   ). (4.58) 
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Pada Persamaan (4.58) terlihat bahwa estimator  ̂̃    
 terdapat dua 

unsur penting yaitu ( ̃    
    ̂̃    

 
    ̃   )yang disebut residu, 

dan  ̃   
   

 (   ̃   
   

   )
  

 yang disebut faktor pembobot atau 

biasa disebut dengan nama Kalman gain  ̃   . Sehingga Kalman 

gain dirumuskan sebagai 

 ̃     ̃   

 
  

     ̃   

 
  

       ,  (4.59) 

dan Persamaan (4.58) bisa dituliskan dalam bentuk 

 ̂̃    
  ̂̃    

 
  ̃   ( ̃    

    ̂̃    

 
    ̃   ).  (4.60) 

Persamaan (4.60) ini merupakan persamaan estimator untuk 

variabel   ̃    
 pada sistem tereduksi total yang bersifat unbiased 

dengan Kalman gain  ̃    yang optimal, yaitu meminimalkan 

kovariansi kesalahan estimasi. 

 

Berdasarkan pada uraian di atas, secara sederhana dapat disusun suatu 

algoritma filter Kalman pada sistem tereduksi total, yang dapat dibagi ke dalam 

enam bagian, yaitu: 

1. Diberikan sistem awal yang berupa sistem diskrit           

- Dinamika sistem  :              , 

- Faktor pengukuran  :            . 

Karena pada sistem awal merupakan sistem yang tidak stabil, maka 

perlu dilakukan dekomposisi untuk mendapatkan subsistem stabil dan 

subsistem tidak stabil. 

 

2. Dilakukan dekomposisi pada sistem tidak stabil dari sistem          , 

yaitu: 

- Subsistem stabil  :      
                

- Subsistem tidak stabil  :      
              . 
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3. Dilakukan reduksi model pada subsistem stabil menggunakan metode 

Pemotongan Setimbang, sehingga mendapatkan sistem tereduksi 

 .~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA yaitu: 

- Dinamika sistem      : ̃     
  ̃   ̃  

  ̃   ̃        

- Faktor pengukuran   : ̃     ̃   ̃  
  ̃   ̃  

 

4. Dibentuk sistem tereduksi total              , yaitu: 

- Dinamika sistem  :   ̃    
    ̃  

    ̃ , 

- Faktor pengukuran  :  ̃      ̃  
    ̃ , 

 

5. Dibentuk sistem tereduksi total stokastik               

- Dinamika sistem  :   ̃    
    ̃  

    ̃     , 

- Faktor pengukuran  :  ̃      ̃  
    ̃    , 

dengan           dan           

 

6. Penerapan algoritma filter Kalman pada sistem tereduksi total dengan 

langkah-langkah berikut: 

i. Diberikan model sistem dan model pengukuran dalam bentuk 

stokastik               

- Dinamika sistem  :   ̃    
    ̃  

    ̃      

- Faktor pengukuran  :   ̃      ̃  
    ̃     

dengan           dan           

ii. Tahap Inisialisasi 

Pada tahap inisialisasi diberikan nilai awal dari sistem tereduksi 

total, yaitu  

 ̃  
  ( ̅̃  

   ̃  
)       ̃  

 ,   ̂̃  
  ̅̃  

 . 
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iii. Tahap Prediksi  

Pada tahap prediksi ini dilakukan estimasi dan penentuan 

kovariansi kesalahan berdasarkan dinamika sistemnya saja.  Pada 

tahap ini diperoleh: 

- Kovariansi kesalahan :  ̃    

 
    ̃   

      , 

- Estimasi   :   ̂̃    

 
    ̂̃  

    ̃ . 

iv. Tahap Koreksi 

Pada tahap ini dilakukan koreksi terhadap hasil yang telah 

diperoleh pada tahap prediksi berdasarkan data pengukuran yang 

diberikan. Pada tahap koreksi ini diperoleh: 

- Kovariansi kesalahan:   ̃    
 (( ̃    

 
)
  

   
      )

  

, 

- Estimasi : 

 ̃̂      ̃̂    

 
  ̃    

 
  

 (   ̃   
   

   )
  

 

( ̃        ̃̂    

 
    ̃   ) 

 ̂̃    
  ̂̃    

   ̃    
  

    ( ̃
    

    ̂̃    

 
    ̃   ). 

Jika digunakan Kalman gain 

 ̃     ̃   
 

  
     ̃   

 
  

      , 

maka diperoleh 

- Kovariansi kesalahan :  ̃    
 (   ̃    ) ̃    

 
 , 

- Estimasi   : ̃̂      ̃̂    

 
  ̃    

( ̃        ̃̂    

 
    ̃   ) . 
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Sistem Awal   𝐴 𝐵 𝐶 𝐷  

dinamika sistem  :  𝑥𝑘   𝐴𝑥𝑘  𝐵𝑢𝑘, 

faktor pengukuran  :  𝑦𝑘  𝐶𝑥𝑘  𝐷𝑢𝑘. 

Karena sistem awal merupakan sistem yang tidak stabil, sehingga perlu 

dilakukan dekomposisi 

 Dekomposisi  sistem tidak stabil 

Subsistem stabil  : 𝑥𝑠𝑘  
  𝐴𝑠 𝐵𝑠 𝐶𝑠 𝐷𝑠   

Subsistem tidak stabil  : 𝑥𝑢𝑘  
  𝐴𝑢  𝐵𝑢 𝐶𝑢 𝐷𝑢 . 

 

Reduksi model pada subsistem stabil 

Dinamika sistem      :�̃�𝑠𝑟𝑘  
 �̃�𝑠𝑟�̃�𝑟𝑘  �̃�𝑠𝑟�̃�𝑘       

Faktor pengukuran   :�̃�𝑠𝑟𝑘  �̃�𝑠𝑟�̃�𝑟𝑘  �̃�𝑠𝑟�̃�𝑘 

 

Dibentuk sistem tereduksi total  𝐴𝑟 𝐵𝑟  𝐶𝑟 𝐷𝑟  

Dinamika sistem  :  �̃�𝑟𝑘   𝐴𝑟�̃�𝑟𝑘  𝐵𝑟�̃�𝑘, 

Faktor pengukuran  : �̃�𝑟𝑘  𝐶𝑟�̃�𝑟𝑘  𝐷𝑟�̃�𝑘, 

 

Dibentuk sistem tereduksi total  stokastik  𝐴𝑟 𝐵𝑟 𝐶𝑟 𝐷𝑟  

Dinamika sistem  :  �̃�𝑟𝑘   𝐴𝑟�̃�𝑟𝑘  𝐵𝑟�̃�𝑘  𝐺𝑤𝑘, 

Faktor pengukuran  : �̃�𝑟𝑘  𝐶𝑟�̃�𝑟𝑘  𝐷𝑟�̃�𝑘  𝑣𝑘, 

dengan 𝑤𝑘 𝑁   𝑄  dan 𝑣𝑘 𝑁   𝑅  

Penerapan algoritma filter Kalman pada sistem tereduksi total  

i. Diberikan model sistem dan model pengukuran dalam bentuk stokastik 

 𝐴𝑟  𝐵𝑟 𝐶𝑟 𝐷𝑟  
Dinamika sistem    :  �̃�𝑟𝑘   𝐴𝑟�̃�𝑟𝑘  𝐵𝑟�̃�𝑘  𝐺𝑤𝑘 

Faktor pengukuran :  �̃�𝑟𝑘  𝐶𝑟�̃�𝑟𝑘  𝐷𝑟�̃�𝑘  𝑣𝑘 

ii. Tahap Inisialisasi 

�̃�𝑟  𝑁 (�̅̃�𝑟  𝑃�̃�𝑟 )  𝑃  𝑃�̃�𝑟  ,  �̃̂�𝑟  �̅̃�𝑟  . 

iii. Tahap Prediksi  

Kovariansi kesalahan : �̃�𝑟𝑘  

 
 𝐴𝑟�̃�𝑘𝐴𝑟

𝑇  𝐺𝑄𝐺𝑇, 

Estimasi        :  �̃̂�𝑟𝑘  

 
 𝐴𝑟 �̃̂�𝑟𝑘  𝐵𝑟�̃�𝑘. 

iv. Tahap Koreksi 

Kovariansi kesalahan : �̃�𝑟𝑘   ((�̃�𝑟𝑘  

 
)
  

 𝐶𝑟
𝑇𝑅  𝐶𝑟)

  
, 

Estimasi : 

�̃̂�𝑟𝑘   �̃̂�𝑟𝑘  
  �̃�𝑟𝑘  𝐶𝑟

𝑇𝑅  (�̃�𝑟𝑘   𝐶𝑟 �̂̃�𝑟𝑘  

 
 𝐷𝑟�̃�𝑘  ). 

Jika digunakan Kalman  gain 

�̃�𝑘   �̃�𝑘  
 𝐶𝑟

𝑇(𝐶𝑟�̃�𝑘  
 𝐶𝑟

𝑇  𝑅)
  

, 

Kovariansi kesalahan : �̃�𝑟𝑘   (𝐼  �̃�𝑘  𝐶)�̃�𝑟𝑘  

 
 , 

Estimasi : �̃̂�𝑟𝑘   �̃̂�𝑟𝑘  

 
 �̃�𝑘  (�̃�𝑟𝑘   𝐶𝑟 �̃̂�𝑟𝑘  

 
 𝐷𝑟�̃�𝑘  ) . 
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4.3 Simulasi 

Pada simulasi ini akan diberikan 5 contoh kasus yang diterapkan pada 

reduksi model dengan Pemotongan Setimbang, lalu dilakukan estimasi variabel 

menggunakan algoritma filter Kalman. Kasus yang digunakan antara lain: matriks 

dengan elemen sebarang, matriks bentuk tridiagonal, matriks bentuk diagonal, 

matriks bentuk segitiga atas, dan matriks bentuk segitiga bawah.  

Simulasi yang dilakukan pada penelitian ini menggunakan software 

MATLAB R2013b. Spec PC yang digunakan pada penelitian ini adalah sebagai 

berikut: 

 Processor : Intel(R) Core(TM) i3-2350M CPU @ 2.30 GHz 2.30 GHz 

 RAM : 2,00 GB 

 System type : 32-bit Operating System 

 

4.3.1 Kasus 1 

Pada kasus 1 ini diambil suatu matriks A  berukuran 20x20 dengan elemen 

sebarang. Simulasi ini akan mengambil contoh sistem awal  DCBA ,,, sebagai 

berikut: 



























































































2.03.03.02.09.06.02.06.09.02.03.03.02.09.06.02.06.09.02.03.0

9.03.02.02.01.08.05.01.05.08.01.02.02.01.08.05.01.05.08.01.0

8.07.04.01.01.09.07.04.09.04.07.09.01.01.09.07.04.09.04.07.0

7.06.04.04.19.09.08.06.03.08.03.06.08.09.09.08.06.03.08.03.0

6.05.03.001.08.08.07.05.02.07.02.05.07.08.08.07.05.02.07.0

5.04.02.003.02.07.07.06.04.01.06.01.04.06.07.07.06.04.01.0

4.03.01.08.02.07.04.06.06.05.03.09.05.09.03.05.06.06.05.03.0

3.02.017.01.06.015.05.05.07.02.08.04.08.02.04.05.05.04.0

2.01.09.06.015.09.002.14.01.03.01.07.03.07.01.03.04.04.0

1.018.05.09.04.08.02.01.02.03.03.02.09.06.02.06.09.02.03.0

19.07.04.08.03.07.0101.01.02.02.01.08.05.01.05.08.01.0

9.08.06.03.07.02.06.09.01.001.02.01.01.09.07.04.09.04.07.0

8.07.05.02.06.01.05.08.09.019.07.01.07.09.08.06.03.08.03.0

7.06.04.01.05.014.07.08.09.08.06.04.05.06.08.07.05.02.07.0

6.05.03.014.09.03.06.07.08.07.05.03.014.05.07.06.04.01.0

5.04.02.09.03.08.02.05.06.07.06.04.02.09.002.04.06.05.03.0

4.03.01.08.02.07.01.04.05.06.05.03.01.08.03.04.01.03.05.04.0

3.02.017.01.06.013.04.05.04.02.017.05.011.03.02.04.0

2.01.09.06.015.09.02.03.04.03.01.09.06.02.06.09.02.08.01.0

1.018.05.09.04.08.01.02.03.02.018.05.01.07.08.02.01.02.0

A
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0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1

B

 

 

 0

10101010210012210012





D

C

 

 

Tabel 4.1 Nilai Eigen Matriks A 

i 
i  

1 3.8034 

2 2.5304 

3 2.5932 

4 1.7205 

5 1.7205 

6 1.4367 

7 1.4367 

8 1.3978 

9 1.2513 

10 1.2513 

11 1.0522 

12 1.0522 

13 0.8751 

14 0.8751 

15 0.5906 

16 0.5954 

17 0.5954 

18 0.5873 

19 0.4224 

20 0.4224 
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Selanjutnya akan diselidiki kestabilan, keterkendalian dan keteramatan dari 

sistem awal tersebut. Stabilitas sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai absolut dari eigen matriks A seperti yang disajikan pada Tabel 

4.1. 

Berdasarkan Tabel 4.1, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks A 

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  pada sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah 20. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah 20. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah teramati. 

Pada reduksi model dengan metode Pemotongan Setimbang digunakan 

sistem stabil asimtotik, terkendali dan teramati. Karena pada sistem yang tidak 

stabil tidak dapat menentukan gramian keterkendalian dan gramian keteramatan 

dalam membentuk sistem setimbang. Maka perlu adanya dekomposisi atau 

pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tidak stabil.  

Pada dekomposisi sistem tidak stabil, dilakukan transformasi sistem 

menggunakan matriks unitary dU . Diperoleh matriks unitary dU  seperti yang 

tertulis pada Lampiran A. 

Selanjutnya dilakukan transformasi tahap kedua dW . Diperoleh matriks dW  

seperti yang tertulis pada Lampiran A. Sehingga diperoleh hasil dekomposisi 

sistem tidak stabil, dimana subsistem stabil adalah sebagai berikut: 



45 
 



























 



0.59190.6090-000000

0.56490.7124000000

0.3421-0.11120.2852-0.60030000

0.06020.16270.3757-0.4523-0000

0.44310.12510.07620.0268-0.5906-000

0.48710.54770.3161-0.05360.13310.587300

0.51440.25140.17940.1638-0.0669-0.0528-0.09624963.0

0.29730.1420-6466.07104.00.29300.0014-0.3358-1225.0

sA

 































1.8374

2.4865-

3.2467-

0.1429

1.8869

1.2303-

6.0424

2.3242-

s
B  

 

 0

1.29630.14312.0874-1.5915-0.4716-0.95861.6808-0.0464





s
D

s
C

 

Pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  diatas, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari subsistem stabil 

 ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks sA
 
yang 

dapat dilihat pada Tabel 4.1. Nilai eigen matriks sA  pada Tabel 4.1 disajikan 

dengan warna hitam. Berdasarkan Tabel 4.1, terlihat bahwa nilai absolut dari 

eigen matriks sA
 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem 

stabil  ssss DCBA ,,,  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 8. Maka berdasarkan Teorema 2.2 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah terkendali. 
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Keteramatan subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan 

rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 8. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah teramati. 

Setelah itu untuk subsistem tidak stabil. Pada subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,
 
yang tertulis pada Lampiran A, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,
 
dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks uA
 
seperti yang disajikan pada Tabel 4.1. 

Nilai eigen matriks uA  pada Tabel 4.1 disajikan dengan warna merah. 

Berdasarkan Tabel 4.1, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks uA
 
bernilai 

lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 12. Maka berdasarkan 

Teorema 2.2 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 12. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah teramati. 
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Selanjutnya adalah membentuk sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dari 

subsistem stabil, dimana sistem setimbang dapat dilihat sebagai berikut: 































0.3147-0.64730.01990.02710.0071-0.0061-0.00400.0053-

0.6473-0.0715-0.4487-0.0042-0.00900.01460.0055-0.0086 

0.0199-0.4487-0.1166-0.33550.0807-0.0653-0.04510.0589-

0.02710.00420.3355-0.6239-0.1705-0.2669-0.09150.1434-

0.00710.00900.0807-0.17050.86750.3626- 0.0164 0.0621-

0.0061-0.0146-0.06530.2669-0.36260.56470.34330.3106-

0.0040-0.0055-0.04510.0915-0.01640.3433-0.59130.5870

0.0053-0.0086-0.05890.1434-0.06210.3106-0.5870-0.1145-

~

s
A

 





























0.0035

0.0021

0.0433

0.0486-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

~

s
B  

 

 0
~

0.0035-0.00210.04330.04860.1976-0.6386-0.98512.0877-
~





s
D

s
C

 

Selanjutnya akan dicari gramian keterkendalian W
~

dan gramian keteramatan 

M
~

 dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, diperoleh: 































0.02110000000

00.0426000000

000.159400000

000 0.77290000

00001.9377000

000002.965900

0000005.57890

00000006.6781

~
W  































0.02110000000

00.0426000000

000.159400000

000 0.77290000

00001.9377000

000002.965900

0000005.57890

00000006.6781

~
M
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Dapat dilihat bahwa nilai dari MW
~~

 yang sama artinya dengan 

  MW
~~

, dengan  ndiag  ,,, 21   dengan   adalah nilai singular 

Hankel, maka didapatkan nilai singular Hankel seperti yang disajikan pada Tabel 

4.2 berikut: 

Tabel 4.2 Nilai Singular Hankel 

i |  | 

1 6.6781 

2 5.5789 

3 2.9659 

4 1.9377 

5 0.7729 

6 0.1594 

7 0.0426 

8 0.0211 

 

Berdasarkan Tabel 4.2, terlihat bahwa semua nilai singular Hankel adalah 

positif dan determinan dari nilai singular Hankel tidak sama dengan 0. Nilai 

singular Hankel juga dapat ditunjukkan melalui grafik, yang disajikan oleh 

Gambar 4.1 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Nilai Singular Hankel 



49 
 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
yang 

berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 

sA
~

seperti yang disajikan pada Tabel 4.3. Tabel 4.3 disajikan sebagai berikut: 

 

Tabel 4.3 Nilai Eigen Matriks sA
~

 

I 
i  

1 0.5906 

2 0.5954 

3 0.5954 

4 0.8751 

5 0.8751 

6 0.5873 

7 0.4224 

8 0.4224 

 

Berdasarkan Tabel 4.3, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks sA
~

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM
~

 pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 8. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah terkendali. 

Keteramatan sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 8. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah teramati. 
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Sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 akan direduksi dengan menggunakan 

metode Pemotongan Setimbang. Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, didapatkan sistem tereduksi dengan Pemotongan Setimbang. Orde dari 

sistem tereduksi r adalah dari 2 sampai dengan 1z , dengan z adalah dimensi 

dari sA  (subsistem stabil). Semakin kecil r maka semakin banyak variabel yang 

direduksi. 

Reduksi orde 7, dengan orde 7 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 





























0.0715-0.4487-0.0042-0.00900.01460.0055-0.0086

0.4487-0.1166-0.33550.0807-0.0653-0.04510.0589-

0.00420.3355-0.6239-0.1705-0.2669-0.09150.1434-

0.00900.0807-0.17050.86750.3626-0.01640.0621-

0.0146-0.06530.2669-0.36260.56470.34330.3106-

0.0055-0.04510.0915-0.01640.3433-0.59130.5870

0.0086-0.05890.1434-0.06210.3106-0.5870-0.1145-

7
~

srA  





























0.0021

0.0433

0.0486-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

7
~

srB  

 0021.00433.00486.01976.06386.09851.02.08777
~

srC  

 07
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 7

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.4 sebagai berikut: 
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Tabel 4.4 Nilai Eigen Matriks 7

~
srA  

i 
i  

1 0.6316 

2 0.6316 

3 0.8746 

4 0.8746 

5 0.3687 

6 0.3687 

7 0.6156 

 

Berdasarkan Tabel 4.4, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 7

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 7 

 7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 7. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 7 

 7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 7. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 7

 7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  7777 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran A. 
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Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 7777 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 7rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.5 

sebagai berikut: 

Tabel 4.5 Nilai Eigen Matriks 7rA  

i 
i  

1 0.6316 

2 0.6316 

3 0.8746 

4 0.8746 

5 0.3687 

6 0.3687 

7 0.6156 

8 3.8034 

9 2.5932 

10 1.4367 

11 1.4367 

12 1.3978 

13 2.5304 

14 1.2513 

15 1.2513 

16 1.7205 

17 1.7205 

18 1.0522 

19 1.0522 

 

Berdasarkan Tabel 4.5, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 7rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

 

Keterkendalian sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 
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keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah 19. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah 19. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 6, dengan orde 6 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

























0.1166-0.33550.0807-0.0653-0.04510.0589-

0.3355-0.6239-0.1705-0.2669-0.09150.1434-

0.0807-0.17050.86750.3626-0.01640.0621-

0.06530.2669-0.36260.56470.34330.3106-

0.04510.0915-0.01640.3433-0.59130.5870

0.05890.1434-0.06210.3106-0.5870-0.1145-

6
~

srA  

























0.0433

0.0486-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

6
~

srB  

 0.04330.04860.1976-0.6386-0.98512.0877-6
~

srC  

 06
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 6

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.6 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.6 Nilai Eigen Matriks 6

~
srA  
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i 
i  

1 0.6309 

2 0.8703 

3 0.8703 

4 0.2401 

5 0.2401 

6 0.5199 

 

Berdasarkan Tabel 4.6, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks srA
~

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 6 

 6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 6 

 6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 6. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 6

 6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  6666 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran A. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 6666 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 
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Kestabilan dari sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 6rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.7 

sebagai berikut: 

Tabel 4.7 Nilai Eigen Matriks 6rA
 
 

i 
i  

1 0.6309 

2 0.8703 

3 0.8703 

4 0.2401 

5 0.2401 

6 0.5199 

7 3.8034 

8 2.5932 

9 1.4367 

10 1.4367 

11 1.3978 

12 2.5304 

13 1.2513 

14 1.2513 

15 1.7205 

16 1.7205 

17 1.0522 

18 1.0522 

 

Berdasarkan Tabel 4.7, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 6rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah 18. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 
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Keteramatan sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah 18. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 5, dengan orde 5 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 























0.6239-0.1705-0.2669-0.09150.1434-

0.17050.86750.3626-0.01640.0621-

0.2669-0.36260.56470.34330.3106-

0.0915-0.01640.3433-0.59130.5870

0.1434-0.06210.3106-0.5870-0.1145-

5
~

srA  























0.0486-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

5
~

srB  

 0.04860.1976-0.6386-0.98512.0877-5
~

srC  

 05
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 5

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.8 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.8 Nilai Eigen Matriks 5

~
srA  

i 
i  

1 0.7521 

2 0.8595 

3 0.8595 

4 0.4407 

5 0.4407 
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Berdasarkan Tabel 4.8, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 5

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 5 

 5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 5. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 5 

 5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 5. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 5

 5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  5555 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran A.  

Kestabilan dari sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 5rA seperti yang disajikan pada Tabel 4.9 

sebagai berikut: 

Tabel 4.9 Nilai Eigen Matriks 5rA
 
 

i 
i  

1 0.7521 

2 0.8595 

3 0.8595 

4 0.4407 

5 0.4407 

6 3.8034 
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7 2.5932 

8 1.4367 

9 1.4367 

10 1.3978 

11 2.5304 

12 1.2513 

13 1.2513 

14 1.7205 

15 1.7205 

16 1.0522 

17 1.0522 

 

Berdasarkan Tabel 4.9, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 5rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah 17. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah 17. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 4, dengan orde 4 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 





















0.86750.3626-0.01640.0621-

0.36260.56470.34330.3106-

0.01640.3433-0.59130.5870

0.06210.3106-0.5870-0.1145-

4
~

srA  
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0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

4
~

srB  

 0.1976-0.6386-0.98512.0877-4
~

srC  

 04
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 4

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.10 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.10 Nilai Eigen Matriks 4

~
srA  

i 
i  

1 0.0544 

2 0.8698 

3 0.8698 

4 0.5936 

 

Berdasarkan Tabel 4.10, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 4

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 4 

 4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 4 

 4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 
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MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 4. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 4 

 4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  4444 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran A. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 4444 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 
4rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.11.  

 

 

 

 

 

 

Tabel 4.11 Nilai Eigen Matriks
4rA
 
 

i 
i  

1 0.0544 

2 0.8698 

3 0.8698 

4 0.5936 

5 3.8034 

6 2.5932 

7 1.4367 

8 1.4367 

9 1.3978 

10 2.5304 

11 1.2513 

12 1.2513 

13 1.7205 

14 1.7205 
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15 1.0522 

16 1.0522 

 

Berdasarkan Tabel 4.11, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 
4rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah 16. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah 16. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 3, dengan orde 3 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

















0.56470.34330.3106-

0.3433-0.59130.5870

0.3106-0.5870-0.1145-

3
~

srA  

















0.6386

0.9851

2.0877

3
~

srB  

 0.6386-0.98512.0877-3
~

srC  

 03
~

srD  
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Kestabilan dari sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 3

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.12 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.12 Nilai Eigen Matriks 3

~
srA  

i 
i  

1 0.0619 

2 0.7974 

3 0.7974 

 

Berdasarkan Tabel 4.12, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3

~
srA

 
 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
 adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 3. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 3. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  3333 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran A. 
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Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 3333 ,,, rrrr DCBA
 
yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 3rA seperti yang disajikan pada Tabel 4.13 

sebagai berikut: 

 

Tabel 4.13 Nilai Eigen Matriks 3rA
 
 

i 
i  

1   0.0619 

2 0.7974 

3 0.7974 

4 3.8034 

5 2.5932 

6 1.4367 

7 1.4367 

8 1.3978 

9 2.5304 

10 1.2513 

11 1.2513 

12 1.7205 

13 1.7205 

14 1.0522 

15 1.0522 

 

Berdasarkan Tabel 4.13, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 15. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 
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Keteramatan sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 15. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 2, dengan orde 2 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 











0.59130.5870

0.5870-0.1145-

2
~

srA  











0.9851

2.0877

2
~

srB  

 0.98512.0877-2
~

srC  

 02
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 2

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.14 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.14 Nilai Eigen Matriks 2

~
srA  

i 
i  

1 0.5261 

2 0.5261 

 

Berdasarkan Tabel 4.14, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 2

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 
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menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 2. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 2. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  2222 ,,, rrrr DCBA  orde 14 seperti tertulis pada Lampiran A. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 2222 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 
2rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.15 

sebagai berikut: 

Tabel 4.15 Nilai Eigen Matriks
2rA
 
 

i 
i  

1 0.5261 

2 0.5261 

3 3.8034 

4 2.5932 

5 1.4367 

6 1.4367 

7 1.3978 

8 2.5304 

9 1.2513 

10 1.2513 

11 1.7205 
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12 1.7205 

13 1.0522 

14 1.0522 

 

Berdasarkan Tabel 4.15, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 
2rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 14. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 14. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

 

Setelah dilakukan proses reduksi model, akan dilakukan estimasi 

menggunakan filter Kalman. Proses estimasi ini menggunakan software 

MATLAB R2013b. Estimasi dilakukan pada sistem awal  DCBA ,,, , sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, dan sistem tereduksi total  rrrr DCBA ,,, . 

Diberikan estimasi awal  ̂    dan kovariansi kesalahan estimasi awal 

         dan   matriks identitas. Derau sistem   dibangkitkan dari nilai 

random dengan mengambil mean nol dan kovariansi         Sedangkan untuk 

derau pengukuran   juga dibangkitkan dari nilai random dengan mengambil mean 

nol dan kovariansi      . Berikut akan ditampilkan hasil simulasi estimasi 

variabel keadaan dengan melakukan iterasi sebanyak 10 kali atau 10N . Pada 
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semua sistem dilakukan simulasi sebanyak 10 kali. Hasil simulasi estimasi 

variabel keadaan disajikan pada Tabel 4.16. 

 

Tabel 4.16  Hasil Estimasi Variabel Setiap Sistem 

Sistem 
Nilai error pada 

N=10 

Rata-rata waktu 

komputasi (detik) 

Awal  23,6950 0.7306541 

Setimbang 19,2070 0.4164941 

Tereduksi Total Orde 7 13,5882 0.3952339 

Tereduksi Total Orde 6 13,6578 0.3487187 

Tereduksi Total Orde 5 14,5479 0.3379121 

Tereduksi Total Orde 4 15,4119 0.3700648 

Tereduksi Total Orde 3 13,8241 0.3284897 

Tereduksi Total Orde 2 12,4541 0.3447269 

 

Berdasarkan data pada Tabel 4.16 terlihat bahwa nilai error terkecil adalah 

pada sistem tereduksi total orde 2 dengan 4541,12error  dengan waktu 

komputasi tercepat pada sistem tereduksi total. Berdasarkan Tabel 4.16 terlihat 

bahwa proses estimasi pada sistem tereduksi total lebih cepat daripada proses 

estimasi pada sistem awal dan sistem setimbang. Hal ini karena banyaknya 

variabel state yang dihitung, sehingga waktu komputasi pada sistem tereduksi 

lebih sedikit. Untuk tabel nilai error dan waktu komputasi setiap sistem yang 

lebih terperinci dapat dilihat pada Lampiran A.  

 

Cara mencari error estimasi akan dituliskan dalam persamaan berikut: 

      ‖   ̂‖    (4.61) 

dimana x adalah nilai sebenarnya dan  ̂  adalah nilai hasil estimasi 

menggunakan algoritma filter Kalman. Hasil simulasi untuk estimasi dari 

 DCBA ,,,  dan sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
diberikan pada Gambar 4.2 dan 

Gambar 4.3. 
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Gambar 4.2 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem A wal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.3 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Setimbang 

Gambar 4.2 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem awal. Sedangkan Gambar 4.3 menunjukkan grafik nilai sebenarnya 

dan grafik nilai estimasi untuk sistem setimbang. Pada Gambar 4.2 dan 4.3 terlihat 

bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki performansi 

yang sama. Pada gambar terlihat bahwa nilai dari   dan  ̂ berkisar    . 
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Gambar 4.4 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.5 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 6 
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Gambar 4.6 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 5 

 

Gambar 4.4 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 7. Gambar 4.5 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 6. Gambar 

4.6 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem 

tereduksi total orde 5. Pada Gambar 4.4, 4.5 dan 4.6 terlihat bahwa grafik hasil 

estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki performansi yang sama. Pada 

gambar terlihat bahwa nilai dari   dan  ̂ berkisar    . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.7 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 4 
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Gambar 4.8 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.9 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

 

Gambar 4.7 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 4. Gambar 4.8 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 3. Gambar 

4.9 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem 

tereduksi total orde 2. Pada Gambar 4.7, 4.8 dan 4.9 terlihat bahwa grafik hasil 

estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki performansi yang sama. Pada 

gambar terlihat bahwa nilai dari   dan  ̂ berkisar    . 

4.3.2 Kasus 2 

Pada kasus 2 ini diambil suatu matriks A  berukuran 20x20 dengan bentuk 

tridiagonal. Simulasi ini akan mengambil contoh sistem awal  DCBA ,,, sebagai 

berikut: 
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D

C
 

 

Selanjutnya akan diselidiki kestabilan, keterkendalian dan keteramatan dari 

sistem awal tersebut. Stabilitas sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai absolut dari eigen matriks A seperti yang disajikan pada Tabel 

4.17. 
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Tabel 4.17 Nilai Eigen Matriks A 

i 
i  

1 1.0737 

2 1.0179 

3 1.2015 

4 1.2015 

5 0.6806 

6 0.4729 

7 0.3482 

8 0.5088 

9 0.5088 

10 1.1371 

11 1.1371 

12 0.9875 

13 0.9013 

14 0.4174 

15 0.6599 

16 0.2615 

17 0.9387 

18 0.9387 

19 0.9936 

20 0.9936 

 

Berdasarkan Tabel 4.17, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks A 

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  pada sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah 20. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada sistem 



74 
 

awal  DCBA ,,,  adalah 20. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah teramati. 

Pada reduksi model dengan metode Pemotongan Setimbang dapat 

diterapkan pada sistem stabil asimtotik, terkendali dan teramati. Karena pada 

sistem yang tidak stabil tidak dapat menentukan gramian keterkendalian dan 

gramian keteramatan dalam membentuk sistem setimbang. Maka perlu adanya 

dekomposisi atau pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tidak stabil.  

Pada dekomposisi sistem tidak stabil, dilakukan transformasi sistem 

menggunakan matriks unitary dU  . Diperoleh matriks unitary dU  seperti yang 

tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya dilakukan transformasi tahap kedua dW . Diperoleh matriks dW  

seperti yang tertulis pada Lampiran B. Sehingga diperoleh hasil dekomposisi 

sistem tidak stabil, dimana subsistem stabil adalah sebagai berikut: 

 










































0.15970.7719000000000000

1.2569-0.1063000000000000

0.0003-0.0021-0.987500000000000

0.0025-0.00680.1010-0.0586-1.2470-000000000

0.0062-0.0029-0.1241-0.72260.3403000000000

0.00520.04140.00140.20290.05270.901300000000

0.0040-0.00830.22400.3290-0.3301-0.0220-0.6806-0000000

0.0070-0.01690.01980.0829-0.14180.6422-0.16140.6599000000

0.0001-0.00210.4598-0.3040-0.1985-0.0613-0.3833-0.0126-0.11770.34420000

0.0008-0.00350.1682-0.01580.0071-0.03790.22360.0273-0.7681-0.0470-0000

0.04310.15960.00580.03900.10920.00760.15250.63010.0072-0.0122-0.4729-000

0.00030.0001-0.0235-0.0004-0.01920.0173-0.0464-0.00580.09520.12790.0017-4174.000

0.02550.07570.0163-0.1059-0.3278-0.2193-0.5020-0.71230.0034-0.0681-1074.00314.03482.00

0.0255-0.5490-0.0042-0.0045-0.0338-0.01440.0430-0.24440.0051-0.0153-1623.0005.01018.02615.0

sA
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0.7271-

0.6833

0.3175

0.7869-

1.1279

1.7122

1.0393

0.2075

0.1992

0.7546-

0.8545-

1.0414-

1.3666-

0.0295-

s
B  

 

 0

0.88651.52391.72671.6472-1.0077-0.3018 1.06552.3107-0.0126-0.9708-0.47160.36110.06391.4427-





s
D

s
C

 

Pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  diatas, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari subsistem stabil 

 ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks sA
 
yang 

dapat dilihat pada Tabel 4.17. Nilai eigen matriks sA  pada Tabel 4.17 disajikan 

dengan warna hitam. Berdasarkan Tabel 4.17, terlihat bahwa nilai absolut dari 

eigen matriks sA
 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem 

stabil  ssss DCBA ,,,  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 14. Maka berdasarkan Teorema 2.2 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan 

rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada 
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subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 14. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah teramati. 

Setelah itu untuk subsistem tidak stabil. Pada subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,
 
yang tertulis pada Lampiran B, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,
 
dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks uA
 
seperti yang disajikan pada Tabel 4.17. 

Nilai eigen matriks uA  pada Tabel 4.17 disajikan dengan warna merah. 

Berdasarkan Tabel 4.17, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks uA
 
bernilai 

lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 

2.2 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 

2.3 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah teramati. 
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Selanjutnya adalah membentuk sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dari 

subsistem stabil, dimana sistem setimbang dapat dilihat sebagai berikut: 

 







































0.28850.3198-0.0631-0.01070.00170.0001-0.0001-000000.00010

0.31980.5935-0.20280.0273-0.0039-0.00040.00020.0001-000000

0.06310.20280.49090.21030.04370.0017-0.0017-0.00060.00020.0003-000.0001-0

0.01070.02730.2103-0.4745-0.30280.02350.0095-0.00400.00130.0018-0.00010.0003-0.00010.0001-

0.0017-0.0039-0.04370.3028-0.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0.0001-0.0004-0.00170.02350.47790.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0.0001-0.0002-0.00170.0095-0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

00.0001-0.00060.0040-0.00080.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

000.0002-0.00140.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.0070.0060-

000.0003-0.00180.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000.00010.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000.0003-0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000.0001-0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000.0001-0.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

~

s
A

 

 

 0
~

00.0001-0.00080.0071-0.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
~

0.0001

0.0001

0.0009-

0.0070-

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

~









































s
D

s
C

s
B

 

Selanjutnya akan dicari gramian keterkendalian W
~

dan gramian keteramatan 

M
~

 dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, diperoleh: 
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000000.343300000000

0000002.15230000000
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000000007.105300000

0000000007.15220000

00000000009.8124000
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~
W
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00.0001000000000000

000.000800000000000

0000.01050000000000

00000.0817000000000

000000.343300000000

0000002.15230000000

00000006.2620000000

000000007.105300000

0000000007.15220000

00000000009.8124000
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00000000000092.79980

000000000000092.8188

~
M

 

Dapat dilihat bahwa nilai dari MW
~~

 yang sama artinya dengan 

  MW
~~

, dengan  ndiag  ,,, 21   dengan   adalah nilai singular 

Hankel, maka didapatkan nilai singular Hankel seperti yang disajikan pada Tabel 

4.18. Berdasarkan Tabel 4.18, terlihat bahwa semua nilai singular Hankel adalah 

positif dan determinan dari nilai singular Hankel tidak sama dengan 0. 
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Tabel 4.18 Nilai Singular Hankel 

i |  | 

1 92.8188 

2 92.7998 

3 53.0319 

4 9.8124 

5 7.1522 

6   7.1053 

7 6.2620 

8 2.1523 

9 0.3433 

10 0.0817 

11 0.0105 

12 0.0008 

13 0.0001 

14 0 

 

Nilai singular Hankel juga dapat ditunjukkan melalui grafik, yang disajikan 

oleh Gambar 4.10 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.10 Nilai Singular Hankel 
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Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
yang 

berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 

sA
~

seperti yang disajikan pada Tabel 4.19 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.19 Nilai Eigen Matriks sA
~

 

i 
i  

1 0.9936 

2 0.9936 

3 0.9387 

4 0.9387 

5 0.9875 

6 0.9013 

7 0.6806 

8 0.5088 

9 0.5088 

10 0.4729 

11 0.3482 

12 0.6599 

13 0.4174 

14 0.2615 

 

Berdasarkan Tabel 4.19, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks sA
~

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM
~

 pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 14. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah terkendali. 
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Keteramatan sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 14. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah teramati. 

Sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 akan direduksi dengan menggunakan 

metode Pemotongan Setimbang. Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, didapatkan sistem tereduksi dengan Pemotongan Setimbang. Orde dari 

sistem tereduksi r adalah dari 2 sampai dengan 1z , dengan z adalah dimensi 

dari sA  (subsistem stabil). Semakin kecil r maka semakin banyak variabel yang 

direduksi. 

Reduksi orde 13, dengan orde 13 maka dari sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 

yaitu: 

 





































0.5935-0.20280.0273-0.0039-0.00040.00020.0001-000000

0.20280.49090.21030.04370.0017-0.0017-0.00060.00020.0003-000.0001-0

0.02730.2103-0.4745- 0.30280.02350.0095-0.00400.00130.0018-0.00010.0003-0.00010.0001-

0.0039-0.04370.3028-0.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0.0004-0.00170.02350.47790.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0.0002-0.00170.0095-0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0.0001- 0.00060.0040-0.00080.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

00.0002-0.00140.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

00.0003-0.00180.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385- 0.01030.0089-

000.00010.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

000.0003-0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

000.0001-0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

000.0001-0.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

13
~

srA

 



82 
 





































0.0001

0.0009-

0.0070-

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

13
~

srB  

 0.0001- 0.00080.0071-0.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.234713
~

srC

 013
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 13  13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 13

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.20 sebagai berikut: 

Tabel 4.20 Nilai Eigen Matriks 13

~
srA  

i 
i  

1 0.9936 

2 0.9936 

3 0.9387 

4 0.9387 

5 0.9875 

6 0.9013 

7 0.6602 

8 0.4922 

9 0.5080 

10 0.5080 

11 0.3042 

12 0.6791 

13 0.6182 

 

Berdasarkan Tabel 4.20, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 

13

~
srA

 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 

13  13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 
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Keterkendalian sistem tereduksi orde 13  13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 13 

 13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 13. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem 

tereduksi orde 13  13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 13  13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keteramatan oM
~

 pada sistem tereduksi orde 13  13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 

13. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 13 

 13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 13

 13131313

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  13131313 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 13131313 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan 

keteramatan. Kestabilan dari sistem tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 13rA
 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.21 sebagai berikut: 
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Tabel 4.21 Nilai Eigen Matriks 13rA
 
 

i 
i  

1 0.9936 

2 0.9936 

3 0.9387 

4 0.9387 

5 0.9875 

6 0.9013 

7 0.6602 

8 0.4922 

9 0.5080 

10 0.5080 

11 0.3042 

12 0.6791 

13 0.6182 

14 1.1371 

15 1.1371 

16 1.2015 

17 1.2015 

18 1.0179 

19 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.21, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 13rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  adalah 19. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  

adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  
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pada sistem tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  adalah 19. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  13131313 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 12, dengan orde 12 maka dari sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 

yaitu: 



































0.49090.21030.04370.0107-0.0107-0.00060.00020.0003-000.0001-0

0.2103-0.4745- 0.30280.02350.0095-0.00400.00130.0018-0.00010.0003-0.00010.0001-

0.04370.3028-0.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0.00170.02350.47790.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0.00170.0095-0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0.00060.0040-0.00080.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0.0002-0.00140.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0.0003-0.0018-0.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385- 0.01030.0089-

00.00010.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

00.0003-0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

00.0001-0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

00.0001-0.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622- 0.9800 0.1455

12
~

srA

 



































0.0009-

0.0070-

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

12
~

srB  

 0.00080.0071-0.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.234712
~

srC

 012
~

srD
 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 12  12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 12

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.22 sebagai berikut: 
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Tabel 4.22 Nilai Eigen Matriks 12

~
srA  

i 
i  

1 0.9936 

2 0.9936 

3 0.9387 

4 0.9387 

5 0.6819 

6 0.2814 

7 0.5087 

8 0.5087 

9 0.9875 

10 0.9013 

11 0.6599 

12 0.4509 

 

Berdasarkan Tabel 4.22, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 

12

~
srA

 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 

12  12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 12  12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 12 

 12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 12. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem 

tereduksi orde 12  12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 12  12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keteramatan oM
~

 pada sistem tereduksi orde 12  12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 

12. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 12 

 12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 
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Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 12

 12121212

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  12121212 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. Kestabilan dari 

sistem tereduksi total  12121212 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan berdasarkan nilai 

eigen dari matriks 
12rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.23 sebagai berikut: 

Tabel 4.23 Nilai Eigen Matriks
12rA

 
 

i 
i  

1 0.9936 

2 0.9936 

3 0.9387 

4 0.9387 

5 0.6819 

6 0.2814 

7 0.5087 

8 0.5087 

9 0.9875 

10 0.9013 

11 0.6599 

12 0.4509 

13 1.1371 

14 1.1371 

15 1.2015 

16 1.2015 

17 1.0179 

18 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.23, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 12rA  

yang berwana merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  12121212 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  12121212 ,,, rrrr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  12121212 ,,, rrrr DCBA  
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adalah 18. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total 

 12121212 ,,, rrrr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  12121212 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  12121212 ,,, rrrr DCBA  adalah 18. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  12121212 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 11, dengan orde 11 maka dari sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 

yaitu: 

































0.4745-0.30280.02350.0095-0.00400.00130.0018-0.00010.0003-0.00010.0001-

0.3028-0.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0.02350.47790.0697-0.29880.1096-0.0359-0.0476 0.0041-0.0056 0.0026-0.0023

0.0095-0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100 

0.0040-0.0008 0.10960.26300.73040.1590- 0.07730.0868 0.06980.0191-0.0165

0.0014 0.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.9378 0.0492-0.0272-0.0070 0.0060-

0.00180.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0.00010.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132- 0.00480.0042-

0.0003-0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.9500 0.07160.0624-

0.0001-0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0.0001-0.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

11

~
srA

 

































0.0070-

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

11
~

srB  

 0.0071- 0.0170-0.16530.81281.4677- 0.5506-0.7960 0.3251-2.0692-1.3969-1.234711
~

srC

         
 011

~
srD
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Kestabilan dari sistem tereduksi orde 11  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 11

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.24 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.24 Nilai Eigen Matriks 11

~
srA  

i 
i  

1 0.9936 

2 0.9936 

3 0.9387 

4 0.9387 

5 0.9875 

6 0.9014 

7 0.6581 

8 0.5076 

9 0.5076 

10 0.6836 

11 0.3456 

 

Berdasarkan Tabel 4.24, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 

11

~
srA

 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 

11  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 11  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 11  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 11. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 11 

 11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 11  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keteramatan oM
~

 pada sistem tereduksi orde 11  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 11. 
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Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 11  11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 11

 11111111

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  11111111 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 11111111 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan 

keteramatan. Kestabilan dari sistem tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 
11rA  seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.25 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.25 Nilai Eigen Matriks
11rA  

i 
i  

1 0.9936 

2 0.9936 

3 0.9387 

4 0.9387 

5 0.9875 

6 0.9014 

7 0.6581 

8 0.5076 

9 0.5076 

10 0.6836 

11 0.3456 

12 1.1371 

13 1.1371 

14 1.2015 

15 1.2015 

16 1.0179 

17 1.0737 
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Berdasarkan Tabel 4.25, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 
11rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  adalah 17. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  

adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  adalah 17. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  11111111 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 10, dengan orde 10 maka dari sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 

yaitu: 































0.07810.4779-0.0264-0.0008 0.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002 

0.47790.0697-0.2988 0.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026- 0.0023

0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0.00080.1096 0.26300.73040.1590-0.07730.0868 0.0698 0.0191-0.0165

0.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0.0007-0.0041-0.00800.0868- 0.0493-0.0641 0.98910.0132-0.00480.0042-

0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0.0002-0.00230.0099 0.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

10
~

srA  































0.0170

0.1652

0.8127 

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

10
~

srB  
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 0.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.234710
~

srC
         

 010
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 10  10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 10

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.26 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.26 Nilai Eigen Matriks 10

~
srA  

i 
i  

1 0.6625 

2 0.9936 

3 0.9936 

4 0.9389 

5 0.9389 

6 0.4711 

7 0.4711 

8 0.6608 

9 0.9875 

10 0.9012 

 

Berdasarkan Tabel 4.26, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 

10

~
srA  bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 

10  10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 10  10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 10 

 10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 10. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem 

tereduksi orde 10  10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 10  10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan 
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software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keteramatan oM
~

 pada sistem tereduksi orde 10  10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 

10. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 10 

 10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 10

 10101010

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  10101010 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total

 10101010 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan 

keteramatan. Kestabilan dari sistem tereduksi total  10101010 ,,, rrrr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 10rA  seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.27 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.27 Nilai Eigen Matriks 10rA  

i 
i  

1 0.6625 

2 0.9936 

3 0.9936 

4 0.9389 

5 0.9389 

6 0.4711 

7 0.4711 

8 0.6608 

9 0.9875 

10 0.9012 

11 1.1371 

12 1.1371 

13 1.2015 

14 1.2015 

15 1.0179 

16 1.0737 
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Berdasarkan Tabel 4.27, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 10rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  10101010 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  10101010 ,,, rrrr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  10101010 ,,, rrrr DCBA  

adalah 16. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total 

 10101010 ,,, rrrr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  10101010 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  10101010 ,,, rrrr DCBA  adalah 16. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  10101010 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 9, dengan orde 9 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 





























0.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0.2988 0.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.0336 0.0116-0.0100

0.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0.0359-0.0960-0.1589 0.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.0960 0.0641-0.0385-0.01030.0089-

0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0.0056 0.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.9500 0.07160.0624-

0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

9
~

srA  

























1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

9
~

srB  

 0.1653 0.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.23479
~

srC  

 09
~

srD
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Kestabilan dari sistem tereduksi orde 9  9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 9

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.28 sebagai berikut: 

Tabel 4.28 Nilai Eigen matriks 9

~
srA  

i 
i  

1 0.7015 

2 0.9936 

3 0.9936 

4 0.9394 

5 0.9394 

6 0.1874 

7 0.6261 

8 0.9029 

9 0.9877 

 

Berdasarkan Tabel 4.28, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 9

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 9 

 9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 9  9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 9  9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 9. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 9 

 9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 9  9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 9  9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 9. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 9  9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 
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Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 9

 9999

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan sub sistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  9999 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 9999 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 9rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.29 

sebagai berikut: 

 

Tabel 4.29 Nilai Eigen Matriks
 9rA  

i 
i  

1 0.7015 

2 0.9936 

3 0.9936 

4 0.9394 

5 0.9394 

6 0.1874 

7 0.6261 

8 0.9029 

9 0.9877 

10 1.1371 

11 1.1371 

12 1.2015 

13 1.2015 

14 1.0179 

15 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.29, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 9rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 
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Keterkendalian sistem tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  adalah 15. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  adalah 15. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  9999 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 8, dengan orde 8 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 



























0.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0.0960-0.15890.19240.9378 0.0492-0.0272-0.00700.0060-

0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

8
~

srA  



























0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

8
~

srB  

 0.8128 1.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.23478
~

srC  

 08
~

srD
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Kestabilan dari sistem tereduksi orde 8  8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 8

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.30 sebagai berikut: 

Tabel 4.30 Nilai Eigen Matriks 8

~
srA  

i 
i  

1 0.5239 

2 0.9935 

3 0.9935 

4 0.9391 

5 0.9391 

6 0.7022 

7 0.8958 

8 0.9871 

 

Berdasarkan Tabel 4.30, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 8

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 8 

 8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 8  8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 8  8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 8. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 8 

 8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 8  8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 8  8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 8. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 8  8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 
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Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 8

 8888

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  8888 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 8888 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 8rA seperti yang disajikan pada Tabel 4.31 

sebagai berikut: 

Tabel 4.31 Nilai Eigen Matriks 8rA  

i 
i  

1 0.5239 

2 0.9935 

3 0.9935 

4 0.9391 

5 0.9391 

6 0.7022 

7 0.8958 

8 0.9871 

9 1.1371 

10 1.1371 

11 1.2015 

12 1.2015 

13 1.0179 

14 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.31, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 8rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  adalah 14. 
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Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  adalah 14. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  8888 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 7, dengan orde 7 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

























0.73040.1590-0.0773 0.08680.06980.0191-0.0165

0.15890.19240.9378 0.0492-0.0272- 0.0070 0.0060-

0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.0103 0.0089-

0.0868-0.0493-0.06410.9891 0.0132-0.00480.0042-

0.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.1239 0.9800-

0.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

7
~

srA  

























1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

7
~

srB  

 1.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.23477
~

srC  

 07
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 7

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.32 sebagai berikut: 
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Tabel 4.32 Nilai Eigen Matriks 7

~
srA  

i 
i  

1 0.9934 

2 0.9934 

3 0.9508 

4 0.9508 

5 0.7863 

6 0.8781 

7 0.9859 

 

Berdasarkan Tabel 4.32, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 7

~
srA

 

seluruhnya bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi 

orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
 adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 7. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 7 

 7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 7. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 7  7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 7

 7777

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  7777 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 
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Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 7777 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 7rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.33 

sebagai berikut: 

Tabel 4.33 Nilai Eigen Matriks 7rA  

i 
i  

1 0.9934 

2 0.9934 

3 0.9508 

4 0.9508 

5 0.7863 

6 0.8781 

7 0.9859 

8 1.1371 

9 1.1371 

10 1.2015 

11 1.2015 

12 1.0179 

13 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.33, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 7rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah 13. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 
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Keteramatan sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah 13. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  7777 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 6, dengan orde 6 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

























0.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

6
~

srA  

























0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

6
~

srB  

 0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.23476
~

srC  

 06
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 6

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.34 sebagai berikut: 
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Tabel 4.34 Nilai Eigen Matriks 6

~
srA  

i 
i  

1 0.9934 

2 0.9934 

3 0.9482 

4 0.9482 

5 0.9526 

6 0.9953 

 

Berdasarkan Tabel 4.34, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 6

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 6 

 6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 6 

 6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 6. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 6  6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 6

 6666

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  6666 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 
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Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 6666 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 6rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.35 

sebagai berikut: 

 

Tabel 4.35 Nilai Eigen Matriks 6rA  

i 
i  

1 0.9934 

2 0.9934 

3 0.9482 

4 0.9482 

5 0.9526 

6 0.9953 

7 1.1371 

8 1.1371 

9 1.2015 

10 1.2015 

11 1.0179 

12 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.35, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 6rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total   6666 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah 12. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 
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Keteramatan sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah 12. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  6666 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 5, dengan orde 5 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 























0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

5
~

srA  























0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

5
~

srB  

 0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.23475
~

srC  

 05
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 5

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.36 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.36 Nilai Eigen Matriks 5

~
srA  

i 
i  

1 0.9915 

2 0.9915 

3 0.1021 

4 0.9466 

5 0.9910 
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Berdasarkan Tabel 4.36, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 5

~
srA

 

seluruhnya bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi 

orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 5. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 5 

 5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 5. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 5  5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 5

 5555

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  5555 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 5555 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 5rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.37 

sebagai berikut: 
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Tabel 4.37 Nilai Eigen Matriks 5rA  

i 
i  

1 0.9915 

2 0.9915 

3 0.1021 

4 0.9466 

5 0.9910 

6 1.1371 

7 1.1371 

8 1.2015 

9 1.2015 

10 1.0179 

11 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.37, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 5rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah 11. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah 11. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  5555 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 
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Reduksi orde 4, dengan orde 4 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 





















0.98910.0132-0.00480.0042-

0.0132-0.95000.07160.0624-

0.0048-0.0718-0.12390.9800-

0.0041-0.0622-0.98000.1455

4
~

srA  





















0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

4
~

srB  

 0.3251-2.0692-1.3969-1.23474
~

srC  

 04
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 4

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.38 sebagai berikut: 

Tabel 4.38 Nilai Eigen Matriks 4

~
srA  

i 
i  

1 0.9915 

2 0.9915 

3 0.9505 

4 0.9934 

 

Berdasarkan Tabel 4.38, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 4

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 4 

 4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  
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adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 4 

 4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 4. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 4  4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 4 

 4444

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  4444 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 4444 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 4rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.39. 

 

Tabel 4.39 Nilai Eigen Matriks
4rA  

i 
i  

1 0.9915 

2 0.9915 

3 0.9505 

4 0.9934 

5 1.1371 

6 1.1371 

7 1.2015 

8 1.2015 

9 1.0179 

10 1.0737 
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Berdasarkan Tabel 4.39, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 
4rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah 10. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah 10. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  4444 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 3, dengan orde 3 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

















0.95000.07160.0624-

0.0718-0.12390.9800-

0.0622-0.98000.1455

3
~

srA  

















2.0692-

1.3997

1.2315

3
~

srB  

 2.0692-1.3969-1.23473
~

srC  

 03
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 3  srsrsrsr DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 3

~
srA

 
seperti yang disajikan pada Tabel 4.40 

sebagai berikut: 
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Tabel 4.40 Nilai Eigen Matriks 3

~
srA  

i 
i  

1 0.9914 

2 0.9914 

3 0.9548 

 

Berdasarkan Tabel 4.40, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 3. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 3. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  3333 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 3333 ,,, rrrr DCBA
 
yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 
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berdasarkan nilai eigen dari matriks 3rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.41 

sebagai berikut: 

Tabel 4.41 Nilai Eigen Matriks 3rA  

i 
i  

1 0.9914 

2 0.9914 

3 0.9548 

4 1.1371 

5 1.1371 

6 1.2015 

7 1.2015 

8 1.0179 

9 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.41, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 9. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 9. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 
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Reduksi orde 2, dengan orde 2 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 











0.12390.9800-

0.98000.1455

2
~

srA  











1.3997

1.2315

2
~

srB  

 1.3969-1.23472
~

srC  

 02
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 2

~
srA seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.42 sebagai berikut: 

Tabel 4.42 Nilai Eigen Matriks 2

~
srA  

i 
i  

1 0.9892 

2 0.9892 

 

Berdasarkan Tabel 4.42, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 2

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 2. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 
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Keteramatan sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 2. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  2222 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran B. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 2222 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 
2rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.43 

sebagai berikut: 

Tabel 4.43 Nilai Eigen Matriks
2rA  

i 
i  

1 0.9892 

2 0.9892 

3 1.1371 

4 1.1371 

5 1.2015 

6 1.2015 

7 1.0179 

8 1.0737 

 

Berdasarkan Tabel 4.43, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 2rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 
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Keterkendalian sistem tereduksi  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Setelah dilakukan proses reduksi model, akan dilakukan estimasi 

menggunakan filter Kalman. Proses estimasi ini menggunakan software 

MATLAB R2013b. Estimasi dilakukan pada sistem awal  DCBA ,,, , sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, dan sistem tereduksi total  rrrr DCBA ,,, . 

Diberikan estimasi awal  ̂    dan kovariansi kesalahan estimasi awal 

         dan   matriks identitas. Derau sistem   dibangkitkan dari nilai 

random dengan mengambil mean nol dan kovariansi        . Sedangkan untuk 

derau pengukuran   juga dibangkitkan dari nilai random dengan mengambil mean 

nol dan kovariansi      . Berikut akan ditampilkan hasil simulasi estimasi 

variabel keadaan dengan melakukan iterasi sebanyak 10 kali atau 10N . Pada 

semua sistem dilakukan simulasi sebanyak 10 kali. Nilai error dari sistem dengan 

10N diberikan pada Tabel 4.44. 
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Tabel 4.44 Hasil Estimasi Variabel Setiap Sistem 

Sistem 
Nilai error pada 

N=10 

Rata-rata waktu 

komputasi (detik) 

Awal  0,3082 0.7506565 

Setimbang 0,2182 0.3276453 

Tereduksi Total Orde 13 0,1296 0,3714621 

Tereduksi Total Orde 12 0,1667 0,3930848 

Tereduksi Total Orde 11 0,2519 0,4107269 

Tereduksi Total Orde 10 0,1746 0,3983792 

Tereduksi Total Orde 9 0,2224 0,4275576 

Tereduksi Total Orde 8 0,2382 0,3220611 

Tereduksi Total Orde 7 0,2638 0.3306274 

Tereduksi Total Orde 6 0,2428 0.3292049 

Tereduksi Total Orde 5 0,2511 0.3258818 

Tereduksi Total Orde 4 0,2623 0.3224604 

Tereduksi Total Orde 3 0,2404 0.3685681 

Tereduksi Total Orde 2 0,2150 0.3420017 

 

Berdasarkan data pada Tabel 4.44 terlihat bahwa nilai error terkecil adalah 

pada sistem tereduksi total orde 13 dengan 1296,0error  dengan waktu 

komputasi tercepat pada sistem tereduksi total. Berdasarkan Tabel 4.44 terlihat 

bahwa proses estimasi pada sistem tereduksi total lebih cepat daripada proses 

estimasi pada sistem awal dan sistem setimbang. Hal ini karena banyaknya 

variabel state yang dihitung, sehingga waktu komputasi pada sistem tereduksi 

total lebih cepat. Untuk tabel nilai error dan waktu komputasi setiap sistem yang 

lebih terperinci dapat dilihat pada Lampiran B.  

Cara mencari error estimasi akan dituliskan dalam persamaan berikut: 

      ‖   ̂‖ 

dimana x adalah nilai sebenarnya dan  ̂  adalah nilai hasil estimasi 

menggunakan algoritma filter Kalman. 
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Hasil simulasi untuk estimasi dari  DCBA ,,,  dan sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
diberikan pada Gambar 4.11 dan Gambar 4.12.. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.11 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Awal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.12 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Setimbang 
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Gambar 4.11 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem awal. Sedangkan Gambar 4.12 menunjukkan grafik nilai sebenarnya 

dan grafik nilai estimasi untuk sistem setimbang. Pada Gambar 4.11 dan 4.12 

terlihat bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki 

performansi yang sama.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.13 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 13 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.14 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 12 
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Gambar 4.15 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 11 

 

Gambar 4.13 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 13. Gambar 4.14 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 12. Gambar 

4.15 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem 

tereduksi total orde 11  . Pada Gambar 4.13, 4.14 dan 4.15 terlihat bahwa grafik 

hasil estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki performansi yang sama.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.16 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 10 
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Gambar 4.17 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 9 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.18 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 8 

 

Gambar 4.16 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 10. Gambar 4.17 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 9. Gambar 

4.18 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem 

tereduksi total orde 8  . Pada Gambar 4.16, 4.17 dan 4.18 terlihat bahwa grafik hasil 

estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki performansi yang sama.   
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Gambar 4.19 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 7 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.20 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 6 
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Gambar 4.21 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 5 

 

Gambar 4.19 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 7. Gambar 4.20 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem  tereduksi total orde 6. Gambar 

4.21 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem 

tereduksi total orde 5  . Pada Gambar 4.19, 4.20 dan 4.21 terlihat bahwa grafik hasil 

estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki performansi yang sama.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.22 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 4 
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Gambar 4.23 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 3   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.24 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

 

Gambar 4.22 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 4. Gambar 4.23 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 3. Gambar 

4.24 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem 

tereduksi total orde 2. Pada Gambar 4.22, 4.23 dan 4.24 terlihat bahwa grafik hasil 

estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki performansi yang sama.   
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4.3.3 Kasus 3 

Pada kasus 3 ini diambil suatu matriks A  berukuran 10x10 dengan bentuk 

diagonal. Simulasi ini akan mengambil contoh sistem awal  DCBA ,,, sebagai 

berikut: 
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Selanjutnya akan diselidiki kestabilan, keterkendalian dan keteramatan dari 

sistem awal tersebut. Stabilitas sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai absolut dari eigen matriks A seperti yang disajikan pada Tabel 

4.45. 

 

 

 

 

 

 



126 
 

Tabel 4.45 Nilai Eigen Matriks A 

i 
i  

1 1.4000 

2 1.3000 

3 1.2000 

4 0.8000 

5 0.4000 

6 0.5000 

7 0.8000 

8 1.2000 

9 1.4000 

10 1.6000 

 

Berdasarkan Tabel 4.45, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks A 

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  pada sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah 10. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB R2013b, 

dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah 10. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem awal  DCBA ,,,  

adalah teramati. 

Pada reduksi model dengan metode Pemotongan Setimbang dapat 

diterapkan pada sistem stabil asimtotik, terkendali dan teramati. Karena pada 

sistem yang tidak stabil tidak dapat menentukan gramian keterkendalian dan 

gramian keteramatan dalam membentuk sistem setimbang. Maka perlu adanya 

dekomposisi atau pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tidak stabil.  
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Pada dekomposisi sistem tidak stabil, dilakukan transformasi sistem 

menggunakan matriks unitary dU  . Diperoleh matriks unitary dU  seperti yang 

tertulis pada Lampiran C. 

Selanjutnya dilakukan transformasi tahap kedua dW . Diperoleh matriks dW  

seperti yang tertulis pada Lampiran C. Sehingga diperoleh hasil dekomposisi 

sistem tidak stabil, dimana subsistem stabil adalah sebagai berikut: 
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Pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  diatas, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari subsistem stabil 

 ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks sA
 
yang 

dapat dilihat pada Tabel 4.45. Nilai eigen matriks sA  pada Tabel 4.45 disajikan 

dengan warna hitam. Berdasarkan Tabel 4.45, terlihat bahwa nilai absolut dari 

eigen matriks sA
 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem 

stabil  ssss DCBA ,,,  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.2 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan 

rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB 
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R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah teramati. 

Setelah itu untuk subsistem tidak stabil. Pada subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,
 
yang tertulis pada Lampiran C, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,
 
dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks uA
 
seperti yang disajikan pada Tabel 4.45. 

Nilai eigen matriks uA  pada Tabel 4.45 disajikan dengan warna merah. 

Berdasarkan Tabel 4.45, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks uA
 
 

bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 

2.2 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 

2.3 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah teramati.  

Selanjutnya adalah membentuk sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dari 

subsistem stabil, dimana sistem setimbang dapat dilihat sebagai berikut: 
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 0
~

0.82400.67500.7112-5.2647
~

0.8240

0.6750-

0.7112

5.2647-

~

0.53580.3685-0.1980-0.1388-

0.36850.7073-0.16550.1125

0.19800.16550.86340.2400-

0.13880.11250.2400-0.5919-

~
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Selanjutnya akan dicari gramian keterkendalian W
~

dan gramian keteramatan 

M
~

 dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, diperoleh: 





















3.5545000

03.697900

0012.88690

00043.9856

~
W  





















3.5545000

03.697900

0012.88690

00043.9856

~
M  

 

Dapat dilihat bahwa nilai dari MW
~~

 yang sama artinya dengan 

  MW
~~

, dengan  ndiag  ,,, 21   dengan   adalah nilai singular 

Hankel, maka didapatkan nilai singular Hankel seperti yang disajikan pada Tabel 

4.46 berikut: 

Tabel 4.46 Nilai Singular Hankel 

i |  | 

1 43.9856 

2 12.8869 

3 3.6979 

4 3.5545 

 

Berdasarkan Tabel 4.46, terlihat bahwa semua nilai singular Hankel adalah 

positif dan determinan dari nilai singular Hankel tidak sama dengan 0. Nilai 
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singular Hankel juga dapat ditunjukkan melalui grafik, yang disajikan oleh 

Gambar 4.25 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.25 Nilai Singular Hankel 

 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
yang 

berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 

sA
~

seperti yang disajikan pada Tabel 4.47 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.47 Nilai Eigen Matriks sA
~

 

i 
i  

1 0.8 

2 0.4 

3 0.8 

4 0.5 

 

Berdasarkan Tabel 4.47, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks sA
~

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah stabil asimtotik. 
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Keterkendalian sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM
~

 pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 4. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah terkendali. 

Keteramatan sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah teramati. 

Sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
akan direduksi dengan menggunakan 

metode Pemotongan Setimbang. Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, didapatkan sistem tereduksi dengan Pemotongan Setimbang. Orde dari 

sistem tereduksi r adalah dari 2 sampai dengan 1z , dengan z adalah dimensi 

dari sA  (subsistem stabil). Semakin kecil r maka semakin banyak variabel yang 

direduksi. 

Reduksi orde 3, dengan orde 3 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

















0.7073-0.16550.1125

0.16550.86340.2400-

0.11250.2400-0.5919-

3
~

srA  

















0.6750-

0.7112

5.2647-

3
~

srB  

 0.67500.7112-5.26473
~

srC  

 03
~

srD  
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Kestabilan dari sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 3

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.48 sebagai berikut: 

Tabel 4.48 Nilai Eigen Matriks 3

~
srA  

i 
i  

1 0.9151 

2  0.5315 

3 0.8194 

 

Berdasarkan Tabel 4.48, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 3. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 3. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  3333 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran C. 
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Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 3333 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 3rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.49 

sebagai berikut: 

Tabel 4.49 Nilai Eigen Matriks 3rA
 
 

i 
i  

1 0.9151 

2 0.5315 

3 0.8194 

4 1.3000 

5 1.2000 

6  1.6000 

7 1.4000 

8 1.4000 

9 1.2000 

 

Berdasarkan Tabel 4.49, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 9. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 9. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 
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Reduksi orde 2, dengan orde 2 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 











0.86340.2400-

0.2400-0.5919-

2
~

srA  











0.7112

5.2647-

2
~

srB  

 0.7112-5.26472
~

srC  

 02
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 2

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.50 sebagai berikut: 

Tabel 4.50 Nilai Eigen Matriks 2

~
srA  

i 
i  

1 0.6305 

2 0.9020 

 

Berdasarkan Tabel 4.50, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 2

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 2. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~
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pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 2. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  2222 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran C. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 2222 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 
2rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.51 

sebagai berikut: 

Tabel 4.51 Nilai Eigen Matriks
2rA
 
 

i 
i  

1 0.6305 

2 0.9020 

3 1.3000 

4 1.2000 

5  1.6000 

6 1.4000 

7 1.4000 

8 1.2000 

 

Berdasarkan Tabel 4.51, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 
2rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 
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Keteramatan sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Setelah dilakukan proses reduksi model, akan dilakukan estimasi 

menggunakan filter Kalman. Proses estimasi ini menggunakan software 

MATLAB R2013b. Estimasi dilakukan pada sistem awal  DCBA ,,, , sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, dan sistem tereduksi total  rrrr DCBA ,,, . 

Diberikan estimasi awal  ̂    dan kovariansi kesalahan estimasi awal 

         dan   matriks identitas. Derau sistem   dibangkitkan dari nilai 

random dengan mengambil mean nol dan kovariansi          Sedangkan untuk 

derau pengukuran   juga dibangkitkan dari nilai random dengan mengambil mean 

nol dan kovariansi      . Berikut akan ditampilkan hasil simulasi estimasi 

variabel keadaan dengan melakukan iterasi sebanyak 10 kali atau 10N . Pada 

semua sistem dilakukan simulasi sebanyak 10 kali. Hasil estimasi variabel setiap 

sistem dengan 10N diberikan pada Tabel 4.52. 

 

Tabel 4.52 Hasil Estimasi Variabel Setiap Sistem 

Sistem 
Nilai error pada 

N=10 

Rata-rata waktu 

komputasi (detik) 

Awal  0,6981 0.3366518 

Setimbang 0,6206 0.2934213 

Tereduksi Total Orde 3 0,5784 0.310564 

Tereduksi Total Orde 2 0,6778 0.3136311 

 

Berdasarkan data pada Tabel 4.52 terlihat bahwa nilai error terkecil adalah 

pada sistem tereduksi total orde 3 dengan 5784,0error  dengan waktu 

komputasi tercepat pada sistem tereduksi total. Berdasarkan Tabel 4.52 terlihat 

bahwa proses estimasi pada sistem tereduksi total lebih cepat daripada proses 

estimasi pada sistem awal dan sistem setimbang. Hal ini karena banyaknya 
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variabel state yang dihitung, sehingga waktu komputasi pada sistem tereduksi 

total lebih cepat. Untuk tabel nilai error dan waktu komputasi setiap sistem yang 

lebih terperinci dapat dilihat pada Lampiran C. Cara mencari error estimasi akan 

dituliskan dalam persamaan berikut: 

      ‖   ̂‖ 

dimana x adalah nilai sebenarnya dan  ̂  adalah nilai hasil estimasi 

menggunakan algoritma filter Kalman.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.26 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Awal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.27 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Setimbang 



138 
 

Gambar 4.26 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem awal. Sedangkan Gambar 4.27 menunjukkan grafik nilai sebenarnya 

dan grafik nilai estimasi untuk sistem setimbang. Pada Gambar 4.26 dan 4.27 

terlihat bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki 

performansi yang sama.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.28 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.29 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 
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Gambar 4.28 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 3. Gambar 4.29 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 2. Pada 

gambar 4.28 dan 4.29 terlihat bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai 

sebenarnya memiliki performansi yang sama. 

 

4.3.4 Kasus 4 

Pada kasus 4 ini diambil suatu matriks A  berukuran 10x10 dengan bentuk 

segitiga atas. Simulasi ini akan mengambil contoh sistem awal  DCBA ,,,

sebagai berikut: 
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Selanjutnya akan diselidiki kestabilan, keterkendalian dan keteramatan dari 

sistem awal tersebut. Stabilitas sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai absolut dari eigen matriks A seperti yang disajikan pada Tabel 

4.53. 

Tabel 4.53 Nilai Eigen Matriks A 

i 
i  

1 1.2 

2 0.2 

3 1.3 

4 0.1 

5 1.6 

6 0.4 

7 1.5 

8 0.1 

9 1.2 

10 1.4 

 

Berdasarkan Tabel 4.53, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks A 

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  pada sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah 9. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah tidak terkendali. 

Keteramatan sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB R2013b, 

dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah 9. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem awal  DCBA ,,,  

adalah tidak teramati. 
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Pada reduksi model dengan metode Pemotongan Setimbang dapat 

diterapkan pada sistem stabil asimtotik, terkendali dan teramati. Karena pada 

sistem yang tidak stabil tidak dapat menentukan gramian keterkendalian dan 

gramian keteramatan dalam membentuk sistem setimbang. Maka perlu adanya 

dekomposisi atau pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tidak stabil.  

Pada dekomposisi sistem tidak stabil, dilakukan transformasi sistem 

menggunakan matriks unitary dU  . Diperoleh matriks unitary dU  seperti yang 

tertulis pada Lampiran D. 

Selanjutnya dilakukan transformasi tahap kedua dW . Diperoleh matriks dW  

seperti yang tertulis pada Lampiran D. Sehingga diperoleh hasil dekomposisi 

sistem tidak stabil, dimana subsistem stabil adalah sebagai berikut: 





















0.4000000

1.3922-0.200000

0.98340.17790.10000

1.57980.73241.3395 0.1000-

sA

 





















1.5846-

10.7579

1.9232-

5.0856-

s
B  

 

 0

0.03500.5610-1.0178-0.7710-





s
D

s
C

 

Pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  diatas, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari subsistem stabil 

 ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks sA
 
yang 

dapat dilihat pada Tabel 4.53. Nilai eigen matriks sA  pada Tabel 4.53 disajikan 

dengan warna hitam. Berdasarkan Tabel 4.53, terlihat bahwa nilai absolut dari 

eigen matriks sA
 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem 

stabil  ssss DCBA ,,,  adalah stabil asimtotik. 
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Keterkendalian subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.2 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan 

rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah teramati. 

Setelah itu untuk subsistem tidak stabil. Pada subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,
 
yang tertulis pada Lampiran D, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,
 
dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks uA
 
seperti yang disajikan pada Tabel 4.53. 

Nilai eigen matriks uA  pada Tabel 4.53 disajikan dengan warna merah. 

Berdasarkan Tabel 4.53, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks uA
 
bernilai 

lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 5. Maka berdasarkan Teorema 

2.2 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah tidak terkendali. 
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Keteramatan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 

2.3 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah teramati. 

Selanjutnya adalah membentuk sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dari 

subsistem stabil, dimana sistem setimbang dapat dilihat sebagai berikut: 

 

 0
~

0.00010.0065-1.6655-1.7281-
~

0.0001

0.0065

1.6655-

1.7281

~

0.21440.09150.00070.0002

0.0915-0.1494-0.04980.0149

0.00070.0498-0.1861-0.4368

0.0002-0.01490.4368-0.7210
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s
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s
B

s
A

 

Selanjutnya akan dicari gramian keterkendalian W
~

dan gramian keteramatan 

M
~

 dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, diperoleh: 





















0.0001000

00.013200

004.45250

0007.9894

~
W  





















0.0001000

00.013200

004.45250

0007.9894

~
M  

Dapat dilihat bahwa nilai dari MW
~~

 yang sama artinya dengan 

  MW
~~

, dengan  ndiag  ,,, 21   dengan  adalah nilai singular 

Hankel, maka didapatkan nilai singular Hankel seperti yang disajikan pada Tabel 

4.54 berikut: 
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Tabel 4.54 Nilai Singular Hankel 

i |  | 

1 7.9894 

2 4.4525 

3 0.0132 

4 0.0001 

 

Berdasarkan Tabel 4.54, terlihat bahwa semua nilai singular Hankel adalah 

positif dan determinan dari nilai singular Hankel tidak sama dengan 0. Nilai 

singular Hankel juga dapat ditunjukkan melalui grafik, yang disajikan oleh 

Gambar 4.30 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.30 Nilai Singular Hankel 

 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
yang 

berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 

sA
~

seperti yang disajikan pada Tabel 4.55 sebagai berikut: 
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Tabel 4.55 Nilai Eigen Matriks sA
~

 

i 
i  

1 0.4 

2 0.1 

3 0.1 

4 0.2 

 

Berdasarkan Tabel 4.55, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks sA
~

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM
~

 pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 4. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah terkendali. 

Keteramatan sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah teramati. 

Sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 akan direduksi dengan menggunakan 

metode Pemotongan Setimbang. Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, didapatkan sistem tereduksi dengan Pemotongan Setimbang. Orde dari 

sistem tereduksi r adalah dari 2 sampai dengan 1z , dengan z adalah dimensi 

dari sA  (subsistem stabil). Semakin kecil r maka semakin banyak variabel yang 

direduksi. 
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Reduksi orde 3, dengan orde 3 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

















0.1494-0.04980.0149

0.0498-0.1861-0.4368

0.01490.4368-0.7210

3
~

srA  

















0.0065

1.6655-

1.7281

3
~

srB  

 0.0065-1.6655-1.7281-3
~

srC  

 03
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 3

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.56 sebagai berikut: 

Tabel 4.56 Nilai Eigen Matriks 3

~
srA  

i 
i  

1 0.4009 

2 0.1146 

3 0.1300 

 

Berdasarkan Tabel 4.56, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 3. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 
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Keteramatan sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 3. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  3333 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran D. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 3333 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 3rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.57 

sebagai berikut: 

Tabel 4.57 Nilai Eigen Matriks 3rA  

i 
i  

1 0.4009 

2 0.1146 

3 0.1300 

4 1.2000 

5 1.3000 

6  1.6000 

7 1.5000 

8 1.2000 

9 1.4000 

 

Berdasarkan Tabel 4.57, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 
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Keterkendalian sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 9. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Reduksi orde 2, dengan orde 2 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 











0.1861-0.4368

0.4368-0.7210

2
~

srA  











1.6655-

1.7281

2
~

srB  

 1.6655-1.7281-2
~

srC  

 02
~

srD
 

 

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 2

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.58 sebagai berikut: 

Tabel 4.58 Nilai Eigen Matriks 2

~
srA  

i 
i  

1 0.3898 

2 0.1452 
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Berdasarkan Tabel 4.58, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 2

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 2. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 2. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  2222 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran D. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 2222 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 2rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.59 

sebagai berikut: 
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Tabel 4.59 Nilai Eigen Matriks
2rA
 
 

i 
i  

1 0.3898 

2 0.1452 

3 1.2000 

4 1.3000 

5  1.6000 

6 1.5000 

7 1.2000 

8 1.4000 

 

Berdasarkan Tabel 4.59, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 
2rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 7. 

Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 

tidak terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Setelah dilakukan proses reduksi model, akan dilakukan estimasi 

menggunakan filter Kalman. Proses estimasi ini menggunakan software 

MATLAB R2013b. Estimasi dilakukan pada sistem awal  DCBA ,,, , sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, dan sistem tereduksi total  rrrr DCBA ,,, . 
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Diberikan estimasi awal  ̂    dan kovariansi kesalahan estimasi awal 

         dan   matriks identitas. Derau sistem   dibangkitkan dari nilai 

random dengan mengambil mean nol dan kovariansi          Sedangkan untuk 

derau pengukuran   juga dibangkitkan dari nilai random dengan mengambil mean 

nol dan kovariansi      . 

Berikut akan ditampilkan hasil simulasi estimasi variabel keadaan dengan 

melakukan iterasi sebanyak 10 kali atau 10N . Pada semua sistem dilakukan 

simulasi sebanyak 10 kali. Nilai hasil estimasi variabel dari setiap sistem dengan 

10N diberikan pada Tabel 4.60. 

 

Tabel 4.60 Nilai Hasil Estimasi Variabel Setiap Sistem 

Sistem 
Nilai error pada 

N=10 

Rata-rata waktu 

komputasi (detik) 

Awal  13,5445 0,3517334 

Setimbang 1,2575 0,3600904 

Tereduksi Total Orde 3 0,6421 0,3346059 

Tereduksi Total Orde 2 0,7471 0,2874577 

 

Berdasarkan data pada Tabel 4.60 terlihat bahwa nilai error terkecil adalah 

pada sistem tereduksi total orde 3 dengan 6421,0error  dengan waktu 

komputasi tercepat pada sistem tereduksi total. Berdasarkan Tabel 4.52 terlihat 

bahwa proses estimasi pada sistem tereduksi total lebih cepat daripada proses 

estimasi pada sistem awal dan sistem setimbang. Hal ini karena banyaknya 

variabel state yang dihitung, sehingga waktu komputasi pada sistem tereduksi 

total lebih cepat. Untuk tabel nilai error dan waktu komputasi setiap sistem yang 

lebih terperinci dapat dilihat pada Lampiran D.  

Cara mencari error estimasi akan dituliskan dalam persamaan berikut: 

      ‖   ̂‖ 

dimana x adalah nilai sebenarnya dan  ̂  adalah nilai hasil estimasi 

menggunakan algoritma filter Kalman. 
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Hasil simulasi untuk estimasi dari  DCBA ,,,  dan sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
diberikan pada Gambar 4.31 dan Gambar 4.32. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.31 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem A wal 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.32 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Setimbang 
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Gambar 4.31 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem awal. Sedangkan Gambar 4.32 menunjukkan grafik nilai sebenarnya 

dan grafik nilai estimasi untuk sistem setimbang. Pada Gambar 4.31 dan 4.32 

terlihat bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki 

performansi yang sama. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.33 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 3   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.34 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 
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Gambar 4.33 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 3. Gambar 4.34 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 2. Pada 

Gambar 4.33 dan 4.34 terlihat bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai 

sebenarnya memiliki performansi yang sama. 

 

4.3.5 Kasus 5 

Pada kasus 5 ini diambil suatu matriks A  berukuran 10x10 dengan bentuk 

segitiga bawah. Simulasi ini akan mengambil contoh sistem awal  DCBA ,,,

sebagai berikut: 



















































4.15.06.19.01.09.04.04.06.04.1

02.13.03.06.17.03.02.04.07.0

001.02.15.03.09.06.13.19.0

0005.13.04.06.14.04.02.1

00004.08.14.06.02.03.0

000006.12.08.15.05.0

0000001.03.05.14.0

00000003.14.06.1

000000002.02.0

0000000002.1

A

 

 

 0

1010101010

0

1

0

1

0

1

0

1

0

1









































D

C

B

 

 

Selanjutnya akan diselidiki kestabilan, keterkendalian dan keteramatan dari 

sistem awal tersebut. Stabilitas sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai absolut dari eigen matriks A seperti yang disajikan pada Tabel 

4.61. 
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Tabel 4.61 Nilai Eigen Matriks A 

i 
i  

1 1.4000 

2 1.2000 

3 0.1000 

4 1.5000 

5 0.4000 

6 1.6000 

7 0.1000 

8 1.3000 

9 0.2000 

10 1.2000 

 

Berdasarkan Tabel 4.61, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks A 

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  pada sistem 

awal  DCBA ,,,  adalah 10. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem awal  DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan rank 

dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB R2013b, 

dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada sistem awal 

 DCBA ,,,  adalah 10. Maka berdasarkan Teorema 2.3 sistem awal  DCBA ,,,  

adalah teramati. 

Pada reduksi model dengan metode Pemotongan Setimbang dapat 

diterapkan pada sistem stabil asimtotik, terkendali dan teramati. Karena pada 

sistem yang tidak stabil tidak dapat menentukan gramian keterkendalian dan 

gramian keteramatan dalam membentuk sistem setimbang. Maka perlu adanya 

dekomposisi atau pemisahan antara subsistem stabil dan subsistem tidak stabil.  
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Pada dekomposisi sistem tidak stabil, dilakukan transformasi sistem 

menggunakan matriks unitary dU  . Diperoleh matriks unitary dU  seperti yang 

tertulis pada Lampiran E. 

Selanjutnya dilakukan transformasi tahap kedua dW . Diperoleh matriks dW  

seperti yang tertulis pada Lampiran E. Sehingga diperoleh hasil dekomposisi 

sistem tidak stabil, dimana subsistem stabil adalah sebagai berikut: 






















4.0000

1.59582.000

0.6648-0.28761.00

2.0534-0.67260.60931.0

sA

 





















0.6248-

0.3568

1.2507

5.8538

s
B  

 

 0

0.62640.1059-0.53570.0823





s
D

s
C

 

Pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  diatas, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari subsistem stabil 

 ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks sA
 
yang 

dapat dilihat pada Tabel 4.61. Nilai eigen matriks sA  pada Tabel 4.61 disajikan 

dengan warna hitam. Berdasarkan Tabel 4.61, terlihat bahwa nilai absolut dari 

eigen matriks sA
 
bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem 

stabil  ssss DCBA ,,,  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.2 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  dapat ditentukan berdasarkan 

rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software MATLAB 



157 
 

R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  pada 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

subsistem stabil  ssss DCBA ,,,  adalah teramati. 

Setelah itu untuk subsistem tidak stabil. Pada subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,
 
yang tertulis pada Lampiran E, dapat dilakukan analisis 

kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,
 
dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks uA
 
seperti yang disajikan pada Tabel 4.61. 

Nilai eigen matriks uA  pada Tabel 4.61 disajikan dengan warna merah. 

Berdasarkan Tabel 4.61, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks uA
 
bernilai 

lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 subsistem tidak stabil 

 uuuu DCBA ,,,  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keterkendalian cM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 

2.2 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah terkendali. 

Keteramatan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah 6. Maka berdasarkan Teorema 

2.3 subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,  adalah teramati. 

 

 

Selanjutnya adalah membentuk sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dari 

subsistem stabil, dimana sistem setimbang dapat dilihat sebagai berikut: 
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 0
~

00.03940.16550.8668-
~

0

0.0394-

0.1655-

0.8668-

~

0.0236-0.05860.01060.0033-

0.05860.37670.4148-0.0191

0.0106 0.4148-0.0916-0.4449-

0.00330.0191-0.44490.3386

~











































s
D

s
C

s
B

s
A

 

Selanjutnya akan dicari gramian keterkendalian W
~

dan gramian keteramatan 

M
~

 dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, diperoleh: 





















0.0002000

00.045200

000.21440

0000.8965

~
W  





















0.0002000

00.045200

000.21440

0000.8965

~
M  

 

Dapat dilihat bahwa nilai dari MW
~~

 yang sama artinya dengan 

  MW
~~

, dengan  ndiag  ,,, 21   dengan   adalah nilai singular 

Hankel, maka didapatkan nilai singular Hankel seperti yang disajikan pada Tabel 

4.62 berikut: 

Tabel 4.62 Nilai Singular Hankel 

i |  | 

1 0.8965 

2 0.2144 

3 0.0452 

4 0.0002 

 

Berdasarkan Tabel 4.62, terlihat bahwa semua nilai singular Hankel adalah 

positif dan determinan dari nilai singular Hankel tidak sama dengan 0. Nilai 
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singular Hankel juga dapat ditunjukkan melalui grafik, yang disajikan oleh 

Gambar 4.35 berikut. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.35 Nilai Singular Hankel 

 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
yang 

berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. Kestabilan dari sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 

sA
~

seperti yang disajikan pada Tabel 4.63 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.63 Nilai Eigen Matriks sA
~

 

i 
i  

1 0.4 

2 0.2 

3 0.1 

4 0.1 

 

Berdasarkan Tabel 4.63, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks sA
~

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah stabil asimtotik. 
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Keterkendalian sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM
~

 pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 4. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah terkendali. 

Keteramatan sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah 4. Maka berdasarkan Teorema 2.3 

sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 adalah teramati. 

Sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 akan direduksi dengan menggunakan 

metode Pemotongan Setimbang. Dengan menggunakan software MATLAB 

R2013b, didapatkan sistem tereduksi dengan Pemotongan Setimbang. Orde dari 

sistem tereduksi r adalah dari 2 sampai dengan 1z , dengan z adalah dimensi 

dari sA  (subsistem stabil). Semakin kecil r maka semakin banyak variabel yang 

direduksi. 

Reduksi orde 3, dengan orde 3 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 

















0.37670.4148-0.0191

0.4148-0.0916-0.4449-

0.0191-0.44490.3386

3
~

srA  

















0.0394-

0.1655-

0.8668-

3
~

srB  

 0.0394-0.16550.8668-3
~

srC  

 03
~

srD  
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Kestabilan dari sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 3

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.64 sebagai berikut: 

Tabel 4.64 Nilai Eigen Matriks 3

~
srA  

i 
i  

1 0.0236 

2 0.2895 

3 0.3577 

 

Berdasarkan Tabel 4.64, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3

~
srA

 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 3. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 3. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 3  3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 3 

 3333

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  3333 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran E. 
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Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 3333 ,,, rrrr DCBA yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 3rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.65 

sebagai berikut: 

Tabel 4.65 Nilai Eigen Matriks 3rA
 
 

i 
i  

1 0.0236 

2 0.2895 

3 0.3577 

4 1.6000 

5 1.5000 

6  1.4000 

7 1.3000 

8 1.2000 

9 1.2000 

 

Berdasarkan Tabel 4.65, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 3rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 9. Maka 

berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah 9. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  3333 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 
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Reduksi orde 2, dengan orde 2 maka dari sistem setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 

dapat dibentuk menjadi sistem tereduksi  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
yaitu: 











0.0916-0.4449-

0.44490.3386

2
~

srA  











0.1655-

0.8668-

2
~

srB  

 0.16550.8668-2
~

srC  

 02
~

srD  

Kestabilan dari sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan nilai eigen dari matriks 2

~
srA

 
seperti yang disajikan pada 

Tabel 4.66 sebagai berikut: 

 

Tabel 4.66 Nilai Eigen Matriks 2

~
srA  

i 
i  

1 0.4086 

2 0.4086 

 

Berdasarkan Tabel 4.66, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 2

~
srA

 
 

bernilai kurang dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah stabil asimtotik. 

Keterkendalian sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat 

ditentukan berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM
~

. Dengan 

menggunakan software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari 

matriks keterkendalian cM
~

 pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  

adalah 2. Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM
~

. Dengan menggunakan software 
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MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM
~

 

pada sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah 2. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi orde 2  2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA  adalah teramati. 

Selanjutnya akan dilakukan penggabungan antara sistem tereduksi orde 2 

 2222

~
,

~
,

~
,

~
srsrsrsr DCBA

 
dan subsistem tidak stabil  uuuu DCBA ,,,

 
yang 

menghasilkan sistem tereduksi total dengan menggunakan Pemotongan 

Setimbang  2222 ,,, rrrr DCBA  seperti tertulis pada Lampiran E. 

Selanjutnya akan diselidiki sifat dari sistem tereduksi total 

 2222 ,,, rrrr DCBA  yang berupa sifat kestabilan, keterkendalian dan keteramatan. 

Kestabilan dari sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan nilai eigen dari matriks 
2rA  seperti yang disajikan pada Tabel 4.67 

sebagai berikut: 

Tabel 4.67 Nilai Eigen Matriks
2rA  

i 
i  

1 0.4086 

2 0.4086 

3 1.6000 

4 1.5000 

5  1.4000 

6 1.3000 

7 1.2000 

8 1.2000 

 

Berdasarkan Tabel 4.67, terlihat bahwa nilai absolut dari eigen matriks 2rA  

yang berwarna merah bernilai lebih dari 1, maka berdasarkan Teorema 2.1 sistem 

tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah tidak stabil. 

Keterkendalian sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keterkendalian cM . Dengan menggunakan 

software MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks 

keterkendalian cM  pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. 
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Maka berdasarkan Teorema 2.2 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 

terkendali. 

Keteramatan sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  dapat ditentukan 

berdasarkan rank dari matriks keteramatan oM . Dengan menggunakan software 

MATLAB R2013b, dapat diketahui bahwa rank dari matriks keteramatan oM  

pada sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah 8. Maka berdasarkan 

Teorema 2.3 sistem tereduksi total  2222 ,,, rrrr DCBA  adalah teramati. 

Setelah dilakukan proses reduksi model, akan dilakukan estimasi 

menggunakan filter Kalman. Proses estimasi ini menggunakan software 

MATLAB R2013b. Estimasi dilakukan pada sistem awal  DCBA ,,, , sistem 

setimbang  ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

, dan sistem tereduksi total  rrrr DCBA ,,, . 

Diberikan estimasi awal  ̂    dan kovariansi kesalahan estimasi awal 

         dan   matriks identitas. Derau sistem   dibangkitkan dari nilai 

random dengan mengambil mean nol dan kovariansi        . Sedangkan untuk 

derau pengukuran   juga dibangkitkan dari nilai random dengan mengambil mean 

nol dan kovariansi      . 

Berikut akan ditampilkan hasil simulasi estimasi variabel keadaan dengan 

melakukan iterasi sebanyak 10 kali atau 10N . Pada semua sistem dilakukan 

simulasi sebanyak 10 kali. Nilai hasil estimasi variabel dari setiap sistem dengan 

10N diberikan pada Tabel 4.68. 

 

Tabel 4.68 Hasil Estimasi Variabel Setiap Sistem 

Sistem 
Nilai error pada 

N=10 

Rata-rata waktu 

komputasi (detik) 

Awal  5,6435 0,3236033 

Setimbang 3,8675 0,3280971 

Tereduksi Total Orde 3 2,7420 0,3191526 

Tereduksi Total Orde 2 3,4702 0,3170966 
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Berdasarkan data pada Tabel 4.68 terlihat bahwa nilai error terkecil adalah 

pada sistem tereduksi total orde 3 dengan 7420,2error  dengan waktu 

komputasi tercepat pada sistem tereduksi total. Berdasarkan Tabel 4.68 terlihat 

bahwa proses estimasi pada sistem tereduksi total lebih cepat daripada proses 

estimasi pada sistem awal dan sistem setimbang. Hal ini karena banyaknya 

variabel state yang dihitung, sehingga waktu komputasi pada sistem tereduksi 

total lebih cepat. Untuk tabel nilai error dan waktu komputasi setiap sistem yang 

lebih terperinci dapat dilihat pada Lampiran D.  

Cara mencari error estimasi akan dituliskan dalam persamaan berikut: 

      ‖   ̂‖ 

dimana x adalah nilai sebenarnya dan  ̂  adalah nilai hasil estimasi 

menggunakan algoritma filter Kalman. 

Hasil simulasi untuk estimasi dari  DCBA ,,,  dan sistem setimbang 

 ssss DCBA
~

,
~

,
~

,
~

 
diberikan pada Gambar 4.36 dan Gambar 4.37. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.36 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Awal 
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Gambar 4.37 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Setimbang 

 

Gambar 4.36 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem awal. Sedangkan G ambar 4.37 menunjukkan grafik nilai sebenarnya 

dan grafik nilai estimasi untuk sistem setimbang. Pada Gambar 4.36 dan 4.37 

terlihat bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai sebenarnya memiliki 

performansi yang sama. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.38 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 
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Gambar 4.39 Akurasi Hasil Estimasi pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

 

Gambar 4.38 menunjukkan grafik nilai sebenarnya dan grafik nilai estimasi 

untuk sistem tereduksi total orde 3. Gambar 4.39 menunjukkan grafik nilai 

sebenarnya dan grafik nilai estimasi untuk sistem tereduksi total orde 2. Pada 

Gambar 4.38 dan 4.39 terlihat bahwa grafik hasil estimasi dan grafik nilai 

sebenarnya memiliki performansi yang sama. 
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BAB V 

PENUTUP 

 

Bab ini berisi tentang kesimpulan yang dihasilkan berdasarkan penelitian 

yang telah dilaksanakan serta saran yang diberikan jika penelitian ini ingin 

dikembangkan. 

 

5.1 Kesimpulan  

Dari analisis dan pembahasan yang telah disajikan pada bab sebelumnya, 

dapat disimpulkan bahwa: 

1. Konstruksi algoritma filter Kalman pada sistem waktu diskrit tereduksi 

yang tidak stabil dapat diperoleh dengan cara melakukan dekomposisi 

terlebih dahulu menjadi subsistem yang stabil dan subsistem yang tidak 

stabil. Jika pada subsistem yang stabil memenuhi sifat terekendali dan 

teramati, bisa dilakukan reduksi model pada subsistem yang stabil. 

Subsistem stabil yang tereduksi akan digabung dengan subsistem tidak 

stabil sehingga diperoleh sistem tereduksi total. Pengkonstruksian 

algoritma filter Kalman, diperoleh dari sistem tereduksi total yang 

ditambahkan dengan derau sehingga didapatkan sistem tereduksi total 

stokastik. 

2. Berdasarkan hasil simulasi, kasus reduksi model yang dilakukan pada 

sistem yang memiliki matriks A seperti yang ditunjukkan dengan tipe 

sebagai berikut: 

a. Matriks A berukuran 20x20 dengan elemen sebarang dengan sifat 

tidak stabil, terkendali dan teramati. Pada matriks dengan elemen 

sebarang rata-rata error paling kecil adalah pada sistem tereduksi 

total orde 2 dengan nilai error 12,4541. Sedangkan untuk waktu 

komputasi paling cepat adalah pada sistem tereduksi total orde 3 

dengan waktu 0.3284897. Sifat-sifat sistem tereduksi total dan 

sistem awal memiliki sifat yang sama yaitu tidak stabil, terkendali 

dan teramati. 



170 
 

b. Matriks A berukuran 20x20 dengan bentuk tridiagonal dengan sifat 

tidak stabil, terkendali dan teramati. Pada matriks dengan bentuk 

tridiagonal rata-rata error paling kecil adalah pada sistem tereduksi 

total orde 13 dengan nilai error 0,1296. Sedangkan untuk waktu 

komputasi paling cepat adalah pada sistem tereduksi total orde 8 

dengan waktu 0.3220611. Sifat-sifat sistem tereduksi total dan 

sistem awal memiliki sifat yang sama yaitu tidak stabil, terkendali 

dan teramati. 

c. Matriks A berukuran 10x10 dengan bentuk diagonal dengan sifat 

tidak stabil, terkendali dan teramati. Pada matriks dengan bentuk 

diagonal rata-rata error paling kecil adalah pada sistem tereduksi 

total orde 3 dengan nilai error 0,5784. Sedangkan untuk waktu 

komputasi paling cepat adalah pada sistem setimbang dengan waktu 

0.2934213. Sifat-sifat sistem tereduksi total dan sistem awal 

memiliki sifat yang sama yaitu tidak stabil, terkendali dan teramati. 

d. Matriks A berukuran 10x10 dengan bentuk segitiga atas dengan sifat 

tidak stabil, tidak terkendali dan tidak teramati. Pada matriks dengan 

bentuk segitiga atas rata-rata error paling kecil adalah pada sistem 

tereduksi total orde 3 dengan nilai error 0,6421. Sedangkan untuk 

waktu komputasi paling cepat adalah pada sistem tereduksi total orde 

2 dengan waktu 0.2874577. Sifat-sifat sistem tereduksi total dan 

sistem awal memiliki sifat yang berbeda. Pada sistem tereduksi total 

sifat sistem adalah tidak stabil, tidak terkendali dan teramati. 

e. Matriks A berukuran 10x10 dengan bentuk segitiga bawah dengan 

sifat tidak stabil, terkendali dan teramati. Pada matriks dengan 

bentuk segitiga bawah rata-rata error paling kecil adalah pada sistem 

tereduksi total orde 3 dengan nilai error 2,7420. Sedangkan untuk 

waktu komputasi paling cepat adalah pada sistem tereduksi total orde 

2 dengan waktu 0.3170966. Sifat-sifat sistem tereduksi total dan 

sistem awal memiliki sifat yang sama yaitu tidak stabil, terkendali 

dan teramati. 
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Jadi dari semua tipe matriks A, matriks A yang mempunyai error paling 

kecil adalah matriks A dengan bentuk tridiagonal dengan nilai error 

0,1296 pada sistem tereduksi total orde 13. Meskipun memiliki nilai 

error paling kecil, akan tetapi memiliki waktu komputasi yang cukup 

besar yaitu 0,3714621. Untuk waktu komputasi paling cepat dimiliki 

oleh matriks A dengan bentuk segitiga atas dengan waktu komputasi 

0,2874577 pada sistem tereduksi total orde 2. Hasil yang didapatkan ini 

hanya berlaku pada matriks yang dikonstruksi pada Tesis ini saja. 

 

5.2 Saran 

Pada penelitian ini dibahas mengenai sistem awal yang memiliki matriks A 

dengan 5 tipe. Elemen-elemen pada matriks A tersebut dikonstruksi sendiri oleh 

penulis, sehingga hasil kesimpulan yang didapat hanya berlaku pada matriks A 

yang ada pada Tesis ini. Sehingga untuk penelitian selanjutnya, dapat 

dikembangkan dengan mengkonstruksi elemen-elemen matriks A dengan bentuk 

yang umum. 
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LAMPIRAN A 

KASUS 1 

 

 Matriks Unitary     















































0.31040.05390.09110.04830.2328-0.4173- 0.11180.02620.3624-0.0939-0.22100.20140.1667-0.2984-0.3395 0.1760 0.3345-0.0231-0.10730.1791-

0.0959-0.51320.1469-0.0612-0.26740.1599 0.3584 0.2315-0.3260- 0.0438-0.25210.25780.2333-0.04700.2501-0.07070.11400.0497-0.2050-0.0551

0.2313-0.4215-0.33680.07860.0374-0.02680.0454-0.1754-0.0582-0.2223- 0.1612 0.49320.02920.01750.4056-0.0211-0.1300-0.0651-0.28220.1593

0.1160 0.17690.2754 0.77980.0917-0.06450.0258-0.01450.0074-0.3418-0.05380.0968-0.09630.0065-0.05620.0321-0.27340.05690.1726-0.0857

0.32020.1071-0.2262-0.0012-0.0213-0.04430.4497- 0.1501-0.04490.0367-0.47440.2297-0.2059-0.23060.1265-0.38490.07040.1780-0.06540.1609

0.2505-0.22560.19720.1175- 0.0531-0.21150.4103-0.41550.2472-0.1045-0.13820.0206-0.0014-0.08240.1338-0.07300.01460.17320.07560.5363-

0.26150.15410.3240-0.0901-0.1757-0.10140.2677-0.2541-0.10550.1441-0.07340.39450.54820.0234-0.01580.2382-0.0688-0.0353 0.1814-0.1656-

0.0334-0.2398-0.04870.2252- 0.34920.0185-0.13750.1042 0.0642-0.4552- 0.42050.2953-0.11650.0061-0.19150.4054-0.0614-0.1315-0.1577-0.0170-

0.1468-0.0712-0.22270.1155 0.0994-0.01080.0803-0.2326-0.4635-0.47140.06210.1457-0.25870.3652 0.13440.1148-0.1801-0.2544-0.2203-0.0220

0.1833 0.00720.12740.1645-0.3346-0.2087 0.4625 0.1878 0.15700.2519-0.0599-0.01290.13440.52400.00690.29970.1501-0.1232-0.0488-0.0633-

0.10250.01050.14500.0295 0.3782 0.3232-0.14300.3746-0.07860.0076- 0.0678-0.1653-0.30290.08450.1388- 0.24140.18100.0184-0.26550.4909-

0.0303-0.0896-0.3313-0.2003 0.0636- 0.43520.23870.08270.2383-0.0518 0.06420.2661-0.32270.3834-0.1328-0.13100.1501-0.1197-0.35600.0047-

0.23740.1645-0.44020.2313-0.1328-0.38130.12070.2221-0.11270.25800.24110.0491-0.0308-0.3445-0.03310.06970.20920.27590.2195-0.0944-

0.4332- 0.18580.0315-0.06530.3874-0.0649-0.03790.3775-0.37500.0983- 0.15570.2794-0.1996-0.1173-0.0779-0.0909-0.2988-0.1105-0.0624-0.2201-

0.36200.1229-0.0401-0.0497-0.1305-0.0996 0.0364-0.2471-0.3467-0.2275-0.4043- 0.2450- 0.3144-0.08770.3166-0.3307-0.0958-0.14900.00900.1317-

0.26330.34940.28320.0464-0.05540.21240.0647-0.02380.17870.12300.00160.06310.1270-0.0070-0.10490.3623-0.02430.5038-0.45760.0024

0.04130.1539-0.2565-0.24690.0960-0.0206-0.24630.06960.0846 0.28000.36090.10860.1532-0.34130.06180.3514-0.12330.37070.27840.2185-

0.0152-0.3195-0.1408-0.26000.2976 0.34780.0425-0.0599-0.10440.0024-0.1637-0.25320.2967-0.00130.26600.12910.1455-0.2674-0.2342-0.4130-

0.14930.19870.15650.13220.39190.12490.0711-0.0076-0.17940.07610.04000.0657-0.04910.09110.0415-0.04200.6831- 0.41140.02850.1650 

0.23990.0613-0.01260.13090.01420.2428-0.09120.38170.14970.25890.1085 0.0003-0.02370.1444-0.5780-0.1183-0.1173-0.2686-0.3556-0.1589-

d
U

 

Dengan demikian, dari tahap pertama transformasi sistem diperoleh,    

*
  

      

   
|
  

  

 
+  *

   

  
|
  

 
+ dengan: 

 















































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.7929 00000000

0.3908-1.5953- 1.0992-0.4000-0.23690.79440.2348-0.11900.1908-0.08520.1310- 0.480600000000

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.591000000000

1.6250 0.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.1805 0.1674-0.25840.26870.0016-00000000

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.0787 1.38180.31920.2869-00000000

2.0324 0.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.74510.53640.2516-0.1340-1.73150.303300000000

0.5554-0.9016-0.84511.22190.6900 0.17020.6724- 0.52630.14980.1397-0.13470.3259- 00000000

0.4252-0.2156-0.4916 0.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.2756 00000000

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409- 1.58060.1523-0.86791.8091-0.14521.8265-0.233300000000

0.0227-0.77380.1201-0.1914 0.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-00000000

0.14140.4565-0.70560.1516-0.44961.97020.8374-0.39800.5228-0.4064-0.0987-0.880800000000

0.74720.6406-0.7635-0.3466-0.12550.7432-0.43700.42640.2044-0.94000.1151-0.272200000000

0.36821.0804-0.7747-0.06880.0428 0.9966-0.21100.0735-0.85310.3109-0.8388 0.32430.59190.6090-000000

0.2988 0.2484 0.3847 0.84920.1352-0.80580.8309-0.6264-0.35480.37840.4561-0.26980.5649 0.7124000000

0.63391.4962-1.7632-0.2432-0.3432-0.78520.0646-0.52741.4230-0.37230.4197-0.3109-0.3421-0.11120.2852-0.60030000

0.20200.0843-0.4294-0.1728-0.05660.3749 0.9347-0.15510.4662-0.28810.3532-0.23960.06020.16270.3757-0.4523-0000

1.4282-0.0954 0.30260.36550.03400.2588-0.3850-0.14830.6430-0.48901.1701-0.4179-0.44310.12510.07620.0268-0.5906-000

0.0387 0.6541-0.9092-0.34910.8234-0.2227-0.10730.3447-0.4369-0.3641-0.34570.35660.48710.54770.3161-0.05360.13310.587300

0.51410.70700.6810-0.12730.36400.5154-0.48430.31720.52440.2117-0.60860.67940.51440.2514 0.17940.1638-0.0669-0.0528-0.09620.4963

0.3925-0.15131.2173-0.18750.5902-0.9317- 0.5161-1.1846-0.6847-0.52240.4791-0.57810.29730.1420-0.6466-0.71040.29300.0014-0.3358-0.1225

t
A
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1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724

0.0446-

0.1376

0.3261

0.8194-

1.0289

1.0847-

0.1694-

1.2687-

0.4347

0.5891-

0.6025

1.0851

t
B     

 1.11661.4192-0.78730.31600.92270.45160.4503-0.1879-1.7497-1.42910.9003-0.50201.29630.14312.0874-1.5915-0.4716-0.95861.6808-0.0464
t

C

 0
t

D  

 

 Matriks Transformasi    















































10000000000000000000

01000000000000000000

00100000000000000000

00010000000000000000

00001000000000000000

00000100000000000000

00000010000000000000

00000001000000000000

00000000100000000000

00000000010000000000

00000000001000000000

00000000000100000000

0.6430-0.16670.9438 0.9128-1.67330.9381-0.56430.12070.7981-1.3329-0.34230.818410000000

1.33070.1124-0.5536-0.49320.1737-0.1425-0.0847-0.34420.41781.97720.1954-1.062701000000

0.90810.77701.2985-0.2925-0.29850.9000-1.6218-2.10800.7820-1.0263-0.8941-1.7421-00100000

0.6894-0.95340.36031.47791.4778-0.98862.46301.38681.56201.15310.00121.6657 00010000

0.3719-0.19260.05160.0281-0.0687-0.02540.50600.2029-0.78500.31240.3010-0.771900001000

0.53660.16400.03050.3198-0.3084-0.2700-0.2533-1.96240.81510.79691.0424-0.813900000100

0.8478-0.0040-0.67330.2173-0.3814-0.57601.0325 2.2307-0.57281.01190.24243.296900000010

0.62700.24810.4707-2.0179-1.86632.4998-2.9873- 3.15811.7731-2.1568-0.1804-0.9904-00000001

d
W

 

 

Sehingga diperoleh sistem sebagai berikut:    *
  

        

    
|
  

    

 
+  *

   

  
|
  

 
+ 

dengan: 



177 
 















































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.7929 00000000

0.3908-1.5953- 1.0992-0.4000-0.23690.79440.2348-0.11900.1908-0.08520.1310- 0.480600000000

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.591000000000

1.6250 0.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.1805 0.1674-0.25840.26870.0016-00000000

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.0787 1.38180.31920.2869-00000000

2.0324 0.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.74510.53640.2516-0.1340-1.73150.303300000000

0.5554-0.9016-0.84511.22190.6900 0.17020.6724- 0.52630.14980.1397-0.13470.3259- 00000000

0.4252-0.2156-0.4916 0.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.2756 00000000

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409- 1.58060.1523-0.86791.8091-0.14521.8265-0.233300000000

0.0227-0.77380.1201-0.1914 0.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-00000000

0.14140.4565-0.70560.1516-0.44961.97020.8374-0.39800.5228-0.4064-0.0987-0.880800000000

0.74720.6406-0.7635-0.3466-0.12550.7432-0.43700.42640.2044-0.94000.1151-0.272200000000

4.61630.7603-3.6744-3.0025-3.2006-1.19241.43241.50292.3054-4.4395-0.8196-0.26080.59190.6090-000000

1.3781-3.21821.89801.08593.35690.01610.21531.6612-1.75100.1557-2.73900.98930.56490.7124000000

4.89192.9625-3.5369-0.2572-1.7598-4.12073.16315.78040.25300.34770.15621.12270.3421-0.11120.2852-0.60030000

4.3117-5.93233.50900.79443.19980.3803-0.6366-5.6940-2.34030.12261.94030.5801-0.06020.16270.3757-0.4523-0000

0.6749-1.38710.95110.27710.83301.1247-0.7145-1.0469-0.4177-0.8572-0.73840.2371-0.44310.12510.07620.0268-0.5906-000

0.98742.27630.72300.1858-2.26782.87841.57830.90601.94610.7883-2.92612.12000.48710.54770.3161-0.05360.13310.587300

2.7630-2.38003.20050.0573-1.55333.1554-3.5832-2.9917-1.0562-2.2820-1.29860.47620.51440.2514 0.17940.1638-0.0669-0.0528-0.09620.4963

9.46003.6687-6.5279-2.7524-3.9665-5.78534.65068.36841.6300-3.2334-0.05431.36370.29730.1420-0.6466-0.71040.29300.0014-0.3358-0.1225

d
A

 















































1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724

0.0446-

0.1376

0.3261

0.8194-

1.8374

2.4865-

3.2467-

0.1429

1.8869

1.2303-

6.0424

2.3242-

d
B     0D  

 

 1.81894.2737-2.92002.5597-5.26011.8342-2.6207-0.7167-4.2117-0.8926-0.10672.4704-1.29630.14312.0874-1.5915-0.4716-0.95861.6808-0.0464
d

C

 

 Subsistem tidak Stabil    



































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.7929

0.3908-1.5953-1.0992-0.4000-0.23690.7944 0.2348-0.1190 0.1908-0.08520.1310-0.4806

1.31831.8211- 1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667- 0.89160.5910

1.62500.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.18050.1674-0.25840.2687 0.0016-

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.07871.38180.3192 0.2869-

2.03240.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.74510.53640.2516-0.1340-1.7315 0.3033

0.5554- 0.9016-0.84511.22190.69000.17020.6724-0.52630.14980.1397-0.13470.3259-

0.4252- 0.2156-0.49160.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.2756

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409-1.58060.1523-0.86791.8091-0.14521.8265-0.2333

0.0227- 0.77380.1201-0.19140.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-

0.14140.4565-0.70560.1516-0.44961.97020.8374-0.39800.5228-0.4064- 0.0987-0.8808

0.74720.6406-0.7635-0.3466- 0.12550.7432- 0.4370 0.4264 0.2044-0.94000.1151-0.2722

uA
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1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724

0.0446- 

0.1376

0.3261

0.8194-

uB  

 1.81894.2737-2.92002.5597- 5.2601 1.8342-2.6207-0.7167-4.2117-0.8926-0.1067 2.4704-uC

 

 0uD
 

 

 Sistem Tereduksi Total Orde 7 













































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.79290000000

0.3908-1.5953-1.0992-0.4000-0.23690.79440.2348-0.11900.1908-0.0852 0.1310-0.48060000000

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.59100000000

1.62500.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.18050.1674-0.25840.26870.0016-0000000

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.07871.38180.31920.2869-0000000

2.03240.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.74510.53640.2516-0.1340-1.73150.30330000000

0.5554-0.9016-0.84511.22190.69000.17020.6724-0.52630.14980.1397-0.13470.3259-0000000

0.4252-0.2156- 0.49160.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.27560000000

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409-1.58060.1523-0.86791.8091-0.14521.8265-0.23330000000

0.0227-0.77380.1201-0.19140.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-0000000

0.14140.4565-0.70560.1516-0.4496 1.97020.8374-0.39800.5228-0.4064-0.0987-0.88080000000

0.74720.6406-0.7635-0.3466-0.12550.7432-0.43700.42640.2044-0.94000.1151-0.27220000000

0000000000000.0715-0.4487-0.0042-0.00900.01460.0055-0.0086

0000000000000.4487-0.1166-0.33550.0807-0.0653-0.04510.0589-

0000000000000.00420.3355-0.6239-0.1705-0.2669-0.09150.1434-

0000000000000.00900.0807-0.17050.86750.3626-0.01640.0621-

0000000000000.0146-0.06530.2669-0.36260.56470.34330.3106-

0000000000000.0055-0.04510.0915-0.01640.3433-0.59130.5870

0000000000000.0086-0.05890.1434-0.06210.3106-0.58700.1145-

7r
A

 













































1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724

0.0446-

0.1376

0.3261

0.8194-

0.0021

0.0433

0.0486-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

7rB
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 1.81894.2737-2.92002.5597-5.26011.8342-2.6207-0.7167-4.2117-0.8926-0.10672.4704-0.00210.04330.04860.1976-0.6386-0.98512.0877-
7


r

C

 

 0
7


r

D
 

 

 Sistem Tereduksi Total Orde 6 











































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.7929000000

0.3908-1.5953-1.0992-0.4000-0.23690.7944 0.2348-0.11900.1908-0.08520.1310-0.4806000000

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.5910000000

1.62500.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.18050.1674-0.25840.26870.0016-000000

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.07871.38180.31920.2869-000000

2.03240.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.7451 0.53640.2516-0.1340-1.73150.3033000000

0.5554-0.9016-0.84511.22190.69000.17020.6724-0.52630.14980.1397-0.13470.3259-000000

0.4252-0.2156- 0.49160.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.2756000000

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409-1.58060.1523-0.86791.8091-0.14521.8265-0.2333000000

0.0227-0.77380.1201-0.19140.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-000000

0.14140.4565-0.70560.1516-0.44961.97020.8374-0.39800.5228-0.4064-0.0987-0.8808 000000

0.74720.6406-0.7635-0.3466-0.12550.7432-0.43700.42640.2044-0.94000.1151-0.2722000000

0000000000000.1166-0.33550.0807-0.0653-0.04510.0589-

0000000000000.3355-0.6239-0.1705-0.2669-0.09150.1434-

0000000000000.0807-0.17050.86750.3626-0.01640.0621-

0000000000000.06530.2669-0.36260.56470.34330.3106-

0000000000000.04510.0915-0.01640.3433-0.59130.5870

0000000000000.05890.1434-0.06210.3106-0.5870-0.1145-

6r
A

 











































1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724

0.0446-

0.1376

0.3261

0.8194-

0.0433

0.0486-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

6r
B

 

 1.81894.2737-2.92002.5597-5.26011.8342-2.6207-0.7167-4.2117-0.8926-0.10672.4704-0.04330.04860.1976-0.6386-0.98512.0877-
6


r

C

 0
6


r

D
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 Sistem Tereduksi Total Orde 5 









































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.7929 00000

0.3908-1.5953-1.0992-0.4000-0.23690.79440.2348-0.11900.1908-0.08520.1310-0.480600000

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.591000000

1.62500.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.18050.1674-0.25840.2687 0.0016-00000

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.07871.38180.31920.2869-00000

2.03240.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.74510.53640.2516-0.1340-1.73150.303300000

0.5554-0.9016-0.84511.22190.69000.17020.6724-0.52630.1498 0.1397-0.13470.3259-00000

0.4252-0.2156- 0.49160.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.275600000

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409-1.58060.1523-0.86791.8091-0.14521.8265-0.233300000

0.0227-0.77380.1201-0.19140.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-00000

0.14140.4565-0.70560.1516-0.44961.97020.8374-0.39800.5228-0.4064-0.0987-0.880800000

0.74720.6406-0.7635-0.3466-0.12550.7432-0.43700.42640.2044-0.94000.1151-0.272200000

0000000000000.6239-0.1705-0.2669-0.09150.1434-

0000000000000.17050.86750.3626-0.0164 0.0621-

0000000000000.2669-0.36260.56470.34330.3106-

0000000000000.0915-0.0164 0.3433-0.59130.5870

0000000000000.1434-0.06210.3106-0.5870-0.1145-

5r
A

 









































1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724

0.0446-

0.1376

0.3261

0.8194-

0.0486-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

5r
B

 

 1.81894.2737-2.92002.5597-5.26011.8342-2.6207-0.7167-4.2117-0.8926-0.10672.4704-0.04860.1976-0.6386-0.98512.0877-
5


r

C

 

 0
5


r

D
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 Sistem Tereduksi Total Orde 4 







































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.79290000

0.3908-1.5953-1.0992-0.4000-0.23690.79440.2348-0.11900.1908-0.08520.1310- 0.48060000

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.59100000

1.62500.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.18050.1674-0.25840.26870.0016-0000

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.07871.38180.31920.2869-0000

2.03240.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.74510.53640.2516-0.1340-1.73150.30330000

0.5554-0.9016-0.84511.22190.69000.17020.6724-0.52630.14980.1397-0.13470.3259-0000

0.4252-0.2156- 0.49160.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.27560000

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409-1.58060.1523-0.86791.8091-0.14521.8265-0.23330000

0.0227-0.77380.1201-0.19140.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-0000

0.14140.4565-0.70560.1516-0.44961.97020.8374-0.39800.5228-0.4064-0.0987-0.88080000

0.74720.6406-0.7635-0.3466-0.12550.7432-0.43700.42640.2044-0.94000.1151-0.27220000

0000000000000.86750.3626-0.01640.0621-

0000000000000.36260.56470.34330.3106-

0000000000000.01640.3433-0.59130.5870

0000000000000.0621-0.3106-0.5870-0.1145-

4r
A







































1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724

0.0446-

0.1376

0.3261

0.8194-

0.1976-

0.6386

0.9851

2.0877

4r
B

 

 1.81894.2737-2.92002.5597-5.26011.8342-2.6207-0.7167-4.2117-0.8926-0.10672.4704-0.1976-0.6386-0.98512.0877-
4


r

C
 

 0
4


r

D  
 

 Sistem Tereduksi Total Orde 3 





































1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177-0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.7929000

0.3908-1.5953-1.0992-0.4000-0.23690.79440.2348-0.11900.1908-0.08520.1310-0.4806000

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.5910000

1.62500.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.18050.1674-0.25840.26870.0016-000

1.9410-0.14351.7673 0.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.07871.38180.31920.2869-000

2.03240.13941.2547-0.8464-0.7806-0.1705-0.74510.53640.2516-0.1340-1.73150.3033000

0.5554-0.9016-0.84511.22190.69000.17020.6724-0.52630.14980.1397-0.13470.3259-000

0.4252-0.2156- 0.49160.32170.4644-1.2020-0.6725-0.6110-0.2972-0.58010.0436-0.2756000

0.6834-1.9077-0.33360.7361-0.5409-1.58060.1523-0.8679 1.8091-0.14521.8265-0.2333000

0.0227-0.77380.1201-0.19140.6541-0.0661-0.5789-0.49380.21370.1051-0.8534-0.2614-000

0.14140.4565-0.70560.1516-0.44961.97020.8374-0.39800.5228-0.4064-0.0987-0.8808000

0.74720.6406-0.7635-0.3466-0.12550.7432-0.43700.42640.2044-0.94000.1151-0.2722000

0000000000000.56470.34330.3106-

0000000000000.3433-0.59130.5870

0000000000000.3106-0.5870-0.1145-

3r
A  
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1.1670

0.4768-

0.2833

0.8574

0.4734

0.4121-

0.0292-

0.6724 

0.0446-

0.1376

0.3261

0.8194-

0.6386

0.9851

2.0877

3r
B  

 1.81894.2737-2.92002.5597-5.26011.8342-2.6207-0.7167-4.2117-0.8926-0.10672.4704-0.6386-0.98512.0877-
3


r

C  

 0
3


r
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1.32392.9699-0.5841-0.06270.8177- 0.45290.08200.1369-0.3282-0.2895-0.06570.792900

0.3908-1.5953-1.0992-0.4000-0.23690.79440.2348-0.1190 0.1908-0.08520.1310-0.480600

1.31831.8211-1.0378-0.4854-0.7273-0.9447-0.63460.0407-0.92240.9667-0.89160.591000

1.62500.5881-0.4401-1.3191-0.4695-0.27020.42630.18050.1674-0.25840.26870.0016-00

1.9410-0.14351.76730.04320.84060.2176-0.4532-0.2831-0.07871.38180.31920.2869-00
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Awal 

rata-rata error untuk sistem awal  

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 55,967 13,069 17,436 31,978 16,077 53,713 5,0423 20,737 36,239 41,651 

2 82,933 25,997 11,232 43,238 14,081 72,907 19,329 37,284 73,265 51,533 

3 24,479 1,5624 16,466 9,4811 4,2004 18,655 1,1824 9,6654 8,3313 14,698 

4 79,631 8,9356 31,561 34,660 0,2918 63,656 3,2427 30,517 32,743 45,676 

5 17,902 2,4731 7,6180 17,165 18,695 17,178 3,5288 3,1097 9,8702 22,306 

6 33,462 5,4739 12,428 12,197 5,8531 14,297 1,2518 9,8211 7,6913 14,211 

7 103,45 13,708 19,544 33,555 11,420 62,626 16,854 36,400 61,446 43,663 

8 47,302 22,361 7,0676 35,581 20,407 53,642 13,641 27,330 49,576 39,300 

9 54,706 16,321 18,282 10,507 19,469 29,558 18,841 25,377 39,349 11,570 

10 37,443 12,520 0,2114 6,5920 11,656 20,111 15,377 13,373 28,202 9,0821 

11 36,856 17,006 1,9448 28,750 20,641 40,347 12,681 21,097 47,247 32,779 

12 45,316 9,7684 1,8660 2,4738 22,349 21,467 11,835 15,526 28,407 5,6026 

13 4,9423 11,192 11,472 10,463 12,230 0,3435 6,7807 4,5912 12,396 12,291 

14 32,760 10,474 7,2677 20,208 12,999 34,312 3,9945 14,395 26,701 26,156 

15 27,397 3,3469 5,4563 6,9327 10,638 13,008 4,4269 13,069 10,473 6,1799 

16 67,555 3,2680 30,884 40,246 14,297 58,172 4,6985 26,066 21,639 48,922 

17 85,116 28,929 11,423 41,719 11,260 74,080 21,037 38,672 71,042 50,459 

18 77,405 30,966 6,6185 28,966 10,895 60,179 25,050 43,383 63,021 30,535 

19 2,9361 1,7300 1,4757 0,8293 3,9375 1,9836 4,1694 0,2475 1,1657 1,8737 

20 35,8493 8,8027 16,018 38,032 34,072 48,321 0,463 17,819 29,4497 45,099 

jumlah 953,421 247,910 236,275 453,582 275,476 758,566 193,430 408,489 658,261 553,593 

rata-

rata 
47,6710 12,3955 11,8137 22,6791 13,7738 37,9282 9,6715 20,4244 32,9130 27,6797 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Setimbang 

rata-rata error untuk sistem setimbang 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0550 0,0736 0,0394 0,0774 0,2087 0,0317 0,1918 0,1817 0,0511 0,0682 

2 0,2235 0,0721 0,1603 0,1044 0,0633 0,0802 0,1094 0,0344 0,0015 0,1038 

3 0,0636 0,3798 0,2370 0,1159 0,0606 0,0361 0,2364 0,0178 0,0090 0,0973 

4 0,0044 0,0564 0,0039 0,0568 0,0357 0,0586 0,2571 0,3104 0,0542 0,0106 

5 0,0077 0,1025 0,1283 0,2123 0,0856 0,0928 0,1802 0,1185 0,2002 0,1580 

6 0,0714 0,0035 0,1727 0,0688 0,0899 0,1305 0,2492 0,0515 0,1394 0,1178 

7 0,1212 0,192 0,0343 0,1767 0,0080 0,1705 0,0761 0,1361 0,1690 0,2502 

8 0,2347 0,0508 0,0206 0,4058 0,0769 0,0314 0,0497 0,0516 0,2439 0,0341 

9 10,734 16,159 31,243 90,505 41,268 41,389 24,470 7,2249 99,334 36,457 

10 21,464 28,089 53,453 14,403 68,143 64,319 34,730 16,792 16,892 51,679 

11 15,168 25,834 7,3932 65,938 39,377 34,091 13,947 22,433 78,427 18,925 

12 20,113 4,5250 9,1904 54,256 9,2333 15,140 12,393 16,222 53,412 50,829 

13 26,234 20,562 31,407 42,938 45,040 44,504 48,072 21,962 50,699 7,2431 

14 1,7028 14,026 3,6141 51,170 19,590 13,735 20,439 2,7758 56,948 23,662 

15 9,6157 1,0313 31,217 25,572 3,2485 17,252 29,321 6,7875 36,216 26,759 

16 27,641 19,564 37,966 33,239 44,507 47,858 21,802 18,071 39,795 13,032 

17 9,6098 9,5660 24,659 20,274 16,745 22,388 5,7080 0,3648 16,087 1,5347 

18 11,112 43,727 19,747 19,900 75,285 55,211 80,097 23,256 21,044 91,738 

19 32,433 58,181 55,667 20,748 102,39 90,601 53,839 31,101 22,459 71,726 

20 22,818 47,160 3,7342 13,573 71,904 52,921 39,896 39,894 16,161 44,740 

jumlah 209,428 289,359 310,092 453,739 537,373 500,047 386,070 207,790 508,347 439,168 

rata-

rata 
10,4714 14,4679 15,5046 22,6869 26,8686 25,0023 19,3035 10,3895 25,4174 21,9584 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 7 

rata-rata error untuk sistem tereduksi total orde 7 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1963 0,0274 0,0238 0,1985 0,0117 0,1266 0,3319 0,0298 0,2236 0,0208 

2 0,0720 0,0178 0,0436 0,0360 0,0564 0,1767 0,0558 0,3186 0,2151 0,1019 

3 0,1514 0,0809 0,0968 0,1989 0,0617 0,0682 0,2713 0,3087 0,2389 0,1084 

4 0,0077 0,0623 0,1708 0,2345 0,0299 0,1719 0,0116 0,2417 0,3923 0,1123 

5 0,2176 0,0792 0,0979 0,0182 0,0193 0,4127 0,1218 0,0857 0,2086 0,2667 

6 0,2128 0,3742 0,0983 0,0707 0,2398 0,1279 0,0926 0,1144 0,1579 0,1815 

7 0,1097 0,0398 0,0671 0,0094 0,1258 0,0306 0,0252 0,0694 0,1969 0,0104 

8 2,7034 28,266 15,220 30,662 9,7379 28,252 41,776 12,700 18,190 33,824 

9 1,7045 51,380 31,484 37,607 16,432 32,768 70,108 20,987 12,285 6,3157 

10 21,115 32,386 19,159 15,005 4,7881 1,0426 21,122 21,397 16,131 31,932 

11 5,2996 47,889 7,9892 51,005 2,1821 41,005 4,9142 42,814 47,875 29,863 

12 6,4870 6,3998 22,723 12,836 7,5923 10,497 33,300 16,176 27,406 53,735 

13 6,4541 4,1819 7,1014 25,851 4,1622 19,727 17,831 19,215 8,6982 7,2534 

14 21,892 33,193 0,9834 31,213 0,2958 7,3881 16,319 41,581 13,265 23,612 

15 2,0960 6,1802 21,586 19,430 8,2813 9,0802 36,046 27,761 27,355 5,2546 

16 9,2215 27,677 7,0884 6,4928 3,3895 3,2159 22,538 13,478 6,4375 24,575 

17 25,038 23,329 32,149 8,7394 16,490 53,385 63,407 7,2684 27,278 40,659 

18 18,742 7,3817 46,692 5,7706 21,121 40,591 9,3838 4,4354 1,0493 8,4109 

19 42,882 46,647 35,237 45,232 10,018 8,8329 38,581 52,898 20,299 48,725 

jumlah 164,603 315,595 248,013 290,613 105,036 256,902 376,240 281,884 227,906 314,963 

rata-

rata  
8,6633 16,6102 13,0533 15,2954 5,5282 13,5211 19,8021 14,8360 11,9950 16,5770 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 6 

rata-rata error untuk sistem tereduksi total orde 6 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1858 0,1239 0,0829 0,0165 0,2464 0,2185 0,3079 0,0838 0,1027 0,2166 

2 0,0542 0,0988 0,1437 0,0967 0,2910 0,4048 0,1753 0,0615 0,0733 0,1226 

3 0,3785 0,1074 0,1566 0,2109 0,0534 0,0110 0,0468 0,0428 0,0121 0,0604 

4 0,2906 0,2650 0,1189 0,1659 0,2617 0,0753 0,0254 0,1131 0,1273 0,0615 

5 0,0420 0,1844 0,1552 0,1023 0,0908 0,0432 0,1691 0,3137 0,2102 0,1405 

6 0,1178 0,0949 0,0961 0,2196 0,1138 0,0304 0,0553 0,1108 0,0768 0,2555 

7 8,7893 39,880 2,4457 95,735 10,153 9,4362 21,667 9,6325 39,096 2,8442 

8 16,359 70,545 1,0538 15,343 17,804 16,308 35,381 15,315 56,451 4,6231 

9 11,885 37,919 5,7247 6,5553 7,2559 2,0192 24,185 4,5087 20,151 19,062 

10 22,144 35,164 14,279 5,3916 30,099 28,433 15,839 54,970 33,485 38,881 

11 5,3331 17,558 10,868 4,9551 7,8877 26,760 10,765 27,981 7,6751 30,248 

12 9,3037 25,099 0,5228 5,1796 55,053 3,8147 15,633 16,520 22,233 5,1025 

13 24,390 33,385 0,2103 11,235 9,1241 30,606 23,109 40,381 12,949 6,5396 

14 13,867 1,7719 9,8677 44,474 69,105 34,728 2,7593 40,590 5,0842 29,511 

15 8,2810 0,6468 0,6147 30,122 34,114 17,643 3,8498 15,758 5,5345 4,1053 

16 44,668 11,854 1,0061 19,235 20,633 17,264 66,026 64,744 8,4573 7,3031 

17 25,762 12,677 3,3427 21,559 24,947 15,989 55,752 23,055 7,6659 14,025 

18 31,822 8,6444 13,639 12,308 15,371 6,8722 54,857 27,922 4,3485 28,660 

jumlah 223,676 296,023 64,329 272,908 302,608 210,659 330,607 342,107 223,734 191,764 

rata-

rata  
12,4264 16,4457 3,5738 15,1615 16,8115 11,7033 18,3670 19,0059 12,4296 10,6535 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 5 

rata-rata error untuk sistem tereduksi total orde 5 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0822 0,0735 0,0944 0,1758 0,0440 0,0338 0,2563 16,337 0,0262 0,1645 

2 0,0073 0,1616 0,1815 0,1655 0,0741 0,1134 0,0292 0,0485 0,0299 0,0417 

3 0,0437 0,1981 0,0334 0,0854 0,2477 0,2138 0,369 0,0572 0,2101 0,0148 

4 0,0978 0,1007 0,1244 0,1270 0,2728 0,1065 0,2856 0,0621 0,3552 0,2566 

5 0,3430 0,0600 0,4317 0,0393 0,0594 0,0818 0,1123 0,2274 0,1616 0,2817 

6 7,4848 26,732 0,2256 5,7540 5,8823 6,2790 2,9199 0,1028 37,609 41,373 

7 2,6969 39,258 10,861 14,598 14,229 7,6179 8,7965 22,026 70,059 6,5382 

8 15,268 17,652 6,4145 9,0185 12,809 4,1138 2,7848 35,290 26,210 22,295 

9 13,631 6,2074 31,714 36,814 75,552 12,800 27,613 20,696 7,7239 10,658 

10 11,804 19,927 26,657 30,279 57,536 3,4072 11,630 21,085 29,194 28,690 

11 2,9337 26,444 5,3493 6,9309 10,951 6,0652 8,3129 4,3114 16,372 17,846 

12 11,444 43,100 16,260 26,926 55,887 10,056 20,367 18,657 10,765 11,060 

13 4,8156 27,855 28,856 39,042 73,835 5,7650 21,216 2,0083 30,118 30,970 

14 4,5676 12,438 8,4289 15,650 30,113 2,1602 6,6998 1,4498 21,083 21,347 

15 8,1503 9,4176 15,040 21,009 48,720 22,056 36,111 59,501 65,443 66,201 

16 9,7176 57,245 8,8250 15,500 20,475 13,781 15,734 53,395 9,6737 9,1260 

17 28,616 48,543 6,9389 0,0127 1,6429 11,639 17,292 43,059 4,0909 37,993 

jumlah 121,705 335,417 166,438 222,128 408,334 106,291 180,532 298,316 329,129 304,860 

rata-

rata 
7,1591 19,7304 9,7904 13,0663 24,0196 6,2524 10,6195 17,5480 19,3605 17,9329 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 4 

rata-rata error untuk sistem tereduksi total orde 4 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0771 0,1685 0,0713 0,0344 0,2615 0,1598 0,0276 0,3219 0,0666 0,0319 

2 0,1769 0,3496 0,0119 0,0659 0,1446 0,1127 0,0590 0,1738 0,2800 0,0743 

3 0,1269 0,0699 0,1575 0,2561 0,0864 0,3086 0,2335 0,2311 0,0479 0,0823 

4 0,0791 0,0050 0,1997 0,4810 0,0130 0,0560 0,1306 0,3473 0,0211 0,0730 

5 20,284 22,802 4,1828 16,529 34,105 10,660 31,360 30,627 10,028 19,626 

6 30,887 38,978 1,6943 32,891 63,549 13,249 46,678 51,593 17,119 44,916 

7 15,053 10,535 11,237 10,451 31,982 1,3960 25,401 18,568 5,6578 15,609 

8 18,158 25,205 21,230 15,257 16,169 29,516 17,825 7,5243 30,088 29,525 

9 29,169 36,997 13,364 24,156 21,895 13,201 13,583 32,173 30,315 41,832 

10 5,8344 1,8791 10,134 2,0966 20,012 10,157 19,296 10,045 4,6991 1,7123 

11 22,170 37,295 27,981 47,220 12,263 9,7233 11,170 18,871 26,660 27,529 

12 35,025 44,947 18,733 34,038 18,054 15,069 11,809 34,672 33,213 48,083 

13 18,510 27,333 13,286 29,388 7,4328 0,9682 5,6705 20,645 15,508 21,777 

14 16,928 5,5466 34,723 15,946 8,5361 30,054 6,4315 39,829 10,110 10,816 

15 47,339 49,829 9,7564 26,103 8,3744 17,027 7,3909 6,1982 18,656 5,1558 

16 18,631 6,1496 28,782 29,241 6,8918 3,9709 4,9324 29,698 2,3739 19,032 

jumlah 278,453 308,094 195,547 284,158 249,772 155,630 202,000 301,520 204,847 285,880 

rata-

rata  
17,4033 19,2559 12,2217 17,7599 15,6108 9,7269 12,6250 18,8450 12,8029 17,8675 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 

rata-rata error untuk sistem tereduksi total orde 3 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,2304 0,1273 0,0486 0,0383 0,1856 0,2375 0,1785 0,0180 0,0709 0,0125 

2 0,1933 0,2769 0,0137 0,0165 0,3645 0,1112 0,0544 0,2340 0,1061 0,0079 

3 0,0652 0,1477 0,2905 0,1355 0,2347 0,0817 0,0649 0,1009 0,3249 0,2005 

4 32,906 37,379 16,419 18,092 9,0311 9,6659 4,4625 25,490 11,631 16,182 

5 54,971 56,286 12,486 29,307 2,3384 8,6477 19,163 38,096 26,720 23,218 

6 16,662 17,272 3,5125 1,4661 5,0243 6,1685 8,2592 12,909 3,0782 6,2181 

7 17,461 42,700 56,552 0,2410 0,7842 18,011 1,3013 11,854 55,118 6,3788 

8 16,073 1,4211 29,373 10,598 1,1214 8,927 8,8524 11,797 49,469 29,125 

9 17,280 24,499 19,867 3,1908 7,9147 4,0569 0,7904 12,084 8,4760 13,407 

10 3,2417 16,260 32,527 19,480 2,8377 7,9348 0,4533 2,8492 6,3547 30,412 

11 17,158 4,7428 37,183 19,915 2,8693 6,4314 8,246 12,973 6,1993 38,983 

12 13,389 4,4635 10,554 15,248 6,2084 7,3184 3,9671 10,226 35,332 11,216 

13 59,313 8,5989 6,4868 7,3307 9,6277 9,5846 11,573 42,910 37,092 58,509 

14 7,6592 7,8888 27,611 29,323 12,502 10,132 21,046 51,906 28,774 19,862 

15 31,815 44,541 22,220 7,7568 8,2600 13,637 11,489 23,372 15,304 6,5352 

jumlah 288,421 266,608 275,1482 162,141 69,3044 110,946 99,903 256,825 284,052 260,270 

rata-

rata  
19,2280 17,7738 18,3432 10,8094 4,6202 7,3964 6,6602 17,1216 18,9368 17,3513 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

rata-rata error untuk sistem tereduksi total orde 2 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1914 0,2072 0,0774 0,0138 0,1698 0,0470 0,1413 0,1894 0,0161 0,0761 

2 0,2942 0,1234 0,0832 0,0743 0,0730 0,1740 0,1504 0,0865 0,1482 0,1439 

3 4,0160 21,399 26,292 23,653 12,577 17,865 10,686 14,164 11,039 6,9630 

4 0,6340 29,399 39,985 33,146 19,944 23,399 15,424 18,993 23,617 12,330 

5 6,9516 5,1658 17,367 2,8627 13,517 13,335 8,4634 11,220 4,2043 2,2988 

6 25,285 40,589 5,4440 33,013 11,211 33,434 16,422 2,0895 1,3496 0,7750 

7 17,339 11,659 17,905 4,5812 18,089 6,6693 2,2659 9,8639 11,972 5,3622 

8 5,1990 11,465 12,037 14,075 3,6389 15,339 7,7731 9,1041 0,5649 1,6047 

9 13,566 12,443 5,1887 6,0113 9,1762 29,226 16,233 1,7226 5,6297 15,308 

10 18,537 17,575 18,601 6,9578 19,530 17,501 6,2795 9,9669 8,3828 9,0529 

11 7,9172 2,3614 12,495 4,5964 9,2165 9,1027 5,0872 6,5400 7,2467 10,456 

12 15,364 46,030 4,5084 48,905 15,244 6,1499 33,668 27,104 16,645 0,0374 

13 4,1667 25,895 5,1700 40,945 31,285 37,860 21,313 33,282 24,775 13,148 

14 5,0810 4,1909 29,542 11,984 19,761 39,545 21,233 21,628 7,7438 7,6649 

jumlah 124,545 228,506 194,699 230,822 183,436 249,652 165,143 165,955 115,592 85,222 

rata-

rata 
8,8960 16,3218 13,9071 16,4872 13,1025 17,8322 11,7959 11,8539 8,2566 6,0873 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error  

rata-rata error 

percobaan awal setimbang orde 7 orde 6 orde 5 orde 4 orde 3 orde 2 

1 47,6710 10,4714 8,6632 12,4264 7,1591 17,4033 19,2280 8,8960 

2 12,3955 14,4679 16,6102 16,4457 19,7304 19,2559 17,7738 16,3218 

3 11,8137 15,5046 13,0533 3,5738 9,7904 12,2217 18,3432 13,9071 

4 22,6791 22,6869 15,2954 15,1615 13,0663 17,7599 10,8094 16,4872 

5 13,7738 26,8686 5,5282 16,8115 24,0196 15,6108 4,6202 13,1025 

6 37,9282 25,0023 13,5211 11,7033 6,2524 9,7269 7,3964 17,8322 

7 9,6715 19,3035 19,8021 18,3670 10,6195 12,6250 6,6602 11,7959 

8 20,4244 10,3895 14,8360 19,0059 17,5480 18,8450 17,1216 11,8539 

9 32,9130 25,4173 11,9950 12,4296 19,3605 12,8029 18,9368 8,2566 

10 27,6796 21,9584 16,5770 10,6535 17,9329 17,8675 17,3513 6,0873 

jumlah 236,950 192,070 135,882 136,578 145,479 154,119 138,241 124,541 

rata-rata 23,6950 19,2070 13,5882 13,6578 14,5479 15,4119 13,8241 12,4541 
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 Tabel Rata-Rata Waktu Komputasi 

rata-rata waktu komputasi  

percobaan awal setimbang orde 7 orde 6 orde 5 orde 4 orde 3 orde 2 

1 0,717128 0,392422 0,38245 0,372109 0,338464 0,366498 0,31797 0,341351 

2 0,726647 0,48477 0,414212 0,377842 0,332221 0,375934 0,340057 0,325984 

3 0,724826 0,381788 0,370067 0,341694 0,332516 0,38134 0,332225 0,320618 

4 0,716294 0,430439 0,384024 0,33042 0,33047 0,355032 0,337918 0,346305 

5 0,717169 0,463488 0,401139 0,330845 0,342221 0,374104 0,325294 0,381077 

6 0,748417 0,358593 0,407444 0,337603 0,3642 0,369211 0,320719 0,35084 

7 0,731249 0,433958 0,395845 0,364671 0,3281 0,366418 0,329306 0,375147 

8 0,773729 0,400298 0,404956 0,364527 0,322439 0,376674 0,333876 0,353502 

9 0,710042 0,38546 0,390303 0,338633 0,360964 0,363305 0,328078 0,282052 

10 0,74104 0,433725 0,401899 0,328843 0,327526 0,372132 0,319454 0,370393 

jumlah 7,306541 4,164941 3,952339 3,487187 3,379121 3,700648 3,284897 3,447269 

rata-rata  0,7306541 0,4164941 0,3952339 0,3487187 0,3379121 0,3700648 0,3284897 0,3447269 
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LAMPIRAN B 

KASUS 2 

 

 Matriks Unitary     















































0.05000.01800.02280.00540.0237-0.05480.66220.65200.00190.0035-0.00640.0380-0.00290.0141-0.00120.0009-0.0528-0.0001-0.0546-0.3492

0.02880.03730.00430.00550.02100.04390.7426-0.63100.00110.0020-0.00370.0205-00.00140.0002-0.0009-0.0602-00.0343-0.2014

0.1675-0.0717-0.0252-0.0186-0.0299-0.0995-0.08860.41760.0051-0.00990.0152- 0.10310.0060-0.06690.0037-0.00160.10660.00040.13200.8535-

0.49190.41860.0415-0.07260.44220.26700.01780.02590.00340.0080-0.00400.0845-0.02840.1546-0.01560.00760.50900.0006-0.06080.1139-

0.1004-0.3287-0.1834-0.0382-0.14990.6507-0.0166-0.03520.00960.0203-0.02960.1861-0.05700.0118-0.02000.00790.56790.00010.02850.1902

0.2943-0.23220.2203-0.0019-0.49150.2536-0.02520.00690.0256-0.04860.0891-0.41300.0766-0.4858-0.0095-0.0027-0.2794-0.0024-0.0370-0.0372

0.4697-0.12880.15140.0214-0.3930-0.29920.0242-0.0036-0.0192-0.03410.0594-0.30310.01680.3059-0.01750.00740.53270.0010-0.03210.1375

0.04980.3456-0.1264-0.0262-0.29470.23560.00430.0067-0.0317-0.06220.0590-0.63700.0640 0.51720.00570.0016-0.13670.00350.01030.1206

0.21290.7060-0.0268-0.0449-0.06630.31540.0122-0.01230.0147-0.0005-0.0315-0.0649-0.1039-0.5692-0.0149-0.0064-0.0420-0.0017-0.05690.0625-

0.0655-0.0542-0.0679-0.0106-0.04540.08540.00130.0010-0.0142-0.05740.0494-0.0796-0.37240.0375-0.17920.01160.04450.00710.8794-0.1370-

0.36340.02600.0038-0.02380.2824-0.2219-0.0091-0.00830.02290.2430-0.12600.34730.61320.1949-0.13380.26430.0847-0.0444-0.17480.0015-

0.4008-0.0192-0.2585-0.0350-0.23710.30600.01050.0095-0.0563-0.02950.0122-0.3664-0.54350.06540.16790.00640.0900-0.00720.38000.0459

0.1488-0.0359-0.20790.0029-0.17940.05520.00330.0029-0.01780.7661-0.3389-0.0713-0.1557-0.07260.14360.37000.01140.0383-0.0478-0.0017

0.1779-0.0343-0.09420.0078-0.16950.0994 0.00400.0036-0.0044-0.2871-0.85270.01170.0058-0.0030-0.3069-0.06530.01740.0235-0.1023-0.0132-

0.06640.08350.7710-0.0257-0.2839-0.10240.00040.0001-0.0949-0.3915-0.0695-0.00890.0995-0.00790.2573-0.2265-0.02370.04570.0712-0.0064-

0.01430.0258-0.29770.01890.07710.0669-0.0011-0.00090.0080-0.3238-0.0060-0.07270.14620.0317-0.18750.8329-0.0116-0.19140.03900.0004-

0.00870.02280.2517-0.01090.0831-0.04160.00030.0002-0.14270.00090.33770.03860.3239-0.01150.82040.0497 0.0024-0.10110.02280.0024

0.0283-0.00310.0560-0.1509-0.01690.04230.00100.0008-0.94600.0227-0.0493-0.00670.05350.0027-0.1054-0.0914-0.00050.2256-0.0031-0.0007-

0.0612-0.0673-0.0356-0.77170.0051-0.00920.00020.0002-0.24610.01610.0307-0.0013-0.03250.0046-0.1116-0.10440.0008-0.55550.0013-0.0001

0.0391-0.0488-0.0303-0.60690.0126-0.0002000.0916-0.0237-0.01430.00120.0226-0.00530.08760.1479-0.00160.7665-0.0007-0.0003-

d
U

  

Dengan demikian, dari tahap pertama transformasi sistem diperoleh,    *
  

      

   
|
  

  

 
+  

*
   

  
|
  

 
+ dengan: 

 















































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-00000000000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-00000000000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-00000000000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-00000000000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.379200000000000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-00000000000000

0.0477- 0.02790.01890.0009-0.0294-0.03320.15970.7719000000000000

0.02480.02010.0089-0.00360.02940.01701.2569-0.1063000000000000

0.02970.04290.1972-0.2929-0.0821-0.00010.0003-0.0021-0.987500000000000

0.17560.05310.3441-0.0284-0.2092-0.02210.0025-0.00680.1010-0.0586-1.2470-000000000

0.15960.0018-0.30070.08070.0578-0.2728-0.0062-0.0029-0.1241-0.72260.3403000000000

0.28010.46750.0052-0.06220.0377-0.16020.00520.04140.00140.20290.05270.901300000000

0.15630.2271-0.03390.0647-0.0333-0.1208-0.0040-0.00830.22400.3290-0.3301-0.0220-0.6806-0000000

0.16140.49580.0875-0.05960.29850.5473-0.0070-0.01690.01980.0829-0.14180.6422-0.16140.6599000000

0.03710.0951-0.5100-0.15480.1697-0.09300.0001-0.00210.4598-0.3040-0.1985-0.0613-0.3833-0.0126-0.11770.34420000

0.01900.0358-0.40270.1169-0.10400.0977-0.0008-0.00350.1682-0.0158 0.0071-0.03790.22360.0273-0.7681-0.0470-0000

0.2994-0.9206-0.1814-0.1038-0.1378-0.8330-0.04310.15960.00580.03900.10920.00760.15250.63010.0072-0.0122-0.4729-000

0.03610.05490.0633-0.6257-0.0076-0.02100.00030.0001-0.0235-0.0004-0.01920.0173-0.0464-0.00580.09520.12790.0017-0.417400

0.4802-0.45740.0647-0.00750.16310.1539-0.02550.07570.0163-0.1059-0.3278-0.2193-0.5020-0.71230.0034-0.0681-0.10740.03140.3482-0

0.0757-0.11110.02610.00460.0290-0.05490.0255-0.5490-0.0042-0.0045-0.0338-0.01440.0430-0.24440.0051-0.0153-0.1623-0.00500.1018-0.2615

t
A
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0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.6796-

0.6430

0.7187

0.4697-

0.6097

0.5913

1.1029

0.1260-

0.2216

0.9864-

0.2685

0.8094-

0.5668-

0.1397

t
B     0

t
D  

 1.4121-0.5738-2.1806-0.27971.31831.52990.88651.52391.72671.6472-1.0077-0.30181.06552.3107-0.0126-0.9708-0.47160.36110.06391.4427-
t

C

 

 

 Matriks    















































10000000000000000000

01000000000000000000

00100000000000000000

00010000000000000000

00001000000000000000

00000100000000000000

0.0119-0.01660.0114-0.00050.02510.0129-10000000000000

0.00190.0154-0.00670.0013-0.0143-0.0106-01000000000000

0.1451-0.0268-0.05830.13150.13560.084600100000000000

0.1963-0.0907-0.0083-0.0126-0.10290.090200010000000000

0.24370.05340.1886-0.0166-0.2418-0.0813-00001000000000

0.1491-0.86340.20410.06280.4240-0.6794-00000100000000

0.14030.0287-0.5119-0.04490.1123-0.130900000010000000

0.0453-0.0465-0.15950.0098-0.2648-0.258400000001000000

0.06470.1028-0.29360.0975-0.13840.0205-00000000100000

0.10320.08710.0183-0.07600.0934-0.1045-00000000010000

1.32920.52200.25360.14230.47031.046400000000001000

0.0330-0.0563-0.01640.42150.01400.013500000000000100

0.2415-0.40640.5132-0.01830.10200.307800000000000010

0.05580.22950.0232-0.0240 0.03520.094400000000000001

d
W

 
 

Sehingga diperoleh sistem sebagai berikut:     *
  

        

    
|
  

    

 
+  *

   

  
|
  

 
+ 

dengan: 
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0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-00000000000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-00000000000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-00000000000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-00000000000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.379200000000000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-00000000000000

0.0082-0.00020.00670.0006-0.0092-0.00740.15970.7719000000000000

0.01300.0015-0.01200.00080.0052-0.02941.2569-0.1063000000000000

0.0002-0.00270.0587-00.0197-0.0682-0.0003-0.0021-0.987500000000000

0.0203-0.01190.0937-0.0021-0.0904-0.1400-0.0025-0.00680.1010-0.0586-1.2470-000000000

0.0467-0.0031-0.00550.0027-0.0287-0.03670.0062-0.0029-0.1241-0.72260.3403000000000

0.21150.0023-0.06040.01080.24020.0095-0.00520.04140.00140.20290.05270.901300000000

0.07100.01510.0263-0.00260.0660-0.0981-0.0040-0.00830.22400.3290-0.3301-0.0220-0.6806-0000000

0.0114-0.0154-0.0179-0.00210.1236-0.18080.0070-0.01690.01980.0829-0.14180.6422-0.16140.6599000000

0.04790.00850.03300.00190.0208-0.0176-0.0001-0.00210.4598-0.3040-0.1985-0.0613-0.3833-0.0126-0.11770.34420000

0.0387-0.0143-0.00330.0011-0.08250.06710.0008-0.00350.1682-0.0158 0.0071-0.03790.22360.0273-0.7681-0.0470-0000

0.4374-0.0111-0.21430.0302-0.4277-0.42540.04310.15960.00580.03900.10920.00760.15250.63010.0072-0.0122-0.4729-000

0.00570.00120.00820.00010.0103-0.0008-0.00030.0001-0.0235-0.0004-0.01920.0173-0.0464-0.00580.09520.12790.0017-0.417400

0.24150.00480.01430.01450.0942-0.08270.02550.07570.0163-0.1059-0.3278-0.2193-0.5020-0.71230.0034-0.0681-0.10740.03140.3482-0

0.0923-0.0012-0.06580.0070-0.1289-0.12060.0255-0.5490-0.0042-0.0045-0.0338-0.01440.0430-0.24440.0051-0.0153-0.1623-0.00500.1018-0.2615

d
A

 















































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.7271-

0.6833

0.3175

0.7869-

1.1279

1.7122

1.0393

0.2075

0.1992

0.7546-

0.8545-

1.0414-

1.3666-

0.0295-

d
B     0D  

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.88651.52391.72671.6472-1.0077-0.30181.06552.3107-0.0126-0.9708-0.47160.36110.06391.4427-
d

C

 

 

 Subsistem tidak Stabil    

























0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.3792

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-

uA  
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0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

uB  

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.4026uC
 

 0uD
 

 

 Tereduksi Orde 13 













































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-0000000000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-0000000000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-0000000000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-0000000000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.37920000000000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-0000000000000

0000000.5935-0.20280.0273-0.0039-0.00040.00020.0001-000000

0000000.20280.49090.21030.04370.0017-0.0017-0.00060.00020.0003-000.0001-0

0000000.02730.2103-0.4745-0.30280.02350.0095-0.00400.00130.0018-0.00010.0003-0.00010.0001-

0000000.0039-0.0437 0.3028-0.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0000000.0004-0.00170.02350.47790.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0000000.0002-0.00170.0095-0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0000000.0001-0.00060.0040-0.00080.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

00000000.0002-0.00140.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

00000000.0003-0.00180.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

000000000.00010.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

000000000.0003-0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

000000000.0001-0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

000000000.0001-0.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

13r
A

 













































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.0001

0.0009-

0.0070-

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

13rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.0001-0.00080.0071-0.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
13


r

C

 

 013 rD
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 Tereduksi Total Orde 12 











































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-000000000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-000000000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-000000000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-000000000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.3792000000000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-000000000000

0000000.49090.21030.04370.0017-0.0017-0.00060.00020.0003-000.0001-0

0000000.2103-0.4745-0.30280.02350.0095-0.00400.00130.0018-0.00010.0003-0.00010.0001-

0000000.04370.3028-0.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0000000.00170.02350.4779 0.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0000000.00170.0095-0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0000000.00060.0040-0.00080.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0000000.0002-0.00140.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0000000.0003-0.00180.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

00000000.00010.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.0641 0.98910.0132-0.00480.0042-

00000000.0003-0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

00000000.0001-0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

00000000.0001-0.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

12r
A

 











































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.0009-

0.0070-

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

12rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.00080.0071-0.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
12


r

C

 

 0
12


r

D
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 Tereduksi Total Orde 11 









































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-00000000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-00000000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-00000000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-00000000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.379200000000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.0330 0.2058-00000000000

0000000.4745-0.30280.02350.0095-0.00400.00130.0018-0.00010.0003-0.00010.0001-

0000000.3028-0.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0000000.02350.47790.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0000000.0095-0.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0000000.0040-0.00080.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0000000.00140.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0000000.00180.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000000.00010.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.0003-0.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.0001-0.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000000.0001-0.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

11r
A

 









































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.0070-

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

11rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.0071-0.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
11


r

C

 

 0
11


r

D
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 Tereduksi Total Orde 10 







































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-0000000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-0000000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-0000000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-0000000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.37920000000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-0000000000

0000000.07810.4779-0.0264-0.00080.0002-0.0001-0.00070.00080.0002-0.0002

0000000.47790.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0000000.02640.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0000000.00080.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0000000.00020.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0000000.0001-0.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000000.0007-0.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.0008-0.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.0002-0.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000000.0002-0.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

10r
A

 







































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.0170

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

10rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.0170-0.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
10


r

C
 

 0
10


r

D
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 Tereduksi Total Orde 9 





































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-000000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-000000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-000000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-000000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.3792000000000

0.9157-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-000000000

0000000.0697-0.29880.1096-0.0359-0.04760.0041-0.00560.0026-0.0023

0000000.29880.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0000000.10960.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0000000.0359-0.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0000000.0476-0.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000000.0041-0.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.00560.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.00260.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000000.00230.00990.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

9r
A

 





































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.1652

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

9rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.16530.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
9


r

C
 

 0
9


r

D
 
 

 Tereduksi Total Orde 8 



































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-00000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-00000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-00000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-00000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.379200000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-00000000

0000000.6028-0.2630-0.0961-0.11700.00800.03360.0116-0.0100

0000000.26300.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0000000.0960-0.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0000000.1170-0.07730.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000000.00800.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.03360.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.01160.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000000.00990.0164-0.0060-0.00800.0041-0.0622-0.98000.1455

8r
A  
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0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.8127

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

8rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.81281.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
8


r

C
 

 0
8


r

D  

 

 

 Tereduksi Total Orde 7 

































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-0000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-0000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-0000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-0000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.37920000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-0000000

0000000.73040.1590-0.07730.08680.06980.0191-0.0165

0000000.15890.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0000000.0773 0.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000000.0868-0.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.0698-0.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.0191-0.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000000.0164-0.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

7rA  

































0.4210-

0.1633 

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

1.4677

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

7rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40261.4677-0.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
7


r

C
 

 0
7


r

D
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 Tereduksi Total Orde 6 

































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-000000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-000000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-000000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-000000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.3792000000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-000000

0000000.19240.93780.0492-0.0272-0.00700.0060-

0000000.9378-0.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000000.0493-0.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.0272-0.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.0070-0.01030.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000000.0060-0.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

6r
A  

































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.5504-

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

6rB

 

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.5506-0.79600.3251-2.0692-1.3969-1.2347
6


r

C
 

 0
6


r

D
 

 

 

 Tereduksi Total Orde 5 
































0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-00000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-00000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-00000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-00000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.379200000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-00000

0000000.09600.0641-0.0385-0.01030.0089-

0000000.06410.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.03850.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.01030.0048-0.0718-0.12390.9800

0000000.00880.0041-0.0622-0.98000.1455

5r
A  































0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.7963-

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

5r
B

 
 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.79600.3251-2.0692-1.3969-1.23475 rC

 

 0
5


r

D
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 Tereduksi Total Orde 4 





























0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-0000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-0000

0.3868 0.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-0000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-0000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.37920000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-0000

0000000.98910.0132-0.00480.0042-

0000000.0132-0.95000.07160.0624-

0000000.0048-0.0718-0.12390.9800-

0000000.0041-0.0622-0.98000.1455

4rA

 





























0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

0.3250-

2.0692-

1.3997

1.2315

4rB

  0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40260.3251-2.0692-1.3969-1.23474 rC
 

 0
4


r

D  

 

 

 Tereduksi Total Orde 3 



























0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-000

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-000

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-000

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-000

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.3792000

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-000

0000000.95000.07160.0624-

0000000.0718-0.12390.9800-

0000000.0622-0.98000.1455

3r
A  



























0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

2.0692-

1.3997

1.2315

3rB  

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40262.0692-1.3969-1.2347
3


r
C  

 03 rD
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 Tereduksi Total Orde 2 

























0.19660.6429-0.0568-0.03530.5370-0.8878-00

0.6679-0.67990.14620.10720.3228-0.5706-00

0.38680.15911.0059-0.03400.1088-0.1992-00

0.03310.10540.00821.0619-0.0636-0.1110-00

0.9157-0.2525-0.0688-0.0921-0.6473-0.379200

0.0644-0.5929-0.2178-0.0562-1.03300.2058-00

0000000.12390.9800-

0000000.98000.1455

2r
A  

























0.4210-

0.1633

0.4045-

0.4714

1.7826

0.7593

1.3997

1.2315

2rB

 

 0
2


r

D  

 0.9655-0.3583-2.5882-0.74562.26261.40261.3969-1.2347
2


r

C  
 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Awal 

rata-rata error untuk sistem awal  

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,3056 0,0347 0,1450 0,1652 0,0374 0,0123 0,0911 0,0856 0,2488 0,2505 

2 0,7300 0,4696 0,2385 0,9384 0,5648 0,0186 0,4309 0,2926 0,3371 0,6741 

3 0,4648 0,1800 0,5747 0,0477 0,4199 0,162 0,5474 0,2084 0,0415 0,4052 

4 0,0115 0,0040 0,3000 0,1603 0,1316 0,0694 0,1160 0,2824 0,0193 0,1901 

5 0,1251 0,3173 0,0732 0,0185 0,1920 0,1015 0,0087 0,0687 0,1861 0,4938 

6 0,3115 0,2028 0,2858 0,0537 0,4559 0,3466 0,1774 0,4461 0,1565 0,1880 

7 0,2573 0,1692 0,2834 0,2340 0,2379 0,1994 0,0886 0,1923 0,3471 0,0107 

8 0,0591 0,3126 0,1470 0,0775 0,4586 0,047 0,0660 0,1299 0,0757 0,3296 

9 0,2415 0,4969 0,3072 0,2989 0,6559 0,9804 0,2232 0,1269 0,0017 0,2131 

10 0,5460 0,1034 0,3563 0,2336 0,1263 0,3153 0,2139 0,4253 0,4446 0,1379 

11 0,4558 0,9110 0,2582 0,2139 0,2103 0,2566 0,1058 0,2331 0,1610 0,2105 

12 0,4254 0,8277 0,1823 0,4922 0,7387 0,0816 0,3531 0,0376 0,0260 0,5119 

13 0,0436 0,1523 0,0549 0,1393 0,0234 0,1812 0,0494 0,2265 0,0851 0,0453 

14 0,1883 0,2781 0,2652 0,2236 0,0198 0,3788 0,1085 0,5068 0,7880 0,1290 

15 0,1287 1,3579 0,3919 0,5169 0,9439 1,1672 1,0860 1,3141 0,9174 0,3950 

16 0,3068 0,4239 0,3773 0,2507 0,6763 0,1694 0,6181 0,1261 0,5338 0,7741 

17 0,8558 1,3110 0,8642 0,7387 0,4556 0,8504 0,7082 1,3497 0,9072 0,6656 

18 0,0431 0,4363 0,3235 0,1978 0,1635 0,5996 0,0391 0,1802 0,0717 0,1274 

19 0,2940 0,1869 0,0846 0,1511 0,0879 0,5903 0,1030 0,0163 0,3644 0,2351 

20 0,0416 0,1445 0,0792 0,2593 0,0355 0,0403 0,1117 0,0041 0,0947 0,0026 

jumlah 5,8355 8,3201 5,5924 5,4113 6,6352 6,5679 5,2461 6,2527 5,8077 5,9895 

rata-

rata 
0,2917 0,4160 0,2796 0,2705 0,3317 0,3283 0,2623 0,3126 0,2903 0,2994 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Setimbang 

rata-rata error untuk sistem setimbang 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,2376 0,066 0,117 0,0412 0,2118 0,1472 0,0996 0,0306 0,0032 0,0954 

2 0,4044 0,2408 0,2726 0,0839 0,5415 0,1313 0,0939 0,3182 0,1812 0,1794 

3 0,3781 0,2031 0,1018 0,2863 0,7215 0,5143 0,0849 0,4492 0,1493 0,2175 

4 0,2706 0,0621 0,7055 0,4713 0,0406 0,2366 0,172 0,0722 0,0289 0,1391 

5 0,1608 0,0657 0,1498 0,2416 0,199 0,1834 0,0291 0,1266 0,0347 0,0123 

6 0,0006 0,2482 0,1088 0,042 0,2932 0,5227 0,2631 0,1615 0,004 0,6161 

7 0,286 0,3255 0,0775 0,1481 0,2744 0,0735 0,0415 0,2784 0,2651 0,1091 

8 0,1814 0,0305 0,0558 0,2149 0,3075 0,1497 0,2038 0,1099 0,0781 0,0156 

9 0,0780 0,162 0,0584 0,2641 0,045 0,254 0,0412 0,0014 0,0353 0,1362 

10 0,1509 0,0628 0,0939 0,2493 0,0044 0,0666 0,0733 0,0051 0,1289 0,0376 

11 0,1613 0,1415 0,0684 0,1185 0,0228 0,1082 0,3836 0,1026 0,023 0,1177 

12 0,028 0,0791 0,092 0,0387 0,0367 0,131 0,2305 0,0388 0,2135 0,2351 

13 0,4497 0,0654 0,1175 0,0132 0,1745 0,0036 0,1487 0,0774 0,084 0,2121 

14 0,1448 0,1927 0,0439 0,0316 0,1821 0,0031 0,0304 0,0638 0,2201 0,1602 

15 1,2878 0,1742 0,0599 0,8737 0,1292 0,0634 0,1332 0,2071 0,073 0,8932 

16 0,6462 0,0234 0,1721 0,3156 1,0485 0,3982 0,1078 0,0182 0,1063 0,7833 

17 0,1416 0,7022 0,9062 0,2567 0,1112 0,8227 0,4402 0,1898 0,0932 1,1544 

18 0,246 0,4183 0,0691 0,0372 0,2694 0,335 0,0849 0,6907 0,3154 0,0735 

19 0,4481 0,411 0,5038 0,0611 0,108 0,7162 0,0634 0,638 0,2098 0,1481 

20 0,7959 0,5038 0,614 0,225 0,3471 0,0891 0,2302 0,0279 0,3393 0,0735 

jumlah 6,4978 4,1783 4,388 4,014 5,0684 4,9498 2,9553 3,6074 2,5863 5,4094 

rata-

rata 
0,3248 0,2089 0,2194 0,2007 0,2534 0,2474 0,1477 0,1803 0,1293 0,2704 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 13 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 13 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,2376 0,2508 0,1069 0,0101 0,2666 0,1307 0,0387 0,0172 0,3774 0,0303 

2 0,6075 0,0317 0,0533 0,2931 0,0875 0,0274 0,322 0,0182 0,1256 0,4484 

3 0,0462 0,4334 0,352 0,1495 0,1862 0,0521 0,2219 0,002 0,24 0,1578 

4 0,0304 0,6474 0,0647 0,0371 0,1645 0,0052 0,0705 0,0679 0,0471 0,1314 

5 0,1096 0,1791 0,1527 0,2842 0,0023 0,1171 0,1121 0,0541 0,0856 0,2745 

6 0,1743 0,2024 0,0923 0,3272 0,0254 0,4711 0,2551 0,0555 0,034 0,0763 

7 0,0151 0,003 0,0083 0,1684 0,0915 0,0381 0,1978 0,0688 0,3565 0,0345 

8 0,045 0,056 0,0541 0,1708 0,0442 0,0648 0,1392 0,0843 0,0423 0,2635 

9 0,0062 0,1802 0,1774 0,2593 0,0544 0,0267 0,0739 0,0196 0,1358 0,0884 

10 0,1483 0,0047 0,0386 0,0599 0,0285 0,0911 0,0621 0,0933 0,0187 0,0846 

11 0,0781 0,0636 0,1215 0,0583 0,1717 0,1108 0,1663 0,0239 0,032 0,1405 

12 0,0976 0,0738 0,0295 0,0518 0,0562 0,1044 0,0335 0,0103 0,0209 0,058 

13 0,0583 0,1412 0,007 0,0112 0,0164 0,0138 0,1156 0,0202 0,1696 0,1474 

14 0,0134 0,0384 0,2059 0,047 0,1467 0,0053 0,0247 0,0496 0,0048 0,4694 

15 0,2767 0,357 0,1534 0,1225 0,1271 0,1159 0,1006 0,0794 0,0011 0,0806 

16 0,1494 0,0342 0,0411 0,2886 0,0027 0,4924 0,2075 0,2196 0,0858 0,276 

17 0,0028 0,2222 0,0627 0,0097 0,0546 0,2047 0,3552 0,069 0,0554 0,0642 

18 0,4068 0,3289 0,0299 0,2028 0,3792 0,4719 0,2939 0,1344 0,1147 0,0712 

19 0,2158 0,1329 0,1808 0,0637 0,166 0,2546 0,1136 0,023 0,2395 0,0159 

jumlah 2,7191 3,3809 1,9321 2,6152 2,0717 2,7981 2,9042 1,1103 2,1868 2,9129 

rata-

rata  
0,1431 0,1779 0,1016 0,1376 0,1090 0,1472 0,1528 0,0584 0,1150 0,1533 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 12 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 12 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1867 0,1318 0,3669 0,1952 0,1464 0,0409 0,008 0,2382 0,0996 0,2376 

2 0,1317 0,0874 0,1467 0,0279 0,1537 0,2201 0,2155 0,1443 0,1943 0,2277 

3 0,1964 0,2 0,2462 0,1804 0,0153 0,1383 0,3709 0,3652 0,2217 0,1467 

4 0,1541 0,1011 0,2594 0,5302 0,2974 0,1161 0,0393 0,0601 0,3277 0,0829 

5 0,091 0,2338 0,702 0,0444 0,0585 0,1121 0,3716 0,1554 0,0543 0,0677 

6 0,5535 0,4323 0,0861 0,1348 0,1429 0,0518 0,0063 0,2527 0,3307 0,394 

7 0,3033 0,296 0,0062 0,051 0,0311 0,3305 0,0218 0,0142 0,0867 0,1333 

8 0,0516 0,1066 0,2189 0,075 0,0638 0,4 0,0138 0,0682 0,2863 0,1447 

9 0,1263 0,0457 0,081 0,3078 0,2529 0,0324 0,0533 0,2057 0,1547 0,101 

10 0,1442 0,2145 0,0107 0,054 0,1442 0,0832 0,1697 0,2222 0,0534 0,1567 

11 0,0088 0,0836 0,1323 0,0433 0,221 0,1588 0,0452 0,0695 0,0104 0,0201 

12 0,1715 0,0991 0,0011 0,0202 0,0796 0,0276 0,0266 0,1717 0,1249 0,0827 

13 0,144 0,0826 0,0978 0,012 0,0362 0,2293 0,0596 0,5171 0,0462 0,177 

14 0,3734 0,0073 0,0295 0,4637 0,0133 0,7134 0,2615 0,4114 0,2997 0,3108 

15 0,1649 0,1339 0,1701 0,4116 0,3188 0,2882 0,176 0,2225 0,4022 0,1296 

16 0,2677 0,0671 0,112 0,0572 0,2212 0,1279 0,0155 0,0967 0,0881 0,1871 

17 0,335 0,1275 0,4144 0,1061 0,1053 0,7594 0,1584 0,0089 0,0605 0,281 

18 0,0518 0,0086 0,1557 0,2877 0,0676 0,1662 0,1627 0,1912 0,0116 0,1775 

jumlah 3,4559 2,4589 3,237 3,0025 2,3692 3,9962 2,1757 3,4152 2,853 3,0581 

rata-

rata  
0,1919 0,1366 0,1798 0,1668 0,1316 0,2220 0,1208 0,1897 0,1585 0,1698 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



208 
 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 11 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 11 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1708 0,0331 0,2942 0,1633 0,1385 0,1735 0,1035 0,26 0,0466 0,4439 

2 0,521 0,1798 0,104 0,4121 0,0278 0,2317 0,1658 0,2628 0,1537 0,5117 

3 0,0005 0,1438 0,0113 0,0975 0,4094 0,3974 0,023 0,2526 0,1754 0,0812 

4 0,1775 0,2095 0,175 0,3646 0,4872 0,0959 0,0107 0,0309 0,4292 0,3408 

5 0,387 0,1347 0,2363 0,2929 0,2386 0,5511 0,2031 0,2413 0,3361 0,2971 

6 0,4089 0,0335 0,3726 0,18 0,145 0,1917 0,1662 0,0171 0,0623 0,4372 

7 0,2871 0,0086 0,1368 0,3432 0,1035 0,0354 0,2856 0,0019 0,31 0,0499 

8 0,1993 0,0465 0,0642 0,1937 0,0892 0,0649 0,126 0,0678 0,0359 0,1375 

9 0,0271 0,0763 0,0393 0,0432 0,0629 0,276 0,0211 0,0043 0,093 0,0355 

10 0,1055 0,0485 0,1519 0,2622 0,0759 0,0129 0,0692 0,1005 0,0109 0,03 

11 0,0565 0,0688 0,1203 0,2244 0,069 0,0013 0,0286 0,1301 0,2747 0,0155 

12 0,2685 0,4959 0,5722 0,0306 0,6262 0,6456 0,087 1,357 0,6868 0,1076 

13 0,1581 0,4437 0,0549 0,4917 0,2728 0,1807 0,5385 0,8713 0,0321 0,3216 

14 0,541 0,1273 0,4439 0,4205 0,3981 0,2713 0,2345 0,8159 0,2404 0,0959 

15 0,2776 0,0981 0,0194 0,1163 0,2506 0,0972 0,0866 0,0789 0,2618 0,0516 

16 0,3652 1,0438 0,8294 1,5801 0,1779 0,5906 0,3031 0,1452 0,2591 2,0009 

17 0,3606 0,1129 0,458 0,1679 0,1885 0,3837 0,4829 1,3638 0,3459 0,0247 

jumlah 4,3122 3,3048 4,0837 5,3842 3,7611 4,2009 2,9354 6,0014 3,7539 4,9826 

rata-

rata 
0,2536 0,1944 0,2402 0,3167 0,2212 0,2471 0,1726 0,3530 0,2208 0,2930 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 10 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 10 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0791 0,2314 0,2982 0,1893 0,2098 0,4256 0,0954 0,1295 0,0512 0,0352 

2 0,0785 0,2542 0,2896 0,0197 0,0745 0,0752 0,0863 0,2498 0,1808 0,1942 

3 0,3418 0,0192 0,2247 0,0942 0,0478 0,0345 0,0823 0,1346 0,0601 0,0492 

4 0,0347 0,0725 0,4169 0,6246 0,1572 0,023 0,2432 0,474 0,1626 0,0138 

5 0,323 0,2284 0,0088 0,0129 0,114 0,1019 0,1332 0,4979 0,0196 0,1227 

6 0,2885 0,1095 0,0253 0,0351 0,3969 0,1842 0,3486 0,0456 0,118 0,1128 

7 0,0611 0,0757 0,1893 0,1926 0,0211 0,1895 0,112 0,0533 0,0104 0,0931 

8 0,03 0,0004 0,0536 0,0086 0,1027 0,0956 0,227 0,0951 0,081 0,1263 

9 0,0511 0,0456 0,2146 0,1093 0,0343 0,002 0,0616 0,1514 0,2179 0,1152 

10 0,0249 0,0127 0,0386 0,0258 0,1616 0,0367 0,1316 0,0097 0,1629 0,15 

11 0,1645 0,4275 0,5017 0,2639 0,3628 0,0749 0,2718 0,3772 0,5413 0,0061 

12 0,2582 0,3177 0,5557 0,2032 0,2872 0,3025 0,2957 0,3694 0,1352 0,0794 

13 0,2232 0,9833 0,0886 0,3704 0,5818 0,4707 0,2579 0,4155 0,0913 0,3359 

14 0,2335 0,3527 0,0416 0,2345 0.0282 0,113 0,0107 0,3322 0,1015 0,1787 

15 0,7474 0,0879 0,9262 0,0652 0,7202 0,3959 0,1538 0,2041 0,0012 0,697 

16 0,6234 0,3938 0,1486 0,6396 0,5588 0,3632 0,1247 0,1873 0,1031 0,2482 

jumlah 3,5629 3,6125 4,022 3,0889 3,8307 2,8884 2,6358 3,7266 2,0381 2,5578 

rata-

rata  
0,2226 0,2257 0,2513 0,1930 0,2394 0,1805 0,1647 0,2329 0,1273 0,1598 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 9 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 9 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1899 0,1285 0,3833 0,2836 0,3378 0,0126 0,0417 0,2407 0,0111 0,1177 

2 0,1265 0,033 0,4244 0,1856 0,0682 0,2412 0,3175 0,2181 0,4492 0,5643 

3 0,1651 0,0739 0,2384 0,0458 0,47 0,0761 0,5575 0,1495 0,0032 0,3262 

4 0,1173 0,2478 0,5262 0,2982 0,0617 0,2433 0,3183 0,3385 0,2339 0,1124 

5 0,1625 0,2766 0,3869 0,0516 0,0796 0,2773 0,1379 0,1854 0,3183 0,1833 

6 0,1301 0,0006 0,1176 0,0899 0,1595 0,0633 0,1364 0,3761 0,2599 0,2093 

7 0,0225 0,098 0,2191 0,0844 0,0582 0,0232 0,17 0,0292 0,045 0,2401 

8 0,1439 0,1836 0,0451 0,1849 0,2252 0,0528 1,0087 0,1594 0,148 0,5719 

9 0,1544 0,1383 0,2462 0,0105 0,0384 0,0583 0,1669 0,1051 0,2356 0,0432 

10 0,618 0,8441 0,0153 0,4849 0,0656 0,0069 0,3246 0,5466 0,0214 0,1814 

11 0,19 0,22 0,1613 0,2293 0,0589 0,0988 0,2166 0,6434 0,3015 0,2231 

12 0,0663 0,2122 0,3789 0,051 0,1045 0,1586 0,4725 0,7751 0,164 0,5935 

13 0,0173 0,0405 0,1756 0,2249 0,1819 0,1848 0,1718 0,0124 0,0194 0,293 

14 1,0571 0,0579 0,0353 0,8315 0,0771 0,3435 0,2097 0,0268 0,4386 0,1645 

15 0,2053 0,5029 0,4168 0,0881 0,4101 0,6201 0,276 0,184 0,1535 0,0268 

jumlah 3,3662 3,0579 3,7704 3,1442 2,3967 2,4608 4,5261 3,9903 2,8026 3,8507 

rata-

rata  
0,2244 0,2038 0,2513 0,2096 0,1597 0,1640 0,3017 0,2660 0,1868 0,2567 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 8 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 8 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1231 0,4082 0,1356 0,0709 0,6139 0,1415 0,0654 0,2861 0,2124 0,0011 

2 0,0413 0,108 0,1377 0,0878 0,2456 0,2667 0,1024 0,292 0,1238 0,2636 

3 0,1883 0,3812 0,0237 0,2319 0,0008 0,0968 0,0569 0,1578 0,0864 0,1312 

4 0,3044 0,098 0,1033 0,3558 0,3131 0,187 0,0499 0,0217 0,2388 0,1993 

5 0,1481 0,2116 0,0224 0,0384 0,1541 0,4806 0,0409 0,2457 0,0306 0,2828 

6 0,2337 0,154 0,3353 0,0532 0,05 0,0973 0,0527 0,0077 0,1231 0,3504 

7 0,1911 0,2041 0,2059 0,0928 0,0434 0,0759 0,1535 0,1302 0,0812 0,0028 

8 0,0141 0,0903 0,1779 0,1884 0,0347 0,1179 0,2181 0,1269 0,0282 0,1014 

9 0,1232 0,3504 0,1328 0,2805 0,1617 0,6683 0,2144 0,7095 0,5539 0,0459 

10 0,1585 0,9809 0,1445 0,6417 0,3404 0,1037 0,1005 0,7278 0,4039 0,1363 

11 0,4975 0,9013 0,0436 0,5077 0,1207 0,1678 0,176 0,2371 0,8673 0,4533 

12 0,2439 0,496 0,0116 0,1151 0,1893 0,0878 0,0539 0,3253 0,1784 0,2398 

13 0,3933 0,194 0,3078 0,2015 0,6706 0,5031 0,0853 0,4621 0,5778 0,9292 

14 0,7414 0,1168 0,4943 0,0267 0,2351 0,8265 0,3978 0,4071 0,2581 0,2859 

jumlah 3,4019 4,6948 2,2764 2,8924 3,1734 3,8209 1,7677 4,137 3,7639 3,423 

rata-

rata 
0,2429 0,3353 0,1626 0,2066 0,2266 0,2729 0,1262 0,2955 0,26885 0,2445 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 7 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 7 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0578 0,1256 0,2347 0,2063 0,3639 0,0695 0,1973 0,3977 0,123 0,2493 

2 0,058 0,3859 0,1284 0,0881 0,1694 0,3108 0,128 0,2253 0,3084 0,0581 

3 0,1779 0,2216 0,4982 0,0488 0,3434 0,4358 0,1419 0,5196 0,1143 0,3426 

4 0,1429 0,0968 0,169 0,2493 0,3649 0,076 0,3375 0,2325 0,495 0,0059 

5 0,0989 0,0948 0,1778 0,0681 0,0543 0,0618 0,1424 0,425 0,371 0,2347 

6 0,1639 0,0244 0,1352 0,3865 0,0134 0,3695 0,1306 0,0426 0,3668 0,187 

7 0,2736 0,0729 0,2348 0,2375 0,071 0,0687 0,1065 0,041 0,313 0,3048 

8 0,6555 0,4163 0,0265 0,3157 0,4872 0,9093 0,2952 0,931 0,6246 0,3575 

9 0,306 0,2358 0,3279 0,1476 0,0665 0,0125 0,0323 0,3548 0,0439 0,6044 

10 0,1433 0,2561 0,4102 0,1242 0,3049 0,2944 0,6176 0,9453 0,5654 0,1985 

11 0,0344 0,2883 0,2538 0,0252 0,1648 0,386 0,063 0,0639 0,1328 0,0747 

12 0,4642 0,7155 0,1412 0,6455 0,3535 0,5662 0,1644 0,4842 0,8673 0,1279 

13 0,1409 0,2532 0,0529 0,0719 0,2882 0,6581 0,4014 0,779 0,3203 0,1375 

jumlah 2,7173 3,1872 2,7906 2,6147 3,0454 4,2186 2,7581 5,4419 4,6458 2,8829 

rata-

rata  
0,2090 0,2451 0,2146 0,2011 0,2342 0,3245 0,2121 0,4186 0,3573 0,2217 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 6 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 6 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0203 0,013 0,2216 0,1704 0,1539 0,1344 0,3216 0,1943 0,2381 0,1634 

2 0,0204 0,2437 0,0192 0,2647 0,0721 0,2269 0,3373 0,1122 0,2819 0,3975 

3 0,1994 0,3175 0,0602 0,0703 0,1213 0,2468 0,0501 0,3086 0,4837 0,2592 

4 0,1282 0,1032 0,0797 0,2878 0,0309 0,3801 0,0691 0,0063 0,8053 0,1444 

5 0,4606 0,0282 0,2061 0,2148 0,0724 0,2808 0,0743 0,2347 0,0056 0,0393 

6 0,37 0,0793 0,0002 0,2942 0,1915 0,4379 0,3429 0,0104 0,2523 0,0727 

7 0,1987 0,252 0,1172 0,8631 0,6463 0,07 0,148 0,281 0,4791 0,4729 

8 0,1883 0,2942 0,2421 0,3885 0,4074 0,2891 0,3661 0,5884 0,4062 0,29 

9 0,3038 0,0393 0,148 0,5071 0,2538 0,2989 0,4725 0,7702 0,2791 0,369 

10 0,158 0,0007 0,2484 0,2449 0,1678 0,1543 0,4434 0,1533 0,0483 0,2639 

11 0,1269 0,747 0,3302 0,2398 0,383 0,022 0,2314 0,0232 0,1118 0,2485 

12 0,0472 0,336 0,2547 0,4684 0,2664 0,2058 0,5382 0,0759 0,2833 0,4626 

jumlah 2,2218 2,4541 1,9276 4,014 2,7668 2,747 3,3949 2,7585 3,6747 3,1834 

rata-

rata  
0,1851 0,2045 0,1606 0,3345 0,2305 0,2289 0,2829 0,2298 0,3062 0,2652 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 5 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 5 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,3332 0,2843 0,0554 0,0253 0,2306 0,1943 0,2785 0,2322 0,2272 0,0868 

2 0,1407 0,3374 0,0532 0,4906 0,0527 0,166 0,3871 0,0808 0,209 0,1852 

3 0,2514 0,1238 0,0958 0,0037 0,3732 0,2011 0,1544 0,1858 0,148 0,3301 

4 0,1808 0,1723 0,1962 0,2519 0,1941 0,1573 0,0735 0,3432 0,2049 0,4178 

5 0,069 0,0022 0,1197 0,2714 0,0057 0,0897 0,1118 0,0359 0,1339 0,077 

6 0,6497 0,1638 0,2662 0,2941 0,3487 0,5194 0,1959 0,118 0,3189 0,2561 

7 0,2952 0,2509 0,1749 0,0268 0,1009 0,113 0,4037 0,2255 0,1367 0,0563 

8 0,4442 0,8975 0,4098 0,0457 0,2509 0,0702 0,4738 0,1786 0,5973 0,5981 

9 0,1704 0,1996 0,0673 0,3004 0,0621 0,221 0,151 0,0755 0,566 0,3098 

10 0,5662 0,5117 0,4095 0,0922 0,3743 0,8975 0,2243 0,0819 0,0234 0,5657 

11 0,6033 0,2843 0,1001 0,0741 0,4851 0,6868 0,2434 0,4205 0,4039 0,5531 

jumlah 3,7041 3,2278 1,9481 1,8762 2,4783 3,3163 2,6974 1,9779 2,9692 3,436 

rata-

rata 
0,3367 0,2934 0,1771 0,1705 0,2253 0,3014 0,2452 0,1798 0,2699 0,3123 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 4 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 4 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,1409 0,056 0,1558 0,0916 0,1409 0,056 0,1726 0,0916 0,3937 0,375 

2 0,2915 0,0124 0,1726 0,0983 0,2915 0,0124 0,1558 0,0983 0,3154 0,1059 

3 0,4507 0,0223 0,0691 0,227 0,4507 0,0223 0,0691 0,227 0,2227 0,0425 

4 0,7035 0,2485 0,299 0,0808 0,7035 0,2485 0,299 0,0808 0,2419 0,098 

5 0,2387 0,4926 0,0853 0,0103 0,2387 0,4926 0,0853 0,0103 0,137 0,6287 

6 0,0368 0,1208 0,1162 0,0566 0,0368 0,1208 0,1162 0,0566 0,3196 0,149 

7 0,3994 0,2362 0,2394 0,953 0,3994 0,2362 0,2394 0,953 0,2546 0,1833 

8 0,9248 0,1919 0,0452 0,6649 0,0035 0,1919 0,0452 0,6649 0,0367 0,3129 

9 0,0035 0,8272 0,129 0,0809 0,9248 0,5343 0,129 0,0809 0,3637 0,273 

10 0,2866 0,5343 0,378 0,2141 0,2866 0,8272 0,378 0,2141 0,9223 0,0885 

jumlah 3,4764 2,7422 1,6896 2,4775 3,4764 2,7422 1,6896 2,4775 3,2076 2,2568 

rata-

rata 
0,3476 0,2742 0,1689 0,2477 0,3476 0,2742 0,1689 0,2477 0,3207 0,2256 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 3 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,061 0,0161 0,5416 0,0847 0,1535 0,0827 0,3253 0,1045 0,0282 0,0194 

2 0,245 0,32 0,3164 0,3071 0,046 0,1825 0,0323 0,1367 0,1103 0,1693 

3 0,0438 0,292 0,0653 0,1229 0,068 0,153 0,304 0,0566 0,1133 0,3958 

4 0,3085 0,4934 0,4529 0,3619 0,0995 0,5522 0,0894 0,006 0,0545 0,3861 

5 0,5983 0,2711 0,942 0,645 0,0863 0,3782 0,1027 0,4114 0,2172 0,1961 

6 0,4359 0,0838 0,7314 0,8898 0,199 0,2601 0,0282 0,0526 0,4241 0,3875 

7 0,0026 0,021 0,3702 0,2579 0,221 0,0572 0,3552 0,079 0,0206 0,2959 

8 0,1989 0,0517 0,5983 0,3224 0,4308 0,23 0,0439 0,171 0,6436 0,0246 

9 0,3099 0,3969 0,052 0,5971 0,2148 0,1593 0,187 0,025 0,2302 0,0266 

jumlah  2,2039 1,946 4,0701 3,5888 1,5189 2,0552 1,468 1,0428 1,842 1,9013 

rata-

rata 
0,2448 0,2162 0,4522 0,3987 0,1687 0,2283 0,1631 0,1158 0,2046 0,2112 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

rata-rata error untuk tereduksi total  orde 2 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0759 0,2077 0,0067 0,1022 0,0273 0,0971 0,2795 0,0151 0,381 0,1142 

2 0,1359 0,012 0,1047 0,2504 0,111 0,1656 0,0138 0,1707 0,1998 0,213 

3 0,2342 0,1245 0,4658 0,0858 0,3349 0,2706 0,0885 0,2674 0,2575 0,3788 

4 0,4718 0,0618 0,7502 0,1334 0,1778 0,1279 0,2008 0,1925 0,0122 0,2175 

5 0,0512 0,2598 0,2703 0,0428 0,414 0,1721 0,2039 0,3478 0,3527 0,0548 

6 0,1312 0,1278 0,5516 0,1351 0,4117 0,1396 0,0309 0,1745 0,079 0,1296 

7 0,1208 0,2384 0,2598 0,2312 0,783 0,099 0,0794 0,4542 0,4656 0,3517 

8 0,1342 0,1448 0,2324 0,1411 0,8877 0,3634 0,4501 0,1079 0,0079 0,0309 

jumlah 1,3552 1,1768 2,6415 1,122 3,1474 1,4353 1,3469 1,7301 1,7557 1,4905 

rata-

rata 
0,1694 0,1471 0,3301 0,1402 0,3934 0,1794 0,1683 0,2162 0,2194 0,1863 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error  

rata-rata error  

percobaan awal setimbang orde 2 orde 3 orde 4 orde 5 orde 6 orde 7 orde 8 orde 9 orde 10 orde 11 orde 12 orde 13 

1 0,291775 0,32489 0,1694 0,24487778 0,34764 0,33673636 0,18515 0,20902308 0,24299286 0,22441333 0,22268125 0,25365882 0,19199444 0,14311053 

2 0,416005 0,208915 0,1471 0,21622222 0,27422 0,29343636 0,20450833 0,24516923 0,33534286 0,20386 0,22578125 0,1944 0,13660556 0,17794211 

3 0,27962 0,2194 0,3301875 0,45223333 0,16896 0,1771 0,16063333 0,21466154 0,1626 0,25136 D129 0,24021765 0,17983333 0,10168947 

4 0,270565 0,2007 0,14025 0,39875556 0,24775 0,17056364 0,3345 0,20113077 0,2066 0,20961333 0,19305625 0,31671765 0,16680556 0,13764211 

5 0,33176 0,25342 0,393425 0,16876667 0,34764 0,2253 0,23056667 0,23426154 0,22667143 0,15978 0,23941875 0,22124118 0,13162222 0,10903684 

6 0,328395 0,24749 0,1794125 0,22835556 0,27422 0,30148182 0,22891667 0,32450769 0,27292143 0,16405333 0,180525 0,24711176 0,22201111 0,14726842 

7 0,262305 0,147765 0,1683625 0,16311111 0,16896 0,24521818 0,28290833 0,21216154 0,12626429 0,30174 0,1647375 0,17267059 0,12087222 0,15285263 

8 0,312635 0,18037 0,2162625 0,11586667 0,24775 0,17980909 0,229875 0,41860769 0,2955 0,26602 0,2329125 0,35302353 0,18973333 0,05843684 

9 0,290385 0,129315 0,2194625 0,20466667 0,32076 0,26992727 0,306225 0,35736923 0,26885 0,18684 0,12738125 0,22081765 0,1585 0,11509474 

10 0,299475 0,27047 0,1863125 0,21125556 0,22568 0,31236364 0,26528333 0,22176154 0,2445 0,25671333 0,1598625 0,29309412 0,16989444 0,15331053 

jumlah 3,08292 2,182735 2,150175 2,40411111 2,62358 2,51193636 2,42856667 2,63865385 2,38224286 2,22439333 1,74635625 2,51295294 1,66787222 1,29638421 

rata-rata 0,308292 0,2182735 0,2150175 0,24041111 0,262358 0,25119364 0,24285667 0,26386538 0,23822429 0,22243933 0,17463563 0,25129529 0,16678722 0,12963842 
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 Tabel Rata-Rata Waktu Komputasi 

rata-rata waktu komputasi  

percobaan awal setimbang orde 2 orde 3 orde 4 orde 5 orde 6 orde 7 orde 8 orde 9 orde 10 orde 11 orde 12 orde 13 

1 0,794596 0,327883 0,318752 0,350491 0,317076 0,328967 0,338177 0,333309 0,314173 0,426676 0,378502 0,459635 0,341688 0,315636 

2 0,719301 0,315307 0,380698 0,344824 0,315334 0,320144 0,326482 0,331997 0,326859 0,455299 0,363465 0,419682 0,413816 0,35772 

3 0,783125 0,353903 0,351934 0,34569 0,322272 0,315363 0,321298 0,319315 0,319092 0,366819 0,457487 0,358734 0,365826 0,402727 

4 0,725833 0,330264 0,343456 0,487524 0,336245 0,333591 0,341222 0,309244 0,317578 0,419461 0,386114 0,39253 0,361041 0,474385 

5 0,726957 0,318322 0,295546 0,359439 0,313536 0,317796 0,313665 0,335491 0,325326 0,479604 0,390742 0,395835 0,393611 0,372022 

6 0,719774 0,330386 0,363052 0,379602 0,346666 0,336685 0,336382 0,338942 0,325496 0,384519 0,420093 0,413508 0,380093 0,358008 

7 0,756591 0,322156 0,327037 0,356889 0,315617 0,324376 0,332201 0,325345 0,316813 0,499077 0,342323 0,359929 0,440002 0,326394 

8 0,717882 0,312583 0,380015 0,365191 0,314169 0,329848 0,326251 0,360002 0,325312 0,432745 0,402463 0,397012 0,37683 0,353434 

9 0,800096 0,334042 0,347888 0,370623 0,311784 0,319056 0,327622 0,329105 0,332117 0,376735 0,454789 0,428034 0,394725 0,394531 

10 0,76241 0,331607 0,311639 0,325408 0,331905 0,332992 0,328749 0,323524 0,317845 0,434641 0,387814 0,48237 0,463216 0,359764 

jumlah 7,506565 3,276453 3,420017 3,685681 3,224604 3,258818 3,292049 3,306274 3,220611 4,275576 3,983792 4,107269 3,930848 3,714621 

rata-rata  0,7506565 0,3276453 0,3420017 0,3685681 0,3224604 0,3258818 0,3292049 0,3306274 0,3220611 0,4275576 0,3983792 0,4107269 0,3930848 0,3714621 
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LAMPIRAN C 

KASUS 3 

 

 Matriks Unitary    

 













































1000000000

0000001000

0010000000

0000000100

0000100000

0000000010

0100000000

0000000001

0000010000

0001000000

d
U

 

Dengan demikian, dari tahap pertama transformasi sistem diperoleh,    

*
  

      

   
|
  

  

 
+  *

   

  
|
  

 
+ dengan:

 

 





































1.2000000000000

01.400000000000

001.4000-0000000

0001.6000000000

00001.2000-00000

000001.3000-0000

0000000.8000000

00000000.8000-00

000000000.50000

0000000000.4000-

tA

 





































4

2-

2

2-

2

6-

2-

4-

3-

4

tB     0tD  

 3114224246- tC  



220 
 

 Matriks    





































1000000000

0100000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

0000001000

0000000100

0000000010

0000000001

d
W

 

Sehingga diperoleh sistem sebagai berikut:    *
  

        

    
|
  

    

 
+  *

   

  
|
  

 
+ 

dengan: 





































1.2000000000000

01.400000000000

001.4000-0000000

0001.6000000000

00001.2000-00000

000001.3000-0000

0000000.8000000

00000000.8000-00

000000000.50000

0000000000.4000-

d
A

 





































4

2-

2

2-

2

6-

2-

4-

3-

4

d
B     0D  

 3114224246- 
d

C  
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 Subsistem tidak Stabil    

























1.200000000

01.40000000

001.4000-000

0001.600000

00001.2000-0

000001.3000-

uA  

























4

2-

2

2-

2

6-

uB  

 3-1-1-4-2-2uC  

 0uD
 

 

 

 Tereduksi Total Orde 3 

































1.200000000000

01.40000000000

001.4000-000000

0001.600000000

00001.2000-0000

000001.3000-000

0000000.7073-0.16550.1125

0000000.16550.86340.2400-

0000000.11250.2400-0.5919-

3r
A  

































4

2-

2

2-

2

6-

0.6750-

0.7112

5.2647-

3r
B  

 3-1-1-4-2-20.67500.7112-5.26473 rC  

 03 rD  
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 Tereduksi Total Orde 2 































1.20000000000

01.4000000000

001.4000-00000

0001.60000000

00001.2000-000

000001.3000-00

0000000.86340.2400-

0000000.2400-0.5919-

2r
A  































4

2-

2

2-

2

6-

0.7112

5.2647-

2r
B  

 3-1-1-4-2-20.7112-5.26472 rC  

 02 rD  

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Awal 

rata-rata error untuk sistem awal  

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,4173 0,2475 0,5687 0,1395 0,5179 0,2244 0,3434 0,2465 0,7194 1,0346 

2 0,2013 1,6073 1,4999 0,5043 0,0408 0,2504 2,0107 3,004 0,0412 0,9064 

3 0,0332 0,1312 0,0958 0,0357 0,0413 0,0251 0,0839 0,0112 0,0046 0,0804 

4 1,3424 0,0151 0,5717 2,6557 4,369 0,1629 3,0551 2,5367 3,1814 4,0082 

5 0,1159 0,099 0,2115 0,0816 0,0984 0,0521 0,1868 0,0218 0,026 0,002 

6 0,9206 0,4999 0,9621 0,675 0,2652 0,2922 0,5924 0,6714 0,1678 0,0862 

7 0,1547 0,0422 0,2078 0,1314 0,2176 0,2287 0,3521 0,1743 0,0325 0,2226 

8 3,1465 0,0339 0,5656 2,8367 0,0425 1,256 3,3905 4,075 2,0643 1,7146 

9 0,0393 0,1878 0,2699 0,0237 0,1394 0,0926 0,1313 0,2436 0,1677 0,176 

10 0,0711 0,0094 0,5085 0,9317 0,4599 0,4542 0,251 0,9032 0,7858 0,0862 

jumlah 6,4423 2,8733 5,4615 8,0153 6,192 3,0386 10,3972 11,8877 7,1907 8,3172 

rata-

rata 
0,6442 0,2873 0,5461 0,8015 0,6192 0,3038 1,0397 1,1887 0,7190 0,8317 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Setimbang  

rata-rata error untuk sistem setimbang 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0489 0,0464 0,0418 0,1448 0,0988 0,0308 0,0865 0,1191 0,128 0,2242 

2 0,4365 0,0367 0,2351 0,0001 0,0144 0,1311 0,0265 0,1455 0,0127 0,1191 

3 0,0138 0,1289 0,1959 0,1851 0,0986 0,3139 0,2722 0,132 0,0054 0,164 

4 0,2297 0,1943 0,027 0,0809 0,2113 0,1107 0,0579 0,1267 0,1226 0,2145 

5 0,7015 1,7853 0,4543 0,5896 0,9634 0,7843 2,8598 0,1462 2,2934 0,603 

6 0,1359 0,0136 0,7323 0,6781 0,7212 0,0931 0,0946 0,3871 0,4803 0,9434 

7 0,5759 1,3171 1,3078 0,3083 0,5687 0,61 0,8071 0,0374 0,8346 0,1821 

8 1,787 2,0573 1,0417 1,4333 0,1207 1,5739 4,8722 1,2792 3,5953 0,4903 

9 2,0637 2,2773 2,6875 1,24 0,9317 0,0288 0,0721 0,1108 2,1453 0,8162 

10 0,1325 0,6116 0,3766 0,6448 0,4085 0,3347 0,8466 0,3613 0,4552 0,2476 

jumlah 6,1254 8,4685 7,1 5,305 4,1373 4,0113 9,9955 2,8453 10,0728 4,0044 

rata-

rata 
0,6125 0,8468 0,71 0,5305 0,4137 0,4011 0,9995 0,2845 1,0072 0,4004 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 3 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,2204 0,063 0,0622 0,0415 0,2101 0,0922 0,0154 0,1743 0,0724 0,1104 

2 0,0621 0,1429 0,0751 0,0614 0,3348 0,1611 0,1695 0,2688 0,0643 0,1937 

3 0,1607 0,0482 0,0578 0,0672 0,273 0,003 0,2534 0,1905 0,0821 0,1893 

4 0,6705 1,4345 0,7661 1,1653 0,6751 1,1425 1,2098 0,7683 0,9 0,9628 

5 1,2822 0,163 0,3405 0,9961 0,2186 0,0781 0,7572 0,7485 0,7876 0,0333 

6 0,0645 0,1137 0,4989 0,0337 0,6702 0,9701 0,5971 0,4436 0,0918 0,1035 

7 2,3877 2,8512 1,131 0,1777 0,9119 1,1996 0,3298 2,71 0,3865 1,4811 

8 0,1413 1,9714 1,8626 0,3543 0,2158 0,5892 0,4805 2,458 2,2125 1,7142 

9 0,014 0,681 0,1443 0,1408 0,7606 0,8784 0,0823 0,4464 0,4794 0,2616 

jumlah  5,0034 7,4689 4,9385 3,038 4,2701 5,1142 3,895 8,2084 5,0766 5,0499 

rata-

rata 
0,5559 0,8298 0,5487 0,3375 0,4744 0,5682 0,4327 0,9120 0,5640 0,5611 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 2 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0846 0,2164 0,1646 0,1055 0,0773 0,0742 0,0551 0,1374 0,2028 0,0372 

2 0,0953 0,1967 0,0638 0,0735 0,0516 0,3974 0,0272 0,1435 0,1717 0,1975 

3 1,6654 0,3358 0,8617 0,1365 1,3812 0,2729 1,1278 0,9814 0,9787 0,7927 

4 1,1424 0,2529 0,17 0,7892 0,9198 0,9041 1,0523 1,1107 0,1296 0,2694 

5 0,1534 0,3351 0,7582 0,4455 0,1566 0,5949 0,084 0,2295 0,3117 0,3269 

6 0,8414 1,2609 0,4143 1,9631 0,4885 2,2388 0,6182 0,4274 0,904 2,6006 

7 0,8437 1,9638 2,2643 1,0423 0,3575 0,223 0,5773 3,4397 2,8631 2,4686 

8 0,4175 1,2938 0,0634 0,1468 0,1065 0,8213 0,3849 0,7094 1,1434 0,0961 

jumlah 5,2437 5,8554 4,7603 4,7024 3,539 5,5266 3,9268 7,179 6,705 6,789 

rata-

rata 
0,6554 0,7319 0,5950 0,5878 0,4423 0,6908 0,4908 0,8973 0,8381 0,8486 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error  

rata-rata error  

percobaan awal setimbang orde 3 orde 2  

1 0,64423 0,61254 0,555933333 0,6554625  

2 0,28733 0,84685 0,829877778 0,731925  

3 0,54615 0,71 0,548722222 0,5950375  

4 0,80153 0,5305 0,337555556 0,5878  

5 0,6192 0,41373 0,474455556 0,442375  

6 0,30386 0,40113 0,568244444 0,690825  

7 1,03972 0,99955 0,432777778 0,49085  

8 1,18877 0,28453 0,912044444 0,897375  

9 0,71907 1,00728 0,564066667 0,838125  

10 0,83172 0,40044 0,5611 0,848625  

jumlah 6,98158 6,20655 5,784777778 6,7784  

rata-rata 0,698158 0,620655 0,578477778 0,67784  
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 Tabel Rata-Rata Waktu Komputasi 

rata-rata waktu komputasi  

percobaan awal setimbang orde 3 orde 2  

1 0,344725 0,,384927 0,309895 0,329674  

2 0,369152 0,314667 0,319585 0,307506  

3 0,322341 0,308068 0,306438 0,309414  

4 0,315547 0,319704 0,309134 0,32339  

5 0,310027 0,319945 0,303335 0,307975  

6 0,306092 0,315817 0,304812 0,31773  

7 0,379358 0,361749 0,310026 0,317714  

8 0,383259 0,317705 0,320014 0,308369  

9 0,332351 0,371311 0,313312 0,306031  

10 0,303666 0,305247 0,309089 0,308508  

jumlah 3,366518 2,934213 3,10564 3,136311  

rata-rata  0,3366518 0,2934213 0,310564 0,3136311  
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LAMPIRAN D 

KASUS 4 

 

 Matriks Unitary    





































1.0000000000000 

0  1.000000000000 

0 00.70680.25130.26390.0482-0.59520.09180.0516-0

000.25130.78460.2262-0.04130.5101-0.0787- 0.04420

0 00.34550.2961-0.66210.0972 0.5239-0.2317-0.1303 0

000.1705- 0.14620.19390.91130.0802  0.23870.1342-0

000.00120.0010-0.06770.1029-0.0967-0.1659-0.9569-0.1799

000.44530.3817-0.6018-0.3747  0.0108-0.3896-0.0060-0.0385

000.0590-0.05060.03740.01380.06050.2552-0.1396-0.9508-

000.29510.2529-0.1872-0.0691-0.3025-0.79390.1591-0.2491-

d
U

Dengan demikian, dari tahap pertama transformasi sistem diperoleh,    

*
  

      

   
|
  

  

 
+  *

   

  
|
  

 
+ dengan:

 

 





































1.4000000000000

0.5000-1.200000000000

0.9158 0.80791.49070.44740.4223-0.74790000

0.3135-0.6496-0.00801.11650.36200.6410-0000

0.70820.56041.0388-0.6141-0.76491.0098-0000

0.49900.4543-0.95930.4593-1.75342.22800000

1.19181.4447-1.2053-0.7060-0.34260.01050.4000000

1.63630.2629-0.0649-0.7606-0.9558-0.2992-1.3922-0.200000

0.1776-0.1243-1.1394-1.1282-0.0082-0.4424-0.98340.17790.10000

1.0066-0.4930-0.51040.62980.93780.43531.5798 0.73241.33950.1000-

tA

 





































0

1.0000

0.8211

0.2962

0.8213-

1.2583

0.7432-

0.5643

0.2550-

0.2105-

tB     

 1.000000.99450.00471.03110.0401-0.03500.5610-1.0178-0.7710-tC  

 0tD  
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 Matriks    





































1000000000

0100000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

2.1266 0.2008-6.3037-3.37600.4965-3.82321000

2.1453- 2.4053-27.608421.1622-0.4809-19.5389-0100

1.1201 0.3270-6.0943-2.4771 1.2302-4.17660010

1.40761.0863-0.7866-2.3320-5.2802-2.35350001

d
W

 

Sehingga diperoleh sistem sebagai berikut:     *
  

        

    
|
  

    

 
+  *

   

  
|
  

 
+ 

dengan: 





































1.4000000000000

0.5000-1.200000000000

0.9158 0.80791.49070.44740.4223-0.74790000

0.3135-0.6496-0.00801.11650.36200.6410-0000

0.70820.56041.0388-0.6141-0.76491.0098-0000

0.49900.4543-0.95930.4593-1.75342.22800000

4.23998.01661.45931.146710.0643-0.6011-0.4000000

21.7801-42.2354-8.5081-7.6884-53.58790.6962-1.3922-0.200000

5.05738.7294 0.74250.2004-10.5580-4.1421-0.98340.17790.10000

2.18191.55103.8636-5.1911-0.8946-13.9585-1.5798 0.73241.33950.1000-

d
A

 





































0

1.0000

0.8211

0.2962

0.8213-

1.2583

1.5846-

10.7579

1.9232-

5.0856-

d
B     

 0.05262.51277.9048-11.27126.60644.98940.03500.5610-1.0178-0.7710-
d

C

 0D  

 

 

 

 

 

 



229 
 

 Subsistem tidak Stabil    

























1.400000000

0.5000-1.20000000

0.91580.80791.49070.44740.4223-0.7479 

0.3135-0.6496-0.0080 1.11650.36200.6410-

0.7082   0.5604    1.0388-0.6141-0.76491.0098-

0.49900.4543-0.95930.4593-1.75342.2280

uA  

























0

1.0000

0.8211

0.2962

0.8213-

1.2583

uB  

 0.05262.51277.9048-11.27126.60644.9894uC  

 0uD
 

 

 Tereduksi Total Orde 3 

































1.400000000000

0.5000-1.20000000000

0.9158 0.8079 1.49070.44740.4223-0.7479000

0.3135-0.6496-0.00801.11650.36200.6410-000

0.7082 0.5604  1.0388- 0.6141-0.76491.0098-000

0.4990 0.4543-0.95930.4593-1.75342.2280000

0000000.1494-0.04980.0149

0000000.0498-0.1861-0.4368

0000000.01490.4368-0.7210

3r
A

 

































0

1.0000

0.8211 

0.2962

0.8213-

1.2583

0.0065

1.6655-

1.7281

3r
B  

 0.05262.51277.9048-11.27126.6064 4.98940.0065-1.6655-1.7281-3 rC  

 03 rD
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 Tereduksi Total Orde 2 































1.40000000000

0.5000-1.2000000.000

0.91580.8079 1.49070.44740.4223-0.747900

0.3135-0.6496- 0.00801.11650.36200.6410-00

0.70820.56041.0388-0.6141-0.76491.0098-00

0.49900.4543-0.95930.4593-1.75342.228000

0000000.1861-0.4368

0000000.4368-0.7210

2r
A

 































0 

1.0000

0.8211

0.2962

0.8213-

1.2583

1.6655- 

1.7281 

2r
B  

 0.05262.5127 7.9048-11.27126.60644.98941.6655-1.7281-2 rC  

 02 rD  

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Awal 

rata-rata error untuk sistem awal  

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 116,40 51,703 58,153 60,256 131,804 82,702 13,363 34,686 2,1349 30,545 

2 5,3431 4,4498 0,7065 3,2668 3,1552 0,6215 2,5207 1,2132 5,1328 0,4549 

3 48,492 39,931 22,926 33,579 22,314 54,688 35,846 28,427 3,9092 12,666 

4 4,74 0,7484 1,5665 3,0626 2,4532 2,497 1,798 2,0287 6,439 0,9305 

5 17,911 37,519 5,9401 19,719 7,426 26,359 21,254 15,498 7,2112 15,213 

6 7,395 8,9092 0,5933 8,1159 5,1224 4,8106 6,0244 4,9178 19,648 5,948 

7 7,8508 6,8596 2,0177 6,996 0,5225 6,3654 5,2867 4,5078 2,6571 3,7947 

8 4,8837 2,6615 1,1114 5,16 2,7067 1,499 3,8414 2,71 29,102 2,7673 

9 5,3625 5,0642 1,0371 6,0046 3,9614 2,2564 4,4242 3,2979 2,0043 3,8549 

10 3,1182 1,2873 0,7302 2,9805 1,5245 0,6604 2,3611 1,5452 14,961 1,5114 

jumlah 221,506 159,133 94,782 149,142 180,990 182,460 96,720 98,832 93,200 77,687 

rata-

rata 22,1506 15,9133 9,4782 14,9142 18,0990 18,2460 9,6720 9,8832 9,3200 7,7687 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Setimbang 

rata-rata error untuk sistem setimbang 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0299 0,2561 0,0437 0,0267 0,3645 0,0199 0,0033 0,1612 0,0449 0,061 

2 0,0359 0,154 0,111 0,1355 0,1824 0,0637 0,0513 0,0885 0,2254 0,0289 

3 0,081 0,1194 0,0056 0,0585 0,0356 0,0749 0,0818 0,1094 0,0925 0,1104 

4 0,0483 0,1391 0,1918 0,0594 0,0731 0,0165 0,1892 0,0293 0,0184 0,053 

5 9,3379 0,1751 4,4329 3,8199 5,1281 5,2082 0,5145 3,4825 6,2759 0,4095 

6 1,3134 0,8597 1,4199 0,9576 1,7143 0,8094 0,4973 0,4909 2,2615 1,1072 

7 6,5168 1,1103 3,3125 2,3074 5,6125 4,1084 0,0276 2,6937 6,0592 1,8221 

8 1,9006 0,2707 0,0282 0,2778 2,6115 1,6994 0,2013 1,0035 1,7205 0,948 

9 1,3141 1,8763 2,3398 1,1723 3,1152 0,7512 0,3509 0,7956 3,8546 1,4903 

10 0,6043 1,3071 1,3207 0,1333 2,6517 0,7758 0,2344 0,5302 2,0629 0,9499 

jumlah 21,182 6,2678 13,206 8,9484 21,488 13,527 2,1516 9,3848 22,615 6,9803 

rata-rata 2,1182 0,6267 1,3206 0,8948 2,1488 1,3527 0,2151 0,9384 2,2615 0,6980 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 3 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,2197 0,1249 0,0746 0,1755 0,1659 0,0727 0,1309 0,1049 0,0139 0,0646 

2 0,1164 0,2354 0,0225 0,0132 0,1328 0,0494 0,0379 0,1317 0,0418 0,1426 

3 0,1473 0,0001 0,061 0,1206 0,0453 0,0682 0,0851 0,0533 0,0763 0,0713 

4 2,6256 1,0958 0,459 0,7736 0,094 3,0165 1,5166 0,6934 0,3782 0,5707 

5 1,0506 1,2229 0,4482 0,3116 0,3999 0,3737 1,3376 0,3104 0,6023 0,27 

6 2,7196 0,874 0,1512 0,2523 1,0478 2,3109 1,8679 0,5022 0,0592 1,1149 

7 0,9428 1,1203 0,839 0,297 0,7614 0,9276 0,4717 0,6396 1,2524 1,6113 

8 1,4534 2,369 1,1152 0,3134 1,461 0,2781 3,1506 0,5203 1,1373 0,4108 

9 0,9233 0,9623 0,0701 0,0962 1,1671 0,2688 1,6787 0,0002 0,0933 0,2146 

jumlah  10,198 8,0047 3,2408 2,3534 5,2752 7,3659 10,277 2,956 3,6547 4,4708 

rata-

rata 
1,1331 0,8894 0,3600 0,2614 0,5861 0,8184 1,1418 0,3284 0,4060 0,4967 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 2 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0083 0,0753 0,0828 0,01 0,1351 0,1195 0,0555 0,133 0,1702 0,0166 

2 0,003 0,1065 0,0348 0,1402 0,1379 0,1959 0,0539 0,0306 0,005 0,0883 

3 3,4671 2,4317 2,1016 2,4494 3,102 0,015 1,2311 1,0584 3,9333 1,9741 

4 0,2627 0,5409 0,1316 0,2059 0,2522 0,333 1,9706 0,3605 0,5129 0,117 

5 1,7201 2,412 1,4422 0,5787 1,8543 0,1661 1,9196 0,6611 0,6748 1,0036 

6 0,6634 1,1033 0,3714 0,6204 0,4521 0,4786 0,7462 0,3121 0,2345 0,1679 

7 0,3813 0,6862 0,9164 0,1201 0,0155 0,3297 3,3697 0,6683 2,4723 0,2957 

8 0,2347 0,856 0,3898 0,0527 0,0962 0,0663 1,3145 0,1159 1,7156 0,0359 

jumlah 6,7406 8,2119 5,4706 4,1774 6,0453 1,7041 10,6611 3,3399 9,7186 3,6991 

rata-

rata 
0,8425 1,0264 0,6838 0,5221 0,7556 0,2130 1,3326 0,4174 1,2148 0,4623 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error  

rata-rata error  

percobaan awal setimbang orde 3 orde 2  

1 22,15064 2,11822 1,133188889 0,842575  

2 15,91336 0,62678 0,889411111 1,0264875  

3 9,47822 1,32061 0,360088889 0,683825  

4 14,91424 0,89484 0,261488889 0,522175  

5 18,09902 2,14889 0,586133333 0,7556625  

6 18,24608 1,35274 0,818433333 0,2130125  

7 9,67201 0,21516 1,141888889 1,3326375  

8 9,88326 0,93848 0,328444444 0,4174875  

9 9,32001 2,26158 0,406077778 1,214825  

10 7,76872 0,69803 0,496755556 0,4623875  

jumlah 135,44556 12,57533 6,421911111 7,471075  

rata-rata 13,544556 1,257533 0,642191111 0,7471075  
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 Tabel Rata-Rata Waktu Komputasi 

rata-rata waktu komputasi  

percobaan awal setimbang orde 3 orde 2  

1 0,352323 0,320708 0,3217 0,32483  

2 0,364636 0,379391 0,346429 0,335683  

3 0,306938 0,336125 0,331109 0,320922  

4 0,339617 0,364275 0,334394 0,335291  

5 0,339214 0,35007 0,335301 0,203295  

6 0,367335 0,365121 0,329039 0,347146  

7 0,312565 0,377377 0,340264 0,18616  

8 0,376509 0,343463 0,325749 0,13576  

9 0,357403 0,376486 0,339433 0,345371  

10 0,400794 0,387888 0,342641 0,340119  

jumlah 3,517334 3,600904 3,346059 2,874577  

rata-rata  0,3517334 0,3600904 0,3346059 0,2874577  
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LAMPIRAN E 

KASUS 5 

 

 Matriks Unitary    





































0.30640.1947-0.39800.0387-0.10140.01850.15220.35350.09120.7357 

0.1978-  0.26290.2944-0.1097-0.18300.05550.36950.74150.19610.1782- 

0.3989 0.2909-0.52840.0136-0.06420.00570.07050.19580.04920.6534-

0.05190.12190.02520.62430.00550.1232-0.27120.1301 0.6974-0

0.0841 0.15400.05270.4279-0.48330.16240.54340.4137-0.2387- 0

0.05060.12640.0225 0.19280.25540.86130.3543-  0.07490.0746-0

0.08090.17620.04300.58890.14190.00670.31960.2991-0.63400

0.28720.58230.16460.1667-0.6744-0.2012  0.16700.0209-00

0.25550.59330.12590.0404-0.42230.4155-0.4593-0.057600

0.73570.1782-0.6534-0000000

d
U

Dengan demikian, dari tahap pertama transformasi sistem diperoleh, 

   *
  

      

   
|
  

  

 
+  *

   

  
|
  

 
+ dengan:

 

 





































1.72960.06820.0873-0.36990.5334-0.83150000

0.89341.2184 0.8142-0.1835-0.11870.2225-0000

0.3526 0.0718 1.32380.46650.6329-0.99690000

0.49450.4465 0.1507-1.12860.06031.1431-0000

0.4581-0.42610.70020.22380.73041.14080000

0.48491.09290.34340.1364-0.8893-2.06920000

1.61440.66690.7526-0.3016 0.99810.1370-0.4000000

0.76420.05850.1774-0.3382-0.22400.3514-1.59580.200000

0.3879-0.1945-0.22381.5460-0.76630.5032-0.6648-0.28760.1000-0

1.72931.4143-0.04740.8922-1.19390.2138-2.0534-0.67260.60930.1000

tA

 





































0.9276

0.9152

0.7356-

0.5407

0.2304-

0.9949

0.4534

0.9255

0.5759-

0.1782-

tB     0tD  

 1.12570.43801.14800.06831.21310.2221-0.62640.1059-0.53570.0823tC
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 Matriks    





































1000000000

0100000000

0010000000

0001000000

0000100000

0000010000

1.5670 0.79380.02550.1913-1.81350.5647-1000

3.2139 0.21441.75621.0482-4.80260.35820100

0.9497- 1.52481.09311.0905-0.4183-1.0491-0010

1.89302.37184.44434.9911-0.4635-4.1186-0001

d
W

 

Sehingga diperoleh sistem sebagai berikut:     *
  

        

    
|
  

    

 
+  *

   

  
|
  

 
+ 

dengan: 





































1.72960.06820.0873-0.36990.5334-0.83150000

0.89341.2184 0.8142-0.1835-0.11870.2225-0000

0.3526 0.0718 1.32380.46650.6329-0.99690000

0.49450.4465 0.1507-1.12860.06031.1431-0000

0.4581-0.42610.70020.22380.73041.14080000

0.48491.09290.34340.1364-0.8893-2.06920000

0.01190.1617-1.0978-0.4877-0.66602.6338-0.4000000

0.08291.2084-5.2986-2.6646-3.753012.9746-1.59580.200000

0.34100.8728-0.80280.3089-0.42631.52100.6648-0.28760.1000-0

2.4239-1.85530.5139-0.46890.91631.9952-2.0534-0.67260.60930.1000

dA

 





































0.9276

0.9152

0.7356-

0.5407

0.2304-

0.9949

0.6248-

0.3568

1.2507

5.8538

d
B     

 1.41401.92451.92920.9352-1.57851.5146-0.62640.1059-0.53570.0823
d

C

 

 0D  
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 Subsistem tidak Stabil    

























1.72960.06820.0873-0.36990.5334-0.8315

0.89341.21840.8142-0.1835-0.11870.2225-

0.35260.07181.32380.46650.6329-0.9969

0.49450.44650.1507- 1.12860.06031.1431-

0.4581-   0.4261    0.70020.22380.73041.1408

0.48491.09290.34340.1364-0.8893-2.0692

uA  

























0.9276

0.9152

0.7356-

0.5407

0.2304-

0.9949

uB  

 1.4140 1.92451.92920.9352-1.57851.5146-uC  

 0uD
 

 

 Tereduksi Total Orde 3 

































1.72960.06820.0873-0.36990.5334-0.8315000

0.89341.21840.8142-0.1835-0.11870.2225-000

0.3526 0.0718 1.32380.46650.6329-0.9969000

0.49450.44650.1507-1.12860.06031.1431-000

0.4581- 0.4261 0.7002 0.22380.73041.1408000

0.4849 1.09290.34340.1364-0.8893-2.0692000

0000000.37670.4148-0.0191

0000000.4148-0.0916-0.4449-

0000000.0191-0.44490.3386

3r
A

 

































0.9276

0.9152

0.7356- 

0.5407

0.2304-

0.9949

0.0394-

0.1655-

0.8668-

3r
B  

 1.41401.92451.92920.9352-1.57851.5146-0.03940.16550.8668-3 rC  

 03 rD  
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 Tereduksi Total Orde 2 































1.72960.06820.0873-0.36990.5334-0.831500

0.89341.21840.8142-0.1835-0.11870.2225-00

0.35260.07181.32380.46650.6329-0.996900

0.49450.4465 0.1507-1.12860.06031.1431-00

0.4581-0.42610.70020.22380.73041.140800

0.48491.09290.34340.1364-0.8893-2.069200

0000000.0916-0.4449-

0000000.44490.3386

2r
A

 































0.9276 

0.9152

0.7356-

0.5407

0.2304-

0.9949

0.1655- 

0.8668- 

2r
B  

 1.41401.9245 1.92920.9352-1.57851.5146-0.16550.8668-2 rC  

 02 rD
 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Awal 

rata-rata error untuk sistem awal  

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,3209 0,3422 0,2318 0,0869 0,2242 0,5712 0,2213 0,4661 0,0332 0,3349 

2 0,1057 0,1464 0,067 0,0809 0,1377 0,078 0,001 0,2465 0,0289 0,1493 

3 1,5572 0,6201 0,4389 0,7415 0,8943 0,574 1,2052 1,9185 0,0506 0,2654 

4 0,1541 0,028 0,0705 0,0416 0,0237 0,2979 0,36 0,1859 0,1352 0,1419 

5 4,2492 1,6939 8,3159 3,0682 10,371 6,751 4,6964 5,866 6,1214 2,5436 

6 5,0729 2,1161 12,634 5,1217 14,618 9,4514 5,5272 9,8265 9,3304 4,423 

7 11,396 10,743 23,070 13,282 36,583 26,904 8,713 21,626 19,456 10,700 

8 5,8885 7,7575 10,158 7,1771 20,8642 15,482 2,9178 10,255 9,7776 6,5122 

9 7,2241 0,4507 23,732 6,788 16,566 7,8275 10,118 19,242 13,556 5,4612 

10 1,2177 5,1811 2,5976 1,9915 5,6733 6,5142 1,7981 0,6998 0,9143 2,1551 

jumlah 37,186 29,079 81,317 38,379 105,957 74,451 35,557 70,333 59,404 32,686 

rata-

rata 
3,7186 2,9079 8,1317 3,8379 10,595 7,4451 3,5557 7,0333 5,9404 3,2686 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Setimbang 

rata-rata error untuk sistem setimbang 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0623 0,1392 0,0179 0,1158 0,0137 0,0593 0,2254 0,003 0,1106 0,1235 

2 0,0794 0,1121 0,1847 0,0836 0,0098 0,1875 0,1245 0,1489 0,052 0,2084 

3 0,0454 0,0645 0,1174 0,0727 0,185 0,0453 0,0022 0,1571 0,0476 0,0044 

4 0,019 0,0054 0,0408 0,0539 0,0952 0,0717 0,424 0,0154 0,0448 0,0879 

5 13,841 6,0555 9,2577 10,430 8,3975 4,6458 6,6208 7,7375 1,0914 7,9204 

6 8,5248 4,7293 6,9796 6,6024 7,9486 2,2096 2,7779 7,057 1,3993 5,0803 

7 25,906 11,657 16,746 17,288 14,945 1,0153 9,2215 8,533 2,6548 13,914 

8 8,4812 5,5685 7,6598 7,4606 6,9252 1,6863 2,9845 7,2048 1,2204 4,9117 

9 4,6759 3,4825 5,3191 5,2092 4,3205 0,3381 2,8653 7,0129 1,089 2,8107 

10 6,6133 4,2243 5,9431 5,0482 5,8394 1,3044 1,7678 4,2726 1,9548 3,7103 

jumlah 68,249 36,038 52,266 52,365 48,679 11,563 27,013 42,142 9,6647 38,771 

rata-

rata 
6,8249 3,6038 5,2266 5,2365 4,8679 1,1563 2,7013 4,2142 0,9664 3,8771 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 3 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 3 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0156 0,1083 0,0738 0,0607 0,1366 0,1128 0,1416 0,0532 0,0125 0,09 

2 0,0452 0,006 0,0044 0,0352 0,0049 0,1817 0,0665 0,1223 0,2401 0,1173 

3 0,0261 0,0799 0,0547 0,3407 0,0342 0,1217 0,0556 0,0716 0,0928 0,3305 

4 6,3646 7,8377 7,1665 2,0506 5,4666 1,7948 0,0301 5,6644 5,4603 4,4623 

5 5,9962 6,4112 3,9167 2,0859 4,0379 0,4993 0,4023 3,6735 5,1088 3,3373 

6 7,7261 9,5642 12,700 3,5234 10,047 2,7832 1,0742 6,0059 6,0053 4,2205 

7 6,8477 6,791 3,3032 1,626 5,3552 1,0646 0,1364 4,7803 5,5254 3,9815 

8 6,1642 6,2742 1,6396 1,3183 3,6716 0,9882 0,1634 4,8757 5,1121 4,2436 

9 4,6134 4,2315 2,5449 1,7998 3,3813 0,0396 0,1689 2,4581 3,5209 1,9115 

jumlah  37,799 41,304 31,403 12,840 32,136 7,5859 2,239 27,705 31,078 22,694 

rata-

rata 
4,1999 4,5893 3,4893 1,4267 3,5706 0,8428 0,2487 3,0783 3,4531 2,5216 
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 Tabel Rata-Rata Nilai Error pada Sistem Tereduksi Total Orde 2 

rata-rata error untuk tereduksi total orde 2 

state 
percobaan   

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1 0,0888 0,007 0,1796 0,0841 0,0624 0,0631 0,3539 0,1005 0,0253 0,1453 

2 0,0119 0,0038 0,0145 0,1403 0,0077 0,0278 0,3293 0,2745 0,1327 0,0643 

3 7,0169 0,2831 10,323 8,8376 4,4711 7,8042 5,3689 4,549 3,3224 4,4687 

4 5,0732 0,6771 5,4918 5,7349 4,9215 4,2344 4,0906 3,0404 0,1114 0,8196 

5 10,800 1,6542 17,239 14,494 7,7683 14,547 7,8907 9,8609 7,066 9,6844 

6 5,1285 0,992 4,5522 6,4358 3,9862 4,8878 4,2528 2,5755 0,1427 2,1408 

7 3,9214 0,4393 2,6323 4,5883 2,514 2,7961 3,259 0,896 0,9605 0,7278 

8 3,5236 0,9412 3,4185 4,2382 3,6092 2,9885 3,212 2,3149 0,4777 1,3009 

jumlah 35,565 4,9977 43,851 44,553 27,340 37,349 28,757 23,611 12,238 19,351 

rata-

rata 
4,4456 0,6247 5,4814 5,5692 3,4175 4,6686 3,5946 2,9514 1,5298 2,4189 

 

 

 Tabel Rata-Rata Nilai Error  

rata-rata error  

percobaan awal setimbang orde 3 orde 2  

1 3,71867 6,82494 4,1999 4,44565  

2 2,90798 3,60389 4,589333333 0,6247125  

3 8,13179 5,22667 3,489322222 5,4814875  

4 3,83794 5,2365 1,426733333 5,5692  

5 10,59571 4,86799 3,570677778 3,41755  

6 7,44518 1,15633 0,842877778 4,66865  

7 3,55577 2,70139 0,248777778 3,59465  

8 7,03338 4,21422 3,078333333 2,9514625  

9 5,94049 0,96647 3,453133333 1,5298375  

10 0,3829 3,87717 2,521611111 2,418975  

jumlah 56,43559 38,67557 27,4207 34,702175  

rata-rata 5,643559 3,867557 2,74207 3,4702175  
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 Tabel Rata-Rata Waktu Komputasi 

rata-rata waktu komputasi  

percobaan awal setimbang orde 3 orde 2  

1 0,318278 0,31996 0,324482 0,310824  

2 0,310849 0,311521 0,306752 0,319596  

3 0,321208 0,311414 0,310073 0,329649  

4 0,314864 0,323495 0,319866 0,311633  

5 0,31865 0,392003 0,317548 0,313135  

6 0,320046 0,364498 0,323332 0,311224  

7 0,316485 0,308718 0,324982 0,323554  

8 0,312205 0,31473 0,32445 0,318155  

9 0,320548 0,316882 0,314909 0,317698  

10 0,3829 0,31775 0,325132 0,315498  

jumlah 3,236033 3,280971 3,191526 3,170966  

rata-rata  0,3236033 0,3280971 0,3191526 0,3170966  
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