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BATAS YANG MENGALIR MELALUI BOLA DI DALAM FLUIDA

MIKROKUTUB DI BAWAH PENGARUH MEDAN MAGNET

Nama Mahasiswa : Rizky Verdyanto Pratomo
NRP : 1215201203
Pembimbing : 1. Prof. Dr. Basuki Widodo, M.Sc.

2. Dr. Dieky Adzkiya, S.Si., M.Si.

ABSTRAK

Kajian-kajian tentang aliran fluida tentunya sangat menarik untuk
dipelajari, mengingat begitu banyaknya manfaat yang dapat diperoleh dan
diterapkan dalam berbagai aspek kehidupan. Kajian tentang aliran fluida
yang saat ini banyak diteliti adalah Magnetohidrodinamik (MHD).
Magnetohidrodinamik adalah suatu kajian tentang aliran fluida penghantar
listrik yang dipengaruhi oleh medan magnet. Pada penelitian ini dikaji dan
diteliti pengaruh medan magnet pada aliran fluida magnetohidrodinamik
yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam
fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet secara teori dengan
mengkonstruksi model matematikanya dan kemudianmodel matematika
yang diperoleh akan diselesaikan secara numerik dengan skema Keller-
Box kemudian disimulasikan secara numerik untuk mengkaji pengaruhnya
terhadap profil kecepatan aliran fluida dan profil mikrorotasi partikelnya.
Hasil dari penelitian menunjukkan semakin besar parameter magnetik,
maka semakin meningkat pula profil kecepatan aliran fluida mikrokutub.
Selain itu semakin besar parameter bahan, maka semakin menurun profil
kecepatan aliran fluida mikrokutub serta Semakin besar parameter
magnetik, maka profil mikrorotasi akan semakin kecil untuk n = 0.
Sedangkan untuk n = 0,5 dan n = 1, semakin besar parameter magnetik,

maka profil mikrorotasi akan semakin besar.

Kata Kunci : Magnetohidrodinamik, Fluida Mikrokutub, Skema Keller-Box.
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UNSTEADY MAGNETOHYDRODYNAMICS MICROPOLAR FLUID IN
BOUNDARY LAYER FLOW PASS A SPHERE INFLUENCE OF
MAGNETIC FIELD

Name : Rizky Verdyanto Pratomo
NRP : 1215201203
Supervisor : 1. Prof. Dr. Basuki Widodo, M.Sc.

2. Dr. Dieky Adzkiya, S.Si., M.Si.

ABSTRACT

Research about fluid flow was very interesting because have a lot of
advantage and can be applied in many aspect of life. The study on fluid flow
which is  now  widely studied is the  magnetohydrodynamic
(MHD).Magnetohydrodynamic is a conductivity, flow or movement of a fluid or
electrically in a magnetic field. This research has reviewed and investigated the
effect of magnetic fields on the flow of fluid magnetohydrodynamic are unsteady
on the boundary layer that flows through the sphere in the fluid mikrokutub under
the influence of a magnetic field in theory to create a model of math and then the
system of equations obtained will be solved numerically with Keller-Box scheme
then numerically simulated to assess its effect on the fluid flow velocity profile
and the profile micro rotation particles. The result of this research indicate
increasing the magnetic parameters, increasing velocity profile. Increasing
material parameters, decreasing velocity profile and increasing magnetic
parameters, decreasing microrotation profile for n = 0. While for n = 0,5 and
n = 1, increasing magnetic parameters, increasing microrotation profile.

Keywords : Magnetohydrodinamic, Micropolar Fluid, Keller-Box Scheme
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1.Latar Belakang
Mekanika fluida banyak dijumpai dalam setiap aspek kehidupan manusia.
Contohnya ialah pada proses pemindahan fluida (fluid transport) yang meliputi
pasokan air minum, pasokan gas alam, dan pemipaan zat-zat kimia pada pabrik.
Selain itu pada pembangkit tenaga listrik yang menggunakan fluida cair dan gas
serta masih banyak lagi yang lainnya.

Kajian-kajian tentang aliran fluida tentunya sangat menarik untuk dipelajari,
mengingat begitu banyaknya manfaat yang dapat diperoleh dan diterapkan dalam
berbagai aspek kehidupan. Kajian tentang aliran fluida yang saat ini banyak
diteliti adalah Magnetohidrodinamik (MHD). Istilah magnetohydrodynamic
terdiri dari kata “magneto” yang berarti “medan magnetik”, “hydro” yang berarti
“cairan/fluida”, dan “dynamic” yang berarti “pergerakan”.
Magnetohydrodynamic (MHD) dapat diartikan sebagai suatu kajian tentang
aliran fluida penghantar listrik yang dipengaruhi oleh medan magnet. Fluida yang
dimaksud dapat berupa plasma, logam cair, atau air garam.

Fluida sendiri ditinjau dari densitas atau kerapatannya dibagi menjadi 2,
yaitu fluida yang mampu mampat (compresible) dan fluida yang tak mampu
mampat (incompresible). Sedangkan ditinjau dari viskositas atau kekentalannya,
secara umum fluida dibedakan menjadi 2, yaitu : Fluida Kental (Newtonian
Fluid) dan Fluida Tak Kental (Non Newtonian Fluid). Jika suatu fluida mengalir
melewati suatu benda akan terbentuk sebuah lapisan yang dinamakan lapisan
batas (Boundary Layer). Hal ini terjadi karena adanya gesekan permukaan benda
dengan fluida disertai faktor kekentalan fluida.

Berikut ini adalah gambaran tentang lapisan batas :
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Gambar 1.1. : Bola yang dilalui aliran fluida

Pada permasalahan yang nyata, berbagai macam fluida yang terjadi pada
berbagai macam keadaan tidak selalu dapat dinyatakan sebagai fluida Newtonian
(Widodo, 2012; Widodo, 2013).Beberapa diantaranya kontradiksi dengan
karakteristik fluida Newtonian dan jenis fluida ini biasa dikenal dengan Fluida
Non-Newtonian.Terdapat beberapa jenis fluida yang termasuk dalam kategori ini,
misalnya fluida nano dan fluida mikrokutub. Fluida mikrokutub sekarang ini
mendapat perhatian lebih berkenaan dengan aplikasinya dalam proses di bidang
teknik (Widodo dkk, 2015c; Widodo dkk, 2015d). Fluida mikrokutub ini
mendukung body couples dan berakibat pada perilaku mikrorotasi. Teori fluida
mikrokutubini menunjukkan prediksi sifat fluida dalam skala mikro. Contohnya
adalah fluida magnetik, debu yang pekat, dan beberapa fluida biologis (Eringen,
2001).Melihat potensi aplikasinya dalam skala mekanika fluida mikro dan
mekanika fluida Non- Newtonian, hal ini cukup menarik untuk dieksplor
penyelesaian dasar yang baru (Rumite dkk, 2015; Widodo dkk, 2015a; Widodo
dkk, 2015b).

Berdasarkan pengamatan dari pengaruh magnetohidrodinamik pada fluida
mikrokutub telah banyak dilaksanakan penelitian, misalnya oleh Satya Narayana
dkk (2013), Srinivasacharya dan Upendar (2013), serta Anggriani (2015).
Banyak kasus pada magnetohidrodinamik fluida mikrokutubpada lapisan batas

dikaji sebagai kasus dalam keadaan tunak atau steady-state. Padahal padalapisan



batas, perubahan waktu berperan penting.Sementara itu, aliran fluida melalui
suatu bola padat dan melibatkan gaya tarikan yang timbul disekitarnya, kejadian
ini dipahami melalui identifikasi pemisahan aliran dan hal tersebut terjadi untuk
aliran tak tunak. Mohammad dkk (2012) telah mengamati separasi aliran dalam
dimensi dua dan tunak pada lapisan batas yang mengalir melewati sebuah bola
dalam fluida mikrokutub tanpa memperhatikan adanya medan magnet.

Pada penelitian Anggriani 2015 tentang pengaruh magnetohidrodinamik
pada fluida mikrokutub yang melewati bola berpori di konstruksi beberapa model
matematika dari fenomena tersebut yaitu :

1. Persamaan kontinuitas,
Ja N Ja _ 0
0x (ru') a:)—] (rv) -

2. Persamaan momentum linier,

sumbu—x :
(aa+_aa+_aa)_ aﬁ+( P 62ﬁ+62a +kaN g2z Ho
P ot " "9z " Vay) T Tax T W oxz Toyz) TRy T oo v T

sumbu—y :

(617+_617+_617)_ aﬁ+( o 6217+6217 kaN g 25 Mo
P ot " %oz " Vay) T oy ¥ ox2 Tayz)  Fax 70 VT kY

3. Persamaan momentum anguler,
ON _ON _ON 9’N 9°N _ du adv
pl<ﬁ+u—f+va—y> =y<ﬁ+a—}_}2>—k(2N+a—}_]—%)
Dalam penelitian ini dikaji dan diteliti pengaruh medan magnet pada aliran
fluida magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir
melalui bola di dalam fluida mikrokutub secara teori dengan mengkonstruksi
model matematikanya dan selanjutnya disimulasikan secara numerik untuk
mengkaji pengaruhnya terhadap profil kecepatan aliran fluida dan profil
mikrorotasi partikelnya. Hal ini adalah sesuatu yang belum pernah dilakukan oleh
peneliti-peneliti lain dan menghasilkan penyelesaian baru.
1.2. Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian dari latar belakang di atas, maka dapat dibuat rumusan

masalah sebagai berikut :



1. Bagaimana model matematika dari magnetohidrodinamik yang tak tunak
pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub
di bawah pengaruh medan magnet?

2. Bagaimana penyelesaian model matematika dari magnetohidrodinamik yang
tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida
mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet menggunakan metode beda
hingga dengan skema Keller-Box?

3. Bagaimana pengaruh magnetohidrodinamik pada lapisan batas yang
mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub terhadap profil kecepatan
aliran fluida dan profil mikrorotasi partikel dengan adanya perubahan
waktu?

1.3. Batasan Penelitian

1. Geometri benda pada penelitian ini yang diamati adalah bola pejal bermagnet.

2. Fluida mengalir dari bawah ke atas.

3. Penelitian ini difokuskan pada aliran lapisan batas yang terletak disekitar titik

stagnasi terendah x = 0°.

4. Aliran fluida diasumsikan incompressible karena tidak dibawah pengaruh
tekanan, dalam keadaan tak tunak, laminer dua-dimensi yang mengalir
secara seragam melintang pada daerah medan magnet.

5. Induksi medan magnet tidak diabaikan.

6. Tidak ada tegangan pada aliran fluida sehingga medan listrik nol dan medan
magnet yang dihasilkan merupakan pengaruh dari gaya Lorentz.

7. Untuk mendapatkan penyelesaian dari persamaan diferensial biasa tak linear
digunakan metode beda hingga implisit dengan skema pembaganan numerik
Keller-Box.

1.4. Tujuan Peneltian

Dari rumusan masalah yang dibuat, maka tujuan dilaksanakannya peneltian ini

adalah sebagai berikut :

1. Mengkonstruksi model matematika dari magnetohidrodinamik yang tak
tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida

mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet



Menyusun penyelesaian dari model matematika dari magnetohidrodinamik
yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam
fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet untuk mengetahui
profil kecepatan dan profil mikrorotasi dari sistem yang dikaji.

Menganalisa pengaruh magnetohidrodinamik pada lapisan batas yang
mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub terhadap profil kecepatan

aliran fluida dan profil mikrorotasi partikel dengan adanya perubahan waktu

1.5. Manfaat Peneltian

Dengan dilakukannya peneltian ini diharapakan dapat memberikan manfaat bagi :

1.

Bidang Keilmuan

Diharapkan penelitian ini dapat memberikan kontribusi nyata dalam
perkembangan ilmu matematika terapan yang sangat banyak manfaatnya
bagi kehidupan manusia yang salah satunya pada proses pengeboran minyak
yang melibatkan objek yang dimasukkan kedalam lapisan tanah untuk
mengeluarkan minyak yang terdapat di dalam atau selah-selah batuan dalam
tanah. Selain itu pada bidang industri, kelautan, dan lain-lain.

Peneliti Lain

Diharapkan peneltian ini dapat dijadkan referensi bagi peneliti lain untuk
lebih mengembangkan ilmu matematika terapan, khususnya tentang fluida.






BAB 11
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI
2.1. Penelitian Terdahulu
Beberapa penelitian terdahulu yang relevan dengan penelitian ini adalah
sebagai berikut :
1. Penelitian dari Widodo, Dkk (2016)

Dalam penelitian ini dikaji mengenai magnetohidrodinamik fluida
mikrokutub tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melewati bola
teriris. Hasil penelitian menunjukkan semakin meningkat parameter
magnetik maka kecepatan aliran akan semakin meningkat, dan semakin
meningkat parameter magnetik, kecepatan mikrorotasi akan semakin
menurun untuk n = 0 dan semakin besar sudut irisan bola teriris, maka
kecepatan aliran fluida akan semakin meningkat.

2. Penelitian dari Widodo, Dkk (2015)

Dalam penelitian ini dikaji mengenai aliran lapisan batas pada fluida
mikrokutub magnetohidrodinamik yang melewati bola berpori. Hasil
penelitian menunjukkan bahwa profil kecepatan meningkat ketika
parameter magnetik meningkat dan parameter porositas meningkat,
sedangkan Kkecepatan menurun dengan bertambahnya parameter
micropolar dan permeabilitas.

3. Penelitian dari Mohammad (2014)

Dalam penelitian ini dikaji mengenai aliran lapisan batas MHD tak
tunak. Hasil penelitian menunjukkan bahwa peningkatan parameter
magnetik  menyebabkan semakin  menebalnya lapisan  batas,
meningkatnya kecepatan aliran dan menurunnya temperatur.

2.2.Fluida Berdasarkan Tingkat Kekentalan.
Ditinjau dari viskositas atau kekentalannya, secara umum fluida dibedakan
menjadi 2, yaitu : Fluida Kental (Newtonian Fluid) dan Fluida Tak Kental (Non
Newtonian Fluid).
1. Fluida Newton
Fluida Newton adalah fluida yang menunjukkan hubungan linier antara
tegangan geser dan gradien kecepatan. Contoh dari fluida newton adalah



udara, air, dan minyak. Viskositas atau kekentalan dari suatu fluida
newtonian bergantung pada tekanan dan temperatur. Viskositas dari fluida
newton tidak berubah, meskipun ada gaya yang bekerja pada fluida. Berikut

ini adalah hubungan antara tegangan geser dan gradien kecepatan :
T = [l@

T = tegangan geser pada fluida (%)

u = viskositas fluida (% . s)

Z—;‘ = gradien kecepatan fluida (s~*)

. Fluida Non Newton

Fluida Non Newton adalah fluida yang akan mengalami perubahan
kekentalan ketika terjadi gaya pada fluida tersebut. Hal ini membuat fluida
non newton memiliki tingkat kekentalan atau viskositas yang tidak tetap.
Salah satu contoh dari fluida non newton adalah fluida mikrokutub.

Fluida mikrokutub adalah fluida dengan struktur mikro yang terdiri dari
partikel kaku yang berorientasi secara acak pada media kental yang memiliki
kemampuan mikrorotasi. Teori tentang fluida mikrokutub pertama Kali
diperkenalkan oleh Eringen (1965) dan membuat banyak peneliti berminat
mengembangkan teori tersebut yakni salah satunya mengkaji tentang efek
mikrorotasi terhadap fluida. Dalam fluida mikrokutub, partikel kaku
terkandung di dalam elemen volume kecil yang dapat memutar pusat volume
dijelaskan oleh vektor mikrorotasi (Satya Narayana dkk. 2013; Uddin dan
Kumar. 2013; Widodo dkk.2016). Dalam kehidupan sehari-hari, fluida yang
termasuk golongan mikrokutub adalah cairan koloid, suspensi polimer,
suspensi lumpur, dan cairan di pembuluh darah manusia dan hewan (Abdel-
Rahman. 2009; Uddin dan Kumar. 2013).

Sifat yang menarik dari fluida mikrokutub ialah, walaupun termasuk
golongan fluida tak kental (inviscid), model dari mikrokutubnya dapat
disimpulkan ke dalam persamaan Navier-Stokes yang digunakan dalam fluida
kental (viskos). Hal tersebut karena sifat dari fluida mikrokutub yang
menyerupai fluida viskos klasik yang menjauhi permukaan objeknya.



2.3.Aliran Fluida Berdasarkan Waktu
Aliran fluida yang memiliki pengaruh terhadap perubahan waktu pada umumnya
dibagi menjadi dua, yaitu : (Widodo, 2012)
1. Aliran Tunak (Steady State) berarti kecepatan aliran fluida tidak dipengaruhi
oleh perubahan waktu. Pada aliran tunak berlaku :
g
at
2. Aliran Tak Tunak (Unsteady State) berarti kecepatan aliran fluida
dipengaruhi oleh perubahan waktu.Pada aliran tak tunak berlaku :

L,
3t

2.4.Aliran Lapisan Batas (Boundary Layer)

Lapisan batas adalah suatu lapisan yang terbentuk di sekitar penampang
suatu benda yang dilalui fluida akibat faktor gesekan dan viskositas fluida.
Teori lapisan batas dikemukakan oleh Ludwig Prandtl seorang ahli aerodinamika
asal Jerman pada tahun 1904. Sebelumnya pada tahun 1755, seorang ahli
hidrodinamika bernama Leonhard Euler mengemukakan aliran tanpa gesekan
dan kemudian dinyatakan ke dalam persamaan Euler. Dengan banyaknya
kontradiksi terhadap hasil eksperimennya, persamaan Euler dijelaskan dan dikaji
lebih rinci untuk kondisi aliran bergesekan oleh Navier pada tahun 1827 dan
oleh Stokes pada tahun 1845 yang sekarang dikenal dengan persamaan Navier-
Stokes.

Aliran fluida pada lapisan batas menurut pebandingan gaya-gaya inersia
beserta viskositasnya terdiri sari tiga jenis aliran yaitu aliran laminer, aliran
turbulen, dan aliran transisi. (Widodo.2015)

1. Aliran Laminer
Aliran laminer adalah aliran yang partikel-partikelnya bergerak teratur
mengikuti lintasan yag saling sejajar. Aliran ini terjadi ketika bilangan

Reynolds fluida kurang dari 500 (Re < 500) atau pada saat fluida bergerak

perlahan dengan kecepatan yang kecil dan atau fluida memiliki tingkat

kekentalan atau viskositas yang besar.



2. Aliran Turbulen
Aliran turbulen adalah aliran yang partikel-partikelnya bergerak secara
acak dan tidak beraturan. Aliran ini terjadi ketika bilangan Reynolds fluida
lebih dari 12.500 (Re < 12.500)
3. Aliran Transisi
Aliran transisi adalah aliran yang terjadi antara aliran laminer dan
turbulen karena terjadi perubahan viskositas dan kecepatan yang
menyebabkan daya redam terhadap gangguan akan berkurang hingga batas
tertentu.Aliran ini terjadi ketika bilangan Reynolds fluida berkisar antara
500 sampai 12.500 (500<Re < 12.500).
Bilangan Reynold untuk suatu aliran fluida dapat dihitung dengan

menggunakan rumus berikut :
Re = Usa
Ty

Re = Bilangan Reynolds

U= Kecepatan pada aliran bebas (m/s)

a = Panjang karakteristik

V= Viskositas kinematik

2.5.Magnetohidrodinamik dan Efek pada Fluida Mikrokutub

Istilah magnetohydrodynamic terdiri dari kata “magneto” yang berarti “medan
magnetik”, “hydro” yang berarti “cairan/fluida”, dan “dynamic” yang berarti
“pergerakan”. Magnetohydrodynamic (MHD) dapat diartikan sebagai suatu
hantaran dan pergerakan suatu fluida secara elektrik di dalam suatu medan
magnetik. Fluida yang dimaksud dapat berupa plasma, logam cair, atau air

garam.

Bentuk ideal dari persamaan MHD yaitu persamaan-persamaan fluida yang
meliputi persamaan kontinuitas, persamaan energi, daan untuk persamaan pada
medan magnetnya menggunakan persamaan Maxwell. Berikut ini adalah

persamaan-persamaan dasar untuk membuat persamaan MHD yang ideal :
1. Persamaan momentum :

dv— Vp+JXB
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2. Persamaan konservasi massa :

dp
§+p(v.u) =0

3. Persamaan konservasi energi :

4. Persamanaan Maxwell :
VE=2p (22
€0

V.B=0 (2.3)

J0E
VXB = Ho]"‘EOUoE

dimana :

B= Medan magnet (0,0, B)

E= Medan listrik (0, 0, E)

u= Kecepatan massa plasma

J= Kerapatan arus(J, , ], ,0)

p= Massa jenis

p= Tekanan plasma

t= Waktu

1= Permeabilitas ruang hampa (4 x 10~7 N/A?)

Pada persamaan MHD di atas, persamaan (2.2) pada persamaan Maxwell

tidak digunakan. Persamaan (2.2) hanya dipakai saat kondisi awal saja. Selain
itu, untuk kecepatan rendah, perpindahan arusnya bisa diabaikan atau dianggap

nol (Arber. 2013). Sehingga persamaan umum dari MHD menjadi :

VxE—aB
T ot

ap
E+p(V.u) =0

dv— Vp+JXB
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VXB = pof
Untuk mendapatkan besar medan listrik digunakan persamaan di bawah ini :
E+uxB=nf

Bila 1 =0, maka persamaan MHD tersebut disebut sebagai persamaan

magnetohidrodinamik ideal.

Pada kehidupan nyata, fluida tidak dapat dengan mudah direpresentasikan
atau dimodelkan sebagai fluida kental dengan menerapkan Hukum Newton atau
persamaan Navier-Stokes. Ada beberapa sifat-sifat khusus yang perlu
diperhatikan dalam mempelajari aliran fluida. Secara umum, semua fluida yang
tidak sesuai dengan hukum Newton digolongkan sebagai fluida non Newtonian.
Salah satu jenis fluida non Newtonian adalah fluida mikrokutub. (Brujan, 2011,
Imron dkk, 2013, Widodo dkk, 2016).

Secara teoritis , Fluida mikrokutub adalah fluida dengan struktur mikro yang
terdiri dari partikel kaku yang berorientasi secara acak pada media kental yang
memiliki kemampuan mikrorotasi. Teori tentang fluida mikrokutub pertama kali
diperkenalkan oleh Eringen (1965). Dalam fluida mikrokutub, partikel kaku
yang terkandung di dalam elemen volume kecil yang dapat memutar pusat
volume dijelaskan oleh vektor mikrorotasi (Satya Narayana dkk. 2013; Uddin
dan Kumar. 2013; Widodo dkk.2016). Dalam kehidupan sehari-hari, fluida yang
termasuk golongan mikrokutub adalah cairan koloid, suspensi polimer, suspensi
lumpur, dan cairan di pembuluh darah manusia dan hewan (Abdel-Rahman.
2009; Uddin dan Kumar. 2013).

Sesuatu yang menarik dari fluida mikrokutub ialah model dari
mikrokutubnya dapat disimpulkan ke dalam persamaan Navier-Stokes, yang
digunakan dalam fluida kental (viskos). Hal tersebut terjadi karena fluida
mikrokutub memiliki sifat seperti fluida kental klasik yang menjauhi permukaan
objeknya (Borelli dkk, 2012; Uddin dan Kumar 2013; Widodo dkk, 2015c;
Widodo dkk, 2015d; Widodo dkk, 2016). Karena fakta tersebutlah, maka
permasalahan lapisan batas aliran tak tunak di sekitar bola di fluida mikrokutub

diteliti dalam penelitian ini.
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Selain itu, peran dari fluida mikrokutub adalah mengurangi tarik ulur lokal
yang berbeda dengan fluida Newtonian (Uddin dan Kumar 2013; Widodo dkk,
2015c; Widodo dkk, 2015d; Widodo dkk, 2016). Fluida mikrokutub
memilikimikrorotasi dankecepatan yang lebih rendah dibandingkan dengan
fluida Newtonian. Kecepatan aliran fluida dalam lapisan batas meningkat
dibandingkan dengan jika tidak ada mikrorotasi pada lapisan batas (Abdel-
Rahman, 2009).Representasi dari mikrorotasi dapat digolongkan menurut rasio
antara komponen vektor mikrorotasi dan gesekan fluida yang biasanya
dinotasikan dengan nilai n sebagai berikut :

1. Jikan=0

Mikro elemen dekat permukaan objek tidak mampu untuk melakukan rotasi

dan hal ini biasa disebut kekuatan konsentrasi dari mikro elemen (Abdel-

Rahman, 2009; Das, 2012; Srinivasacharya dan Upendar, 2013).

2. Jikan=10.5

Bagian antisimetri tegangan tensor menghilang dan keadaan ini sering

disebut sebagai kelemahan konsentrasi mikro elemen (Abdel-Rahman 2009;

Das, 2012).

3. Jikan=1

Model aliran turbulen dalam lapisan batas mikro rotasi dapat

direpresentasikan dengan menggunakan nilai n adalah 1 (Das, 2012).

Ada beberapa penelitian yang dilakukan bertujuan untuk mengkaji aliran lapisan
batas dalam fluida mikrokutub dengan menerapakan keseragaman medan
magnet. Pada permasalahan aliran lapisan batas dalam fluida mikrokutub,
peningkatan ketebalan momentum lapisan batas akan terjadi jika nilai-nilai
parameter material juga meningkat (Abdel-Rahman, 2009; Widodo dkk, 2015c;
Widodo dkk, 2015d; Widodo dkk, 2016).

Di samping itu, efek mikrokutub juga dapat meningkatkan kecepatan fluida
(Abdel-Rahman, 2009; Widodo dkk, 2015c; Widodo dkk, 2015d; Widodo dkk,
2016) dan meningkatkan profil mikrorotasi pada lapisan batas (Abdel-Rahman,
2009; Widodo dkk, 2015d; Widodo dkk, 2016). Pada tahun 2009, Abdel-
Rahman telah melakukan penelitian tentang kondisi lapisan batas dalam aliran

fluida mikrokutub melalui beberapa bentuk obyek geometri. Hasil penelitian
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tersebut menunjukkan bahwa kecepatan aliran fluida berkurang pada kasus
bidang datar dan pada silinder vertikal pada waktu yang sama terjadi
peningkatan kecepatan fluida, sebagai hasilnya parameter bahan meningkat.
Peningkatan parameter bahan mungkin mengurangi kecepatan mikrorotasi dari
fluida. Kecuali pada kasus aliran lapisan batas melalui ikatan di fluida
mikrokutub dengan konsentrasi yang kecil, kecepatan mikrokutub akan
meningkat bersamaan dengan parameter material yang juga meningkat pula.

Pada penelitian mengenai efek magnetohidrodinamik pada fluida
mikrokutub, bilangan Reynolds magnetik diasumsikan sangat kecil jika
dibandingkan dengan daerah bermagnet sehingga daerah terinduksi magnet
dapat diabaikan (Abdel-Rahman, 2009; Hayat dkk, 2009; Satya Narayana dkKk,
2013; Widodo dkk, 2015c; Widodo dkk, 2016). Asumsi ini juga banyak
digunakan ketika meneliti tentang efek magnetohidrodinamik pada fluida kental
sebagaimana yang telah dibahas sebelumnya. Dengan meningkatkan nilai dari
parameter magnetik, ketebalan dari lapisan batas berkurang (Borrelli dkk, 2012).
Selain itu, diasumsikan bahwa tidak ada tegangan yang dihasilkan di daerah
penghantar listrik, (Satya Narayana dkk, 2013).

Magnet yang lebih kuat dapat menghasilkan kecepatan fluida yang lambat
dikarenakan adanya daerah bermagnet yang menghasilkan gaya Lorentz yang
memiliki kemampuan mengurangi kecepatan aliran fluida (Abdel-Rahman,
2009; Hayat dkk, 2009; Widodo dkk, 2015d; Widodo dkk, 2016). Berdasarkan
penelitian yang dilakukan oleh Hayat dkk (2009), pada konsentrasi yang lemah,
kecepatan mikro rotasi berkurang ketika nilai parameter magnetik bertambah.
Sedangkan pada konsentrasi tinggi, kecepatan mikro rotasi berkurang pada kasus
daerah datar dan silinder vertikal tetapi terjadi peningkatan pada ikatan
berpindah pada area magnetik (Hayat dkk, 2009; Widodo dkk, 2015c; Widodo
dkk, 2015d; Widodo dkk, 2016).

Fluida mikrokutub dapat mempercepat perpindahan panas pada aliran
lapisan batas dan magnetohidrodinamik. Dari hal tersebut, proses aliran panas
(konveksi) yang terdapat pada fluida mikrokutub yang berada di bawah daerah
magnetik dan daerah lapisan batas dibutuhkan dan telah diteliti oleh beberapa
peneliti seperti Udin dan Kumar (2013),Satya Narayana dkk (2013) ; dan
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Srinivasacharya dan Upendar (2013). Ketika berhubungan dengan gaya
konveksi, peningkatan nilai parameter material dikalikan dengan kecepatan
resultan dari fluida. Hal ini dikarenakan peningkatan parameter material dari
mikrokutub fluida menghasilkan kecepatan pusaran partikel fluida (Uddin dan
Kumar, 2013; Widodo dkk, 2015c; Widodo dkk, 2016).
2.6.Skema Keller-Box

Metode Keller-Box adalah salah satu teknik untuk menyelesaikan
persamaan parabolik, terutama persamaan lapisan batas. Skema ini merupakan
bentuk implisit dengan keakurasiannya orde kedua baik terhadap ruang maupun
waktu yang mana step size untuk waktu dan ruang tidak harus sama. Hal ini
membuat penyelesaian persamaan differensial parsial parabolic lebih efisien dan
tepat. Penerapan metode Keller-Box ini dimlai dengan terlebih dahulu mengubah
bentuk persamaan diferensial orde dua atau orde tinggi menjadi persamaan.
Berikut adalah contoh mengubah persamaan diferensial orde dua menjadi orde

satu:
ou 0%u
ot “ox?
dengan mendefinsikan
ou
VT ox

sehingga bentuk persamaan ode kedua tersebut dapat dituliskan menjadi dua

persamaan orde pertama sebagai berikut.

du

azv
du dav
ot “ox

Berdasarkan bentuk skema Keller-Box pada Gambar 2.1 untuk menyelesaikan

persamaan diferensial orde satu, yaitu sebagai berikut.

n n
U — U4 n
Axl- 1=
n—-1
U, 1—U. 1 n n n-1 n—-1
5 i—2 i— :a(vl -ty a —v
Atn Axi A.Xi

Pada langkah kedua dilakukan proses diskritisasi pada model matematika yang
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diperoleh. Kemudian pada lagkah ketiga dilakukan proses pelinieran persamaan-
persamaan yang diperoleh dengan menggunakan metode Newton yang kemudian
disajikan dalam bentuk matriks vektor. Pada langkah terakhir, hasil dari proses
pelinieran diselesaikan dengan menggunakan teknik eliminasi matriks blok
tridiagonal. Persamaan-persamaan dari hasil linierisasi di atas dapat diselesaikan
dengan teknik eliminasi blok tridiagonal yang berupa matriks blok. Berikut ini

merupakan skema Keller-box :

x
' v3
i W2 ® Unknown
i-1/2 ® ® X Known
1 A '
I T ® Centering
i-1 4 uvi
s
7&t
t
(0.0) n1 nl1/2 n

Gambar 2.2 Skema Keller-box (Al-Shibani dkk, 2012)

16



BAB 111
METODE PENELITIAN

Secara detail, desain dan metode penelitian ini dapat diuraikan sebagai berikut:

3.1.Tahapan Penelitian

Tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut :
1. Studi Literatur

Mengkaji model matematika aliran fluida tak tunak pada lapisan batas

magnetohidrodinamik aliran fluida mikrokutub yang melalui suatu bola.

Setiap model matematika mempunyai sifat dan karakteristik tertentu,

sehingga untuk mengembangkan model matematika tersebut perlu dikaji

terlebih dahulu agar mendapatkan model matematika yang sesuai dengan

yang diharapkan.
2. Konstruksi Model Matematika

Proses konstruksi model matematika dari magnetohidrodinamik yang tak

tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida

mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet adalah sebagai berikut :

a.

Penurunan persamaan konservasi massa dan hukum Newton Il untuk
mendapatkan persamaan pembangun dari model yang dikaji.

Penjabaran dari persamaan pembangun dari model yang dikaji dalam
bentuk vektor sehingga didapatkan persamaan pembangun berdimensi
dari model yang dikaji.

Penentuan kondisi batas dengan melakukan pengamatan terhadap aliran
fluida yang melewati bola.

Penyederhanaan pada persamaan pembangun yang berdimensi, kemudian
melakukan proses transformasi ke dalam bentuk persamaan tak
berdimensi dengan mensubtitusikan variabel-variabel yang tak
berdimensi

Penyederhanaan persamaan yang tak berdimensi dengan pendekatan
lapisan batas.

Perubahan persamaan yang tak berdimensi ke persamaan similaritas

dengan menggunakan fungsi alir (stream function) pada bola.
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3.

g. Diperoleh persamaan similaritas dari magnetohidrodinamik yang tak
tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida
mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet.

Implementasi dengan menggunakan skema Keller-Box.

Proses penyelesaian model matematika yang diperoleh dengan skema Keller-

Box adalah sebagai berikut :

a. Persamaan similaritas dari magnetohidrodinamik yang tak tunak pada
lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub di
bawah pengaruh medan magnet diubah ke persamaan berorde satu.

b. Proses diskritisasi dengan menggunakan beda hingga pusat.

c. Proses linierisasi persamaan yang diperoleh dengan menggunakan
metode Newton dan dibentuk dalam matriks vektor.

d. Penyelesaian hasil linearisasi dilaukukan dengan teknik eliminasi matriks
blok tridiagonal.

Membuat, Running Program, dan Validasi

Algoritma dari model yang diperoleh, diimplementasi dalam bentuk program

dengan menggunakan program Matlab.Program yang telah dibuat dijalankan

dengan memasukkan inputan dan dianalisa hasil luaran numeriknya.Tahap
pembangunan model matematika dari aliran fluida tak tunak pada lapisan
batas magnetohidrodinamik aliran fluida mikrokutub yang melalui suatu bola

sampai pada hasil output program divalidasi kembali.

Simulasi

Dengan menggunakan program yang telah dibuat, dilakukan simulasi dengan
menggunakan beberapa nilai pada parameter dan variabel inputan.

Analisis Hasil dan Pembahasan

Hasil yang diperoleh dari beberapa simulasi yang dilakukan akan dianalisis
dan dibahas, untuk kemudian dicari solusi numerik terbaik dari aliran fluida
tak tunak pada lapisan batas magnetohidrodinamik aliran fluida mikrokutub
yang melalui suatu bola yang dalam hal ini adalah profil kecepatan dan profil
mikrorotasi dari aliran fluidadan selanjutnya dibuat kesimpulan dari masalah

yang dikaji.
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7. Pembuatan Laporan
8. Diseminasi Hasil Peneltian

3.2.Tempat Penelitian
Penelitian ini dilaksanakan di laboratorium Pemodelan Matematika dan Simulasi
Sistem, Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan
Alam, Institut Teknologi Sepuluh Nopember Surabaya.

3.3.Jadwal Penelitian

Bulan IV
Kegiatan Bulan | Bulan 11 Bulan 111

Peneltian 1

Studi Literatur

Pembangunan Model

Implementasi dengan
menggunakan skema

Keller-Box

Membuat, Running
Program, dan

Verifikasi

Simulasi

Analisis hasil dan

pembahasan

Pembuatan laporan

Diseminasi hasil

penelitian
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BAB IV
MODEL MATEMATIKA

Pada penelitian ini, fluida mikrokutub yang mengalir dari bawah, awalnya tidak
mengandung magnet, namun setelah fluida mikrokutub tersebut melalui bola yang
mengandung magnet, terjadi peristiwa induksi magnet, sehingga fluida yang
awalnya tidak bermagnet, setelah melalui bola bermagnet menjadi bermuatan
magnet. Pada bab ini dijelaskan dan diuraikan mengenai persamaan pembangun
(governing  equation)  untuk  membangun  model  matematika  dari
magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola
di dalam fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet. Dengan fokus
penelitian pada titik stagnasi dari lapisan batas yang terbentuk dari aliran fluida yang
bergerak secara vertikal dari bawah ke atas yang melalui bola yang bermuatan
magnet, maka digunakan hukum konservasi massa dan hukum konservasi
momentum. Dari kedua hukum konservasi tersebut dapat dibangun persamaan
kontinuitas, persamaan momentum linier, dan persamaan momentum anguler.

Untuk mengkonstruksi dan menggambarkan lapisan batas berupa elemen-lemen
kecil dan tipis yang terbentuk dari hasil gesekan antara fluida yang terinduksi magnet
dengan permukaan bola bermagnet, maka dapat digambarkan dan dibuat Sistem Fisis
dan Control Volume sebagai berikut :

Bola

Control Volume

Lapisan
Batas

_y

Titik stagnasi
terendah, x =0

Arah Aliran Fhnda

Gambar 4.1. : Sistem Fisis Gambar 4.2. : Aliran Fluida melalui Control VVolume
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4.1.Persamaan Pembangun
4.1.1. Persamaan Kontinuitas
Hukum konservasi massa didasarkan pada laju perubahan massa terhadap
waktu yang terdapat pada sebuah sistem yakni nol atau jumlahan dari massa
pada suatu sistem adalah konstan, dapat dituliskan sebagai berikut :

LR (4.1)

Dt
. D . ..
dimana % adalah turunan material sedangkan mg adalah massa dari sistem.

Sedangkan mg, adalah :

mg = [, pdx (4.2)
Persamaan mg adalah massa dari suatu sistem yang merupakan jumlahan dari
semua perkalian densitas (kerapatan) yang merupakan volume dari sistemnya.
Menurut teorema Reynolds Transport, laju dari perubahan massa terhadap
waktu pada sebuah sistem adalah :

D d R

Ditﬂ - afcvp dx + fcsp(n -u) dS (4.3)
0 ~

%fﬂ pdx:afcvpdx-l_fcsp(n'u) ds (44)

dengan,

u = (u, v, 0)adalah komponen kecepatan fluida

1 = vektor normal terhadap elemen dS

Dengan melakukan subtitusi persamaan (4.3) ke persamaan (4.1), maka
diperoleh :

2 ~
afcvpdx+fcspn.ud5=0 (4.5)

Dengan menggunakan pendekatan Control volume untuk menggambarkan
elemen-elemen kecil pada sistem, maka dapat dikontruksi persamaan
kontinuitas sebagai berikut :

AN

B 1} IR i

i
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Sesuai Hukum Konservasi Massa yang berbunyi massa tidak diciptakan atau
dihancurkan, sehingga:
laju perubahan massa dalam sel = fluks massa ke dalam fluks

Dengan arah fluks lebih konvensional (positif luar), dan indeks e,w,n,s,t, b
yang berarti east, west, north, south, top, bottom maka :

rate of change of mass in cell + net otward mass flux = 0
i(mass) + Yfaces(mass flux) =0 (4.6)

d(c? n (pud)e — (pud)y + (pvA)y — (pvA)s + (pwA), — (pwA), =0

(4.7)

Karena V = Ax.Ay. Az dan A adalah Luas, maka :

d(P-A’;_-tAy-AZ) + ((pw)e — (pu)w)Ay. Az + ((pv), — (pV)s)Ax.Az + ((pW), —

(pw)p)Ax. Ay = 0(4.8)

Dengan membagi Persamaan (4.8) pada kedua ruasnya dengan Ax.Ay.Az,

maka diperoleh :

dp | ((pwe-(pww) | ((PV)n—(pPV)s) | ((PW)e—(pW)p) _
dt T Ax T Ay T Az =0 (4.9)

Karena limit dari Ax, Ay, Az mendekati nol , maka :

9p , 9(pw) | 9(pv) , I(pw)
o o + oy + P =0 (4.10)

Persamaan (4.10) merupakan bentuk persamaan dalam dimensi 3, dan dapat
pula dituliskan dalam bentuk dimensi 2 sebagai berikut :

ap |, d(pw) |, 9(pv) _

242, 2 (4.11)

Persamaan (4.11) dapat pula dituliskan dalam bentuk notasi vektor sebagai
berikut :

2 +V.(pu) =0 (4.12)

dengan V=:—xi+:—y j dan u(u,v,0) adalah vektor kecepatan dari fluida

terhadap posisi.

Setelah diperoleh persamaan (4.6) maka dilakukan penurunan untuk
mendapatkan persamaan kontinuitas dari magnetohidrodinamik yang tak tunak
pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub di
bawah pengaruh medan magnet sebagai berikut :

ap [u ap p au] [v dp p av]

at 0x 0
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ap uap vap] [pau pav]

at 0x

d ud va au av
B = +t3,]=0
Jat  Ox dy

Dengan menggunakan teorema pengangkutan Reynolds, maka diperoleh :

Dp ou ov
2+ p [EJF ay] =0 (4.13)

Pada tesis ini fluida mikrokutub merupakan fluida yang incompressible, maka
densitas (kerapatan) dari fluidanya sangat kecil dan tidak memberikan
pengaruh yang signifikan, sehingga :

Ju Loy dv

0x ay
Atau dalam notasi vektor dituliskan sebagai berikut :
Vu=0

Berdasarkan  penelitian  ini, maka persamaan  kontiniutas  dari
magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui
bola di dalam fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet adalah :

2 () + % () = 0 (4.14)

4.1.2. Persamaan Momentum Linier
Persamaan Momentum Linier dibangun dari hukum Newton Il. Dengan
menggunakan pendekatan Control volume maka dapat dikontruksi persamaan

momentum linier sebagai berikut :

Rumus umum dari momentum linier adalah massa suatu benda dikalikan
dengan kecepatan benda tersebut. Sedangkan hukum Newton Il menyatakan
bahwa besar momentum terhadap perubahan waktu sama dengan jumlahan dari
gaya-gaya yang bekerja pada sistem tersebut. Hukum Newton Il dapat

dituliskan sebagai berikut :
o), pudx =% F (4.15)

dengan

p = kerapatan (densitas)
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u= vektor kecepatan

Y. F= jumlahan dari gaya-gaya yang bekerja pada sistem (body force dan

surface force)

Dengan menggunakan teorema Reynolds Transport , laju dari perubahan

momentum terhadap waktu adalah :
D ] "
Efw pudx =afcvpudx + [ pu (u.n) dS (4.16)
2 pudx+ [ puu.i) dS=YF (4.17)
at 'cv cS
Persamaan (4.17) dapat pula dituliskan dalam bentuk notasi vektor, yaitu :
a
p(S+V(u.uw)=XF (4.18)

Karena sifat konvergen dari V(u.u) = (u.Vu) + (u(V.u))dan V.u =0,

maka V(u .u) = (u.Vu), sehingga persamaan (4.18) menjadi :
p(E+uvw)=xF (4.19)

.. 0
a. Penurunan persamaan (4.18) ruas Kiri 5

5= (G 50) (4.20)

b. Penurunan persamaan (4.18) ruas kiri u.Vu :

(@vu) =@, . (Z.2)) @, v
ax " dy

((w.V)u) = (%ﬂ+(%17) (,?)
(wvu) = (a5z+asl)i+ (s +952))j (421)

25



Y. F di ruas kanan terdiri dari beberapa gaya yaitu gaya permukaan, gaya angular,
dan gaya magnetik. Berikut ini merupakan gaya-gaya yang terdapat pada

sistem vyaitu :

A. Gaya Permukaan
Gaya permukaan adalah gaya internal yang mempengaruhi atau bekerja pada
fluida yang berupa tegangan-tegangan yang diantaranya terdapat tegangan
normal (o) dan tegangan geser (t) yang dapat diperoleh dari Control Surface

sebagai berikut :

dar,. Oy
(r_‘.xo XX ))6x82

ay 2
— ( 67,,62')8 4
| (7= )%
do,. . 6x N Bl 5}1
( = gx 7)6"'62 hoated e —+— do. 6x
(a’u —)6‘_\»’6[
( +ar"5_z)8 " S ax 2
Tax daz 2 R e P
% zZ
Ox
01,6y . .
(r‘, 0_:: 2 )bxbz
X
zZ

Gambar 4.3 : Gaya-gaya Permukaan yang Bekerja pada Elemen Fluida

1. Gaya searah sumbu - X :

2. Gaya searah sumbu -Y :

00y, 0Ty
K, =< Jy +W 6x8ydz

3. Resultan gaya permukaan :

Fg = Fsxl + Fsyj

00y,  0Tyy 00y, 0Ty
Fo— . .
s <6x+6y Lt 6y+6x]
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Karena telah diasumsikan bahwa penelitian ini adalah pada fluida mikrokutub
yang tak mampu mampat (incompressible) sehingga tegangan-tegangannya
sebanding dengan laju deformasi :

1. Tegangan normal :

Jdu
Oxx = —p+2(ﬂ+k)a

ov
Oyy = —p+2(,u+k)@

2. Tegangan geser
u ov
Ty—Tyx—(.u+ )( @)

Turunan o, terhadap x adalah :

0oy, 0 ( L2t ) au)

ax ox\ DTV

d0,, —O0p d’u
=——+2 k

2 = o Tt

Turunan o, terhadap y adalah :

90yy _ 0 ( +2(u+k) )
dy ay p U

do,, —0p 0%
ay = a— + 2(‘[1 + k) a—yz

Turunan 7, terhadap x adalah :

0Ty, 0 du OJv
ox -a<</‘+">(a+@>>

0Tyy 0u  J0%
ox w+0 (6x2 * (')x6y>

Turunan 7., terhadap y adalah :

0T,y 0 ( +k)<6u+6v)
dy  dy # dx Jy

0Tyy Gt k)( FET N azv)
dy dxdy 0y?

27



3. Resultan gaya permukaan

Fom (Z2 a0 b et (224 20y
ST\ ox # axz 0x%2  0x0y '

_ap+2( +k)azv+( +k) 0u | 07v)),
ay H dy? H dxdy 0y? J

Dari persamaan kontinuitas :

au v
ax ay
Ju dav
ax dy

Maka resultan gaya permukaan dapat dituliskan menjadi :

=0

—dp 0%u 0%u\
Fg = <W+(M+k)ﬁ+('u+k)ﬁ>1+

—0p+( +k)azv+( +k)02v '
ay # dy? # dy? J

F ( op, 9 )+ +k 02u+( N

2
<u+k)—+(u+k)a—v>'
Fe=—-Vp+ (u+ k)Vu

Penurunan Vp :

Penurunan (u + k)Vu:

U+ KV2u= (u+k) (% (%) (% ,a%).(a,ﬁ)
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2 2

d
2 _ pa— —_
(u+k)V.u—(,u+k)(af2+a}_]2).(u,v)
(u+kViu=( +k)(aza+aza)_+( +k)(azﬁ+azﬁ>'
H = oz ayr) T M oz " 0y))’

dengan p adalah tekanan. Sedangkan —Vp, tanda negatif dipilih ketika p > 0
yang menunjukkan tekanan yang berasal dari luar fluida. Tekanan tersebut
terjadi akibat pengaruh gaya yang diberikan terhadap permukaan dari fluida.
B. Gaya Angular
Gaya internal yang juga mempengaruhi sistem selain gaya permukaan adalah
gaya angular. Terdapat gaya angular karena pada penelitian ini fluida yang
digunakan adalah fluida mikrokutub yang memiliki kemampuan mikrorotasi.
Sehingga Gaya angular yang berpengaruh pada sistem adalah sebagai berikut :
F,=pf+k(VXN)
Untuk aliran fluida mikrokutub yang incompressible, maka koefisien
materialnya bernilai konstan, sehingga 4 > 0 dan gaya f = 0 (Kucaba-Pietal :
2004) , sehingga gaya angularnya menjadi :
F, =k(VxN)
C. Gaya Magnetik
Pada penelitian ini, geometri benda yang diteliti adalah bola pejal
bermagnet. Fluida yang awalnya tidak bermagnet, mengalir melewati bola pejal
bermagnet sehingga fluida yang awalnya tidak bermagnet, terinduksi magnet
dari bola dan menjadi fluida bermagnet (Magnetohidrodinamik).Pada bola
bermagnet yang diam hanya akan menghasilkan medan listrik (E), tetapi pada
muatan yang bergerak dalam hal ini fluida yang sudah terinduksi magnet selain
menghasilkan medan listrik (E) juga akan menghasilkan medan magnet, B
(Wiyanto : 2008). Dalam hal ini medan magnet yang dimiliki fluida yang
terinduksi magnet dari bola dinotasikan (b) .
Sebuah muatan o yang bergerak dengan kecepatan u di dalam medan
magnet B, maka gaya magnetik total yang bekerja pada muatan ¢ yang bergerak

di dalam daerah tersebut biasa dikenal dengan Gaya Lorentz : Fouagnerik = J X

B
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Dimana J adalah kerapatan arus listrik dan B adalah total medan magnet
yang terjadi dalam sistem. Sedangkan menurut hukum Ohm, bahwa kerapatan
arus listrik diberikan :

J=0(E+uxB)

Karena B = b + B, dimana B adalah medan magnet total , B, adalah
medan magnet dari bola yang mengandung magnet, dan b adalah besarnya

medan magnet dari fluida yang terinduksi oleh bola bermagnet.

Di dalam bahan konduktor, satu atau lebih elektron dari setiap atom bebas
bergerak di dalam bahan. Di dalam konduktor cair yang bebas bergerak di dalam
cairan adalah ion-ion. Salah satu sifat konduktor adalah tidak ada medan listrik
di dalam konduktor sehingga (E=0), sehingga persamaan di atas menjadi :

J=0(uxB)
Fmagnetik = {J(u X (b + BO))} X (b + BO)

Fmagnetik = {U(u X b) + (u X BO)} X (b + BO)

dengan,
i j ok
(uxb)=|u v 0
0 0 b

(ux b) = (vb)i — (ub)j + Ok

Secara analog diperoleh bahwa :

(ux By) = (vBy)i — (uBy)j + 0k

Sehingga

(ux b) + (ux By) = (v(b + By))i + (—u(b + By))j + Ok

Jadi,
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i j k
{(uxb)+ (uxBy)}x(b+ By =|v(b+Byu —u(b+ B) 0
0 0 (b + By)

{(ux b) + (ux By)} X (b+ By) = (—u(b? + 2bBy + B3))i —
(v(b? + 2bBy + B3)j + Ok
{(uxb) + (uxBy)}x (b+ By) = (—u(b+ By)»)i— (v(b+ By)?)j + 0k
{(uxb) + (uxBy)}x (b+ Bgy) = (—u(b+ By)? —v(b + By)?,0)
Fagnetik = 0(—u(b + By)?,—v(b + By)?,0)
Persamaan di atas dapat dinyatakan dalam bentuk vektor sebagai berikut :
Fragnetik = 0(b + By)*u

Kemudian dengan mengelompokkan vektor i untuk sumbu —x , maka diperoleh
persamaan momentum linier sumbu - x sebagai berikut :

(aﬁ+_aﬁ+_aa)_ aﬁ+( O 62ﬁ+62ﬁ N
P ot T Yoz ”ay IR X y

k% — o(b + By)?a (4.22)

dan dengan mengelompokkan vektor j untuk sumbu—y, maka diperoleh persamaan

momentum linier sumbu - y sebagai berikut :

(617+_617+_617>_ aﬁ+( P 6217+6217
P ot %oz " Yay) T Tay W 972 ' 932

kS~ o(b +By)*w (4.23)

4.1.3. Persamaan Momentum Angular
Persamaan momentum angular dimiliki oleh sebuah obyek karena
kemampuannya yang dapat melakukan gerak rotasi. Pada peneltian ini, karena
menggunakan fluida mikrokutub yang memiliki kemampuan gerak mikrorotasi
yang dapat mempengaruhi aliran dari fluida dan fluida tipe ini juga terbentuk dari
struktur mikro yang partikel-partikel didalamnya dapat berorientasi secara acak
pada media kental, sehingga fluida ini juga memiliki momentum angular yang
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terbentuk dari prinsip-prinsip hukum Newton Il dan momentum linier sebagai
berikut :

d
Efn(t) pudx = fﬂ(t) pf dx + fan(t) t, dS (4.24)

Pada persamaan (4.24) dapat diasumsikan kedalam persamaan momentum angular
sebagai berikut :

d

= Q(t)p(x X u) dx = fﬂ(t)p(x X f) dx + fan(t)x X t, dS (4.25)
dengan Teorema Green yaitu :
S ® X ta dS = [y (8 X (V.T)+T,) dx (4.26)

V.T adalah bentuk penulisan lain dari divT, dan T, adalah vektor e;, T,
dimana e, adalah alternating tensor Levi-Civita, sehingga diperoleh :

Du
fxx(pD—t—pf—V.T) dx = fodx
Q(t) Q(t)

Pada fluida mikrokutub ini diberikan body torque (g)per satuan massa yang
ditambahkan pada tekanan (f), dan pasangan tekanan (c,) yang juga
ditambahkan pada tekanan normal (t,,). Sehingga keseimbangan dari momentum

anguler total adalah :

%fp(l+xxu)dx= jp(g+x><f)dx+

Q(t) Q(t)

Jag(€n + % X o) dS (4.27)

t, dapat pula dinyatakan ke dalam bentuk m.T, begitu pula dengan c, yang
dapat pula dinyatakan ke dalam bentuk m.C. (C = couple stress tensor).
Sehingga :

pD%(l+x><u)=pg+px><f+V.(x><T+C)(4.28)

Dengan mengasumsikan bahwa momentum angular internal dituliskan dengan
notasi vektor komponen l; = (i = 1,2,3) dan l; = I;;wy,

I adalah koefisien mikro inersia dan fluida yang merupakan fluida mikrokutub
yang isotropik serta I;;, = 18, , maka persamaan dilakukan reduksi menjadi :

pI=2=pg +V.C+T, (4.29)

dengan teorema pengangkutan Reynolds :
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Dw

dw
P’E—P’(at“‘ (V. “’>)

Maka persamaan (4.29) menjadi :
pl(S2+wu(V.0)) =pg+V.C+T, (4.30)

Fluida mikrokutub didefinisikan sebagai fluida isotropik dengan couple stress
tensor C dan T,

Cij = awk,kSi]- + ,Bwij + )/wj,i (431
Tx = e,-]-kT]-k = Zke,-kmum,k — kal (432)

Persamaan (4.31) dan (4.32) dapat dinyatakan kedalam notasi vektor Gibbsi
sebagai berikut :

VC = (a + B))V?w + yV: w

VC = (a+ B)Vw + yV?w — yV X (V X )

VC=(a+B+y)VV.w — Vy X (VX w)

VC =—yV X (VX w)

dan

T, = kV X u — 2kw

dengan melakukan subtitusi tensor C dan T, serta w = N, maka diperoleh :
pl (35 +u (V.N)) = =YV x (VX N) + k(=2N + V x w) (4.33)

dengan :

N = Daerah mikrorotasi (0,0, N)

K = Kekentalan (viskositas) vortex

I = Densitas mikro inersia

y = Gradien kekentalan (viskositas)

Dari Persamaan (4.3) dapat dituliskan :

p1(6t+aa—”+ﬁ@)=y(g+g;) k(2N+——Z—Z) (4.34)
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yang merupakan persamaan momentum anguler dari magnetohidrodinamik yang
tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida
mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet.

Pada penelitian ini digunakan kondisi batas saat t < 0 yang berarti bahwa
sebelum dilakukan pengamatan sebagai berikut :

t<0:u=v=
>0:u=v=0,

untuk setiap X,y
= —n— paday = 0(4.35)
u=1u,(x),N = Opaday—>oo

I

4.2. Transformasi Variabel Tak Berdimensi
Dari persamaan persamaan pembangunan yang didapatkan dalam bentuk
berdimensi, selanjutnya akan dilakukan proses transformasi persamaan
pembangunan, dari yang berdimensi ke bentuk non dimensional. Menurut Ali
(2010), variabel-variabel tak berdimensi yang digunakan sehingga
persamaan-persamaan berdimensi setelah ditransfromasikan menjadi tak
berdimensi adalah :

Re adalah bilangan Reynolds, dimana Re = % dan v adalah viskositas

kinematis yang merupakan perbandingan antara viskositas dinamis dengan
densitas yang dapat dinyatakan sebagai v = %. Kemudian dilakukan proses

subtitusi variabel-variabel tak berdimensi di atas ke dalam persamaan
aoBy?
PUso
serta K =§ kemudian dengan mengasumsikan bahwa medan magnet

pembangun yang telah didapatkan dan dengan mendefinisikan M =

menginduksi fluida yang mengalir melalui bola bermagnet besarnya adalah i

dari besar medan magnet dari sumber yang dalam hal ini adalah bola
bermagnet. sehingga diperoleh :

Persamaan Kontinuitas :

a(ru) 6(rv)
ot =0 (4.36)

Persamaan momentum sumbu X

(6u+ au+ au) +(1+K)62 LA+E) 2u+
Jt “ax ay)  ox Re 0x?
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ON 25

Persamaan momentum sumbu -y.

1(av+ 8v+ av) 6p+1+K62v+1+K62v
Re\dt ' “ox ”ay dy  Re? 0x? Re 0y?
Ko _mM, (4.38)

Re? 0x 16 Re

Persamaan momentum angular .

(6N+ 8N+ 6N)_(1+K) 1 62N+62N
ot | “ox ”ay B 2/ \Re 0x? = dy?
du 1 ov
K (2N + = =2 (4.39)

Berdasarkan variabel-variabel tak berdimensi di atas, maka kondisi awal dan
kondisi batas diberikan :

( t <0: u=v=Nuntuksetiap x,y
Ju
> . = = = —1 — —
t=0:u=v=0,N naypaday 0
\ u=1u,(x),N=0paday > o

4.3.Pendekatan Lapisan Batas
Pendekatan lapisan batas digunakan karena lapisan batas yang terbentuk
dari magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir
melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet
adalah sebuah lapisan yang sangat tipis yang mana bilangan Reynoldsnya

mendekati tak hingga (Re — o0), sehingga Rie — 0. Dari hal tersebut, maka

akan berpengaruh pada beberapa persamaan yang terbentuk di bab 4.2 dan
akan menjadi persamaan sebagai berikut :

1. Persamaan Kontinuitas :
o(ru) , o(rv) _

ot = (4.40)

2. Persamaan Momentum Sumbu - x :

ou ou ouw _ dp Oz_u ON 25
Gr+uZ+vE)=-L+ U+ S+KE - Zmu (4.41)
3. Persamaan Momentum Sumbu -y :
~® oy (4.42)

ay
4. Persamaan Momentum Angular :
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(Z—’Z+u2—’:+v3—’yv) (1+§)(ZZTIZ)—K(2N+Z—§) (4.43)

Dengan menggunakan pendekatan lapisan batas maka diperoleh
persamaan baru (4.40), (4.41), (4.42),dan (4.43). Pada persamaan momentum

sumbu -x (persamaan 4.41), tekanan tidak memberikan pengaruh pada
kecepatan searah sumbu - x. Dengan demikian persamaan momentum linier

yang ada pada sistem menjadi hanya persamaan momentum pada sumbu - x
saja. Sehingga pada persamaan momentum untuk aliran bebas pada fluida
yang megalir melewati bola bermagnet adalah :

aue au—e aue _ a ue P —
(B tu gt +v3e) = -2+ A+ K0T+ KT - ZMu,  (4.44)

Pada kecepatan aliran bebas dimana u, = %sin x, maka diperoleh :

Oue _ n Oue _ o 0%ue _ ON _
?—O,ay—o,ayz—o,danay—o (4.45)

Dari persamaan (4.45) kemudian dilakukan subtitusi ke persamaan (4.44),
sehingga diperoleh :
ou, dp 25

Yeox T ox 16
Dapat pula dituliskan sebagai berikut :

dp 6ue
—-= + M (4.46)

Persamaan (4.45) dlsubtitusikan ke Persamaan (4.41), maka didapatkan
persamaan baru sebagai berikut :

(E)u_l_ (’)u+ 6u)_ U, © 4 Mu, + (14 K) 2u_i_KaN ZSM

ot T Yox T Vay) THegx T e ay 16 °
ou u u aue

(E+uax+v$)= +(1+K) +K———M(u w,) (4.47)

4.4.Fungsi Alir (Stream Function)

Berdasarkan banyaknya variabel yang digunakan pada persamaan-
persamaan dari sistem magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan
batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah
pengaruh medan magnet, maka dilakukan penyederhanaan. Penyederhanaan
juga bertujuan untuk mempermudah proses komputasi, karena itulah
diperkenalkan fungsi alir (stream function). Pada penelitian ini aliran fluida
mikrokutub yang melewati bola bermagnet adalah aliran dua dimensi yang

melewati sumbu -x dan sumbu -y, maka terdapat komponen kecepatan
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u yang searah sumbu - x dan komponen kecepatan v yang searah sumbu -y,

sehingga fungsi alir dari komponen u dan v adalah sebagai berikut :
19w __1o¥
U= danv = - (4.48)
Persamaan (4.47) yang diperolenh kemudian disubtitusikan ke persamaan
(4.40), (4.46), dan (4.43), maka diperoleh :

1. Persamaan Kontinuitas :

d(ru) N a(rv)

dx dy
d / 10¥ 0 10¥
a—x(rza) * @(‘r;a—x) =0
0’y 0%y
dxdy B dxdy -
2y 2y
:xay - :xay (4.49)

2. Persamaan Momentum Linier :

<au+ 6u+ au)_ ou, +(1+K)62u+K6N
ot " %ox T Vay) T e ax 3y
25M

E (u ue)

<a 10%\ /(10¥\ @ /10¥ 10%\ 0 /10¥
&(?63}) (r@y)&(?@) <_;a>ay(ray)>_
10y

(;7) N 25 10%

oy KE‘E”’((FW)_%)

1% | 10¥ % 1.d (atp)z 10%d%p aue 193y
ay

royot r? ay dxdy r3dx
N 109
K3 -2 (u ( - $)> (4.50)
3. Persamaan Momentum Angular :
<6N+ 6N+ aN) _(1+K) 0*N K(2N+au>
ot Yox " Vay) T 2)\ay? dy

(6N+(16'P>0N+( 16'P>6N)_(1+K> 0°N
ot  \r dy/ ox rox) dy) 2/ \ dy?

ue
¢ ox

r2 9x dy:
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wlan+ d (16‘}’)
ay r dy

ON 10¥ 0N 10¥oN K\ (02N 1 9%y
(Gt +1ayor ~ravay) = (143) (52) — K (2V +155)

(4.51)

4.5.Persamaan Similaritas

Pada persamaan similaritas ini, akan diubah persamaan pada fungsi alir
ke dalam variabel-variabel similaritas. Persamaan momentum linier dan
persamaan momentum angular yang pada fungi alir ditransformasikan
kedalam variabel similaitas yang terdiri dari 2 tipe waktu yaitu untuk waktu
kecil (Small Time) dan waktu besar (Large Time).

Untuk waktu kecil (Small Time) dimana t < t* dengan sebarang nilai
t menurut Mohammad (2010) , diberikan persamaan sebagai berikut :

W = tau, (Or(O)f (o, ©)

dengan,
_Jy
=1z
N =t 2u,(x)h(x,n,t) (4.52)

Selanjutnya dilakukan subtitusi pada persamaan tersebut di atas ke
persamaan momentum linier yang dimiliki, maka diperoleh :

s, n’s T P A L
(1+K)55+ 2anz+1f< +t [1 6n2)]+

25 _ 9 a_ff"z_f_a_faz_f_lﬂ ﬂ)
16 Mt (1 611) =t anat + tue (an ondox dxan? r dxf an? (4'53)

Selain itu momentum anguler yang diperoleh dari hasil subtitusi Persamaan
(4.53) adalah :

0%h T]ah 1 due dh af ah
(1+2)am a2 o Uy —hay) = e
2/ 0n? 2677 2 an Jt
af 0h  9fdh 1dr
tu, (%a—a%—;afﬁ) + tK (Zh +3_772) (4.54)

Sedangkan untuk variabel similaritas pada waktu besar (Large Time) adalah
sebagai berikut :
¥ =u,(x)r(x)F(x,Y,t)

dengan ,
Y=y
N =u,(x)H(x,Y,t) (4.55)
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dengan melakukan subtitusi pada persamaan (4.55) di atas ke persamaan
momentum linier yang dimiliki, maka diperoleh :

due aF oH 25 oF\ _
(1+K)ay3 [1 =) +Fm)]+K5+t+EM(1—5)_
0%F oF 62 OF 0%F 1dr
ot (e - -2 ) (4.56)

Selain itu momentum anguler yang diperoleh dari hasil subtitusi Persamaan
(4.55) adalah :

(1+5) 5+ (PG -n5) =St u (G- 5 F ) +
K (2H +57) (457)

Pada penelitian ini, fokus penelitian adalah di sekeliling bola bermagnet,

du 3 . ..
dengan d—xe=5 dan u, =0 sehingga Persamaan monentum linier

(Persamaan 4.53) dan momentum anguler (Persamaan 4.54) pada waktu
kecil (Small Time)adalah :

A+K) e+ 2L g 2 e [1—(61) +f62f)]

an3 ' 20n2 an
Eme(1- g—j;) —¢ :n;t (4.58)
(1+ ) 2+”"’h+ htt (fg;l hZ;) +tK(2h+ 2 )@4.59)

dengan kondisi batas sebagai berikut :

t<0: f=g—;=h=0untuksetiapx,n (4.60)
t=>0: f_Z—;—O h——na—padan—O (4.61)
g—fl—lh—Opaday—wo (4.62)

Sedangkan untuk waktu yang besar (Large Time), persamaan momentum
linier dan persamaan momentum angulernya adalah :

6F 0H
(1+K)6Y3 [1— 37 +Fm)]+KE+
25
oM (1-3) = 5 (4.63)
9°H 3 0H oF OH
(1+5) 5+ E(FE_HE)—E“LK(ZHJFW) (4.64)
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dengan kondisi batas sebagai berikut :

__OF _ _ 0%F _
F=—=H=-n_>0 padaY =0 (4.65)
oF
oy = 1,H=0padaY - o (4.66)

Pada Persamaan (4.58) dan Persamaan (4.59) dengan tanda (") menunjukkan
turunan terhadap n dapat pula dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut :

A+ Kf" +2f"+ KR +2t[1 - (F)2 + ff)] +
Emea - =tL (4.67)

ot

K 17 / 1 3 12 / oh 17
(1+2)n + 20 +2h+2e(fn — hf) = t 2+ tK(2h + ) (4.68)

Pada Persamaan (4.63) dan Persamaan (4.64) dengan tanda (') menunjukkan
turunan terhadap Y dapat pula dinyatakan dalam bentuk sebagai berikut :

(L+K)F" + KH' +2[1— (F)? + FF")] + ZM(1 - F') = aait (4.68)

(1 + g) H" +2(FH' = HF') =22+ K(2H + F") (4.69)
OF ., o OH _ .,

dengan I F' dan o= H

Kondisi awal untuk masing-masing fungsi f,f’,f"' dan h,h’ diperoleh
dengan cara melakukan subtitusi t = 0 pada sistem Persamaan (4.68),
kemudian diselesaikan dengan kondisi batas, sehingga diperoleh sebagai
berikut :

fnerf n \+2\/(1+K(1—n))<e-m_1>
2J(1+K(1—n))/ "

; n
/= erf<2\/(1+1((1—n)))
" 1 e
4 _\/n(1+K(1—n))e( Y
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Dengan menggunakan h = —nf"’ sebagai kondisi batas, maka diperoleh :

—nn ot
h = e4(1+K(1—n))
2(1+K(1 —n)Jr(1 + K(1 —n))

n ot
h' = e4—(1+K(1—n))

\/7‘[(1 +K(1-n))
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BAB V
PENYELESAIAN MODEL MATEMATIKA

Pada Bab ini akan dibahas penyelesaian dan simulasi numerik dari
model matematika dari magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan
batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah
pengaruh medan magnet yang telah diperoleh pada Bab IV. Penyelesaian
yang digunakan untuk model matematika yang diperoleh adalah dengan
menggunakan metode Keller-Box. Metode Keller-Box adalah metode yang
tepat dan  efisien  untuk  penyelesaian  persamaan-persamaan
magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir
melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet
karena persamaan-persamaan dari sistem tersebut merupakan persamaan
diferensial parsial parabolik. Langkah-langkah penyelesaian  numerik
persamaan-persamaan pada sistem tersebut adalah sebagai berikut :

1. Persamaan-persamaan pada sistem yang merupakan orde tinggi dibentuk
menjadi persamaan-persamaan orde pertama.

2. Dilakukan proses diskritisasi dengan menggunakan metode beda hingga
pusat.

3. Dilakukan proses pelinieran persamaan-persamaan Yyang diperoleh
dengan menggunakan metode Newton yang kemudian disajikan dalam
bentuk matriks vektor.

4. Hasil dari proses pelinieran diselesaikan dengan menggunakan teknik
eliminasi matriks blok tridiagonal.

5.1. Langkah-langkah Metode Keller-Box

Pada langkah pertama, dilakukan proses merubah persamaan-persamaan
orde tinggi menjadi persamaan-persamaan orde pertama dan melakukan
permisalan fungsi sebagai berikut :

1. Waktu Kecil (Small Time)

f'=u (5.1)
u' =v (5.2)
h' =q (5.3)

dengan memisalkan Persamaan (5.1), (5.2), (5.3) ke Persamaan (4.67)
dan (4.68), maka diperoleh :

(1 +K)v'+gv+Kq +§t[1 —u?+ fv)] +
25 ou
RMt(l —u) = ta (5.4)
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, on
(1+§)q +gq+%h+%t(fq—hu)=ta+tK(2h+v) (5.5)

2. Waktu Besar (Large Time)

Py (5.6)
U =v (5.7)
H =Q (5.8)

dengan memisalkan Persamaan (5.6), (5.7), (5.8) ke Persamaan (4.67)
dan (4.68), maka diperoleh :

A+KV'+KQ+i[1-U2+ NI +ZMa-) =2 (59

(1+5) @ +3FQ - HU) =22+ K(2H +V) (5.10)

Pada langkah kedua dilakukan proses diskritisasi pada model matematika
yang diperoleh pada waktu kecil (Small Time) dan pada waktu besar (Large
Time). Pada Persamaan (5.1) — (5.3) dan Persamaan (5.6) — (5.8) menggunakan

titik pusat atau titik tengah (77]-_3» t”) pada ruas P, P,dengan beda hingga pusat.

Sedangkan untuk persamaan-persamaan yang tak linier seperti Persamaan (5.4)
— (5.5) dan Persamaan (5.9) — (5.10) digunakan titik pusat atau titik tengah

1
(77]-_1» t”"5> pada segi empat P, P,P;P,. Untuk lebih memahami pernyataan di
2

atas lihat gambar di bawah ini :

e g

diketahug

n

.r 1 | T

O pusat

O  Tdak diketalnm

| B
£

Py

ﬂ.
T
(]
. |
-—
K]
~taryF p———{ ¥
_____1:,_____.I'

¥

T
-3

Gambar 5.1 : Gambar Stensil Beda Hingga
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Diskritisasi Waktu Kecil (Small Time)

- 1
(J lj] 1) = Jn_l - — (f) ]711) = E(ujn —_ u}l_l) (511)
ult—u" 1
( j zj] 1) — U]_l - = (u ]Tl_l) = E(v]ﬁ — an—l) (5.12)
(np-nr,) 1
=gl o (k) =5 () -4l (5.13)
Untuk persamaan momentum linier (5.4) adalah sebagai berikut :

n n-1
1 n n-1 n—= uj_E - uf__
E [(Ll)j_% + (Ll)j_%] =t =2 o

dengan

n

(Ll) 1—[(1+K)v +Zv+Kq+ t(1 —u? +fv)+§Mt(1—u)] )
j-

( n_v] ) i3
(Ll) 1—(1+K) + 2(17?11)4'1((6[1.11)4‘
l] 2 J=3 J=3
Et” 1—(un ) +f v +§Mt"<1—un )
2 i3 -5 i3] " 16 j->

dan,

Ui 3 25
—v+Kq+=-t(1-u?®+ fv)+—Mt(1 —u)]

n—-1 __ ’
(L) = |+ v+ = =

(Ll)]’.‘_1 (1+1<)( z] i) n2 (J_rl_—;)JrK(q?__;)Jr

3 25
n-1 n-1 Fn—1,, n-1 n—1 n—-1
2! (1 (”12) * -2 Y §>+16Mt (1 ”j—%)

Sehingga diperoleh Persamaan sebagal berikut :

vt —vt,) M2
a0 )Y (o) K (a1) +
2 2

I 2

5t"<1—<un 1> +f 117 1>+§Mt" (1—u” 1)

2 1'—5 ; 16 =
) -2 n-1

1K) l] 2 (12) K(qf—§)+

3 25
“n-1 _ n-—1 n-1_n-1 n—1 _ -1
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1 1

n—; "3
=2 u -2 w3t
kn iy T kM i

dan dapat ditulis dengan

arioU ), ]“( }‘_;)*K (#2)*

L 2
Et” 1—<u” ) +f v +§Mt”(1—u" )—
2 -3 -5 i3] 16 -2
1
t""2 n v]_n—l _vfn—_ll) nj_% n-1 n—-1
25 4y = (K I T2 (”j—% ) _K<qj—§ ) B
1
3 25 t"2
“in-1 _ n-1 n-1,,n-1 n-1 n-1\ _ n—1
2" (1 (’ﬁ'—%) T 1—;) 16t (1 - ;) 2 Y-t
(5.14)

Untuk persamaan momentum anguler (5.5) adalah sebagai berikut :

-1
=k

1 -1 n-| /72 2
S|@or s+ @y = e |

dengan

K\ . n 1 3 "
n — _ = _ — — —_
(Lz)j_% = [(1 + 2) q + 54 + > h + > t(fq—huw) —tK(2h + v)]j_l

n (qJ _q] 1) ]__< n ) 1 n
(L2); 1 <1+2> I 7 \G2) Tt

(f n 1 , 1uTl 1) +t"K (Zhn 1+ U.n 1)
J E J ]=5 J—

2 2 2 2

dan

— K\ ., n 1 3 nl
(Lz) 1+—= > q +§q+§h+§t(fq—hu)—tK(2h+v)
i1

K\ (a7 —qf} 11) 1
n—-1 _ - J J— n—
(Lz)j—§ = <1 + 2) I 2 (q} ) zh

3
n n-1_n-1 n-— 1 n-1 n n-1 n—-1
— K
2" <f1 L T h 1—2> Tt ( s +vj—§)

Sehingga diperoleh Persamaan sebagai berikut :

K (q’? - qf‘_l) U 1
1+ —) e ( ) +o s+
( 2 ] 2 \54) 7254

3
Snfm o n _n _n n n n

2 2 2 2
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K (7 -a) 1
1+ —) 2 ( ) += h
( 2 ] 2 \91) Tl
> n<fjn11qn 11 hn 1 n__l) tnK( hn 1+vn 1)
L n_lz 2 2 2
by, n—-1
=2 kn hj—g kn h——

dan dapat ditulis dengan

iy (@ - a) 7 1
1 —) - 2( )+ h +
( 3 L G1) TN

3
oo
2 f} ;q]—z h] ;u]_% t"K Zh ;+l7] - K ]_E

(q —4j) ”f—%(qn 1> Lonm1_
l] 2 J=3 2 J‘%

_1
“¢n (f’illq"__l (ireTis 1) t"K (Zh" Ly "11)—21—,12@‘_‘; (5.15)
2

J=3 173 7 I3 2 2

2. Diskritisasi Waktu Besar (Large Time)

FI'—FI*

(z—) = Ul = (R = AL = 5 (U - U) (5.16)
W) _yn, S 2 = up) =27 - v) (5.17)
lj RN j-1) =3 \j -1 :

HY -y
/), l].] ) Q}! i (H” H) =5 (QF — Qy) (5.18)

Untuk persamaan momentum linier (5.9) adalah sebagai berikut :

3 25 n
L)1 = [(1 +K)WV' +KQ+=-(1—-U?+FV)+—M( — U)]
j—3 2 16 j-4

V" - v)

Lols = A+ K~ —

] +K(QJT‘1)+

3 2 25
1 n ) n yn ( n )
2( (Lj_% '1] 1[/ ) 16M 1—U -

dan,
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( n-1_ pyn-1
LS =1 +K)

3 2
“(1- (U.”‘ll) +FVT ) =M (1 - U."_11>
2 J=3 =3 J—3 1 i=3

Vit -t
(L, ’.l‘f=(1+1<)—(’ )
J=3 l]
3 2
—(1 —~ (U.”_11> +Fh v
2 i i=5 -
Sehingga diperoleh Persamaan sebagai berikut :

R L G e (R CARTAR

i 2 =2/

25 V,n—l _ V'Ti—l
—M(l U )+ a +1<)’—“)+K(Q?‘11)+
16 l] ]_E

3 2 25

_ 1 _ Un—l) Fn 1Vn 1 M (1 _ Un—l)

2< ( i-3 2 16 i3

-t et
=2t yn, ol gy

[\ ALE kn ]——

dan dapat ditulis dengan

3 2
(1+K)( J ] 1) (Q 1)+—<1—(U.n1> +F.n1V.n1>+
] J= 2 J=3 J=5 J=3
1

n—1

25 t"2 (vt -vry
—M(1- ") 2 n=—(14K)L—1—7 —K( "‘1)—
16 ( v P L e

3 n-1 n-1y,n-1 25 n-1 tn_% n-1
E(l - (Uj—% ) + F’ V ) - EM (1 — Uj—% ) — Zk—nt_% (5.19)

]__

Untuk persamaan momentum anguler (5.10) adalah sebagai berikut :
n 1 — Hn—ll

1 1 -5 T
S| @y + @y = e |
dengan

L) = [(1 + g) 0 + ; (FQ — HU) — K(2H + V)]
2 j_l

(L).1=<1+2>M 3(F"lQ —H,"_lU,"_l)—

L 2\ 3 3 I3
K <2Hj”_l + V.’il)

2 =3

dan
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(L, )" ! [(1+K>Q +=(FQ—HU) — K(2H+V)]

]__

n (Q Q]nll) n-1,n-1 n—1yyn-1
1) <1+2>f 2<F2Q12 ~ ) -

)
K <2H."_11 + V."Il)
J=3 J=3

Sehingga diperoleh Persamaan sebagai berikut :

(1+3) @ S URCISAUBE

S (QF ' —Qf)
K(ZH],_% + Vj_z) (1 + 2>f +

3<F” tQrat - B 1) K(ZH."_ll +V.";1)
2 > I3 J—— 2 j—3 j—3
n—% n—l

n_ n-1
PR 2 i

t
=2

dan dapat ditulis dengan

<1 + 2) M 2 (F*.‘_lof‘_l - H*F_lu’;) -

l] 2 J 2 J 2 J 2 J 2
1
t"2 (Q Qi)
n n n AT D e D
K<2H1_1+V 2) 2= ML = <1+ 2> ;
1
(F” QI - HIUT 1)+K(2H” A 1)—2 “HM (5.20)
]__ ]__ 2 2 2 ]_E

Pada langkah ketiga dilakukan proses pelinieran persamaan-persamaan yang
diperoleh dengan menggunakan metode Newton yang kemudian disajikan
dalam bentuk matriks vektor. Persamaan-persamaan yang dimaksud adalah
Persamaan (5.11) - (5.20). Sebelum melakukan proses pelinieran,
diperkenalkan bentuk iterasi untuk metode Newton sebagai berikut :

1. Pada Waktu Kecil (Small Time)
f}(l"‘l) — f}(l) + Sfj(l)
uj(iﬂ) =u® + 6uj(i)
+1) _ ®
v; = + 6vj
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WY = h® + sh®

g\ = ¢\ +5q" (5.21)
Kemudian dilakukan subtitusi dari bentuk iterasi (5.21) ke sistem
Persamaan (5.11) — (5.15), sehingga diperoleh Persamaan-persamaan

sebagai berikut :

I l
(85 = 8fj-1) =5 (0 = Sws) = =(F" = £22) + 5 (uf =)

(5.22)
’ ’
(6u) = Suj-) =5 (6v; = 8vj1) = (' —uLy) + 5 (v = vLs)
(5.23)
L; L;
(8hy = 6hy1) = (6a; = 84;-1) = =(h = i) +5 (4} — a}-1)
(5.24)

(1+K)

(6v; — 6vj_4) . -1 <6v]- + 6vj_1) i (6q]. + qu_1> B

L 2 2 2

2
§tn2 n <5u] + 67.1,]'_1) _ §tn <5u] + 6u]-_1> + étnfn <6U] + 61]]'_1)
2

2 j—3 2 2 2 2

+§tnvn ) <6fj + 6f]_1) +§tn (6f] + 6f]_1) <6v] + 617]'_1) _
J 2

2" s 2 2 2

1

25 ou; + ou;_ t" 72 (6u; + Su,_ vt — vt

16 2 kn 2 lj
77]-_% n n 3 n 2 n.n

— — —tn — —
2 (”f—%) K (qf—é) 2" (1 (”j—%) * G—;vj%)
1

25 yrim Y R t"72 n
16 Mt (1 u},_;) 2 o uj_% + Rl (525)

< 1() (6q; —8qj-1) i (8q;+8q;1\ 1 (Sh; +Shj,
14+ + +o |l ———+
2 I 2 2 2 2
85q.+68q,_,\ 3 8f. +6f._
nen (Z0 " U7LY  Zunen (21 I
tfj—§< 2 >+2tqj—§( 2 )+
o Of; + 0f i1\ (99; + 991 _ 3y (04 H 0%\
2 2 27 2
3 n.n 5h] + (Shj_l 3 n 6h] + 5hj-1 Su] + 5uj_1
2t Yt 2 —3t 2 2 -

K <5h] + 5h1_1> _ g (517] + 5vj_1> _5 t"2 <5hj + 6h1_1>

N| W

N| W

N

2 2 k" 2
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(q] _QJ 1) 7’]__ n 1 n
(1 * 2> L 2 (qj—é) WEEE

n—1
2

t n
TRy (5.26)

Etn (fn1qn 1 th 1uTl 1) —t"K (Zhn 1+ 17?1 1) +2
2\ Iz 5 I I

Dengan menghilangkan orde tinggi yang  terdapat  pada
6}3(1) 6u(‘) 617(1) 6h(l) dan 6q , maka diperoleh Persamaan yang lebih
sederhana sebagal berlkut :

(6f; — 6fi-1) — 2 (8w — Sjy) = (ry); (5.27)
(611.] - 61{]‘_1) - %] (617] - 617]'_1) = (rZ)j (528)
(6h; — 8hj—) — 2 (8 — 8;-1) = (1), (5.29)

(al)j(Svj + (az)j&fj_l + (a3)15fj + (a4_)j6f)'_1 + (a5)]5uj +
(ag)j0uj_q + (ay);0q; + (ag)j6q;—1 = (14); (5.30)

(b1);6q; + (b3)j6q;-1 + (b3);6f; + (by);6fj—1 + (bs);6u; +
(b6)]-6uj_1 + (b7)16h] + (b8)16hj_1 + (bg)]&ﬂj + (blo)jSUj_l

= (135); (5.31)
dengan

(r)j = —(f" = f0) + 2 (uf +uy)

(r); = _(uj - 1) + 4 (U +v 1)

(r3); = —(h]' - j—1) +§](Qj + CIj—1)

)y =~ 40 =) T (o) -k (a72) -

L 2 -3 J=3
Et" 1—(u” ) + frvl —Z—Mt"( )
2 -3 -5 i) 16 %
"2 n ) ML

2 u};—(1+K) l] (1——) (1——)
3 2 25
—_sn-1 _ n-1 n-1.n-1)__ =% n—-1 _ . n-1
2! (1 (”f—%) i vj—§> T (1 ”j—%)

t"2 poq
—Zom Y
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K (q;l_q;l—l) nj_% n 1 n
=~ (T ) L
t" (fnlq.” . —h"u® 1) + t"K (ZhT‘ v 1> -
2 R 2 /2 J= I3
1
2 g (1+5) G/ = ”1‘3( ") -
k™ i 2 L 2 \92
1 3
Sh =S (£ — Rt ) ek (2 )
2 2 2 2 2 2 2
tn_E n—-1
~ 2
a+Kk) M-: 3
(@); = ? z T3t
(1 +K) n_% 3 ngegn
(az); = — ; +— gt ];__%
3
(ag)j = Ztnv]n__
2
(a4)j = (a3)j
25 "
= — —tnh n — n __
(as); 2t u_% 3ZMt e
(a6)j = (as)j
1
(a7)j = EK
(aS)j = (a7)j
K
(1+3) ma 3
= 2 / —yngn
(bl)] l] 4 +4t ];__
K
(1+3) ma 3
= 2 173 i ngen
(b2); L Tt 73'—%
3
(b3)j = Zth;l_l
2
(by)j = (b3);
3 -~
(bs)j = _Zt hj_l
2
(be)j = (bs)j
1 3 t"z
, T e — — n,n _+n _
(b7); 27t U t"K e

(bg)j = (b7);
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1
(b9)j = _EtnK
(blo)j = (bg)j

Mengacu pada kondisi batas pada (4.60) — (4.62), maka dapat dinyatakan
bahwa5f0 = 0,5u0 = 0,6h0 = O,(SuN = O,dan 6hN = 0.

Pada Waktu Besar (Large Time)

+1) _ @ ®
B = B0+ 0%

Uj(i+1) _ Uj(i) " 6Uj(i)
V]_(i+1) _ Vj(i) + 51,]_(1')

HOD = gO 4 sp®

QY =@ + 50" (5.32)
Kemudian dilakukan subtitusi dari bentuk iterasi (5.32) ke sistem

Persamaan (5.16) — (5.20), sehingga diperoleh Persamaan-persamaan
sebagai berikut :

L; L;
(5Fj - 5Fj—1) _%(‘wj - 5Uj—1) = _(an - ijil) +§](an B an—l)
(5.33)
l; L;
(6U; = 8Uj—1) =5 (6V; = 8Vja) = =(U] = UL) +5 (V" = VL)
(5.34)
. L.
(6H; — 6H;-1) =5 (8Q; = 8Qj-1) = —(H' = H1) + 5 (Q] = Q}4)

(5.35)

a+ 0= <6Qf i 6QH) _

; 2

2
3,um, <5U]- + 6Uj_1> _§<6U,- + 6Uj_1> .\ §fn <6Vj + 6V,-_1>
2770 2 2 2 2 2
2 i3 2 2 2 2
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25 (8U;+8U;_1\ "% (8U; + 08U, v -Vviy)
EM< : )_z _ ( : )-—(1+K)—lj
2
-K( ;) - z(l - (%—;) +h —;%-;) -
25 n t"‘% n
EM(l—UJ,_1>+2 T Ut R (5.36)
K\(6Q;—6Q;1) 3 ., (8Q;+8Q; 4
(5)00t00), 3 10,0000,
3 gn 6F; +8Fj1\ , 3 (OF; + 6Fjs 6Q;+6Q;4\
2 i 2 2 2 2
3w (BU; 08U 1\ 3, (8H+8H 1\
2 i 2 2 i 2
3 (8H, + 8H;1\ (0U; + 06Uy 1\ . (8H, +6H; 1\ _
2 2 2 2
SV;+8V, 1\ "3 (8H;+SHj_1\ K\ (@™ - Qm,)
() () ()T
%(F},’%Qf_% —~ H]T‘_%U]Tl_%) —K (ZH],”_% + I/;,’i%) +2 Hj"_% +R, (5.37)

Dengan menghilangkan orde tinggi yang terdapat pada & fj(i), Suj(i), 617].(0, 6 h]@,

dan Sq](.i), maka diperoleh Persamaan yang lebih sederhana sebagai berikut
(.5Fj —6F1) = 2(8U; = 8Uj1) = (), (5.38)
(6U; — 8U;1) — 2 (8V; — 8Vj_y) = (1), (5.39)
(6H; — 8Hy_1) — 2(8Q; — Q1) = (1), (5.40)

(a1)15I/] + (az)jSVj_l + (ag)JSF} + ((14)]'6};}'_1 + (aS)JSU] +
(ag)j0U;_1 + (a7);6Q; + (ag) j6Qj—1 = (14) (5.41)

(b1);6Q; + (b2)j6Qj_1 + (b3)j6F; + (by) j6F;_1 + (bs)j6U; +
(bg) j6U;_1 + (b7) j6H; + (bg) j6H;_1 + (by) j6V; + (b14) j6Vj_4
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dengan

(7”1)j =
(Tz)j =

(r3) j
@) j

(Ts)j =

(a1)j =
(az)j ==

(as)j =
(a4)j =

(as)j

(as)j =

(a7)j

(as)j =

(-

l.
= —(H' —H",) +2(Q} + Q}-1)
:—(1+K)(}_}1) K(Qr.l1>_
L 72
3 n 2 o 25 n
(1= aaps) - Sem (o)«
ot ( n-1 n-1
! vrt -t
2 o Uj—l (1+K) lj K<QJ'_%>
> -1 i V-3 16 -
1
_ t"z n-1
2 k™ Uj 3
K\(Q} - Q1) 3
(1.K —_—(F,” ti—H! U-")
( +2) L 2 ]_%Q_% )T
1
. Ky (0 - g
KZH" Vn) ) H" _<1 —) J j
( + kn E + 2 lj
. (F"‘lo”‘l —H'U "_1)
2\ Y U U
1
n—1 n-1 tT nt
+K(2H -|-V.1>_2_H'1
2 1= kT
w EtnFn1
L 4 3
1+K 3
( ) —tnF,nl
l; 4 Jj3
3
=_pyn"
4'j-3
= (a3)j
1
3 25 "2
= ——U 1~ 3535
2 J—3 32 k™
- (as)]
— 1[(
2
= (a7)j

—(Fr—Fy) +%(an +U,)
an—l) + ZEJ (an + Viril)
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3
— 2 S n
(b ="—="430
K
(1 + —) 3
- _ 2 ~pn
(b2); = ===+
3
(b3); = ZQ?_%
(b4)j = (b3)j
3 n
(b6)j = (bs)j
3 . t" 2
(b7)1 = —ZU]_E—K— kn
2
(bg)j = (b7)j
1
(b9)j = —EK

(b10)j = (b9)j

Mengacu pada kondisi batas pada (4.60) — (4.62), maka dapat dinyatakan
bahwa 6f0 = O,5u0 = 0,6]7,0 = O,5uN == O,dan ShN == 0

Pada langkah keempat, hasil dari proses pelinieran diselesaikan dengan
menggunakan teknik eliminasi matriks blok tridiagonal. Persamaan-persamaan
dari hasil linierisasi di atas dapat diselesaikan dengan teknik eliminasi blok
tridiagonal yang berupa matriks blok. Hal ini yang merupakan ciri dari
penyelesaian dengan metode Keller-Box, karena pada penyelesaian dengan
matriks tridiagonal, pada umumnya elemen-elemennya berisi konstanta-
konstanta. Hasil dari proses linierisasi tersebut dapat dibentuk matriks blok
tridiagonal dengan cara dinyatakan dalam keadaan yaitu saat j =1,j =N —
1,dan,j = N sebagai berikut :

1. Saat j = 1, maka diperoleh persamaan sebagai berikut :

(8, — 8f0) — 2 (Suy — Sug) = (r)s (5.43)

(uy — Sug) — L (v, — 6v9) = (ry)s (5.44)
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(8hy — 6ho) = L (89, — 80) = (r3), (5.45)
(a1)16v1 + (az)16vo + (az)16f1 + (as)16fo + (as),6u, +

(ag)16uy + (a7)16q1 + (ag)16qo = (1)1 (5.46)
(b1)16q1 + (b2)16qo + (b3)16f1 + (bs)16fo + (bs)16uq +

(bs)16ug + (b7)16hy + (bg)16hg + (bg)16v1 + (b10)167Vy

= (15), (5.47)

dengan kondisi batas &f, =0,6uy, =0,5h, =0, maka sistem
Persamaan (5.43) — (5.47) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai
berikut :

0 0 1 0 0 1
_l_1 _l_1 0 6o
0 _l_l 0 0 _l_l |5f1|+
2 6y
(@)1 (ag)h (@)1 (@) (ar):|l5qy]
-(blo)l (bZ)l (b3)1 (b9)1 (bl)l-
—%1 0 0 0 01 Suy (r1)1
Shy (r2)1
(1) (1) 8 8 5f2\—|(7"3)1
(as), 0 0 0 lgvz (T4)1
Gn @, 0 0 olde! <’”5)1
Saat j =1, dapat dinyatakan secara sederhana sebagai [A,][d;] +

[C11[82] = [n1].

2. Saat j = N — 1, maka diperoleh persamaan sebagai berikut :

(6fn-1

(buy—_1

l.
— Ofn-2) — ;j (buy—1

l.
— fuy_p) — ;j (6vn_q

—Ouy_3) = (r)n-1

—0vy_z) = ()N-1
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L:
(8hy_1 — 6hy_3) — ;j (6qn-1 —0qn-2) = (r3)N-1 (5.50)

(a)n-10vy_1 + (@) n—10VN_2 + (a3)y—10fN—2 + (@) y—10fN—2 +
(as)y-16uy—_1 + (ag)y-10uUy_ + (@7)n-10qn-1 + (Ag)N-10qNn-2 =
(") n-1 (5.51)

(b1)N-10qn-2 + (b2)N-16qn-2 + (b3)y—10fy—1 + (Dy)N-16fn-2 +
(bs)n—10uy_1 + (bg)n—16uy_z + (b7)n—16hy_1 + (bg)y—16hyN_7 +
(bg)n-10vy—_1 + (b1o)N-16VN—2 = (T5)N-1 (5.52)

dengan kondisi batas &f, =0,8uy, =0,58hy =0, maka sistem
Persamaan (5.43) — (5.47) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai
berikut :

0 0 -1 10 0
N-1 SUN_»
00 0 > 0 |f5qN_21|
0 0 0 0 _lN_—l |5fN—1|+
2 dUN_1
0 0 (ayn-1 (@dn-1 (agly-1 l5qN_1J
—O O (b4)N—1 (blo)N—l (bZ)N—l-
=
- 0 1 0 0
In_1 [Oun-2]
-1 0 0 —T‘ 0 ||6hn—2]|
Iy 1 |5fN—1|+
0 -1 0 0 - [(SUN—l
(ag) 0 (@dyes @Dyer (@)yg| 01
6/N—-1 3/N-1 1/N-1 7/N-1
-(bé)N—l (bS)N—l (b3)N—1 (b‘))N—l (bl)N—l-

—I’VT‘l 0 0 0 0|ffun-1] [(1)n-1]
1 0 00 0 [6hn-1| [C2)n-1
0 1 0 0 0 | 6fv |= (r3)n-1
(as)y-1 0 0 0 0 [ Svy (7"4)N—1J
L(bs)y-1 (b7)y—y O O Ol dan (5)n-1

Saat j = N, dapat dinyatakan secara sederhana sebagai [B;][6,_,] +
[4i115] + (6 144] = [1]
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3. Saat j = N, maka diperoleh persamaan sebagai berikut :

(8fy = 8fu-1) — £ (Buy — Suy_1) = ()x (5.53)
(buy — duy_q) — l;] (6vy —Ovy-1) = (N)n (5.54)
(6hy — 8hy_1) — l;] (6gy — 8qn-1) = (13)n (5.55)

(ap)n6vy + (ax)n6vy-1 + (a3)nOfy-1 + (@) n6fy-1 + (as)yOuy +

(ag)nOuy—1 + (a7)néqn + (ag) N6qn-1 = ()N (5.56)

(b1)NOqn-1 + (b2)n6qn-1 + (b3)NOfn + (b)) nOfy—1 + (bs)yOuy +
(be)nOuyn—1 + (b;)yOhy + (bg)yOhy—1 + (bg)nySVN + (b19) NOVN—1
= (rs)n (5.57)

dengan kondisi batas &f, =0,8uy, =0,8hy =0, maka sistem
Persamaan (5.43) — (5.47) dapat dinyatakan dalam bentuk matriks sebagai
berikut :

0 0 -1 0 0
Iy ov
00 0 ~ N o [[9VN-1]
2 l ISPN_ll
_W |l o [+
0 0 0 0 > Svy
0 0 (apy (axny (agln|l 5qy

0 0 (byy (bro)y (b

— lN
-y 0 1 0 0
Ly Suy-_1 [(rl)N]
-1 0 0 - 0 |[6hn-1]| |CG2In
Iy Sfn =|(T3)N|
0 -1 0 0 ) [ vy () n
(ag)n 0 (az)y (a)y (az)n oan (s
L(bg)ny  (bg)y (b3)y  (bo)y (b1
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Saat j =N, dapat dinyatakan secara sederhana sebagai [B;][6,_,] +

141181 = [ ].

Sehingga dari ketiga keadaan tersebut (j =1,j =N —1,dan,j = N)

unttuk j=1,2,..,N—1,N dapat dinyatakan dalam bentuk sederhana
sebagai berikut :

j=1 [A1]1[81] + [C11[62] = [11]

j=2 [B21[61] + [A:1[62] + [C,][83] = [r2]

j=N-1:  [By4]l6y-2] + [An-1][6Nn-1] + [Cn-1][0n] = [Tn—1]
j=N [Bn1[6n-1] + [An][6n] = [v]

Atau dapat pula dinyatakan ke dalam bentuk

AS =r (5.58)

Dengan matriks-matriks A, §, dan r adalah matriks-matriks yang elemen-
elemennya adalah sebagai berikut :

[A] [C4]
[Bo] [A2] [G]
A=
Baoa) [Ans) [Cn]
[By]  [An]
51 1 [7'1] 1
[
N 1J [[?:-N]l]J

Dari Persamaan (5.58) terlihat bahwa matriks A merupakan matriks
tridiagonal yang setiap elemennya bernilai nol, kecuali pada tiga diagonal
utamanya. Teknik eliminasi blok digunakan untuk menyelesaikan
Persamaan (5.58) dengan cara matriks A yang terbentuk dasumsikan
merupakan matriks yang non singular. Dari asumsi tersebut, matriks A

dapat difaktorkan
A=LU (5.59)

dengan matriks L dan matriks U sebagai berikut :

60



4]
[B2] [61]
L=
[an-1]
[Bn] [an]
1 [r]
[1] [r2]
U=
(1] [Iy-i]
[1]

Dengan matriks identitas [I] berdimensi 5 x 5 serta[a;] dan [I;] adalah matriks
berukuran 5 x 5 dengan setiap elemennya ditentukan oleh persamaan-persamaan
berikut :

[a1] = [A]
[a,][11] =[C4]
] = (4] = [Bi][[j-1). 1 =23, .., N
[o][15] = [¢] ,ji=23..N-1

dengan melakukan subtitusi Persamaan (5.59) ke Persamaan (5.58) maka
diperoleh Persamaan

LUS =71 (5.60)
Dengan US = W, maka Persamaan (5.60) menjadi
LW =r (5.61)
dengan,
[Wi]
vl |
W = :
i
(Wil

dan [Wj] merupakan matriks 5x1 dengan setiap elemennya diperoleh dari
Persamaan (5.61) yaitu

[a:][W1] =[r]

lglw] = [5]-[BlW-a].2<j<N

Kemudian diperoleh setiap elemen dari matriks W, sehingga dapat diperoleh
penyelesaian dari § pada Persamaan US§ = W dengan menggunakan Persamaan
di bawah ini

[5;] =[]

] = [W]-[5][8] 1<j <N -1
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Setelah diperoleh nilai §, maka Persamaan (5.38) — (5.42) dapat dipakai utnuk
memperoleh solusi dari Persamaan U§ = W dengan menjalankan iterasi
sampai kriteria konvergensi terpenuhi. Dengan kriteria konvergensi v(0, t) dan
iterasi berhenti pada |6v(0,t)| < € dengan sebarang nilai e > 0 yang sangat
kecil (Cebeci and Bradshaw). Menurut Mohammad pada tahun 2014, € yang
digunakan adalah 107°.

5.2. Hasil Simulasi Numerik

Pada Bab 5.1. telah dilakukan penyelesaian dari model matematika yang
diperoleh dari permasalahan magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan
batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah
pengaruh medan magnet dengan metode Keller-Box. Selanjutnya dilakukan
simulasi dengan memberikan inputan beberapa variasi yaitu variasi magnetik
(M) dan variasi parameter bahan / mikropolar (K) pada titik stagnasi terendah
yakni x = 0°. Selain itu, juga dilakukan variasi pada jenis-jenis aliran yang
terjadi yakni saat n =0 dan n = 0,5 yang berarti bahwa aliran fluida
mikrokutub yang terjadi adalah pada konsentrasi pekat dan setengah pekat
(Abdel-Rahman 2009; Das, 2012). Selain itu untuk variasi n = 1 yang berarti
bahwa fluida mkrokutub yang mengalir secara turbulen. (Das:2012). Dilakukan
simulasi numerik bertujuan untuk mengetahui bagaimana profil kecepatan dan
profil mikrorotasi dari pengaruh variasi magnetik (M). Dengan én = [; = 0.1
yang berarti bahwa step sizen dan 8t = k™ = 0.05 yang merupakan step size
dari t. n merepresentasikan ketebalan dari lapisan batas yang terbentuk.

5.2.1. Pengaruh Variasi Parameter Magnetik terhadap Profil Kecepatan
Pada kajian tentang magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan
batas yang mengalir melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah
pengaruh medan magnet dilakukan pengamatan pada profil kecepatan dari
aliran fluida yang dipengaruhi oleh medan magnet yang berasal dari bola
bermagnet dan fluida yang terinduksi medan magnet. Sebelum dibahas
mengenai hasil simulasi numerik dari penelitian ini, ditunjukkan perbedaan
profil kecepatan pada fluida mikrokutub konsentrasi pekat (n = 0) yang terjadi
pada 3 kasus yaitu :
1. Fluida dan bola yang tidak bermagnet (M = 0),
2. Fluida bermagnet (M = 5) dengan bola yang tidak bermagnet (Anggriani :
2015),
3. Bola bermagnet dan fluida yang terinduksi mgnet dari bola (M = 5). Hasil
simulasi dari ketiga kasus tersebut diperoleh sebagai berikut :

62



Profil Kecepatan dari 3 Kasus Berbeda

14 | T T I T I T
' : : : : = Tanpa Magnet
—#— Fluida Bermagnet
: 3 R ; : = = =Bola Bermagnet
1550, B : ............ ............ ............ FETPTTPr ........... .
= :
2 :
s
1 1 l 1
4 5 B 7 8

Gambar 5.2 : Perbedaan Profil Kecepatan pada 3 Kasus yang berbeda

Pada gambar (5.2), terlihat bahwa pada 0 < n < 3 terdapat perbedaan
profil kecepatan dari fluida mikrokutub yang terjadi pada ketiga kasus di atas.
Hal ini ditunjukkan bahwa pada kasus 1, profil kecepatannya lebih kecil jika
dibandingkan dengan kasus 2. Namun profil kecepatan dari kasus 2 lebih kecil
dibandingkan dengan profil kecepatan pada kasus 3. Hal tersebut berarti bahwa
dari ketiga kasus di atas, kasus 3 memiliki profil kecepatan yang lebih besar
daripada kasus 1 dan kasus 2 dikarenakan parameter magnetik yang lebih besar
mempengaruhi profil kecepatan sehingga menjadi lebih besar pula.

Selanjutnya dibahas tentang profil kecepatan dari penelitian ini dengan
beberapa variasi parameter magnetik sebagai berikut :
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Profil Kecepatan dengan Yariasi Parameter Magnetik

affanq

Gambar 5.3 : Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Magnetik, K = 1,n =0

Pada gambar (5.3), pada fluida mikrokutub dengan konsentrasi pekat
(n = 0) menunjukkan bahwa pada 0 < n < 3, semakin besar pengaruh medan
magnet yang diberikan, maka semakin besar pula kecepatan aliran dari fluida
mikrokutub. Hal ini terjadi karena pengaruh besarnya gaya Lorentz yang

semakin besar bersamaan dengan bertambahnya medan magnet yang

2
mempengaruhi sistem. Hal tersebut dapat terlihat pada M = ag(b+Bo)” an
peng p p U yang

menunjukkan bahwa parameter magnetik M berbanding lurus dengan besar
gaya Lorentz yang bekerja pada sistem (b + B,). Kecapatan fluida mikrokutub
adalah nol, ketika pertama menyentuh permukaan bola di titik stagnasi x = 0°,
kemudian kecepatan aliran fluida mikrokutub akan semakin besar dan menuju
(konvergen) pada nilai 1 yang artinya bahwa kecepatan aliran fluida
mikrokutub akan mengikuti kecepatan aliran bebasU,.
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Profil Kecepatan dengan Yariasi Parameter Magnetik

affanq

Gambar 5.4 : Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Magnetik, K = 1,n = 0,5

Pada gambar (5.4), pada fluida mikrokutub dengan konsentrasi setengah
pekat (n = 0,5) menunjukkan bahwa pada 0 < n < 3, semakin besar pengaruh
medan magnet yang diberikan, maka semakin besar pula kecepatan aliran dari
fluida mikrokutub. Hal ini terjadi karena pengaruh besarnya gaya Lorentz yang

semakin besar bersamaan dengan bertambahnya medan magnet yang

2
mempengaruhi sistem. Hal tersebut dapat terlihat pada M = ag(b+Bo)” an
peng p p U yang

menunjukkan bahwa parameter magnetik M berbanding lurus dengan besar
gaya Lorentz yang bekerja pada sistem (b + B,). Kecapatan fluida mikrokutub
adalah nol, ketika pertama menyentuh permukaan bola di titik stagnasi x = 0°,
kemudian kecepatan aliran fluida mikrokutub akan semakin besar dan menuju
(konvergen) pada nilai 1 yang artinya bahwa kecepatan aliran fluida
mikrokutub akan mengikuti kecepatan aliran bebasU,.
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Profil Kecepatan dengan Yariasi Parameter Magnetik

affanq

Gambar 5.5 : Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Magnetik, K = 1,n =1

Pada gambar (5.5), pada fluida mikrokutub yang mengalir secara
turbulen (n=1) menunjukkan bahwa pada 0 <n < 2.5 semakin besar
pengaruh medan magnet yang diberikan, maka semakin besar pula kecepatan
aliran dari fluida mikrokutub. Hal ini terjadi karena pengaruh besarnya gaya
Lorentz yang semakin besar bersamaan dengan bertambahnya medan magnet
ao(b+By)?

PUso
yang menunjukkan bahwa parameter magnetik M berbanding lurus dengan
besar gaya Lorentz yang bekerja pada sistem (b + B,). Kecapatan fluida
mikrokutub adalah nol, ketika pertama menyentuh permukaan bola di titik
stagnasi x = 0°, kemudian kecepatan aliran fluida mikrokutub akan semakin
besar (melebihi nilai 1) dan turun menuju (konvergen) pada nilai 1 yang artinya
bahwa kecepatan aliran fluida mikrokutub akan mengikuti kecepatan aliran
bebasU..

yang mempengaruhi sistem. Hal tersebut dapat terlihat pada M =

5.2.2. Pengaruh Variasi Parameter Bahan (Micropolar) terhadap Profil
Kecepatan
Parameter bahan (micropolar) adalah salah satu parameter yang
berpengaruh pada fluida mikrokutub. Simulasi ini bertujuan untuk mengetahui
besarnya pengaruh dari parameter bahan terhadap kecepatan aliran fluida
mikrokutub. Sebelum dibahas mengenai hasil simulasi numerik dari penelitian
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ini, ditunjukkan perbedaan profil kecepatan pada fluida mikrokutub konsentrasi
pekat (n = 0) dan K = 1 yang terjadi pada 3 kasus yaitu :

1.
2.

Fluida dan bola yang tidak bermagnet (M = 0),

Fluida bermagnet (M =5) dengan bola yang tidak bermagnet
(Anggriani : 2015),

Bola bermagnet dan fluida yang terinduksi mgnet dari bola (M = 5).

Hasil simulasi dari ketiga kasus tersebut diperoleh sebagai berikut :

Pengaruh Parameter Bahan terhadap Profil Kecepatan dari 3 Kasus Berbeda

1.4 l T ! I T T T
: : : == Tanpa Magnet
: 5 : 5 —+#— Fluida Bermagnet
12_\ .......... Peeenesenne EEERERPRES SOOI -
: : : : = = = Bola Bermagnet

Gambar 5.6 : Perbedaan Profil Kecepatan dengan adanya pengaruh parameter
bahan pada 3 Kasus yang berbeda

Pada gambar (5.6) terlihat bahwa pada 0 < n < 3, profil kecepatan
pada kasus 1 lebih besar jika dibandingkan dengan kasus 2 dan kasus 3.
Namun profil kecepatan pada kasus 2 lebih besar dibandingkan dengan
profil kecepatan pada kasus 3.

Selanjutnya dibahas tentang profil kecepatan dari penelitian ini
dengan beberapa variasi parameter bahan yaitu K = 1,K = 2,K = 3,
dan K = 4 dengan besar parameter magnetik M = 1 sebagai berikut :

67



Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Bahan (Micropolar)

affan

Gambar 5.7 : Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Bahan, M = 1,n =0

Pada gambar (5.7), pada fluida mikrokutub yang berkonsentrasi pekat,
terlihat bahwa pada 0 < n < 3, semakin besar nilai parameter bahan yang
diberikan, maka akan semakin kecil kecapatan dari fluida mikrokutub. Hal ini
terjadi karena semakin besarnya gesekan yang terjadi antar partikel fluida
mikrokutub saat mengalir, sehingga terjadi penurunan kecapatan aliran fluida.
Selain itu dengan semakin besarnya parameter bahan yang diberikan , maka
mengakibatkan semakin besar pula momentum liniernya, sehingga gradien
kecepatan yang dihasilkan akan semakin kecil.
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Profil Kecepatan dengan “ariasi Parameter Bahan (Micropolar)

afian

Gambar 5.8 : Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Bahan, M = 1,n = 0,5

Pada gambar (5.8), pada fluida mikrokutub yang berkonsentrasi setengah
pekat, terlihat bahwa pada 0 < n < 3, semakin besar nilai parameter bahan
yang diberikan, maka akan semakin kecil kecapatan dari fluida mikrokutub.
Hal ini terjadi karena semakin besarnya gesekan yang terjadi antar partikel
fluida mikrokutub saat mengalir, sehingga terjadi penurunan kecapatan aliran
fluida. Selain itu dengan semakin besarnya parameter bahan yang diberikan ,
maka mengakibatkan semakin besar pula momentum liniernya, sehingga
gradien kecepatan yang dihasilkan akan semakin kecil.
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Profil Kecepatan dengan “ariasi Parameter Bahan (Micropolar)
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Gambar 5.9 : Profil Kecepatan dengan Variasi Parameter Bahan, M = 1,n =1

Pada gambar (5.9), pada fluida mikrokutub yang mengalir secara turbulen,
terlihat bahwa pada 0 < n < 3, semakin besar nilai parameter bahan yang
diberikan, maka akan semakin besar kecapatan dari fluida mikrokutub. Hal ini
terjadi karena semakin kecil gesekan yang terjadi antar partikel fluida
mikrokutub saat mengalir, sehingga terjadi peningkatan kecapatan aliran fluida.

5.2.3. Pengaruh Variasi Parameter Magnetik terhadap Profil Mikrorotasi
Fluida Mikrokutub merupakan jenis fluida yang unik karena memiliki struktur
mikro. Selain itu fluida ini juga terbentuk dari partikel-partikel kaku yang
berukuran mikro yang dapat berorientasi secara acak pada media kental dan
mendukung body couple sehingga fluida mikrokutub dapat melakukan
mikrorotasi. Hal ini sangat menarik untuk diteliti, karena dapat
merepresentasikan prediksi sifat fluida dalam sekala yan sangat kecil. Simulasi
ini bertujuan untuk mengetahui profil mikrorotasi fluida mikrokutub di sekitar
titik stagnasi.

Sebelum dibahas mengenai hasil simulasi numerik pengaruh variasi
parameter magnetik terhadap profil mikrorotasi, ditunjukkan perbedaan profil
mikrorotasi pada fluida mikrokutub konsentrasi pekat (n = 0) yang terjadi
pada 3 kasus yaitu :

1. Fluida dan bola yang tidak bermagnet (M = 0),
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2. Fluida bermagnet (M = 5) dengan bola yang tidak bermagnet (Anggriani :
2015),
3. Bola bermagnet dan fluida yang terinduksi mgnet dari bola (M = 5). Hasil
simulasi dari ketiga kasus tersebut diperoleh sebagai berikut :
Profil Mikrorotasi dari 3 Kasus Berbeda
DDg T T | T T T
m— Tanpa magnet
(B s o o T e TP DT oy Fluida Bermagnet
= == Bola Bermagnet
(NN 72 S e T, o R e e T S o e : . -
D05 | e R O O R s S O ez ................................ 4
DDS _..‘ ............................................. ............................... —_
LB O O R S .................................
Dl s s e e S A R ............................... i
002 ................................................. ............................... .
UD‘] ............................................... ............................... -
i N — . 4 -
0 1 2 3 4 5 B 7 3
m

Gambar 5.10 : Perbedaan Profil Mikrorotasi dengan variasi parameter
magnetik pada 3 Kasus yang berbeda

Pada gambar (5.10), terlihat bahwa 0 < n < 4 terdapat perbedaan profil
mikrorotasi dari fluida mikrokutub yang terjadi pada ketiga kasus di atas. Hal
ini ditunjukkan bahwa pada kasus 1, profil mikrorotasinya lebih besar jika
dibandingkan dengan kasus 2. Namun profil mikrorotasi dari kasus 2 lebih
besar dibandingkan dengan profil mikrorotasi pada kasus 3. Hal tersebut berarti
bahwa dari ketiga kasus di atas, kasus 3 memiliki profil mikrorotasi yang lebih
kecil daripada kasus 1 dan kasus 2 dikarenakan parameter magnetik yang lebih
besar mempengaruhi profil mikrorotasi sehingga menjadi lebih kecil.

Selanjutnya dibahas tentang profil mikrorotasi dari penelitian ini dengan
beberapa variasi parameter magnetik sebagai berikut :
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Profile Microrotation dengan Parameter Magnetik

X\ : : : ; | m—=0
0.08 |- ..f:.‘ .......... .......... .......... IIIIIIIII M=1 H

| =r=raM=5

0.07- 3% : : , ———M=10]
T I (O S SR e S e
oosHy.--- - \‘ ..... .......... ........... .......... ........... ......... i
= 004F} RV ..................... .......... .......................
003 Hb - ‘."_..:*_ ............................................. .................... -
] S sl ......... ........... ........... .......... .......... .......... 2
i 30, . — ........... .......... o _
o T .. ™ ' E — J

- : l : i . : l
0 1 2 3 4 5 B 7 5

Gambar 5.11 : Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Magnetik, K = 1,n =0

Pada gambar (5.11), pada fluida mikrokutub yang berkonsentrasi pekat,
terlihat bahwa pada 0 < 1n < 4 ketika pertama menyentuh permukaan bola
pada titik stagnasi, kecepatannya adalah nol yang berarti rasio antara gesekan
fluida dipermukaan dengan komponen vektor mikrorotasi bernilai nol. Hal ini
menyebabkan elemen mikro yang berada di dekat permukaan bola tidak dapat
melakukan mikrorotasi. Ketika semakin menjauhi titik stagnasi, kecepatannya
akan semakin meningkat saat ketebalan lapisan batas mendekati nilai 1 dan
akan menurun secara signifikan menuju (konvergen) ke nilai 0 saat n > 4. Hal
ini berarti elemen mikro berhenti berotasi saat lapisan batas semakin menebal.
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Profile Microrotation dengan Parameter Magnetik
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Gambar 5.12 : Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Magnetik, K = 1,n = 0,5

Pada gambar (5.12), pada fluida mikrokutub yang berkonsentrasi setengah
pekat, terlihat bahwa pada 0 <n <3 kecepatan mikrorotasi fluida akan
semakin besar seiring dengan bertambahnya parameter magnetik yang
diberikan. Hal ini terjadi karena pada aliran fluida setengah pekat ( aliran
transisi ), bilangan Reynoldsnya kecil sehingga tidak berpengaruh secara
signifikan untuk menarik massa partikel yang dapat mengakibatkan lambatnya
mikrorotasi. Sehingga kecepatan mikrorotasinya akan semakin besar.
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Profile Microrotation dengan Parameter Magnetik
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Gambar 5.13 : Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Magnetik, K = 1,n =1

Pada gambar (5.13), pada fluida mikrokutub yang mengalir secara
turbulen, terlihat bahwa pada 0 <7 < 3 kecepatan mikrorotasi fluida akan
semakin besar seiring dengan bertambahnya parameter magnetik yang
diberikan.

5.2.4. Pengaruh Variasi Parameter Bahan terhadap Profil Mikrorotasi
Selain berpengaruh pada profil kecepatan, parameter bahan juga
memberikan pengaruh terhadap profil mikrorotasi dari fluida mikrokutub.
Sebelum dibahas mengenai hasil simulasi numerik dari penelitian ini,
ditunjukkan perbedaan profil mikrorotasi pada fluida mikrokutub konsentrasi
pekat (n = 0) dengan K = 1 yang terjadi pada 3 kasus yaitu :
1. Fluida dan bola yang tidak bermagnet (M = 0),
2. Fluida bermagnet (M = 5) dengan bola yang tidak bermagnet (Anggriani :
2015),
3. Bola bermagnet dan fluida yang terinduksi mgnet dari bola (M = 5).
Hasil simulasi dari ketiga kasus tersebut diperoleh sebagai berikut :
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Profil Mikrorotasi dengan variasi parameter bahan dari 3 Kasus Berbeda
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Gambar 5.14 : Perbedaan Profil Mikrorotasi dengan variasi parameter
mikropolar pada 3 Kasus yang berbeda

Pada gambar (5.14), terlihat bahwa pada 0 <n < 3.5, terdapat
perbedaan profil mikrorotasi dari fluida mikrokutub yang terjadi pada ketiga
kasus di atas. Hal ini ditunjukkan bahwa pada kasus 1, profil mikrorotasinya
lebih besar jika dibandingkan dengan kasus 2. Namun profil mikrorotasi dari
kasus 2 lebih kecil dibandingkan dengan profil mikrorotasi pada kasus 3. Hal
tersebut berarti bahwa dari ketiga kasus di atas, kasus 3 memiliki profil
mikrorotasi yang lebih kecil daripada kasus 1 namun lebih besar dari kasus 2.

Selanjutnya dibahas tentang profil mikrorotasi dari penelitian ini dengan
beberapa variasi parameter bahan dan dengan parameter magnetik M =1
sebagai berikut :
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Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Bahan
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Gambar 5.15 : Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Bahan, M = 1,n =0

Pada gambar (5.15), pada fluida mikrokutub yang berkonsentrasi pekat,
terlihat bahwa pada 0 < 1n < 4 ketika pertama menyentuh permukaan bola
pada titik stagnasi, kecepatannya adalah nol yang berarti rasio antara gesekan
fluida dipermukaan dengan komponen vektor mikrorotasi bernilai nol. Hal ini
menyebabkan elemen mikro yang berada di dekat permukaan bola tidak dapat
melakukan mikrorotasi. Ketika semakin menjauhi titik stagnasi, kecepatannya
akan semakin meningkat saat ketebalan lapisan batas mendekati nilai 1 dan
akan menurun secara signifikan menuju (konvergen) ke nilai 0. Dengan
diberikan variasi parameter bahan, profil mikrorotasi yang terbentuk semakin
besar seiring dengan besarnya variasi parameter bahan yang diberikan. Hal ini
berarti elemen mikro berhenti berotasi saat lapisan batas semakin menebal.
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Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Bahan
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Gambar 5.16 : Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Bahan, M = 1,n = 0,5

Pada gambar (5.16), pada fluida mikrokutub yang berkonsentrasi setengah
pekat, terlihat bahwa 0 < n < 3, kecepatan fluida akan semakin besar seiring
dengan bertambahnya parameter bahan yang diberikan. Hal ini terjadi karena
pada aliran fluida setengah pekat ( aliran transisi ), bilangan Reynoldsnya kecil
sehingga tidak berpengaruh secara signifikan untuk menarik massa partikel
yang dapat mengakibatkan lambatnya mikrorotasi. Sehingga kecepatan
mikrorotasinya akan semakin besar.
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Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Bahan
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Gambar 5.17 : Profil Mikrorotasi dengan Variasi Parameter Bahan, M = 1,n =1

Pada gambar (5.17), pada fluida mikrokutub yang mengalir secara
turbulen, terlihat bahwa pada 0 <7 < 3 kecepatan mikrorotasi fluida akan
semakin besar seiring dengan bertambahnya parameter bahan yang diberikan.
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BAB VI
KESIMPULAN DAN SARAN

6.1.Kesimpulan

Berdasarkan analisa, pembahasan, serta simulasi numerik dari
magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir
melalui bola di dalam fluida mikrokutub di bawah pengaruh medan magnet
maka dapat disimpulkan bahwa pengaruh parameter magnetik dan mikropolar
terhadap profil kecepatan dan profil mikrorotasi pada aliran fluida dengan
n=0,n=05dann=1:

a. Semakin besar parameter magnetik, maka semakin meningkat pula
profil kecepatan aliran fluida mikrokutub.

b. Semakin besar parameter bahan, maka semakin menurun profil
kecepatan aliran fluida mikrokutub.

c. Semakin besar parameter magnetik, maka profil mikrorotasi akan
semakin kecil untuk n = 0. Sedangkan untuk n = 0,5 dan n =1,
semakin besar parameter magnetik, maka profil mikrorotasi akan
semakin besar.

6.2.Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan pada permasalahan ini, saran

yang dapat diberikan untuk penelitian selanjutnya adalah :

1. Pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan studi tidak pada titik stagnasi
dengan fluida yang bermuatan magnet, namun benda yang tidak
bermagnet.

2. Pada penelitian selanjutnya dapat pula dilakukan studi tidak pada titik
stagnasi dengan bola yang bermuatan magnet dan fluida yang terinduksi
magnet dari bola.
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LAMPIRAN

Lampiran 1 : Penyelesaian Persamaan Pembangun ke Persamaan Non
Dimensional

1. Persamaan Kontinuitas :

6u v
ox 6y
d(arul,) O (arvUooRe%) _o
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alU, 0ru N aly 0rv _
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2. Persamaan Momentum Linier Sumbu - x :
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B a ox  H a?) \d0x? eayz

a(b + By)?(uUy)

Dengan menyamadenngankan ruas Kiri dan ruas kanan maka diperoleh :

p— (- tu—+v

U2 <au ou O_u) (PUOOZ) O_p .

a \dt 0x dy a Ox
Us\ [0%u 0%u
2\ = — = 2
(u+k) (az ) (axz + Re 6y2> o(b + By)*(uUy)

Dengan membagi kedua ruas dengan p%, maka diperoleh :

(6u+ 6u+ 6u)_ (')p+<,u+k) 62u+R 0%u N
ac T Yox " Vay) T T ax T \apu/\oxz T " 0y2

Re ON o(b+ By)?ua
apUy 0y pPUx

2
Karena M = ‘w(:T’LB") dan K = % serta telah diasumsikan bahwa b = iBO, sehingga

diperoleh :
ou ou  ou op (u+ uk\ [(0%u 0%u
(E“‘%”@) - _ﬂJ’ ( apUy )<6x2 +Reay2> *
uKRe dN 25

M
apUy, dy 16 u

(6u+ 6u+ au)_ ap+ u(l+K) 62u+R 0%u N
Yax TV B apU, 0x? eayz
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yReK N 25

apUy, dy 16

apU,
Karena Re = %, maka

ou Ou Ou op ) 0%u 0%u
( tu—+v )=——+Re (1+K) W+Re— +

at dx dy 0x dy?
Re-1R KBN 25M
¢ RSy T 16
(au+ 6u+ au)_ (1+K) (0%u N 0%u +K6N 25
ot " %ox " Vay) T "ax " Re \oxz ' "Cay? ay 16"
<au+ 6u+ au) (1+K)o%u L (4K 62u+K6N 25M
ot " Yax " Vay) T ax Re axz T (1K) oy 164
3. Persamaan Momentum Linier Sumbu -y :
(av ov av)_ 9P, o2 6217 o*v\ 9%V
Plat ozt P55)= a5 T 552 ) " “aw
(b + By)?v
Ruas Kiri :
<617+_6v _617)_
P\at T%9x " Vay) T
VU VU vUso
0 (Rel/z) 0 (Rel/z) VU, 0 (Rel/z)
p () + (uUs) 3(ax) +\mo1z T
(E) a(ayRe 2)

( Lo )6 ( C )617 vU,, (&) v
EZLZS E-I_( uly,) Re;/z a+<Rel/2> (:}:;/j%)@

t At T | = p| e b —— — ——
aRel/2 9t = aRel/20x aRel/20dy

(617 ov av)_ Uy,2 dv  ulUx? ov  vU,? 0v
P\at "H9x " Vay) T
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Uy? <6v+ 6v+ 617)
ac " Yax " Yoy

Ruas kanan :
LN i Wi
ay oxz " oyz) “oxz TV T POV
2 ”U‘;°> 2(”"?)\ 5 (N
dJ 2 /a <Re§ 0 \Rez 1
S et SHOA0 9@” " e | K a0
a(ayRe 2) a(a_yl)/
Rez2

(pUOOZ) p Re2
- Sot+ Ww+k)
(are)? B ) Lo A
Re2
2 (VY
O‘(b"‘Bo) (R 1/2)
2p % 1
_ (,DUoo Rez)(’)p_l_( o Upo 0°v UxmRezd?v Ueo ON
- a oy T ra x| @ oy2) T iox

VU
(b + By)? (_Re1/2>

Dengan menyamadenngankan ruas Kiri dan ruas kanan maka diperoleh :

=~ 7 L4

U2 <6v v 0v> (pU..?Rez) ap

paRe% 6t+ 0x v@ a oy
1
Gt Uy 62v+U00R9562v " U, ON (b+B)2(vU°°>
u - ——0
aW;axz a? dy? aZRe% x 07 \Rel/2
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1/2
dan Karena M =

2
Dengan membagi kedua ruas dengan pU°°

(=)

K= % . Selain itu telah diasumsikan bahwa b = %BO maka diperoleh :

aa'(b‘l'Bo)Z

serta

1(617 ov av) op 1+Ko*v 1+Kd*v K ON 25M

—e E'l‘lla‘l-v@ = —

4. Persamaan momentum angular :

ON oN oN 62N 62 _ ou 0v
pl\—=t+u—+7v—| = —k(2N+—_——_

at 0x ay 0% 6y dy 0x

Ruas kiri :

NUg NUeo
(aRe_%) + (UU‘” )0 (aRe—l/Z)

o ()

0
I (M N (aRZ 1/2) ON ( VU > (aRle]—l/Z) N

L) ar T W) == (@) 0x \Rel’? (ﬁ) ay

Us’ oN Us’ oN Un? 0N
a?Re-12 3t  “a?Re-1/2 ax ' ' a?Re-1/2 oy

Iazv+ 6N+_61V _ Uy? (6N+ 6N+ 6N>
PGt T %oz Y Va5 ) = P \@re 72 ) ot T¥3x TV oy
Ruas kanan :

0*N N 0*N " (ZIV N o 617) B
Y\oxzz " 972 -

1 1
Ku\ [ 0°NURez 9°NURez
(” + 7) 7

0x2%a’a dy2a? (ReE) a

88

@-I_ Re? ax% ' Re ayz_Reza_Eﬁv

)



® )1(2 NU,Rel/? N oul, Rel/? ovU., )
u

daya  OdxaRel/?

0°N N 0*N " <2N N ou 617) B
Y\oxzz " 972 oy 0x)

1
( K) p UOOReEaZN+aZN
# a® 0x%?  0y?

K I(U 2NR +U R 1 Ou U°°R _3617)
— 2 — 2 —— — 2 —
H ¢ ¢ dy a ¢ d0x

Ruas kiri sama dengan ruas kanan, sehingga :
( Us? > N 0N  ON
pl T (— tu—+ v—) =
a’Re 2 x
1
(1 N K) ; Us,Rez 02N N 0°N
2)# a® 0x? 0y?

K I(U 2NR +U R L0u U°°R 10”)
—_— 2 4+ — Z—— 2 —
# ¢ ¢ dy a ¢ 0x

—t+u—+v

U2 ((’)N N (’)N)
9 0x dy

(1 N K) ; UooReE d0°N N d0°N
pY a® 0x?  0dy?
Uy, 10u U, _1 6v)

Us
Kpvl (—=2NR —R ———Re z2—
pv( ez+ ezay a ezax

Kedua ruas dibagi dengan a;'z"ReE Maka diperoleh :

<6N ON 6N> _ ( _)( 1 0°N 9°N

ot " Yax TVay AV Y A

89

)—K(2N+



Lampiran 2 : Free Stream
Kecepatan aliran bebas (Free Stream) dalam bentuk koordinat bola

(Spherical) adalah :
U, =—Uy,cosf (2.2)
Ug = Uy sin @ (2.2)
U@ = 0 (23)
Menurut John (2010), Streamline kecapatan adalah :
u cosé u sin@
U=V(p=zr3 er+ -0 eg + Oey (2.4)
Dengan mensubtitusikan Persamaan (2.1), (2.2), dan (2.3) ke (2.4) diperoleh :
u cosé u
Up=—Upcosf +———=— (Uoo - 2m3) cos@ (2.5)
. sin @ .
Ug = Uoosm9+ﬁ = = (Uoo+4:rs)sm0 (2.6)
UQ) = 0 (27)

Titik stagnasi pada aliran fluida ditentukan dari U, = Uy = 0. Pada
Persamaan (2.6) Ug = 0 diberikan sin8 = 0. Hal ini berarti titik stagnasi
terletak di & = 0 dan =. Pada Persamaan (2.5) diberikan U, = 0, maka :

Up ———==0 (2.8)

" 2mr3
dengan r = R merupakan koordinat jari-jari titik stagnasi. Penyelesaian dari
Persamaan (2.8) untuk memperoleh nilai R adalah :

u=2mR3U,, (2.9)

dengan mensubtitusikan Persamaan (2.9) ke Persamaan (2.5) diperoleh :

u (21U
)cosH=—{Uoo ( P )}cose

U, = =
r 21

u

a (U°° ~ 2nR3
= —(Uy — Uy) cos 6 = 0, sehingga

U =0 (2.10)

Dari Persamaan (2.10), diperoleh bahwa saat r = R untuk setiap nilai 6 dan
@, daerah kecepatan yang diberikan pada Persamaan (2.5),(2.6), dan (2.7)
adalah aliran incompressible yang melalui bola berjari-jari R. Pada
permukaan bola , dengan r = R, kecepatan tangensial didefinisikan pada
Persamaan (2.6). Dengan mensubtitusikan Persamaan (2.9) ke Persamaan
(2.6) maka diperoleh :

U_U+127IR3UOO -
o =|\Uo+——p5—)sin

Atau dapat dituliskan

Up = U sin @ (2.11)
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Lampiran 3 : Perhitungan Persamaan Similaritas

Berdasarkan hasil dari transformasi Persamaan tak berdimensi, selanjutnya
dilakukan proses trasnformasi ke dalam bentuk Persamaan similaritas dengan
menggunakan fungsi alir, yaitu :

_181Pd B 10v¥
u_ray anv= r 0x

dengan variabel-variabel similaritas yaitu

W = t3u, ()r () f (o, )

dengan,
Y
=1z

1
N =t z2u,(x)h(x,n,t)
Sehingga diperoleh

1. Persamaan kontinuitas

d(ru) d(rv) _
dx + dy

0 10vy 8, 10¥
—(r=) 4o (=r=2) =0

dx\ r dy dy r 0x
EL N 1 _
dxdy 0xdy
0’y 0%y
dxdy  0xdy
2. Persamaan momentum linier
(E)u_l_ 6u+ 6u)_ U, +(1+K) 2u KaN ZSM( )
ot " %ox " Vay) T Meax dy 16 T Ue

d (1 6'{’) (1 asv) d (1 B’I’) ( 16’#) d (1 6‘1’) _
dt \r dy r dy/ dx \r dy r dx/ dy \r dy
109
au“”+(1+1{<)a (:g)H(aN 25M (164])
e oy dy? dy 16 r 0y Ue
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1 0%y N 109 0°¢ 1 d (atp)z 1 0¥ 9%
rdydt r*dy dxdy r3dx\dy r? dx dy*

0y, ra+ K)183W+K6N ZSM (16‘}’>
~ e ox dy3 dy 16 te r dy

dengan

aN a <t Zue(x)h(x; r]l t)) an 1 ah(x, T]’ t) 1 B ue(x) ah(x, T’, t)

E = ar] @ =t Zue(X) an tl/Z = " an

an 1
=
dy

an 1 s 1y 1 1ng

— = ——vt =
ot zy ’ 2012t 2%

¥ ¥ an a(tl/zue(x)r(x)f(x,n, t)) 1 af (x,1,0)
dy  onady on tr/z ue (X (x) on

ow 9" u,(Or(f (e, D)
ax 0x

_ o R0 e |y 3,9 L0
0x 0x
+ tl/zf(x, n, t)ue(x) (77‘(;)
0%y d (0¥
dy? - @(6_)
d 0 )
- 5= (0o LE10)
y o
_ d af (x,n,t)\ dn
—%<ue< o L )ay
_9 (ue ()7 (x) M) 11
on e
9%f (x,m,t)

= =5
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2f (x, 1, t)>

d (1 2f(x,m,t)\ 0n
—<t—ue(x)7”( )6—772>@

0°f(xm, t)) 1

1
2

d (1
=%<t—%ue(x)r(x) o2

1
2

t

93
= lue(x) (x )M

%Y 0 (6‘1’)
dxdy 0x \dy

6
(ue( )r(x)
_ow® . 9ftan,b) or(x) 0f (x,n, )
= r(x) o + u,(x) Ix o +

2°f(x,n,t)
dxdn

of (x,m, t)>
an

ue ()7 (x)

af (x,m, t)>
an

of (x,m, t))
on

_2 (u o LG t)) o,
a e

o <e()<)

2f(x , t)( 17

0%f(x,7,
= 4 (r() ~37) + w20

B ue(x)r(X)nazf(x,n.t) 9*f(x,m,t)
=TT 2 oz TeWr—5

Selanjutnya u, (x) = u,; r(x); f(x,n,t) = f, momentum linier menjadi:

Ruas kiri:

10% 10y o% 1d @y\" 13pa%yp _
S

rotdy  r2dydxdy r3dx\dy
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1( u,rn 0%f azf)+i( 6f)<6ue of or of 62f>

- _Tian +uer% > uer% ox r%+uea%+uerm
1d af\> 1,1 du, of | 1. or

—ﬁa(uer%) ——(t fr +t2ue ™ +t2fuea)
1 0% f

(7

uend*f 62f+uec')f<6ue of  orof 62f>_

t 20n? +u€6t6y r on\ ox 677+u ﬂ%Jr“eraxan

1d af\° o*f af or
2..2 1/2 1/2 1/2
radx e’ (617) ( t1/2 an? (t f 0x o T e Xt fue x)

wnd’f 9 o, <0f>2 u,2 dr (af> LOf 9*f
7% 2 0n? +u€6t6n+u8 dx \on T = on e on dxon
1d 2(6f>2 du 0*f  ,0f 9°f wford*f
ridgte’ on Yel 5y an? - dx 02 r  9x On?

u,n 0%f o2 f du, (0f\* w2 (3f\* . ,of 0*f
ML ALY A TS
t 20n? datan dx \0n on an 0xan

r O0x
1dr 2<g)2_aue o*f uez or 0%f ,0f 0*f
e

rdx s on ox ' an? Ye ™70 &W‘”e dx on?
Ruan kanan:
oug 3¢ N 25 10y
K——-M
¢ ox dy3 3t dy 16 (ue (r 6y)>

du, 1/1  33f u, dh\ 25 1 af
te g TAFIOZ\Fwer 505 +K(tan)‘EM te = F(W%)

ou, u, 3f u, 0h 25 af

= Ue o (TW ”7%‘%”’( ‘“e%)
o . 3f u, dh 25 ( af>
e g an’ tog 16 “e\" " oy



Ruas kiri = Ruas kanan dan dibagi %:

G K du, (0f\* 1 ar (df\° af 92
_noy f+t ue(—f) +—tue—r(—f) +tue—f f_
20n? 0dton dx \dn r ~dx\dn on 0x0n

1d ax\> t du, 0%f 1 ora*f of 0*f _
. ue(_) - _ue__ft e — tu,
rdx on u, dx dn? r dx an dx 67]
93 ah 25 0
f 25 (1 f)
8 an 16 an
Sehingga dlperoleh
3 2 2
f na f f af) 25
1+K)7 262 +f53 Kan+16Mt1
, 9%f o [ d%f 6f02f 1 arazf
daton Ue onoxdn dxon® r’ dxon?
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Lampiran 4 : Penurunan Kondisi Awal

Persamaan yang digunakan untuk menentukan nilai awal adalah :
(L+Kf" +2f" + K+ 2¢[1 = (F)? + )] +
SMt(1-f") = taa—ft'

(1+K)h"+”h'+1h+3t( W hf = O ik h+ )
2 2 2 2 f f)= ot f

dengan t = 0, maka kedua Persamaan di atas dapat dituliskan :
L+K)f" +2f" +Kh' =

(1+5)h" +20 +3h=0

Persamaan tersebut diubah ke Persamaan orde satu dengan memisalkan f"" = s,
sehingga diperoleh :

(1+K)s'+7s+Kh' =0
diketahui bahwa h = —nf"’, maka

(1+K)s' +gs+1{ns’ =0

(1+K(1—n))s’+gs=0

dengan s’ = Z—; , maka diperoleh

1+K(1 ds+r] =0
(KA =m) g5 =

Dengan mengalikan kedua ruas dengan dn maka
Ui

1+K(1 —n))ds + Esdn =0

Dengan mengalikan % maka

1+ K(1-—
( i n))ds+gdn=0

Dengan mengintegralkan kedua ruas maka diperoleh

2
(1+K(1—n))lns+nz=cl
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2
(1+K(1—n))lns=c1—nz

2
C1 n

(1+K(1-n) 4(1+K(1-n)

Ins =

Dengan mengubah ruas kanan ke dalam bentuk In, maka

(Grc )
s=e¢e (1+k(1-n)) 4(1+K(1-n))

jika s = f", maka untuk mendapatkan nilai dari f’ adalah

n? )
f f (1+K(1 n)) 4(1+K(1-n)) dn

712

fr — em[ e(_ 4(1+K(1—n))) dn

Dengan rumus integral eksponensial yang juga mensubtitusikan fungsi error (erf)

maka
n? \

f — e(1+K(1 n))l \/ |
/ 4(1+K(1 n)) 4(1+K1-n) /

n
2(1+K(1—-n))

f'= \/n(l +K(1 - n))erf ( >e(1+KC(11-n)) +c,

dengan kondisi batas

t=>0:f"=0,h=—-nf" saatn =0

f'=1,saatn - o

Kemudian ditentukan nilai dari c, dengan mensubtitusi kondisi batas f’ = 0 saat

n=20

f= \/n(l +K(1 - n))erf (2(1 n Kn(l — n))) e(1+K(11__n)) +c,

C2=O

‘1

Saat f' = 1 dan n - oo diperoleh e(1+k(-m) dengan erf(c0) = 1, maka
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= _ 1 ERa=)
f—\/n(1+1((1 n))erf<2(1+K(1_n))>e( 1-n)

1= \/n(l +K(1-n)) erf(oo)e(“’:é—"))

€1
1= Jn(1 + K(1 — n))e(+a-m)

C1 1

e(1+K(1—n)) —
\/7‘[(1 +K(1-n))

‘1

dengan melakukan subtitusi ¢, dan e(*+kK(:-m) pada f’, maka diperoleh

fl= Jn(l +K(1 - n))erf< ; ) ;
2(1+K(1—-n)) \/”(1 +K(1—-n))

. ]
fr=erf <2(1 +K(1- n))>

dengan mengintegralkan f' maka diperoleh nilai f sebagai berikut :

f=|ran
3 n
f_ferf<2(1+1((1—n))> an

P — >+2j(1+K<1-n>)<e-M)+cs

2(1+K(1-n)) m

nilai c5 diperoleh dengan mensubtitusilan kondisi batas f' = 1 saat n — oo

) :nerf( . >+2j(1+x<1-n>)<e-m)+cg

2(1+K(1-n)) T

C3:_1

Sehingga

3 n (1+K(1-n)) _ﬁ_
f—nerf<2(1+K(1_n))>+2\/ - <e (1+K(1-m)) 1)
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f"" diperoleh dengan menurunkan f’ yaitu

_Y¥
=

fr= c%(erf <2(1 - ")))>
frr = <erf (2(1 n Kn(1 - n))))

1 o
fu — e 4(1+K(1-m)

\/7‘[(1 +K(1—-n))

fll

f'"" diperoleh dengan menurunkan "' yaitu

nr df”
U=
n

T A S
f dn\\/n(1+1{(1—n))e -

flll —_

2

n ¢~ TKG)
21+ k(1 - n))\/n(l +K(1-n))

Kemudian nilai h diperoleh dari

h=-nf"

1 __n
h=-—-n e 4(+K(1-m)

\/n(l + K - n))

dan nilai A" diperoleh dari

h = —n flll

nn _L
B = e 4(1+K(1-n))

2(1+K(1 - n))\/ﬂ(l +K(1-n))

99



BIODATA PENULIS

Penulis dengan nama lengkap Rizky Verdyanto
Pratomo lahir di Surabaya Jawa Timur pada tanggal 12
April 1993. Penulis menempuh jenjang pendidikan
formal dimulai dari Sekolah Dasar di SDN Gading 1
Surabaya, kemudian dilanjutkan ke jenjang Sekolah
Menengah Pertama di SMPN 18 Surabaya. Setelah itu
penulis melanjutkan ke Sekolah Menengah Atas di
SMAN 3 Surabaya. Setelah tamat SMA, penulis

melanjutkan studi di Program Studi Pendidikan Matematika Universitas PGRI
Adibuana Surabaya. Penulis menyelesaikan Studi Strata-1 selama 8 semester dengan
menulis Skripsi yang berjudul ” Pengaruh Penerapan Drill and Practice Method
Terhadap Prestasi Belajar Matematika Siswa di SMPN 10 Surabaya”. Kemudian
setelah menyelesaikan Program Strata-1, penulis melanjutkan ke jenjang Strata-2
pada tahun 2015 dan masuk pada semester genap. Penulis menyelesaikan studi
Strata-2 dengan menulis Tesis yang berkonsentrasi pada Computational Fluid
Dynamics (CFD) dengan judul ”Magnetohidrodinamik Yang Tak Tunak Pada
Lapisan Batas Yang Mengalir Melalui Bola Di Dalam Fluida Mikrokutub Di Bawah
Pengaruh Medan Magnet”. Jika membutuhkan informasi yang berkaitan dengan

Tesis ini, penulis dapat dihubungi melalui emailrizkypratomo93@gmail.com.

100


mailto:rizkypratomo93@gmail.com

