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ABSTRAK

Secara teori matematika, perhitungan aliran fluida di permukaan bebas dimensi
dua, tak berputar, takmampu mampat, meliputi tidak hanya dalam hal penentuan dari
fungsi potensial atau fungsi aliran dalam kanal tetapi perlu juga diperhatikan mengenai
kondisi batas daripada domain penvelesaian masalah aliran fluida vang akan dibawa
kedalam bentuk persamaan integral. Dalam penelitian ini akan diselesaikan model
matematika dari aliran fluida di permukaan bebas tersebut dengan menggunakan suatu
metode numerik yang disebut metode integral batas atau Boundary Integral Technique
(BIT). Kemudian dari hasil penvelesaian tersebut akan dipakai dalam memprediksi atau
menggambarkan bentuk profil dari aliran fluida di permukaan bebas diatas penghalang
pada suatu kanal yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan permukaan, dengan
tinggi penghalang non dimensi dan lebar penghalang non dimensi.

Kata kunci : Metode Integral Batas, profil fluida di permukaan bebas.
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DAFTAR NOTASI

Daftar Notasi dalam huruf abjad

ab.cd

ai.bs

tl

konstanta dalam integral |

titik pada sumbu riel bidang paruh bagian atas

argumen bilangan kompleks variabel Z

konstanta

fungsi riel dalam masalah Riemann-Hilbert

pernyataan dasar saluran

pernyataan untuk dasar kanal

titik yang cukup jauh dari penghalang

titik yang cukup jauh dari penghalang

bilangan Froude

tinggi penghalang non dimensi

kedalam air hulu

tinggi penghalang

integral

panjang penghalang non dimensi

titik paling ujung dari penghalang

titik yang cukup jauh dari penghalang

nomor urutan titik-titik, integer

dimensi flux dari fluida pada bidang tak terbatas ujung
penghalang , U, H

perubahan non dimensi dari fluida pada garis jauh tak hingga,
Q/U. H)

panjang non dimensi dari panjang dasar saluran dan
permukaan bebas

ukuran panjang pancaran dasar kanal dan permukaan bebas
daerah terbatas dan tak terbatas bagian atas bidang paruh
dimensi tegangan permukaan

dimensi panjang penghalang

non dimensi panjang penghalang, T;/H




Lt bagian atas bidang paruh
u komponen kecepatan fluida non dimensi dalam arah X
u,, u, laju fluida pada bagian atas dan bagian bawah permukaan
bebas
| komponen kecepatan fluida dalam arah X
U vektor kecepatan fluida
U laju fluida
L, kecepatan fluida ujung hulu
v komponen kecepatan fluida dalam arah Y
W kecepatan kompleks, W = U + iV
X sumbu horisontal untuk sistem koordinat berdimensi
X nilai dari X(t) pada sumbu riel dalam bidang paruh bagian atas
X(t) penyelesaian homogen dari 0
X koordinat non dimensi, X/H
8t variabel behas
y koordinat non dimensi, Y/H
Y sumbu vertikal untuk sistem koordinat berdimensi
Z variabel kompleks

Daftar Notasi dalam Huruf Yunani

Re bagian riel bilangan kompleks
Jm bagian imajiner bilangan kompleks
p density fluida
W dimensi fungsi aliran
O dimensi potential kecepatan
K potential kompleks, @ + iy
g sumbu riel dalam bidang paruh bagian atas
nn bagian riel dalam bidang paruh bagian atas
un titik pada sumbu riel dalam bidang paruh bagian atas
E & bagian imajiner dalam bidang paruh bagian atas

0 sudut yang dibentuk permukaan bebas dengan sumbu x-positif




B sudut yang dibuat garis dZ dengan sumbu riel positif

® bagian imajiner dari Riemann-Hilbert
© bagian imajiner dari )
B sudut yang dibentuk oleh dasar permukaan dengan sumbu X
|:"H.In'~].[ir.
P sudut yang dibentuk oleh garis dZ dengan sumbu riel positif,
m+ 0
T bagian riel dan Riemann-Hilbert
¥ bagian riel dari
T B batas daerah penyelesaian
y non dimensi tegangan permukaan
o nilai tak hingga
Q variabel Riemann-Hilbert, © +i®
Q fungsi dalam bidang paruh bagian atas
i non dimensi potential kecepatan, ®/(U,. H)
¢ non dimensi potential kecepatan pada titik ujung hulu
i inisial potensial kecepatan
© bidang kompleks
o sudut yang dibentuk permukaan bebas dengan sumbu X
AX pias yang sama dalam sumbu X
Cit fungsi analitik dalam bidang paruh
subcripts : ",
Y
b dasar saluran (dasar kanal) S 5 v &4
f permukaan bebas /’Jr "‘» & of -/
& a &
i posisi ke-i ;
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Aliran fluida dalam saluran terbuka (open channel flow) dapat berupa aliran pada
permukaan bebas. Sistem aliran pada permukaan bebas merupakan sistem vang sangat
penting keberadaannya di bidang hidrodinamika. Penyelesaian masalah aliran pada
permukaan bebas lebih kompleks dan luas, meliputi klasifikasi aliran yvang beragam.
penggolongan sifat fluida, dan perilaku dari aliran fluida dipermukaan bebas yang
dinyatakan dalam bentuk persamaan differensial parsial dimana akan mengalami
kesulitan dalam mencari analisis umum dari penyelesaian persamaan tersebut, Sebagai
contoh adalah aliran air yang terjadi diatas dasar kanal sebarang[1]. Berbagai penelitian
telah banyak dilakukan dan dikembangkan untuk menganalisis permasalahan aliran
pada permukaan bebas ini, termasuk didalamnya metode-metode konvensional
misalnya dengan menggunakan metode beda hingga (finite difference method), metode
clemen hingga (finite element method), dan metode elemen batas (boundary element
method)

Didasarkan penjelasan diatas, telah dikembangkan metode baru vaitu Metode
Integral Batas atau Boundary Integral Technique dan temyata dapat diaplikasikan pada
permasalahan aliran di permukaan bebas tersebut (penelitian Widodo[14]). Metode
Integral Batas ini dikembangkan untuk menganalisa aliran air dimensi-dua di
permukaan bebas dalam suatu kanal diatas penghalang berbentuk sebarang, dimana
sistem alirannya adalah sistem aliran fluida ideal yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi
dan tegangan permukaan. Dimana untuk menguji konvergensi dan stabilitas
penyelesaian dari teknik integral batas dari model matematika aliran fluida telah

disusun oleh Moch, Naki[15] pada tugas akhir sebelumnva, sehingga pada penyusunan




tugas akhir ini akan diuji model matematika tersebut untuk menggambarkan bentuk

profil dari aliran fluida di permukaan bebas.

Ole

perlu di

1.2. Pe

Be

h karena Metode Integral Batas tergolong suatu metode yang relatif baru, maka

elajari dan dikembangkan penerapannva dalam praktek.
peia - pc panmn; p

rmasalahan

rkaitan dengan latar belakang diatas, maka dalam penelitian ini akan

dikembangkan penerapan dari metode integral batas dengan permasalahan yvang timbul

adalah :

1.3. Pe

Da

e

i

Menyusun model matematika dari aliran fluida di permukaan bebas suatu
fluida diatas suatu penghalang dalam suatu kanal yang dipengaruhi oleh
gravitasi bumi dan tegangan permukaan.

Bagaimanakah peran metode integral batas dalam menentukan atau
menggambarkan profil aliran fluida di permukaan bebas diatas suatu
penghalang dalam suatu kanal yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan

legangan permukaan,

mbatasan Masalah

lam tugas akhir ini digunakan batasan-batasan masalah sebagai berikut:

Sistem aliran yang dimaksud adalah sistem aliran fluida dimensi-dua.

\liran fluida bersifat takmampu mampat. tak berputar, tunak. dan tak kental.
Fluida vang mengalir adalah air.

Aliran fuida hanya dipengaruhi oleh gravitasi dan tegangan permukaan.

Bentuk penghalang yang akan dibahas pada penelitian ini diasumsikan pada

bentuk penghalang sebagai berikut :




* Dentuk penghalang melengkung bertingkat turun

Gambar 1.1. Penghalang melengkung bertingkat turun

Asumsi ;
Kecepatan aliran fluida di hulu dan di hilir adalah uniform (seragam)

e

T

1.4. Metode Penelitian
Metode penelitian dari tugas akhir ini adalah sebagai berikut :

=ETITUT TER MO oG
‘tl"‘l_,'kl..-n - "'“D"'t.-tm_-r i

- BERFUS Tan . -

Studi iteratur tentang konsep dasar aliran fluida di permukaan bebas.

)

2. Mengembangkan model matematika dari aliran fluida.

I

Merumuskan algoritma BIT untuk menyelesaikan model matematika.

telakukan simulasi dengan program komputer .

5. Menganalisa hasil dari simulasi

Penyusunan laporan tugas akhir.

G,

Pujuan dan Manfaat

l'ujuan dan manfaar dari penulisan tugas akhir ini adalah :

1. Tujuan Penelivan
Adapun tujuan umum dari penelitian ini adalah menerapkan metode integral

pada bidang hidrodinamika, terutama pada permasalahan aliran fluida di

DELES
i L} AT i S "
lujuan  khusus  dar penchlian it adalah

permukaan  bebas.  Scedangkan




mendesaian profil dari aliran fluida di permukaan bebas diatas suatu penghalang
dalam suatu kanal yang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan

permukaan
2. Manfaat Penelitian.

Hasil dari penelitian ini adalah metode penvelesaian alternatif dimana
tingkat akurasinya bagus untuk menyelesaikan permasalahan aliran fluida di
permukaan bebas, khususnya aliran fluida diatas suatu penghalang dalam suatu
kanal vang dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan permukaan.
Diharapkan penclitian ini dapat digunakan sebagai bahan referensi bagi
penelitian  selanjutnya yang berkaitan dengan pengembangan metode

penyelesaian numerik yang sudah ada.

1.6. Sistematika Penclitian

Dalam Tugas akhir ini sistematika penulisannya adalah sebagai berikut :

BAB | PENDAHULUAN

Bab ini menjelaskan tentang latar belakang disusunnya tugas akhir,
permasalahan, tujuan dan manfaat, batasan masalah, metodologi penelitian dan
sistematika penulisan
BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini membahas sejumlah teori dan konsep secara umum vang mendukung
dalam penulisan tugas akhir ini.
BAB Il MODEL MATEMATIKA DARI ALIRAN FLUIDA

Pada bab ini dibahas pengembangan model matematika dari aliran NMuida i

permukaan bebas diatas penghalang pada suatu kanal vang dipengaruhi oleh gravitasi




bumi dan tegangan permukaan. Kemudian menyusun prosedur numerik untuk
penyelesaian masalah aliran fluida di permukaan bebas tersebut dengan menggunakan
teknik integral batas. Selanjutnya adalah menyusun prosedur simulasi pada komputer
untuk menentukan profil dari aliran fluida tersebut.
BAB IV HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab in1 menjelaskan implementasi dari simulasi komputer untuk menentukan
profil aliran fluida di permukaan bebas diatas penghalang pada suatu kanal yang
dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan permukaan.
BAB V KESIMPULAN DAN SARAN

‘ada bab ini disusun kesimpulan dari hasil penulisan tugas akhir ini disertai
dengan saran bagi penelitian yang lain untuk dapat mengembangkan aplikasi yang

digunakan.




BAB 11
DASAR TEORI




BAB 11

TINJAUAN PUSTAKA

2.1. Persamaan Aliran Fluida di Permukaan Bebas.

Suatu teknik baru untuk menyelesaikan masalah gelombang periodik menggunakan
pemetaan konformal langsung pada bidang fisis ke bidang paruh telah diterapkan oleh
Bloor (1978). Transformasi vang digunakan adalah transformasi Schwartz-Cristhofell
dan melibatkan peubah Hilbert pada sudut tangensial vang dibentuk oleh permukaan
bebas dengan garis horisontal. Hasil pemetaan kedalam bidang paruh tersebut dapat
diperoleh dengan menggambarkan aliran bersama dengan kondisi permukaan bebas
yang sebenarnya, yang menghasilkan persamaan integral differensial non linier dalam
sudut tangensial. Walter dan Street (1964) telah menggunakan teknik Riemann-Hilbert,
dimana daerah permukaan bebas dalam bidang fisis dipetakan kedalam suatu bidang
paruh-t. Hal ini membuat geometri relatif mudah digunakan untuk menyelesaikan
masalah nilai batas campuran Riemann-Hilbert. Model aliran fluida yang mempelajan
aliran fluida dibawah pengaruh gravitasi bumi dan tegangan permukaan melalui batas-
batas kurva linier dengan menentukan teknik Riemann-Hilbert telah dihasilkan oleh
Larock dan Street (1967) serta Larock (1969). Wen dan Wu (1987) telah menggunakan
teknik baru dengan menggabungkan penggunaan metode integral batas, metode
Riemann-Hilbert, dan teori persamaan integral singular Muskhelishvilli. Persamaan
integral batas diperoleh dalam garis aliran yang panjang untuk diambil sebagai variabel
tak bebas. Suatu metode iterasi dianjurkan dalam mendapatkan aliran fluida yang
dipengaruhi oleh gravitasi bumi dan tegangan permukaan melalui batas-batas kurva
dengan permukaan bebas. Teknik persamaan integral juga telah digunakan oleh Wen.

Ingham,dan  Widodo (1992) untuk menghitung aliran permukaan bebas diatas




penghalang berbentuk sebarang dalam suatu kanal. Serta penelitian dari Widodo (2000)
vang menggunakan metode integral batas. Secara umum pada suatu aliran dua-dimensi.
takmampu mampat, dan stedi. berlaku persamaan aliran fluida di permukaan bebas

yang telah dibuktikan oleh Lamb (1932), vaitu sebagai berikut : [6]

a h o~
Fo— 0 0 < X < o 0 <y <y (2.1)
ox i i
dan
1 |[ o o o
— 4| = + | = b+ gy, konstan, untuk v, = y.(x) (2.2)
F. X oY | |

dimana g = gaya gravitasi bumi, dengan syarat batas :

P D dy

— = — = untuk y, = y,(x) (2.3)
£ ox  dx
o .

- 0, pada batas-batas solid dengan vektor normal n (2.4)
on
dimana @ adalah kecepatan potensial
v, v (x) adalah persamaan aliran fluida di permukaan bebas.

Penyelesaian persamaan (2.1) dan (2.2) dengan syarat batas (2.3) dan (2.4) secara
matematis mengalami kesulitan dan tidak ada analisis umum dari penyelesaian
persamaan-persamaan tersebut dengan syarat batas vang belum diketahui. Suatu fungsi
aliran boleh dimasukkan ke dalam jenis gerakan dan hasilnya dalam syarat-svarat yang
sederhana untuk sistem diatas dalam syarat potensial kompleks vang mana secara
analitis bagian imajiner adalah konstan pada semua batas solid dan permukaan bebas

bersama dengan persamaan Bernoulli diatas.




2.2, Potensial Kecepatan Kompleks.
Dalam aliran fluida, daerah penyelesaian adalah riel, pandang koordinat kartesius
X dan Y masing-masing dalam arah horisontal dan vertikal dengan potential kecepatan
® dan fungsi aliran ', dan komponen kecepatan u dan v. Sekarang ada 2 variabel
dalam potensial kecepatan kompleks yang akan ditransformasikan daerah
penyelesalannya ke bidang fisis dengan memasukkan suatu variabel kompleks
sehingga persamaan vang terbentuk dapat disederhanakan. Oleh karena itu variabel
kompleks Z yang dimaksud dapat didefinisikan :
o)X +1Y (2.5)
Dan potensial kecepatan kompleks :
K (7) D+ ¥ (2.6)
Sekarang variabel baru x(Z) digunakan bersama-sama dengan persamaan Cauchy-
Reimann untuk mendapatkan komponen kecepatan u dan v dalam bentuk kecepatan
kompleks. Misal x adalah suatu variabel dalam bidang kompleks, kemudian dengan
menggunakan persamaan (2.5) dan (2.6) didapat

r_l\' rq'h r"_\.' r-'h'
d X dZ X

dan
oK ok OY . 0K .
- —_— - - | — (2.8)
ol oY oZ oy
Jadi dengan menggunakan x diperoleh :

oK ox . OK

— = = i = (2.9)

o7 OX Y

Selanjutnya dengan menggunakan persamaan (2.6) . (2.9), dan persamaan Cauchy-

Reimann diperoleh :




oK o . ¥ . .
- — | = U= 1v (2.10)
;f -‘_’\ r'_“i

dan ini disebut kecepatan kompleks W. Masalah utama dalam aliran fluida ideal
dimensi dua adalah sulit untuk mendapatkan potensial kompleks dalam bidang-Z. Salah
salu cara untuk mengatasi masalah ini adalah dengan memetakan bidang-Z pada
bidang-t untuk mendapatkan potensial kompleks dalam bidang-t.

Misal potensial kompleks dalam bidang-Z adalah x(Z) dan potential kompleks dalam

bidang-t adalah CZ(t). Selanjutnya pemetaan dari bidang-t ke bidang-Z didefinisikan

dengan :
Z = (2.11)
Maka hubungan antara 2 potensial kompleks adalah sebagai berikut :
&(t) K(€2(1)) 2.12)

sehingga jika pemetaan dari bidang-Z ke bidang-t dipilih dengan tepat maka dapat
diperoleh potential kompleks dalam bidang-t. sehingga potensial kompleks dalam

bidang-7. dapat dicari dengan menggunakan persamaan (2.11) dan (2.12).
§ L g p

2.3. Aliran Fluida Potensial dalam Dimensi Dua

Diasumsikan bahwa aliran fluida potensial dimensi dua adalah tak mampu mampat, tak
berputar. Jika sistem koordinat Z = x + iy dimasukkan dalam bidang fisis dan potensial
kecepatan kompleks vang didefinisikan x =®+7/¥ dimana @ adalah kecepatan
potensial dan y adalah fungsi aliran, maka penyelesaian aliran fluida di permukaan
bebas digambarkan dengan himpunan persamaan dan svarat batas. Salah satu rumus
untuk menyelesaikan aliran fluida tak mampu mampat dan tak berputar adalah

persamaan Laplace !




} . 0 (2.13)
:-.!. ',q-1|
{‘ l}l rﬁ 1||
- 0 (2.14)
X 'l
D i
untuk — 0, yaitu tidak ada perembesan fluida pada dasar kanal dan permukaan
N

bebas. Persamaan Bernoulli dapat diterapkan untuk permukaan bebas dengan tekanan
konstan dan ini menghasilkan persamaan sebagai berikut

1,
-V  +¢g Y, = (2.15)

e

V' +g Y, =C (2.16)

dimana Y, adalah tinggi permukaan bebas dan C suatu konstanta yang diketahui.
Dengan mengubah variabel (X.Y) dan (®.%) masing-masing menjadi variabel tak
bebas dan variabel bebas, serta menggunakan invers untuk persamaan (2.13) dan

(2.14). akan menjadi persamaan sebagai berikut :

)" X a' X o
— 4 0 (2.17)
b '
dan
'Y 0"}
0 (2.18)
I-x‘_.i} Iﬂ.{:

‘ - dx -~
Jika didefinisikan | z dan syarat batas permukaan bebas. persamaan (2.15) dan
(2.16) menjadi :

I . 5

— UI" + g Im(Z)=( (2.19)
lldz|” _ ,

8 b Im(L)=( 2.20)

1fh'




dimana Z(x) = X(D,W)+iV(d,¥W) dan |Ul adalah laju fluida. Jika teori variabel
kompleks digunakan maka dalam masalah invers tersebut adalah penting untuk
mendapatkan fungsi analitik Z(x). Selanjutnya kecepatan fluida kompleks dapat
dituhis :

dx i
u=iv=1J ¢ | (2.21)

d/ a
dimana 6 adalah sudut vektor kecepatan fluida dengan sumbu-X positif. Kemudian

dengan logaritma natural dari kecepatan fluida kompleks. vaitu :

(dx ) o
O=In=|=r=if = 1t + i® 2.22
\ o7 )
. : - dx 2 i s
dimana 1 lniU) . ® = -6 ,dant. 0. [f_/ serta £) adalah fungsi analitik dalam
(¥

domain aliran fluida. Menurut teori variabel kompleks pada batas vang diberikan, nilai
{2 pada bagian dalam daerah penyelesaian ditentukan oleh nilai I pada bagian dalam
daerah penyelesaian dengan mengubah persamaan differensial parsial yang
menggambarkan perlakuan bagian dalam daerah penvelesaian dan pada batas daerah
penyelesaian ke dalam persamaan integral dan kemudian diperoleh penyelesaian
numerik dari persamaan ini. Andaikata batas daerah penyelesaian terdiri dari dua
bagian, vaitu pada bagian pertama untuk batas I, dan t diketahui, dan bagian vang
lain untuk batas I, dengan bagian imajiner © diketahui , dimana | | i W
Maka masalah nilai batas campuran digambarkan sebagai bagian riel Q vaitu t vang
diketahui pada bagian batas |, dan bagian imajiner @ diketahui pada bagian batasT, .
Sehingga untuk mendapatkan penyelesaian fungsi analitik Q dalam daerah
penyelesaian diperoleh :

Re ()= 1 I pada I

Jm ()= @ = g pada I, (2.24)




Penyelesaian masalah nilai batas campuran diperoleh dari penyelesaian masalah
Reimann-Hilbert. Masalah Reimann-Hilbert adalah untuk mendapatkan suatu fungsi
yang analitik dalam daerah S§° yang dibatasi oleh bentuk sederhana I dan yang

memenuhi syarat batas pada garis lurus dalam bidang —Z.

2.4. Transformasi Pada Bidang Paruh Bagian Atas.

Didefinisikan suatu transformasi atau pemetaan vang menghubungkan titik
didalam bidang-xy kedalam bidang uv atau W = u + iv. Persamaan u = u(x.y) dan v
v(x.y) dinamakan persamaan transformasi. Dalam hal ini rotasi dari pemetaan bidang-Z

ke bidang paruh-W diputar sejauh sudut 6,

4.
“—— J >
C B M A
a
—a— *>——>
D I F X

Gambar 2.1. Bidang-Z dengan panjang pita tak terhingga dan lebar a

Av

A B* el b} B

Gambar 2.2, Bidang paruh-W bagian atas

@ R
F u




Dapat ditunjukkan bahwa (dari Gambar (2.1.) dan (2.2.)) pemetaan pada bidang paruh-
W bagian atas dari bidang-bidang pita tak berhingga dengan lebar sama dengan titik-
titik D, E, dan F terletak pada sumbu-x dan titik-titik A. B. dan C pada garis yang
sejajar dengan sumbu-x berjarak y = a pada bidang-7Z dengan menggunakan fungsi

pemetaan

H = [:.:S|

2.5. Masalah Riemann-Hilbert untuk Bidang paruh

Didefinisikan interval n e (- o, a,) Y (b,, o) pada sumbu riel pada bidang
paruh bagian atas yang ditulis dengan I, dan interval 7 e (—a,.b,) ditulis dengan I,
(lihat gambar 2.3). Bagian atas bidang paruh didefinisikan sebagai S* . yang dibatasi

kurva sederhana tertutup dan mulus I = I, Y I', dalam bidang kompleks.

a; | b,
. - >
" M

Gambar 2.3. Bidang paruh-t

Masalah batas Riemann-Hilbert adalah untuk mendapatkan rumus €, yaitu
LUt) = t{t) + 19(t) (2.26)
lihat Muskheslisvilli (1953), vang analitik pada bagian atas bidang paruh-t yang
kontinu sampai ke " dengan nilai batas yang memenuhi persamaan berikut :
e [am) +ibm] Q (M) =am) 1 (n)-bin) O (n) =cin) (2.27)

dimana 1) adalah nilai t pada batas " dan a(n), b(n). ¢(n). T'(n). dan ©"(1). dengan :




a’(m) +b’(m) = 0 (2.28)
Masalah nilai batas campuran adalah suatu kasus untuk masalah Riemann-Hilbert
dengan a(n) = 0, b(n) = -1, c(n) = g(n) dimana ne I'; dan g(n) adalah fungsi riel vang
diketahui dan a(n) = 1, b(n) = 0, dan ¢(n) = fin) dimana ne Iy, dan f(n) adalah fungsi
riel yang diketahui. Selanjuinya syarat batas untuk masalah Riemann-Hilbert pada
bagian atas bidang paruh dinvatakan oleh :

t(m)=f(n).padal; (2.29)

®'(n) = g(n), pada 1, (2.30)
Selanjutnya, dianggap penyelesaian diatas hanya terbatas pada titik a; dan b; seperti
vang diberikan oleh Muskheslisvilli (1953), jika X(t) adalah penyelesaian homogen 2
seperti ¢(n) = 0 maka penyelesaian tak homogen £ adalah :

(1) X I ¢n) in (2.31)

ind [a(n) + ib)X (N - 1)

Penyelesaian homogen X(t) untuk t diambil pada bagian atas bidang paruh adalah :
X(t) = Jt-a,)t - b) (2.32)

dan saat t mendekati sumbu riel n, dari bagian atas bidang paruh nilai X(t) pada sumbu

riel adalah :

X (1) yin-aln->b).-x<n<a 731
X'(1) iyin = a, Ab n).a;<n<b (2.34)
X' (1) Jn - a, Xb n) .by < n<« (2.35)
b ity h|
i) . & > n

Gambar 2.4, Bidang paruh-t




Dimana X (1) adalah nilai X(1) pada saat t mendekati sumbu riel pada bagian atas
bidang paruh-t. Selanjutnya, dengan mensubtitusikan persamaan (2.32), (2.33), (2.34),

dan (21.35) ke persamaan (2.31) diperoleh persamaan :

X(t) | % g(n)

(1) = L e
n ‘Jm=a)n=b)n - 1]

dn +

[ . f\n) . - dn - .|‘ —._.gh” - - dn
Jin = a )b T'|i|l'| - l] cm—-a,)n-0 n - t]
(2.36)

Dari persamaan (2.36) akan dicari penyelesaian dengan b, adalah tak terbatas (lihat
gambar 2.4), vaitu masalah nilai batas -
RelQn)} t'(n) = f(n) . untuk a;<n (2.37)
ImiQn)} = @°(n) = gln) . untuk a;-n (2.38)
Dalam urutan mendapatkan penyelesaian masalah nilai batas campuran. seperti
dinyatakan oleh syarat (2.37) dan (2.38), dengan mentransformasikan bidang-t ke

bidang-+" oleh suatu fungsi pecahan, vaitu :

; t -8, =1 o
1 — (2.39)
1 a, + 1
AS
a b,
—_— k-] '

Gambar 2.5, Bidang-¢’
Ini mentransformasikan bagian atas bidang paruh dari bidang-t ke bidang-t dan titik a,
dan b; (=) pada sumbu riel dalam bidang-t ke -1(a;) dan +1(b;) pada sumbu riel dalam
bidang- ', lihat gambar (2.5). Masalah nilai batas vang bersesuaian dinyatakan oleh

syarat (2.29) dan (2.30). Selanjutnya menjadi masalah nilai batas dengan syarat (2.29)




dan (2.30). Kemudian menerapkan persamaan (2.31) pada bagian atas bidang paruh

dari bidang-r" menghasilkan :

. I — g B
ooy + 1 = 1) = 1]
( f(n) = e gin’) .
—= - dn’ — = T dn
J Jin' + 11 - )’ - ] J Jon' = a)n - b)) - t]

(2.40)
Pada pensutitusian persamaan (2.39) kedalam (2.40)) penyelesaian masalah nilai batas
campuran diberikan oleh persamaan (2.37) dan persamaan (2.38) ditransformasikan

kedalam pernvataan berikut :

: X(t) | * g(n) t fln) 'i
0Oft) = , : - — dn | (2.41)
T '{ Va, 11J|] [J Ij‘,h.r] 21,[1—1] J

dimana penyelesaian homogen persamaan (2.31) untuk ¢(r)) = 0 menggunakan rumus:
X(t) = a, t . <a (2.42)

lJan pada sumbu riel bidang-t nilai X(t) adalah -

XM= ya - n,n<a (2.43)

X(m)=-iyn - a, , n>a (2.44)
Jika bagian imajiner g(n) pada €(t) diketahui pada seluruh sumbu riel dan dengan
mengasumsikan bahwa fin) = C, (C = konstanta). Maka persamaan (2.41) dapat ditulis

X(t) I- gin)

Qft) = .
AN | ¥ ‘1[‘1 x; 1]

dn 4+ C (2.45)
Dengan mengambil a, - oo, maka persamaan (2.40) dapat ditulis menjadi :

Q) = Il‘ gln) . C (2.46)

persamaan (2.46) ini adalah rumus Schwartz (lihat Muskhelishvilli (1953)).
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BAB 111

PERUMUSAN MATEMATIKA

3.1. Model Fisis Aliran Fluida di permukaan bebas pada suatu kanal.

Pada penelitian ini diselidiki pengaruh gravitasi dan tegangan permukaan

. aliran

fluida dimensi-dua, tunak. tak-kental, tak-mampu-mampat dan tak-berputar di atas

penghalang dalam saluran. Pada ujung hulu dari penghalang, aliran seragam dengan laju

Ul dan kedalaman fluida adalah H dan aliran horisontal pada arah sumbu X positif.

Dengan penghalang dimulai pada X =0 dan fungsi kurva yang diketahui Y = f{X)

hingga tinggi penghalang H,, dan pada saat dasar permukaan saluran tetap horisontal,

Pada penelitian ini aliran fluidanya ditunjukkan pada Gambar 3.1

A v
i | ['il
A N f M D
x|
— l —
U H
R —
— —
Y I AP Hs IT,.
e y — > x
A | B :!__ C F D
D i S .--——b

Gambar 3.1, : Bidang fisis untuk aliran di permukaan bebas
di atas penghalang dipengaruhi pengaruh gravitasi dan
legangan permukaan.

Dasar dari saluran AB dan CD horisontal, BC adalah suatu fungsi yang diberikan

dan permukaan bebas lapisan atas adalah A'D'. Pada dasar saluran, fungsi aliran ¥

dipilih untuk ¥ =0, dimana permukaan bebas A'D’ diberikan ¥ =Q=HU _,




3.2. Model Matematika dari aliran Fluida dipermukaan bebas dipengaruhi

gravitasi dan tegangan permukaan.

Sekarang digunakan persamaan Bernoulli pada permukaan bebas A'D' (bidang

fisis [gambar 3.1]) untuk permukaan bebas dinamik kondisi batas dan diperoleh :

) I | .
LY, gH +—= (3.1
. P ; 2
dS/do
atau
L I'[ dO U
vy, L[ L) g U (32)
i P L1."\ ] :
dimana ;

Y¢ = tinggi permukaan bebas

U kecepatan [luida pada permukaan

g percepatan gravitasi

L. = kecepatan fluida di ujung hulu penghalang

T = tegangan permukaan

ds perluasan panjang pancaran

db = perubahan sudut yang dibentuk oleh permukaan bebas dengan sumbu-x

horisontal.

Untuk memudahkan dalam melakukan analisis. persamaan (3.2) diubah ke dalam

bentuk persamaan tanpa dimensi vaitu sebagai berikut :

20-¥,)  nces (40
u, = 14 207 4 2We| = (3.3)
11; Fr | ds )
dengan
U, ; ;
u, = l ~ adalah kecepatan fluida tak berdimensi di permukaan bebas, (3.4)
¥ adalah tinggi aliran fluida tak berdimensi di permukaan bebas. (3.5)




| ; ; . s 2
Fr = —= adalah bilangan Froude di bagian hulu. (3.6)

JeH
We = —— adalah bilangan Weber, (3.7)
Fr
T adalah tegangan permukaan tak berdimensi. (3.8)
gpr

_L,; a
5 0 adalah panjang kurva tak berdimensi baik di permukaan bebas maupun di

dasar kanal (3.9)
Pada bidang fisis (gambar 3.1) ditempatkan sistem koordinat Z = x + iy dengan panjang
AB pada sumbu-x, dimana sumbu-y ukuran vertikal naik dan pusat sumbu sistem
koordinat adalah titik dimana penghalang pada dasar saluran pertama menyimpang dari
sumbu horizontal. Asumsi di atas mengikuti teori sebelumnya dari kecepatan potensial
@ dan fungsi aliran 'V sehingga kecepatan potensial kompleks k = @ + iV analisisnya
dalam daerah yang ditempati oleh fluida. Selanjutnya untuk penyelesaian masalah aliran
fluida di permukaan bebas digunakan prinsip dasar dari fungsi potential dan fungsi
aliran Maka dapat didefinisikan x = f{Z), sehingga fungsi potential dan fungsi alirannva

sehubungan dengan komponen u dan v dibidang-W adalah dapat ditulis sebagai

berikut:
u’lh' J
. {(Z) (3.10)
dz
sehingga
K — W (3.11)
dZ

dengan |U| adalah kecepatan fluida pada beberapa titik dalam daerah aliran fluida, dan
0 mewakili daerah aliran pada titik ini yaitu sudut vang dibuat antara permukaan bebas

dengan sumbu-X positif. Selanjutnya persamaan (3.11) diaplikasikan pada aliran fluida




di permukaan bebas dan pada setiap sisi kanan dan sisi kiri dari dibagi dengan U_ dan

kemudian dengan sifat elementer persamaan tersebut dilogaritmakan, diperoleh :

1 dx
Q=In = r—ié (3.12)
U, de
e dx : — ' " y _
dengan t=In : dan 1., ~ adalah fungsi analitik pada bidang-w (Gambar 3.2
dZ

Sudut dasar dari saluran yang dibuat dengan sumbu-X positif adalah P ditunjukkan
pada gambar 3.1, adalah B =arc § =arctan(f'(x)).

Pada bagian ini akan dipetakan bidang fisis aliran fluida dipermukaan bebas pada
bidang-m (gambar 3.2) dengan fungsi pemetaan kompleksnya (¢ ). Fungsi aliran
dipermukaan bebas A'D’ pada bidang-Z dipetakan pada garis horisontal A'D’ pada
bidang-» dengan fungsi alirannya y = g, sedangkan untuk didasar saluran fungsi

alirannva y = 0,

W
t() W =q
.-E .\ L 3 '\l .I:I
=10 8= B(n) 8=10 =g
L L 2 L — & & l"¢
I B i D

Gambar 3.2. Pemetaan bidang-Z ke bidang-o

Selanjutnya, ditransformasikan bidang tak-terbatas yvang ada pada dalam bidang-
© ke bagian atas bidang paruh-t (lihat gambar 3.3). dimana t=vn+i% . Dengan

menggunakan transformasi bidang paruh bagian atas diperoleh fungsi pemetaannya :




t==g ¥ (3.13)

A
t(n)
0=0 -1 6=pBn) 6=0Q 1
——_ N b TR PR R R N
A\ I B C DD M B’ N A

Gambar 3.3, Pemetaan bidang-o ke bidang paruh-t.

Masalahnya sekarang adalah bagaimana mengurangi tingkat kesulitan yang ada pada

bidang-» ke permasalahan satu-dimensi dalam bidang-t (Gambar 3.3). Selanjutnya
diaplikasikan masalah Riemann-Hilbert dalam bidang-t untuk mendapatkan masalah
nilai batas campuran Riemann-Hilbert, dimana keadaan batas pada sumbu riel n dari
bidang-t diberikan oleh :
e utik AB pada sumbu riel 1 <~1, 8 =0 merupakan bagian :'?mlfll:r;” =0 (3.14)
e titik BC pada interval (-1<5 <1_), © = B merupakan bagian Fm{ﬂ{f;]] - (3.15)
e titikk CD pada interval (1, <n<0), merupakan bagian ,‘_imiﬂlq}] ={ (3.16)
e titik D'A" pada interval (0< n< «), merupakan bagian ‘He[ﬂ!rﬂ] =1(n) (3.17)

Menurut Muskheslishvilli (1953), penyelesaian dari ©Q dapat diperoleh melalui

penvelesaian umum Riemann ~Hilbert, vaitu dalam bentuk :

A1) = X{t) J Bin) dn + j ; “n) qu (3.18)

T LAv=-nin-t) fynin-t)
dimana X(t)=+/~t adalah penyelesaian homogen dari Q(t) pada saat bagian riel

We(€2), dan bagian imajiner Im(£2) sama dengan nol pada sumbu riel 1. Pada saat 1




mendekati sumbu riel n dari bidang paruh bagian atas, nilai dari X" (t) pada sumbu
riel n disajikan dengan :
X*(n)=y-n.n<0 (3.19)
X"(n)- :\‘ri_n > () (3.20)
Dengan menggunakan nilar utama Cauchy maka bagian riel dan imajiner
{2(n, )masing-masing dapat dinyatakan dengan t(n,) dan 6(n,). Bagian riel t(n,)

adalah kecepatan fluida pada dasar saluran AD dan dinyatakan dengan :

- M : (n]
k' ]1 |"‘I_"_d||'l_..‘r {l]—-”drl _T‘l:lq'_ﬂ t,'l.:l’

() =—— = —
o =n(n=n,) ynin-n,)

sedangkan bagian imajiner 6(n,) adalah sudut yang dibentuk oleh permukaan bebas

A'D" dengan garis horizontal dan diberikan oleh :

Y
J. s _i_! T'|} }d” |-£ LdT]J Ll =) 'II-:'::.I

l'llll]n
O(n, )=~ ; .
{ : \I'.—I]{Pl =Ty \'IIT‘l{ﬂ_T‘I' }

n

Selanjutnya. ditunjukkan jarak tanpa-dimensi dari dasar permukaan dan penampang
permukaan bebas. Karena itu digunakan syarat batas kinematik dan diperoleh
persamaan sebagai benikut:

dn dé o
d]] = - Lj‘\ F";ILL‘: ! 1.1:111 l 2 3.23)
déd ds =

yvang mana |, adalah dasar saluran, termasuk penghalangnya, AD, sedangkan I

adalah penampang permukaan bebas A'D'. Kemudian persamaan (3.23) disclesaikan
pada batas [, dan I', . diperoleh :

dn Ze -':r:.lll{.“-}ti.‘\' . pada I", (3.24)
4

T ~Tofs .
dn=-=¢ " u(s)ds , pada I, (3.25)
q




Dari syarat batas pada dasar perairan, didapatkan kecepatan aliran fluida ke arah
horisontal vang diberikan oleh persamaan :

1{d(s)
40D _ u(s) (3.26)

L

Schingga kalau Persamaan (3.26) ini diselesaikan diperoleh persamaan sebagai berikut:

ols)=d,. 4 JIII:.IF}{"}.-' (3.27)

dengan nilai fungsi potensial pada titik E dan N sama dengan ¢, .

Jika diketahw dari fungsi triponometri bahwa :

I

£ = Cos6 (3.28)
ds

l.i"n: i

=~ =58in6 (3.29)
ds

Oleh karena itu, koordinat dari permukaan bebas dapat dinyatakan dengan :

x(s)=x, +j'umrfffw (3.30)

ws)=y, + |sin@( )dl (3.31)

-

dengan x,, dan y,, adalah koordinat dari titik N.

F'} 29

ersamaan (3.21) dan (3.22) dalam bidang fisis dapat ditulis kembali menjadi :

U.(s)
.08 ]. ok
{s)=1l U
e =p) s (1)l
¢ o=l 0)=n,(s)
r. (! Tt
[ AL u, (1)l , sel, (3.32)

S0, O-n6f




.'IJ'IF {\] g 1! L))
B(s) = M. | BT
i Eud .r;_._i."}[r;_,_l:f} 1, {ﬁﬂ
SR T .
: v i, .s5¢el, (3.33)
AL Ir']'[r; (/)=n M] | '
dengan
nil/)=-e pada | (3.34)
nl/)=e v pada I, (3.35)

Dalam Persamaan (3.32) dan (3.33), 1,(i) dihitung dengan menggunakan Persamaan

(3.3). yaitu:

U] [ 20=y) L w(d0)]

(/) =In In| /14 +2We |J (3.36)

\ Fr’ \ ds /

3.3. Prosedur Numerik

Dalam menyelesaikan persamaan (3.27) sampai dengan persamaan (3.33) pada
pemodelan matematika digunakan prosedur numerik yang sama seperti telah dilakukan
oleh Widodo (1998), dimana langkah-langkah iterasi numerik vang dilakukan adalah
sebagai berikut :

1. Membagi jaringan titik-titik pada dasar saluran I', . dan mengasumsikan suatu

inisial penampang permukaan bebas I, .
2. Mengasumsikan inisial laju fluida, yaitu :

* u,(s) untuk U pada dasar saluran AB

-

* u;(s) untuk U pada permukaan bebas A'B

dengan keadaan awal n = ()




4.

Laju fMuida uj(s) pada permukaan bebas I, dihitung dengan menggunakan

PErsamaan

il
~J

U | . 201~y "'W
t{l)=In .i".1"| -'~ln.[ i1+ ”_ ,}'—!+3‘~‘-E o

dimana :
r.\l) =1

ogaritma danipada kecepatan fluida pada permukaan bebas yang tak

berdimensi.

{/ (/) = kecepatan fluida pada permukaan bebas.

U, kecepatan awal daripada fluida

Vi tinggl permukaan fluida terhadap dasar saluran
Fr Bilangan Froude

We Bilangan Weber

ds perluasan panjang pancaran

do

perubahan sudut yang dibentuk oleh permukaan bebas dengan

sumbu-x horisontal,

Kemudian kecepatan potential ¢°(s) pada [, dan I, dihitung dengan
menggunakan persamaan

d(s)=0¢+ [u7) di
dimana
o(s) = fungsi potensial pada permukaan bebas dan dasar saluran
@ = fungsi potensial awal pada permukaan bebas dan dasar saluran
ull) = kecepatan fluida pada permukaan bebas dan dasar saluran.

Mensubtitusikan nilai-nilai , ul(s). dan ¢"(s) ke dalam ruas kanan

persamaan (3.32) dan (3.33) diperoleh tafsiran baru, vaitu :




) .
* u, (s) untuk kecepatan fluida pada dasar saluran
* ¢""'(s) untuk sudut yang dibentuk oleh permukaan bebas dengan sumbu-x
horisontal.

6. Menggunakan persamaan (3.30) dan (3.31) untuk mendapatkan tafsiran baru

dan pada profil permukaan bebas :

x(s)=x, + [cos@(/)al (3.39)

dan

ws)= v, + J‘::in ol )i (3.4

dimana ;
( x(5), ¥(s) ) = koordinat dari permukaan bebas
X, dan y, = koordinat dari titik N.
£(/) = sudut permukaan bebas
7. Mengulangi langkah (3) sampai (6) sedemikian hingga kecepatan fluida u"(s)

dan potensial kecepatan ¢"(s) konvergen pada batas-batas vang telah

ditentukan,

1.4, Prosedur Simulasi pada komputer dari profil aliran fluida di permukaan
bebas diatas penghalang pada suatu kanal.

Dalam mengambarkan profil aliran fluida di permukaan bebas diatas penghalang
dalam suatu kanal vang dipengaruhi gravitasi dan tegangan permukaan perlu dibuat
titik-titik pias pada permukaan dasar dan permukaan bebas dengan cara sama, vaitu
panjang setiap elemen pada sumbu-x pada kedua batas adalah sama. Penempatan titik-

titik pias dibagi dalam lima bagian (lihat gambar 3.4) vaitu daerah aliran hulu yang




seragam, daerah aliran hulu tepat pada ujung penghalang, daerah aliran hulu diatas
penghalang, dan daerah aliran hilir yvang seragam. Daerah-daerah tersebut ditandai
dengan huruf A, E, B, C. F, dan D pada dasar saluran sedemikian hingga masing-
masing A dan D pada aliran hulu dan aliran hilir yang jauh tak berhingga dari
penghalang. Sedangkan pada permukaan bebas A’ adalah posisi aliran hulu yang tak
berhingga dan D’ adalah posisi aliran hilir yang tak berhingga dari penghalang.

Ditentukan sebuah tittk musalnya E pada dasar saluran vang mana jaraknya
berhingga dari titik B (dinyatakan B sebagai titik acuan) dan ambil titik N pada
permukaan bebas diatas titik E. Aliran hilir yang jauh pada permukaan bebas diambil
titik M diatas titik F. Untuk daerah antara E dan F integral yang terbentuk dihitung
dengan menggunakan teknik numerik yang telah dijelaskan pada tugas akhir M.
Naki(2004). Aliran hulu yang jauh dan dipilih sebagai posisi awal dari aliran di
permukaan bebas dan posisi awal dari dasar saluran, masing-masing mempunyai
koordinat (xx. 1) dan (xg 0) dimana :

Xy =X; mX, - [{u_: - n, ]ﬂu'l (3.41)
untuk x, =0

Didefinisikan koordinat (x¢ . yr) pada aliran di permukaan bebas dan (xs . v) pada dasar
saluran, dimana untuk pendiskritisisasian interval dan laju fluida pada dasar saluran dan

permukaan bebas masing-masing adalah ds, . ds, . u, . u,. Pada iterasi yang pertama

laju fluida tak berdimensi sepanjang permukaan bebas (u, ) = 1. dan untuk laju fluida

tak berdimensi sepanjang dasar saluran (u, )= 1.

Pendiskritisisasian interval pada permukaan bebas ds, sama dengan ds,

(diskritisasi interval pada dasar saluran), yaitu :

3

ds,, = §(x, =x,. P #+ (v, =yia F Li=123,....0 (3.42)



ds, = g =% fF+s=ppaf ,i=123.n (3.43)

Untuk posisi awal iterasi pertama. didefinisikan potential kecepatan pada dasar saluran

dan permukaan bebas masing-masing ¢, dan ¢,,. Selanjutnva potential kecepatan

antara i-1 dan i pada permukaan bebas dan dasar saluran dihitung dengan menggunakan
5

persamaan (3.27) dan aturan trapesium vaitu :

¢ potential kecepatan pada permukaan bebas yang dinyatakan dengan :

| .
. = ¢ F=(ug + ug s, ,i=123,....n (3.44)

¥ fi -

¢ potential kecepatan pada dasar saluran yang dinyatakan dengan :

¢

¢, =0, (u, + uy,_Ms, ,i=123.....n (3.45)

Kemudian 1, dan t, masing-masing adalah posisi permukaan bebas dan dasar saluran

dalam bidang-t. Jadi dari persamaan (3.34) dan (3.35) didapatkan :

f T b i
l; = exp O | +1™=1,2.3,000aD (3.46)
1 \E |
n
L - i} 1=1.23....n (3.47)
Y

dimana: m=20 arcsin(1,0)dan g=1.
Didefinisikan [ sudut antara dasar saluran dengan garis horisontal, sehingga untuk

setiap titik pias pada dasar saluran merupakan . .

3.4.1. Konversi satuan non dimensi dalam Pias

Bilangan Pias merupakan bilangan non dimensi yang digunakan sebagai indeks pada
proses iterasi setiap perhitungan integral batas. Pada penyelesaian aliran fluida ini
dibuat ttik pias yang seragam antara titik E sampai F dan dinyatakan ukurannya

dengan Ax , sehingga




Ax

dimana: n=banvaknva pias
Antara pias ke-i dan pias ke-(i-1) merupakan lebar pias. dimana lebar pias akan
menentukan ketepatan perhitungan vaitu semakin kecil lebar pias maka semakin tepat
hasil perhitungan. Lebar pias dapat dihitung dari panjang penghalang dibagi dengan
banyaknya sebaran pias pada daerah tersebut. Untuk memudahkan dalam menggunakan
bahasa pemrograman, maka pias pada titik E adalah 0, pias pada titik B adalah N1 =
(nz-ny), pias pada titik C adalah N2 = n; dan pias pada titik F adalah N = n. Jika pada
daerah antara B dan C diambil sebaran titik pias sebanyak n; = 600, pada daerah antara
E dan C diambil sebaran pias sebanyak n; = 720, sehingga pada daerah titik E dan titik
B diambil sebaran pias sebanyak (n;-n;) = 120, demikian juga pada daerah antara titik
C dan F yang jauh dari penghalang diambil sebaran pias vang sama vyaitu sebanyak (n;-
ny) = 120, sehingga banyaknya sebaran pias seluruhnya adalah n = 840. Dalam hal ini

Jika menggunakan bahasa pemrograman maka didapatkan N; = 600, No= 720, N = 840,

n, pias

- n,) pias

n pias

Gambar 3.4, Diagram titik-titik pias pada dasar saluran




Gambar 3.4. menunjukkan skema titik-titik pias pada dasar saluran untuk tujuan
simulasi pada program komputer yaitu membagi daerah antara titik B dan C dalam n
pias dan daerah antara E dan C dalam n, pias. Jadi dalam daerah antara E — B dan C -

F terdapat (n, n, ) pias.
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BAB IV

PEMBAHASAN

Pada bab 1m1 akan dibahas hasil simulasi dari program komputer dimana untuk
vanasi dan pengaruh tegangan permukaan ditunjukkan dengan bilangan Weber dan
terdapatnya bilangan permukaan yang mungkin menimbulkan gelombang kapiler. Hasil
numerik dibentuk dengan bermacam-macam bentuk geometri yang berbeda dari dasar
saluran bila bilangan Froude aliran hulu lebih dari satu. Bentuk penghalang vang akan
dibahas pada penelitian ini diasumsikan pada bentuk kurva melengkung bertingkat

turun yang didefinisikan oleh persamaan berikut :

/H ,untuk x < 0
h 1)
ﬂ' I cos 2,-7! ,untuk 0 x </,
| h. [ xX=1
y=< = | 1=-cos| 27 : ' |‘ .untuk [, <x < [ + [,
f | R | e
= |1—cos 2 f Lk L+ L<x s [+ L+l
!
() cuntuk x > I, + I, +1,

(4.1)
Dimana h,, h,, h, adalah tinggi tak berdimensi penghalang pertama. kedua, ketiga
dan tl =/, +/, +/, adalah panjang tak berdimensi penghalang pertama. kedua. dan ketiga

(lihat gambar 4.1,)




Bentuk penghalang kurva bertingkat turun dengan h; > h; > h;

A
A
h h,|
¥ W
M
h,
'M:_.l
- e 7 W - —
!': i _fl y i

Gambar 4.1, Penghalang kurva bertingkat turun

4.1, Hubungan antara tinggi permukaan bebas dan Bilangan Froude Hulu

untuk aliran fluida pada hilir dimana tinggi penghalang diberikan.

Dalam bagian ini digambarkan secara matematis nilai analisis dari aliran fluida
permukaan bebas wung hilir pada saat pengaruh gravitasi bumi dan tegangan
permukaan diberikan. Dari persamaan Bernoulli (persamaan (3.2)) telah diketahui batas

permukaan bebas dinamik berikut :

U, 201 =-v.) [ do
— u, 11+ —~+2We | (4.2)
l \ Fr \ds
Dan juga dalam persamaan kontinuitas diperoleh hubungan :
U, I
_ (4.3)
1 ¥, — h
subtitusikan persamaan (3.114) kedalam persamaan (3.113) sehingga menjadi :
! [ 20=y,) . o, [d0)
— Uy = 14 =1+ 2Wel — | (4.4)
¥ h \ Fr: . ds )
dan dapat disusun sebagi berikut :
Fr o1 ity | O |
—=Fr*+2(1 = y.)+2 We Fr* | — (4.5)
h' i h! \ ds s




Selanjutnva aliran fluida dipertimbangkan hanya pada ujung hilir, yaitu pada saat

X —» o, kemudian sudut permukaan bebas dengan sumbu X positif adalah nol dan

. {do . . oo
saat itu ‘[ 0. Persamaan (3.116) dapat disederhanakan menjadi :
Us
Fr .
o PP 0] - ¥ ) (4.6)
v, h)
dlau
Fr=(y, = bf [Fr® + 20 - y,) (4.7)

dapat dilihat pula bahwa untuk diberikan tinggi penghalang tanpa dimensi h dan
bilangan froude hulu (Fr) kemudian tinggi dari permukaan bebas ujung  hilir
penghalang dapat ditentukan dengan penyelesaian persamaan v, pangkat tiga sebagai

berikut :

(yg=h)’ 4 ]1}'- h)* Frl =0 (4.8)
misal P = (yr—h) . maka persamaan (4.8) dapat ditulis :
PPFr=0 (4.9)

Sebagai contoh untuk bilangan Froude hulu = 4.0 pada saat diberikan tinggi penghalang
non dimensi, misal h = (.5. Maka dapat dicari akar-akar dari persamaan (4.9) yaitu :
P,=7.8709, P;=1.0748, P.=-0.9457
Maka dan ketiga akar-akar diatas, diambil akar yang memenuhi persamaan (4.9) yaitu :
P=P,=1.0748

Sehingga diperoleh tinggi permukaan bebas untuk Fr = 4.0, h = 0.5 adalah yy = 1,5748.
Demikian juga untuk penggunaan bilangan Froude hulu yang lain akan dapat dicari
penyelesaian secara analitik dari tinggi permukaan bebas disaat diberikan tinggi

penghalang non dimensi,



4.2. P'rofil permukaan hebas dengan Fr = 4.0 dan We = 0.05, We = 0.00
Implementasi diawali pada saat fungsi bentuk penghalang didefinisikan oleh

persamaan (4.1) dan tinggi penghalang tanpa dimensi h1=0.5, h2=0.2, h3=0.3, dengan

variasi untuk bilangan Froude hulu Fr = 4.0, We = 0.05 dan tanpa tegangan permukaan

We= (0.0. panjang penghalang tl = 2n. Hasilnya dapat dilihat pada gambar 4.2.

GRAFIK PROFIL FLUIDA PERMUKAAN BEBAS

penghakng, ti=2pi
Fr=4.0, We=0.05
Fr=4.0, We=0.00

4 D

o o =

- i R

1R
0a
0.7

Tinggi Penghalang\Permukaan Bebas

-2 i Q0 1 2 3 4 5 [ 7 8

Panjang Penghalang\Permukaan Bebas

Gambar 4.2.  Profil permukaan bebas dengan bilangan Fr=4.0,

dengan variasi bilangan We=0.05, We=0.00.

Gambar 4.2 menunjukkan perbedaan dari profil permukaan bebas pada saat
We=().05 dan tanpa tegangan permukaan We=0.0, untuk bilangan Froude hulu Fr= 4.0.
Bentuk dari penghalang diberikan oleh persamaan 4.1., tinggi penghalang tanpa
dimensi h1=0.5, h2=0.2, h3=0.3, dan panjang penghalang tanpa dimensi tl=2a. Dapat

dijelaskan bahwa semakin besar tegangan permukaan vang diberikan, maka tinggi




puncak permukaan bebas semakin bertambah. Dimana untuk bilangan We=0.05 puncak

permukaan bebas lebih tinggi daripada tanpa tegangan permukaan. Gambar diatas

menjelaskan bahwa penyelesaian analitik dari persamaan (4.9) memenuhi persamaan
1 ‘

untuk bilangan Froude hulu = 4.0 dengan tinggi permukaan bebas y;= 1.5748.

4.3. Profil permukaan bebas dengan Fr = 3.0 dan We = 0.05, We = 0.00

Kemudian implementasi vang kedua akan dianalisa pengaruh pengambilan
bilangan Weber We=0.05, We=0.00, dan tanpa tegangan permukaan We=0.0, untuk
bilangan Froude hulu Fr = 3.0. Pada saat bentuk saluran didefinisikan oleh persamaan
(4.1) dan tinggi penghalang tanpa dimensi h1=0.5, h2=0.2, h3=0.3, yang hasilnya
seperti pada gambar 4.3 dibawah ini.

GRAFIK PROFIL FLUIDA PERMUKAAN BEBAS

penghatang, t=2pi1

1.7 | =
y =1.6508 Fr=3.0, We=0.05 —

o 1o Fr=3.0, We=0.00 .
© : .
m 13 ‘gi
: 2
m - &
M 11 o : .I
@ " x 0
E ) N B |
5 09 : gh £
G £e3
e ¥
H
.. ¥
g 3
® 03
o
&
=
=

(@

L3 ! | J * 5 4 2 5 5 B

i Q & 2

Panjang Penghaiang\Permukaan Bebas
Gambar 4.3.  Profil permukaan bebas dengan bilangan Fr=3.0.

dengan variasi bilangan We=(0.05, We=0.00.




Gambar 4.3 menunjukkan perbandingan dari profil permukaan bebas pada saat
tegangan permukaan We=0.05, dan tanpa tegangan permukaan We=0.0 diatas
penghalang dengan panjang tanpa dimensi tl = 2n untuk bilangan Froude hulu Fr = 3.0,
fungsi dan penghalang pada persamaan 4.1 dan tinggi penghalang tanpa dimensi
h1=0.5, h2=0.2, h3=0.3. Dapat dijelaskan bahwa tegangan permukaan tdak
berpengaruh pada permukaan bebas ujung hulu tetapi tegangan permukaan berpengaruh
pada daerah belokan daripada aliran fluida tersebut. Gambar diatas menjelaskan bahwa
penyelesaian analitik dan persamaan (4.9) memenuhi persamaan untuk bilangan Froude

hulu = 3.0 dengan tinggi permukaan bebas y; = 1.6509.

4.4, Profil permukaan bebas dengan We = 0.00 dengan variasi Fr = 3.0 dan

Fr= 4.0,

Selanjutnya, implementasi yang ketiga akan dianalisis variasi penggunaan dari
bilangan Froude hulu Fr = 4.0 dan Fr = 3.0 dengan tanpa tegangan permukaan We=0.0,
pada saat fungsi penghalang didefinisikan oleh persamaan (4.1) dan tinggi penghalang

-
5

tanpa dimensi h1=0.5, h2=0.2, h3=0.3, panjang penghalang tl = 2x. Dimana hasilnya

dapat dilihat pada gambar 4.4




GRAFIK PROFIL FLUIDA PERMUKAAN BEBAS
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Gambar 4.4,  Profil permukaan bebas dengan variasi bilangan Fr=3.0 dan

Fr = 4.0, dengan bilangan We=(.00.

Dari hasil plot gambar 4.4 dapat dijelaskan bahwa pada saat dimasukkan variasi
bilangan Fr=3.0 dan Fr=4.0, untuk tanpa tegangan permukaan We=0.00. Pada saat
diberikan bilangan Froude hulu dari Fr = 4.0 ke Fr = 3.0 tinggi permukaan bebas

bertambah tingg)

4.5. Profil permukaan bebas dengan We = (.00 dan We = 0.05 dengan variasi
Fr=3.0 dan Fr= 10"
Untuk implementasi yang keempat akan dianalisis variasi penggunaan dari bilangan
Froude hulu Fr = 3.0 dan Fr = 10", dengan tegangan permukaan We = 0.00 dan We -

0,05. Pada saat fungsi penghalang didefinisikan oleh persamaan (4.1), tinggi




penghalang tanpa dimensi h1=0.5, h2=0.2, h3=0.3, dengan variasi penggunaan panjang
penghalang tl = 2x.

GRAFIK PROFIL FLUIDA PERMUKAAN BEBAS

{a) Fr=3.0, Wa=0.05

(b) Fr=3.0, We=0.00
{c} Fr=1000000. We=0 05
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Gambar 4.5, Profil permukaan bebas dengan variasi bilangan Fr=3.0 dan Fr=10",

dengan bilangan We=0.00 dan We=0.05

Selanjutnya, dari gambar 4.5 dijelaskan bahwa untuk penggunaan bilangan Froude hulu
Fr = 3.0 dan Fr = 10" dengan tegangan permukaan We = 0.00 dan We = 0.05 dengan
panjang penghalang tl = 2n. tinggi permukaan bebas mengalami perubahan. Dan dapat
dikatakan bahwa tinggi permukaan bebas dipengaruhi oleh penggunaan bilangan
Froude hulu, dimana semakin kecil bilangan Froude vang diberikan maka tinggi

permukaan bebas semakin bertambah.
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BAB V

KESIMPULAN DAN SARAN

5.1. Kesimpulan

Dari penyelesaian model matematika aliran flida di permukaan bebas dengan
menggunakan metode integral batas diperoleh hasil perhitungan numerik dari metode
tersebut untuk digunakan dalam memprediksi bentuk profil permukaan bebas dengan
aliran hulu adalah superkritis, vaitu bilangan Froude hulu lebih dari satu. Dimana
semakin besar penggunaan bilangan Froude hulu (Fr) yaitu mulai dan Fr = 3.0, Fr
4.0, dan Fr 10°, maka tinggi permukaan bebas semakin berkurang. Sedangkan
pengaruh dari penggunaan bilangan Weber (We) yaitu pada saat dikenai tegangan
permukaan dari We = (.00 ke We = 0.05, hanya timbul gelombang-gelombang kecil
(gelombang kapiler) pada permukaan bebas. Sehingga dapat disimpulkan bahwa
bilangan Froude (Fr) dan bilangan Weber (We) mempengaruhi mekanisme terjadinya
perubahan bentuk profil aliran fluida di permukaan bebas diatas penghalang kurva

melengkung bertingkat turun pada suatu kanal.

5.2. Saran

Metode integral batas telah dikembangkan untuk memprediksi awal terjadinya
gelombang untuk aliran fluida di permukaan bebas dialtas penghalang dalam suatu
kanal vang dipengaruhi gravitasi bumi dan tegangan permukaan. Dalam hal ini aliran
fluida dimensi dua vang tunak, tak kental, tak berputar, dan tak mampu mampat. Oleh

karena itu untuk aliran fluida dimensi tiga dapat dikembangkan lebih lanjut.
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Listing Program Fortran :

q'rI-fiP!ftrl'l"l!iII!ibiiIhiiliiJFiih‘il%#iiiFiihh!ih-liiiifﬁ

{ PROGRAM ANALISA PROFIL FLUIDA PERMUKAAN BEBAS DI
( BAWAH PENGARUH GRAVITASI DAN TEGANGAN PERMUKAAN
i SEAAEESREEERREREEERA RN E R REE ARSI RS S SEEsEaEElEEEsEEEEE
C234567
IMPLICIT REAL*S { A-H.O-£)
INTEGER LEKLKEKMNNMIFAILNOUT NCAPTNX NLWRK
NSZLEFT.MN.J
REAL*S Q.PLW . FR.ITM.SUMHALF.ONE ZERO.DEXP.DCOS.DSIN,
| DARS.DSORT.DASIN.DATAN, TOL.ALIB. DPSIE
PARAMETER(N=840,0=1.40,M=840,NS2=720, TOL=0.001}

REAL®*S XB{ONLYBO:NLDSBIONLBATAB(O:N)LDX{((FN),
L'BIO:N L PSIBOO:N L TBOONLXFOONDL YFO:N), DSFO:N),
| BATAFINLUFIONLPSIFUEN L TN TAUF(D:MN),
| CIN<TLRIMN+TLWREN*G+16),XIN+TLRE(D:N)
| YiN+TLTBATAFO:N+TLSFI0:N+T7).5(4).5B(0:N+7),
1 PSIFOGONLPSIFNIONLXHONL Y TN
C DATA ZEROHALF.ONENOUTALOEDDSED, ] OED, 16
- EXTERNAL E0OI1BAF.E02BCH
OPENIUNIT=16FILE="ta] Xb.dat' .S TATUS="LUNKNOWN
OPENILUNIT=1 7, FILE="al Yb.dal .STATUS="TINKNOWN")
OPENIUNIT=18,FILE="tal Xf.dat' STATUS="TNENOWN"
OPEM(UNIT=19.FILE="u]l Y Ldar . STATUS='"UNKNOWNT
QPENIUNIT=20FILE="tal R 1 . dat", S TATUS="TUUNENOWN"
Pl=0ASING .d0)*2.40
WRITE (*.*Y PROGRAM ITERASI NUMERIK
WRITE (*.*) !
WRITE (*.*) APLIKASI METODE INTEGRAL BATAS
WRITI
WRITE (*.*) SKETSA GRAFIK DARI DASAR SALURAN
WRITE (*.*) PEMBAGIAN PIAS, TINGGE DAN LEBAR PENGHALANG

e 3 il

WRITE (*.*)

WRITE (") A H ( D | 0
WRITE (*.®y O 120 L1 L2 L3720 340

WRITE (*. %)

WRITE i®.*Y DENGAN KETENTU AN

WRITE (*.*Y

WRITE (*.*)*)POSISI PENGHALANG DARI B SAMPAI E SEBANYAK 600 PIAS
WRITE (*.*y *WUMLAH L1+L2+1L3 =600 (2 P1)
WRITE (**) *JBANYAKNYA PIAS N= 840Nl = ABN2 = AF
WRITE (*.*} *)TINGGI H1+H2+H3=SATU SATUAN (FLOAT)
WRITE (*.*y *)TITIK B DIMULAI DARI PIAS KE 120
WRITE (~* 31111 E PADA PIAS KE 720"
WRITE(®.101)
READ(™. 121W
10 FORMATIOUX Nilai W i
12 FORMATI(IX.F9.3)
WRITE(*.14)
READ{® 16}FR
14 FORMAT{IX, Nilai FR =)
16 FORMAT(IX.F9.3)
WRITE*,18)
READ{*. 201Kk
1B FORMAT(IX. WNilaj lterasi = '\)
20 FOERMAT(IX.I4)

CALL GEON.DX. XRYB.DSE.BATARXF.YF.DSF)
DO 46 =08
46  LUB(1y=1.d0
[0 48 =0
48 LFCIy 1 .40




PSIF(0E=10.040
PSR 0== 10,040
LIF{0)=1.d(

30 N K= KK

( EJ={
CS00 PSIFON N =PSIFIN )
( KI=KJ+]

) 5 [=1.N
LUF{FEDSORTI LJ0=2 dVFRFR* | d0-YFi 1) H-2.0d0* W=
BATAF(I))
TAUFID=DLOGILFiD
PSIF(IEPSIFU1 = (UF(-1 U R 2.40*DSF
50 PSIB{I=PSIB(1-1 -(UB{1-1=UB(NV2.d0*DSBI 1)
IX) 52 =0,
TFN=DEXP(-PLQ*PSIFID
32 TH(l=-DEXP-PLO*PSIB(]))
DO 54 NM=| N-1
I™M=TB(NM)

54 RE(NMp=RE(NM p-S1IM:
I 2 d0PI*TAUFINY*DATANDSORT(-TFINVTMI)
DO 56 NM=1 N-|

56 LUBINMEDEXPIREMMY)
UBN=UB{MN-1)

DO 58 NM=| N-1
S LI =0, A0
[M=TF(NM)
CALL WALLIN,DSB.BATAB,UR.PSIR.Q. TM.SUM)
REMNM=50M
CALL SURF(N.DSF. TAUF, UF.PSIF.Q.TM.SUM)
58 BATAF(NM=RE(NMSUM + TAUFINYPL*
| DLOGHDSORTITM)=-DSQRTITFIN DA DSORTITFIN )+
| PDSOIRTTMN

O 60 1= N
IF(BATAF(TBLLT.0.40) BATAFIIB=0.D0
60 CONTINUIE
DO A2 1=1.8-1
62 CONTINLUE
BATAF(NE=BATAF(N-1)
DO &4 [=I. N
XF(D=XFil- 1+ DCOSIBATAF()+DCOS(BATAF(-11))2.d0*DSF)
64 YF(D=YFil=1 - DSINBA TAF)=DSIN(BATAF(1-1 02 d0*DSF()
IMY66 =1 N
SFil=SFil-1»DSFil
SBiII=SB-) »DSBI)
6 CONTINUE
DI 6K I=1.N
X({h = 5SFih
Yili= BATAFI(1)
68 CONTINUI

CALL CUBICIN X Y. XLLYD
TBATAFID)==3.0D0*Y 04, 0D0*Y I 1=-Y 1204 2.0D0*(X T 2 -XT(07)
IBATAFIN=(30D0*Y N =4, 000 Y LIN- 1 Y HN=234 2.0D0*
| (XINEXTN=-2110
DO 1000 1=] N-1
IBATAFI DY L= D=Y =100 2.0D0% X4+ 1=-X(T-1 1))
1000 CONTINLUI
CH CONTINUE
DO T2 IB=1 N
IF(TBATAFBLLT.040) TBATAF{IBy=0.D0
72 CONTINUI
20 74 =1 M-




IF(LGT.NS2) THEN
IFTBATARDNDGTY. TBATAF(-11) THEN
IBATAF(1) = TBATAF(1-1)

ELSE
IBATAK( BATAFI
FWIT
ELS)
IBATAF() = TRATAF(I)
ENTHE

T4 CONTINUT
BATAFIN=TBATARN-1)
DPSIF=DABSIPSIFIN=PSIF N=11)
WRITE(®,76) K1L.DPSII
Th FORMATI I .M2X.D19.13)
WRITE(6.*) KJPSIFINLYFIN)
IH) TR I=]. %=
D RO AN = N
B0 T PSIBIMNLGT PSIFOD GO TO B2
32 A= PRIFC=-PSTBIMN- D WIPSIBMN-PSIBIMVMN-]
A=Y BIMMN-1 HAYYBIMNEYB{MN-11)
T8 RE(=DSORTIUFIT** 2*FR**XMIYFilAN
RE(UE=RE(T)
REINI=RE(N-1)
A=FR** 22 di+1.d0
D{Y 84 1=1 M
IFiRE(NLT.A) A=RE(])
WRITE(6,%) A
Qi CONTINLIE
PSIFN{N=PSIFIN)
IF (DABS{PSIFN(N =PSIFONTLGT.TOLY THEN
Gy 10 500
ELSI
ENDIE
DO 82 [=0.N
WRITE(16,949) XR(1)
9 FORMATIIXEL2.6)
92 CONTINUI
DO O [=0 Y
WRITE(17.98) YR(I1)
08 FORMAT(IX.El12.6)

B COMTINLI

.

DO 104 l=]. N

WRITE(18.106) XF(l)
106 FORMAT{IX.E12.6)
04 CONTINUE

DY 10K [=1. M

WRITE(I9. 11 YHD

FORMAT{IX.EI2.6)
& CONTINUI

WRITE{20,112) W.FRMN KK
112 FORMATIIX 1IN, W E12.3.2FR FIOA2X' N="]4.

| SCTAL O .41 X590
WRITE(20,1 14)
114 FORMAT(IX, N " 2x, XI i Y rIX
| Rl X' BATAI XX THATAI L2X X

DO IR J=1.
WRITE(20,1 16) LXFINLYFULRE(MMBATAFULTBATAFD
116 FORMAITI X IS2X . E126." "E12.6)
118 CONTINLI
CLOSEILUMIT=16&)
CLOSE(UNIT=17)
CLOSEIUNIT=1R)
CLOSE(UNIT=1%
CLOSE{UNIT=20)
WRITE(G*) "TIAR] XE.dat

44




STOP

END
q =
SUBROWUTINE GECOIN.DX. XB.YR.DSB.BATAB. XF.YF.DSF)
IMPLICIT REAL*R { A-H.O-7)
IMMENSION XBENLYBONLDSBO:NLBATAB(O:NLDX{:N).
| XFieNLYFiNLDSEO-N)
PE=DASINGL A0 2.400
L=1*P|
Hi=350
2
1 1 .|.
L2=10
I %W
N2=T2
D0 200 L= 0,51
DX=TL/AMWLOATIMND
DO 202 L=MNI+1.N1+L1
)2 DX=TLDFLOAT(NI=L1-NI1)
DO IO L=NI-LI+ I NTHL)+1L2
204 DX=TLDFLOATIN I+L]+L2-N1-L1)
DO 206 L= N+L1+L2+=] NI+L1+L2=L3
2046 DX=TL/DFLOATINI+LI+L2+L3-NI-LI-L})

DO 208 L= N1+LI+L2+L3+1N
208 DX=TL/DFLOAT(N=NI-1.1-1.2-1.3}
XB(N | p=0),d0
YW y=idn
Xi=XB{N1)
DX=TL/DFLOAT(N2-N1)
XBIN 1 pih,d0
Y BN =.di
KO=i) 0
DO 210 I=N1=1.0.-1
XBT=XB(l=1)=DX(1)
YBR(1)=YBR{I=1)
10 BATAR0.40
DO 212 I=N1+1N1+L1
XB{ 1 =XBil-1+DXi1)
YB(F= H2% 1. 0380-DCOS 20D 1-N1- 1 *PIYLL Y
B=HI*PUTL*DSING2O0D* DX 1-X01*PIL13
HATARIDATANIR)
DO 214 =N N L +1.2
XBl=XBl-1+DXih

YR -H22% 1 0d0-DOCOSTE2 0D T-iN =L 1< 11 P

L2))

P

B=H2*PLUTL*DSING2.0D0% 1N T+L1+IW*PLLY)
214 BATABII=DATAN(B
DO 216 I=NT+L1+1 2+ I N1+L1
XB{lEXBil-1y+DX(1
YBily H32% 1, 030-DCOS 2.0D0 1-{N 1L 1+ L2+ 1 PLLIN
N1 DSING.ODO* DX N 1L 1= L2+ 1) *PIL3)
216 BATABIIF=DATAN(B
XBi(=XB({1-1+DX(l
Y Bi1=0.0d0
218 BATABI =040
) 220 [=1.N
DSB(=DSQRT( (XB=XBI-11)* * 2<(YB(I - YR{I-11)**2)
DO 222 |=0N
SEF=DSBD
XF(=XB{1)
222 YF(I=YB(1p+1 d0
RETURN
END

B=H3*Pl

3 'll;I






