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OPTIMASI DOMAIN OF ATTRACTION MODEL EPIDEMIK
PADA DUA WILAYAH DENGAN TIGA LINTASAN

Nama Mahasiswa : Nihaya Alivia Coraima Dewi
NRP : 0611 1650 012 004
Pembimbing : 1. Dr. Hariyanto, M.Si.

2. Dr. Dra. Mardlijah, M.T.

ABSTRAK

Banyaknya individu yang bepergian dari suatu wilayah menuju
wilayah lain melewati berbagai lintasan memungkinkan adanya penularan
penyakit dari individu terinfeksi kepada individu yang rentan.  Pada
penelitian ini dikonstruksi model matematika tipe SEITR (Susceptible Exposed
Infected Treatment Removed) untuk menggambarkan penyebaran penyakit
menular antar dua wilayah dengan tiga-lintasan. Model dikonstruksi dengan
adanya individu yang bepergian antar dua wilayah dengan tiga-lintasan
bercabang dan terdapat pengobatan pada populasi individu yang teinfeksi,
sehingga menghasilkan populasi baru yaitu populasi treatment. Selanjutnya
dilakukan analisis penyebaran virus dengan melakukan analisis kestabilan
serta melakukan simulasi numerik, dan mencari domain of attraction untuk
mengetahui daerah penyebaran penyakit, serta dilakukan optimasi domain
untuk mengetahui pusat penyebaran yang selanjutnya dapat diberikan saran
terhadap daerah tersebut untuk dilakukan isolasi. Berdasarkan hasil analisis
kestabilan diperoleh sistem tidak stabil jika rate transmisi penyakit lebih
besar daripada rate pengobatan, dan berdasarkan analisis domain of attraction
diperoleh hasil bahwa sumber penyebaran penyakit terletak pada daerah yang
mempunyai rate transmisi yang lebih besar.

Kata-kunci: Model Tiga Lintasan, Kestabilan, Domain of Attraction
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OPTIMIZATION DOMAIN OF ATTRACTION OF TWO
REGIONS WITH THREE PATH EPIDEMIC MODEL

Name : Nihaya Alivia Coraima Dewi
NRP ;0611 1650 012 004
Supervisors : 1. Dr. Hariyanto, M.Si.

2. Dr. Dra. Mardlijah, M.T.

ABSTRACT

The number of individuals traveling from an area towards the other
regions passed through a variety of pathways allows the transmission of disease
from the infected individual vulnerable to individuals. On the research of
mathematical model was constructed type SEITR (Susceptible Ezposed Infected
Treatment Removed) for describe the spread of infectious diseases between the
two regions with the three-path. The model constructed by the presence of
individuals who travel between the two territories with three-path branched and
there is treatment in a population of individuals infected birds, resulting in new
population population treatment. Further analysis of the spread of the virus is
done by performing an analysis of the stability and numerical simulation, and
look for the domain of attraction to find out the area of the spread of disease,
as well as domain optimization done for knowing the next distribution centre
can be given suggestions towards the area to do isolation. Based on the stability
analysis results, the system is unstable if the transmission rate of the disease is
greater than the treatment rate, and based on the domain of attraction analysis,
it is found that the source of the disease spread lies in the region having higher
transmission rate.

Key-words: Three Path modeling, Stability, Domain of Attraction
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BAB 1
PENDAHULUAN

Pada bab ini diuraikan mengenai latar belakang yang menjadi dasar
penelitian dan berdasarkan latar belakang masalah dapat disusun rumusan
masalah yang mendasari tujuan penelitian serta manfaat yang dihasilkan dari
penelitian.

1.1 Latar Belakang

Epidemiologi adalah ilmu mengenai kejadian yang menimpa suatu
populasi, pada mulanya diartikan sebagai epidemik yang mempelajari tentang
penyakit-penyakit menular. Penularan suatu penyakit dapat terjadi melalui
kontak langsung, melalui udara, makanan, minuman dan melalui vektor
(hewan pembawa penyakit) sehingga menimbulkan gejala-gejala penyakit.
Berbagai upaya dilakukan untuk menghentikan penyebaran penyakit sehingga
penyebaran penyakit tidak berkelanjutan. Maka dapat disusun langkah-
langkah penanggulangan, baik yang bersifat pencegahan maupun pengobatan
(Triwibowo dan Pusphandani, 2015).

Pemodelan matematika pada penyebaran penyakit infeksi telah
menjadi bagian dari pengambilan keputusan kebijakan epidemiologi di banyak
negara maju, termasuk United Kingdom, Belanda, Canada dan Amerika
Serikat. Dengan demikian pendekatan pemodelan menjadi sangat penting
untuk pengambilan keputusan tentang program pengendalian penyakit infeksi.
Model matema-tika untuk penyebaran penyakit menular yang sebagian besar
didasarkan pada kompartemen struktur yang awalnya diusulkan oleh Kermack
dan Mec- Kendrick (1927,1932) dan dikembangkan kemudian oleh banyak
peneliti.  Untuk merumuskan model dinamis transmisi epidemi penyakit,
penduduk di suatu wilayah tertentu dibagi menjadi beberapa kelompok atau
kompartemen yang berbeda (Djafri, 2017).

Seiring  berkembangnya  teknologi transportasi memudahkan
perpindahan individu dari suatu tempat menuju ke tempat yang lainnya,
sehingga memungkinkan adanya penularan penyakit melalui media udara pada
saat individu melakukan perpindahan. Model penyebaran penyakit pada dua
wilayah telah diteliti model STIR pada dua wilayah (Kusumayadi, Hariyanto
dan Mardlijah, 2015), dan model SEIRS (Yolanda dan Apriliani, 2016),
kemudian dikembangkan berupa model SEIR pada dua wilayah dengan dua
lintasan (Wulansari, Hariyanto dan Imron, 2015), dan model SEIR pada dua
wilayah dengan multi-lintasan (Hariyanto, Hanafi dan Wahyudi, 2017).

Analisis kestabilan pada titik kesetimbangan dilakukan untuk
mengetahui pengaruh penyebaran penyakit yang disebabkan oleh virus
tersebut pada keberlangsungan hidup manusia, dan akan dilakukan optimasi
domain of attraction (DOA), yaitu untuk menentukan bahwa suatu wilayah
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dalam keadaan stabil asimtotik. Penelitian tentang domain of attraction
(DOA) untuk model penyakit epidemik sangat penting karena hal ini
dapat memberikan panduan bagaimana memprediksi atau menentukan
kecenderungan perkembangan infeksi sehingga membantu masyarakat dan
pihak terkait kesehatan untuk melakukan penanggulangan saat terjadi
penyebaran penyakit menular.  Solusi yang diperoleh dapat digunakan
untuk menggambarkan karakteristik penyebarannya dari penyakit menular,
memprediksi status infeksi dan mengevaluasi efisiensi strategi pengendalian
(Chen, Li, Lu dan Jing, 2012).

Pada penelitian ini dikonstruksi model matematika tipe SEITR
(Susceptible Exposed Infected Treatment Removed) untuk menggambarkan
penyebaran virus antar dua wilayah dengan multi-lintasan. Model dikonstruksi
dengan adanya individu yang bepergian antar dua wilayah dengan multi-
lintasan bercabang dan terdapat pengobatan pada populasi individu yang
teinfeksi, sehingga menghasilkan populasi baru yaitu populasi treatment.
Selanjutnya dilakukan analisis penyebaran virus dengan melakukan analisis
kestabilan dan mencari domain of attraction untuk mengetahui daerah
penyebaran penyakit serta dilakukan simulasi numerik.

1.2 Rumusan Masalah
Permasalahan yang dibahas dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut:

1. Bagaimana konstruksi model matematika epidemik tipe SEITR pada dua
wilayah dengan tiga lintasan?

2. Bagaimana analisis kestabilan serta simulasi numerik model matematika
epidemik pada dua wilayah dengan tiga lintasan?

3. Bagaimana analisis dari hasil optimasi domain of attraction dari model
matematika epidemik pada dua wilayah dengan tiga lintasan?

1.3 Batasan Masalah
Penelitian pada tesis ini diberikan beberapa batasan masalah dengan
rincian sebagai berikut:

1. Objek penelitian pada model matematika adalah individu yang
merasakan akibat dari penyebaran penyakit menular dan memenuhi
model matematika tipe SEITR.

2. Individu yang lahir memiliki kekebalan alami sehingga termasuk dalam
populasi Susceptible.

3. Pengamatan pada satu jenis penyakit menular.
4. Simulasi menggunakan data dari jurnal (data sekunder).

5. Banyaknya lintasan pada penelitian ini adalah tiga lintasan dan memiliki
satu titik cabang pada tengah lintasan.



1.4 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini
adalah sebagai berikut:

1. Mengkonstruksi model matematika epidemik tipe SEITR pada dua
wilayah dengan tiga lintasan.

2. Menganalisis kestabilan serta melakukan simulasi numerik model
matematika epidemik pada dua wilayah dengan tiga lintasan.

3. Menganalisis hasil dari optimasi domain of attraction model matematika
epidemik pada dua wilayah dengan tiga lintasan.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian tesis ini adalah mengetahui pusat penyebaran
penyakit pada dua wilayah yang dihubungkan dengan banyak lintasan, dan
dapat menjadi kontribusi dalam pengembangan matematika terapan sebagai
referensi pihak medis serta pemerintah terkait penanggulangan masalah
penyebaran penyakit pada saat individu terinfeksi melakukan perjalanan
menuju wilayah lain.






BAB 2
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI

Dalam bab ini dibahas mengenai kajian pustaka dan dasar teori yang
berkaitan dengan topik penelitian pada tesis.

2.1 Penelitian-Penelitian Terkait
Penelitian-penelitian terkait tentang model penyebaran penyakit pada
dua wilayah dan dengan lintasan pernah diteliti sebagai berikut:

1. Analisis Model Endemik Dua Wilayah Dua Lintasan
(Wulansari et al., 2015)
Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi bentuk umum model
penyebaran penyakit pada dua wilayah dan dua lintasan serta
menganalisis kestabilan pada model yang telah diperoleh. Model
matematika pada dua wilayah dan dua lintasan diperoleh sebagai berikut

d(Sik); : Sik)j
(dtk) = (dir)j(Nir)j — (dir);(Sik); — Zﬁiui%(lpq>j
2 2
+Z zk p] Z Zk JP
p=1 p=1

d(Ew); = Zﬁzﬂz—((ffi’;)i (Ipq)j - (dik)j<Ez‘k)j - (%’k)j(Eik)j

+ 3 (i) (Eir)p = D (bir)jo(Bir);

d(f;f)j = ()i (Ein); — (din);(Lin) 5 — (@ir); (L)
d(§;k>j = (pan)j(Lin)j — (diw) j(Rir); + Z(bik)pj<Rik)P

2

— > (bir)jp(Rir),;

p=1

dimana i # k,p # ¢ dengan i = 1,2 adalah banyak kota asal, j = 1,2
adalah banyaknya lintasan, £ = 1,2 adalah banyaknya kota tujuan.

2. Density and Persistence Analyze on The Spreading Models
Multi- Regions Multi- Patchs (Hariyanto et al., 2017).
Penelitian ini bertujuan untuk mengkonstruksi model matematika tipe
SEIR yang merepresentasikan penyebaran virus antar dua wilayah
melalui tiga lintasan penghubung yang bercabang. Selanjutnya dila-
kukan analisis persistensi dan eksistensi traveling-wave terhadap lintasan
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penghubung yang bercabang berdasarkan pada bilangan threshold yang
sudah diketahui untuk mengetahi penyebaran virus yang terjadi. Model
matematika untuk wilayah 1 dengan asumsi bahwa rate traveling dan
masing-masing lintasan yang berbeda

dSl 3 2 3 tp
- = A1+pzl/0 K(tp—S)SgdS—51;/0 K(t, — s)ds — di.S;

_Blsljl

dE 5.t 5.t

d_tl = Z/ K(tp—s)Est—Elz/ K(t, — s)ds — di
p=1"0 p=1"0

+5151 — nEy

dl s
d_tl = ’YIEI — d1]1 — 90111 + Z/ K(tp — S)](Ql)pdS
p=1""
dR, 3 tp 3 tp
— = @i+ Z/ K (t, — s)Ryds — Ry Z/ K(t, — s)ds — d\ R,
=170 =170

dengan domain penyelesaian persamaan pada wilayah 1 N;(0) < N} <
e’ [ e 7" (uSt + 011(t))dt dan Ay = pS;. Model pada wilayah 2 dengan
asumsi bahwa rate traveling dan masing-masing lintasan yang berbeda
diperoleh persamaan sebagai berikut:

dS 3 tp 3 tp
d—; = A+ ;/0 K(t, — 5)Sids — Sy ;/0 K(t, — s)ds — dyS,

_/BQSQIQ

dE 5. [t 5. [t

d_; = Z/O K(tp—s)Elds—EQZ/o K(t, — s)ds — dyFy
p=1 p=1

+B25215 — 2 s

dI ok

d_tz = YlEy —dyly — pols + Z/o K (ty — s)la2)pds
p=1

dRy

3 tp 3 tp
% = QOQIQ =+ Z/O K(tp — S)RldS — R2 ZA K(tp — S)dS — lel
p=1 p=1

dengan i # k dan p # j, i = 1,2 adalah banyaknya wilayah asal, j,p =
1,2,..,n adalah banyaknya lintasan, k = 1,2 adalah banyaknya wilayah
tujuan. Domain penyelesaian pada model wilayah 2 diperoleh dengan
batasan N3(0) < Ny < e [ e 7 (uSs + 612(t))dt dan Ay = pSs.

. The Domain of Attraction for a SEIR Epidemic Model Based
on Sum of Square Optimization (Chen et al., 2012).
Penelitian ini bertujuan untuk mengestimasi domain of attraction
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pada kelas populasi model dinamika epidemi yang susceptible-exposed-
infectious-recovered (SEIR) dengan menggunakan optimasi Sum of
Square dan menganalisis stabilitas pada titik ekuilibrium model SEIR.

2.2 Eksistensi dan Ketunggalan

Pada penentuan Fungsi Lipschitz dilakukan untuk mengetahui bahwa
model dari sistem persamaan memiliki penyelesaian tunggal dan ada, selain
itu sebagai representasi dari model yang dibangun berdasarkan fenomena pada
objek pengamatan.
Definisi 2.1 (Khalil, 2002)
Misalkan A C R dan f : A — R disebut fungsi Lipschitz jika terdapat K > 0
sedemikian hingga:

I f (1) = fla2) | K || 2y — 2 ||, Yy, 25 € A

Diberikan sistem dari masalah awal yang berbentuk

d
% = fl(t7u17u27"'7um)7
d
% = fQ(taulau%”wum)?
Aty
% = fm(t,ul,UQ,...,’LLm).

untuk a <t < b, dengan kondisi awal
ui(a) = ay,uz(a) = ag, ..., up(a) = ap,

sistem tersebut dibuktikan eksistensi dan ketunggalan solusi sistem dengan
menggunakan definisi Lipschitz.

Definisi 2.2 (Burden dan Faires, 2001)

Fungsi f((t,u1,us,...,up)la < t < b dan—oc0 < u; < oo,Vi = 1,2,...,m)
dikatakan memenui kondisi Lipschitz di D, jika terdapat sebuah konstanta
L>0

m
|f(t7u17u27 ,Um) - fl(tv 215 %2, -"7Zm)| S LZ |u] - Z]|
j=1

untuk semua (t,uy, ua, ..., Uy,) dan (¢, 21, 22, ..., 2,) di D.

2.3 Titik Kesetimbangan

Titik kesetimbangan diperoleh pada saat sistem dalam keadaan
setimbang, yaitu pada saat perubahan banyaknya individu pada kelompok
model sistem sepanjang waktu adalah nol. Diberikan sistem persamaan
diferensial sebagai berikut (Boyce, DiPrima dan Meade, 1992)

dl‘l

E = F1($1,5U2,«733,$4)



dx
2 - FQ(ZUl,.rQ, x37‘r4)

dt
d{lfg
dt :F3($17Jf2,x3,$4)
dx4
dt :F4($17$2,I3,$4)
Titik (a7, 25,23, 2;) yang memenuhi Fy(xf,x3,25,25) = 0,
Fy(xy,ab, xf,x3) = 0, Fy(af, x5, 2%, 25) = 0, Fy(xy, x5, 25, 25) = 0 disebut

titik kesetimbangan. Titik kesetimbangan (x7},x%, 2%, x;) merupakan solusi
(ja*ri siste;n* yang Se*rnilai konstan, sebab di titik (x7, x5, 23, x}) nilai dditl =0,
X X i

2+ =0,5=0,5t=0.

Definisi 2.3

Titik z* € R” disebut titik kesetimbangan dari & = F(z) jika memenuhi

F(z*) = 0, dimana
F1<$1,x2,$37x4)
F(.Z') _ FQ(CL’l,l‘?,ZEg,IA)
Fn(xlax27$37x4)

2.4 Linierisasi
Diberikan bentuk persamaan diferensial non linear sebagai berikut

% = Fi(x1, 29, 23, 14)
% = Fy(xq, 29, 23, 14)
% = F3(x1, w9, 23, 74)
% = Fy(x1, 29, 73, 14)

asumsikan bahwa fungsi F, Fy, F3, Fy mempunyai turunan parsial yang
kontinu di titik o* = (27,23, 2%, 2}). Deret Taylor fungsi F, Fy, F3, dan Fj
disekitar z* adalah

N .\, OF(T") o OF(T%) i OF(T*)

F(z) = Fi(z*)+ A (z1 — 77) 0 (2 —25) + ... + .
+m1(7)

o .\ OFy(7") o OFy(T*) . OF5(z")

Fy(z) = F(z*)+ 0, (w1 —27) + 0 (vg —a5) + ... + Dz,
+12(Z)

o .\, OF, (%) o OF,(Z%) . OF,(z%)

Fu@) = Fu@)+ g = o]) + 5 e — ) e+ 2



dengan 7;(z),n2(Z),n3(Z) dan n4(Z) adalah suku sisa. Hampiran orde satu
terhadap F}, Fy, F3, dan F}, suku sisa memenuhi sifat

7 (7)

lim = 0,
(@) =) |w]|
T
(@) =) |lw]]
lim nn(a:) = 0

dengan w = () —x}, 1y — x%, v3 — x5, x, — x})T berdasarkan persamaan diatas,
serta

dzx, d(zxy — x7)

dt dt
dry d(zg — 3)
dt ot ’
dx,, B d(.rn —ak)
dt dt ’

maka dapat ditulis dalam bentuk matriks, yaitu

] Ty — ] Fy(z¥) gj% gj% ?ﬁ—g 1 —at| | m(@)
i Fo (2 gr2 9r2 | _ e 7
7 Al I 2(1‘) +| 0z1 Oz or, | (z%) |2 T "2+ 772(,35)
Tn — T, Fu(z*)] |oF, oF, oF, Tn—2p]  [Mn(T)
_81‘1 al’2 axn_
Matriks
Ory Oz oz
OF, OF,  OF
J(x*) = | 0z O Oz, | (z%)
OF, OF, OF,
_0$1 0$2 axn_
disebut matriks Jacobi dan dinotasikan dengan J(z*). Jika dimisalkan
u =1 — 2}, v = 19 — a4, dan z = x, — z} sehingga w = (u,v,..,2)T"
dan dengan mengingat bahwa Fj(z*) = Fy(z*) = ... = F,(¢*) = 0, maka

persamaan dapat ditulis dalam bentuk
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du Jdr, Oz ox -
G| (o DR oR| M
| = 0x O oz, | (@) ||+ ™
e OF, OF, oF, 2] (@)
_81'1 81'2 Oxn_
atau
dw .

pada (z1,xs,...,2,) berada cukup dekat dengan (z7,x3,...,2%), (u,v,...,2)
bernilai kecil sehingga ||n| < |w|. Oleh karena itu n dapat diabaikan dan

sistem nonlinear dapat dihampiri dengan sistem linear (Boyce et al., 1992)
d
d—q: = J(z")w

sifat kestabilan titik kritis pada sistem linear terbagi sebagai berikut

Tabel 2.1: Kestabilan

Nilai Eigen Kriteria Kestabilan Tipe
A1, A >0 Tak stabil Simpul
A, A €R A1, Ay < 0 | Stabil asimtotik | Simpul
AL <0< Ay Tak stabil Pelana

w>0 Tak stabil Spiral

A, Ao = pE v nw<0 Stabil asimtotik | Spiral
pw=0 Stabil Pusat

2.5 Runge-Kutta

Simulasi numerik diselesaikan menggunakan metode Runge-Kutta,
yaitu suatu pendekatan dengan menggunakan metode solusi numerik dari
masalah nilai awal. Diberikan sebagai berikut (Burden dan Faires, 2001)

y/ = f(ta y)ay(tO) =%
Rumus Runge-Kutta melibatkan bobot rata-rata dari nilai f(¢,y) di titik yang
berbeda pada interval ¢, < ¢ < t(,,1). Dan diberikan oleh
Fnt + 2kn2 + 2kn3 + k?n4)

6

Ynt1 = Yn + h(
dimana
knl = f(tn; yn>

1 1

1 1
kn4 = f(tn + h7 Yn + hkn?))
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2.6 Domain of Attraction
Diberikan sistem autonomous (Khalil, 2002)

T = f(z),zr € R"
dengan f(0) = 0, domain of attraction (DOA) dari x = 0 adalah
Sy ={2" € R”|tlim z(t, ") = 0},
— 00

dimana z(t, z°) merupakan solusi yang berhubungan untuk kondisi awal z(0) =

V.

2.7 Fungsi Lyapunov
Diberikan sistem autonomous (Khalil, 2002)

i = f(z)

andaikan terdapat suatu fungsi, disebut fungsi Lyapunov V(z) memenuhi
sebagai berikut

L. V(z)=0

2. V(z) > 0, untuk = # T : definit positif

3. V(z) < 0 sepanjang trayektori dari i = f(x) definit negatif
kemudian, Z adalah stabil asimptotik (Khalil, 2002).

2.8 Sum of Square
Jika terdapat polinomial ¢y, ..., gs € Rlzq, ..., z,,] sehingga

fla) =" gi)

kemudian f adalah tidak negatif, maka dinamakan sum of square (Parrilo,
2006)
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BAB 3
METODE PENELITIAN

Metode penelitian ini diawali dengan studi literatur, konstruksi model,
analisis kestabilan dan menentukan optimasi domain of attraction dengan
tahapan sebagai berikut

3.1 Tahapan Penelitian
1. Studi Literatur
Studi literatur dilakukan untuk mempelajari materi terkait dengan
penelitian, dengan mempelajari jurnal, buku dan artikel yang
berhubungan dengan model penyebaran virus, analisis kestabilan, dan
domain of attraction, serta referensi lain yang dapat mendukung
penelitian.

2. Model Matematika
Model penyebaran virus yang digunakan pada penelitian ini diperoleh
dari hasil pengembangan model dari penelitian sebelumnya yaitu model
SEIR dengan pada dua tempat dengan multi-lintasan bercabang, dengan
langkah-langkah kontruksi model sebagai berikut

1 1
(2 =D
0
tp;. \
3 3

Gambar 3.1: Wilayah pertama

1 1

Gambar 3.2: Wilayah kedua

(a) Menentukan objek pengamatan
Objek pengamatan pada penelitian sebelumnya yaitu dilakukan
pengamatan pada populasi individu dengan pembangian sub

13



kelas S (Susceptible), E(FEzposed), I (Infected), R(Recovery).
Untuk penelitian ini akan ditambahkan objek pengamatan dengan
penambahan sub kelas T (Treatment) sehingga menjadi model
SEITR.

Mengidentifikasi masalah berdasarkan fenomena penyebaran
penyakit

Penyebaran penyakit terjadi akibat adanya kontak antara individu
S (Susceptible) dan I (Infected) serta adanya mobilisasi dari
individu baik yang rentan maupun sudah terjangkit penyakit
antara dua wilayah dengan melalui beberapa lintasan yang
menghubungkan dua wilayah.

Membangun model matematika menggunakan hukum konservasi
massa dan hukum konservasi energi

Model penyebaran virus antar dua wilayah dengan melalui beberapa
lintasan yang menghubungkan dua wilayah bertipe SEIT R sebagai
berikut

dSie _ o5 .
= f(; Sigelijh: Biy dis Ai)3i = 1,2k = 1,2.

laju perubahan populasi S (Susceptible) dari kota i menuju kota
k melalui lintasan j dipengaruhi oleh banyaknya populasi S
(Susceptible) dari kota ¢ menuju kota k yang melewati lintasan j
melakukan kontak dengan populasi I (Infected) dari kota i menuju
kota k£ melalui lintasan j serta dipengaruhi oleh kelahiran dan
kematian alami.

dEZ . 3 3 ‘
d—tj = f(z SijiLijry ZEijk,ﬁi,di,'%‘);Z =1,2;k=1,2.

j=1 j=1

laju perubahan populasi F (Ezxposed) dari kota ¢ menuju kota
k melalui lintasan j dipengaruhi oleh banyaknya populasi S
(Susceptible) dari kota i menuju kota k yang melewati lintasan j
melakukan kontak dengan populasi I (Infected) dari kota i menuju
kota k£ melalui lintasan 7 dan dipengaruhi oleh banyaknya populasi
E (Exposed) dari kota ¢ menuju kota k melalui lintasan j serta
dipengaruhi oleh kematian dan transisi E(FExposed) menjadi [
(Infected).

d]”k 3 3 y ‘
7 - f(]zl Eijk’jzl‘[ijk7di7ryi7u)7l = 1727k = ]-72

laju perubahan populasi I (Infected dari kota i menuju kota
k melalui lintasan j dipengaruhi oleh banyaknya populasi E
(Exposed) dari kota i menuju kota k yang melewati lintasan j
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yang berubah menjadi I (Infected dan dipengaruhi oleh banyaknya
populasi I (Infected dari kota ¢ menuju kota k& melalui lintasan j
serta dipengaruhi oleh kematian dan pengobatan.

TR f(;Tijka;Iijk,di,u),Z =1,2,k=1,2

laju perubahan populasi T (Treatment) dari kota i menuju kota
k melalui lintasan j dipengaruhi oleh banyaknya populasi T
(Treatment) dari kota ¢ menuju kota k yang melewati lintasan j
dan dipengaruhi oleh banyaknya populasi I (Infected dari kota i
menuju kota k melalui lintasan j yang mendapatkan pengobatan
serta dipengaruhi oleh kematian.

dR;; : - -
dt]k - f(z Tz‘jk,ZRijk,di,%)QZ =LZk=12
=1 =1

laju perubahan populasi R (Recovery) dari kota i menuju kota
k melalui lintasan j dipengaruhi oleh banyaknya populasi T
(Treatment) dari kota i menuju kota k yang melewati lintasan j
yang sembuh dan dipengaruhi oleh banyaknya populasi R (Recovery
dari kota ¢ menuju kota £ melalui lintasan j serta dipengaruhi oleh
kematian.

Menentukan kondisi awal dan batas

Memisakan total populasi adalah positif, lalu dilakukan
penyelesaian persamaan diferensial dan diberikan kondisi awal
yaitu ¢ = 0 sehingga diperoleh batas daerah penyelesaian.

Eksistensi dan ketunggalan

Langkah pertama yang harus dikerjakan adalah penyederhanaan
sistem pada model untuk menekankan terjadinya evolusi pada
model yang diamati. Sehingga hasil proporsi sistem sesuai dengan
evolusi model yang diamati menjadi

3

% = f(M ;Sijk,ﬁi,dm/\i);i =1,2k=1,2.

B _ f(/\QiEijmﬁi,di,%‘);i: L2k =1,2.
dt <

% — f()\323:[ijk,di,’7i,U);i:172;]{7:172'
di <

ﬂﬁ:fwi%MNMﬁ&hmz
dt

j=1
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dR;ji

3
T f()\BZRijkadiaSOi);i: 1,2;k=1,2.

Jj=1

dengan \,,z = 1,2,3,4,5 adalah besar proporsi virus melakukan
kontak dengan individu, lalu ditunjukkan konstanta Lipschitz,
dengan memisalkan

X' ={S" E" 1", T"R"}
X2 — {52,E2,]2,T2,R2}

selanjutnya akan dicari nilai dari k(¢) yang merupakan konstanta
Lipschitz.

3. Sistem Dinamik

(a.)

(c.)

Mencari titik kesetimbangan
Titik kesetimbangan dapat diperoleh dengan langkah sebagai
berikut
ds dE dl dr dR
dt " dt " dt T dt T dt
dan akan diperoleh dua titik kesetimbangan, yaitu kesetimbangan
saat bebas penyakit maka untuk titik /° = 0 sehingga diperoleh
titik (S°, E°, 1°,7° R°) = (5°,0,0,0,0), dan titik kesetimbangan
endemik yaitu (S*, E*, I*,T*, R").

Linearisasi model

Asumsikan bahwa model mempunyai turunan parsial yang kontinu
di sekitar titik kestabilan sehingga dilakukan deret Taylor fungsi
sehingga mendapatkan matriks Jacobi sebagai berikut

FOF, OF, OF, OF, OF]
e oS OE 0l oT OR
“ oOF, OF, OF, OF, OF,
dE oS OE 0l oT OR
OF, OF, OF, OFy OFy| o o oo
il = |28 28 T8 T8 T8 (§Y B I T RY).
oS OE oI oT OR
o OF, OF, OF, OF, OF,
o oS OE 0l oT OR
L at J
' OF, OF, OF, OF, OF;
9S 9E 0l 0T ORJ

Mendapatkan Persamaan Karakteristik persamaan karakteristik
akan diperoleh dengan tahap sebagai berikut
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[0Fy, OF, O0F, O0F, OFT

oS O0E 0I 0T OR

aF72 aFQ 8F2 (9F2 8F2

S OE oI 9T OR 1000 0
01 00O

(9F3 8F3 (9F3 8F3 8F3 _)\ O 0 1 0 0

oS OE 0I 0T OR 00010

OF, OF, OF, OF, OF, 00001

oS O0E 0I 0T OR

8F5 a}75 8F5 (9F5 8F5

LoS OE 0l 0T ORA

(d.) Mencari Nilai eigen
Diperoleh akar-akar dari persamaan karakteristik pada tahap

sebelumnya.

(e.) Melakukan analisis kestabilan dipersekitaran titik kesetimbangan

(f.) Simulasi numerik dilakukan untuk mempermudah pengamatan
pada sistem dinamik.

4. Optimasi Domain of Attraction
Analisis dari hasil optimasi domain of attraction dilakukan untuk
mengetahui daerah penyebaran virus

(a.) Mengurangi persamaan pada sistem
Pengurangan state dilakukan berdasarkan state yang tidak begitu
berpengaruh pada sistem, yaitu pada state R (Recovery) sehingga
hanya menggunakan persamaan model sebagai berikut

dSijk
dt

dEijk
dt

d]ijk
dt

3
f(z Sijiliji, Bir diy Ni); 1= 1,27k = 1,2,

=1

3 3
FO - Sielije, > Eijrs Bivdisvi)ii = 1,2,k = 1,2,

Jj=1 J=1

3 3
FO - Eigiy Y Tk diy iy w);i = 1,2k = 1,2,
j=1 Jj=1

(b.) Melakukan transformasi model
Misalkan m = S — 2y, n = F — x5, 0 = I — x3 kemudian di
substitusikan pada sistem persamaan menjadi 1, n, 0.

(c.) Menentukan fungsi Lyapunov V(x).

(d.) Melakukan optimasi pada Domain of Attraction dengan Metode
Sum of Square
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5. Penarikan Kesimpulan dan Pemberian Saran
Penarikan kesimpulan dilakukan dari hasil analisis kestabilan dari
model dinamik yang diperoleh dan pada hasil optimasi domain of
atrraction pada sistem untuk selanjutnya dibuat laporan berdasarkan
hasil penelitian yang dilakukan serta diberikan saran untuk penelitian
selanjutnya.
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BAB 4
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dilakukan analisis dan pembahasan terkait kostruksi
model epidemik pada dua wilayah dengan multi lintasan, yaitu konstruksi
model pada wilayah 1, wilayah 2 serta wilayah 1 dan 2. Kemudian dilakukan
pencarian titik kesetimbangan endemik pada wilayah 1, wilayah 2 serta wilayah
1 dan 2. Selanjutnya dilakukan analisis kestabilan model pada wilayah 1,
wilayah 2 serta wilayah 1 dan 2. Kemudian dilakukan analisis domain of
attraction pada sistem. Selain itu juga dilakukan validasi model pada wilayah
1 dan wilayah 2 dengan menganalisis eksistensi dan ketunggalan sistem, serta
analisis kedinamisan dan dilakukan simulasi model pada kestabilan dan domain
of attraction.

4.1 Konstruksi Model Epidemik pada Dua Wilayah dengan Tiga
Lintasan Tipe SEITR

Pada penelitian ini dilakukan konstruksi model dari model penyebaran
virus yang telah diteliti sebelumnya (Hariyanto et al., 2017) yaitu model
pada dua wilayah dengan multi lintasan tipe SEIR, dengan pengembangan
pada model yang disesuaikan berdasarkan penelitian yang telah dituliskan
oleh Kusumayadi (2014) yaitu dengan penambahan subpopulasi baru yaitu
pada subpopulasi treatment sebagai kumpulan dari individu terinfeksi yang
mendapatkan pengobatan dengan dilambangkan sebagai variable T'(t).
Menurut fenomena yang terjadi, individu yang terinfeksi dapat disembuhkan
dengan cara pemberian pengobatan. Individu yang dalam masa pengobatan
dikelompokan pada populasi treatment. Sehingga model tipe SEITR adalah
adanya pemberian pengobatan yang dilakukan kepada individu yang terkena
penyakit kemudian individu dapat sembuh. Sehingga dalam hasil konstruksi
penelitian pada tesis ini pada model setiap wilayah terdapat tambahan
subpopulasi baru yaitu populasi treatment dengan penyebaran jenis penyakit
yang sama pada kedua wilayah. Secara spesifik model yang diberikan dapat
diterapkan pada penyakit cholera, varicella simplex (cacar air), hepatitis, dan
lainnya.

Model epidemik pada dua wilayah dengan multi lintasan
menggambarkan adanya penyebaran virus pada wilayah 1, wilayah 2
serta pada kedua wilayah (wilayah 1 dan 2). Populasi pada masing-masing
wilayah dibagi menjadi lima sub populasi, yaitu susceptible, exposed, infected,
treatment, dan recovery. Populasi susceptible adalah populasi dari individu
yang sehat dan mempunyai kemungkinan dapat terjangkit penyakit, populasi
erposed adalah populasi dari individu-individu dalam masa inkubasi, populasi
infected adalah populasi dari individu yang terinfeksi virus, populasi treatment
adalah populasi dari individu dalam masa pengobatan dan populasi recovery
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adalah populasi individu yang sembuh dari suatu infeksi virus.

Setiap populasi dari individu susceptible, exposed, treatment dan
recovery dari wilayah 1 dapat melakukan perpindahan menuju wilayah 2,
namun pada populasi dari individu infected tidak diperbolehkan melakukan
perpindahan menuju wilayah 2. Begitu juga sebaliknya pada populasi dari
individu susceptible, exposed, treatment dan recovery dari wilayah 2 dapat
melakukan perpindahan menuju wilayah 1. Tetapi populasi dari individu
infected tidak dapat melakukan perpindahan menuju wilayah lain karena
individu infected terisolasi dalam wilayah masing-masing. Namun meskipun
populasi dari individu infected tidak melakukan perpindahan menuju wilayah
lain, penyebaran virus juga dapat terjadi karena adanya populasi dari
individu ezrposed dari wilayah lain mengalami keadaan transisi menjadi
individu infected saat berada di lintasan, sehingga ketika masuk wilayah yang
dituju individu exposed telah menjadi individu infected. Penyebaran virus
pada kasus ini terjadi saat individu susceptible bergerak dan bertemu dengan
individu infected. Berikut adalah contoh gambaran sistem yang akan diamati,
yaitu terdiri dari dua wilayah dan tiga lintasan.

FLaniun

51 € 51 . e i ‘."“O‘!.w S, E SZ
e e 4 » AN - T
e, € E 4 2 ~ i e, €EE, VL
prowe - '~
iph €1, e D iz €I, v
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{
rn € Ry 3 r, € R, [ BANTUWANG
;
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Gambar 4.1: Ilustrasi sistem

Pada ilustrasi sistem diatas digambarkan bahwa sistem yang diamati
terdiri dari dua wilayah dan mempunyai tiga lintasan bercabang yang
menghubungkan kedua wilayah tersebut, sehingga pada daerah diatas,
diambil sistem yang diamati sebagai berikut

Gambar 4.2: Dua wilayah dengan tiga lintasan

Pada saat terjadi perpindahan individu menuju wilayah lainnya,
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untuk individu yang melewati lintasan 1 dapat berpindah melewati lintasan
1,2, maupun 3, begitu pula untuk lintasan awal lainnya. Sehingga didapatkan
individu S(i,j)h E(i,j)h ](i7j)17 T(i,j)l; R(i,j)l untuk individu pada Wllayah
pertama yang saat berpindah menuju wilayah 2 dapat melewati lintasan
1, dan berpindah menuju wilayah j, untuk 7,7 = 1,2,3. Kemudian saat
individu pada wilayah 2 berpindah menuju wilayah 1 juga dapat diperoleh
individu S )2, £ jy2, Li.jy2, Tiij)2: B j2 untuk @ adalah lintasan awal yang
dilewati oleh individu pada wilayah 2, dan j adalah lintasan kedua yang
dilewati oleh individu pada wilayah 2, dengan ¢, j = 1,2, 3. Untuk selanjutnya
akan diasumsikan bahwa individu pada wilayah 1 S ;1 = S1, Eun = Ei,
Iijn = LIy, Ty = Ti, Rijn = Ry dan untuk individu pada wilayah 2
diasumsikan S(m-)g = SQ, E(i,j)Z = EQ, I(m)g = [2, T(i’j)g = Tz, R(i’j)g = RQ.

Wilayah yang diteliti mempunyai karakteristik yang berbeda,
sehingga dapat mempengaruhi nilai parameter yang diambil dan kondisi
penyebaran penyakit pada wilayah tersebut. Oleh karena itu dilakukan
konstruksi model pada wilayah 1 ,wilayah 2, dan pada kedua wilayah (wilayah
1 dan 2) untuk mengetahui penyebaran penyakit pada masing-masing wilayah
dan hubungan antara keduanya.

4.1.1 Konstruksi Model pada Wilayah 1

Model pada wilayah 1 menggambarkan terjadinya penyebaran virus
pada wilayah 1, yang mana diperoleh dari hasil pengembangan model pada
tipe SEIR (Hariyanto et al., 2017) dengan model sebagai berikut:

dS, 2Lt e
- = Mt p;/o K (t, — 5)Sads — Sy ;/0 K(t, — s)ds — d, S,

_6151]1

dE 3.t 5. [t

d_tl — Z/ K(tp—s)Egds—Elz/ K(t, — s)ds — d\ B,
p=1 0 p=1 0

+51511h — By

dI Lt
d_tl = mb —dilh —pih + Z/ K(tp — s)I21)pds
p=1"0
dR,y 3 tp 3 tp
— = @it Z/ K (t, — s)Raods — Ry Z/ K(t, — s)ds — dR,
p=1 0 p=1 0

Laju perubahan populasi dari individu susceptible bertambah karena
adanya rate kelahiran di wilayah 1 sebesar Ay, dan bertambah karena adanya
perpindahan populasi dari individu susceptible wilayah 2 melewati tiga wilayah
yvang dilambangkan sebagai fungsi densitas kernel sebesar 22:1 (f” K(t, —
8)Sads. Selanjutnya laju perubahan populasi dari individu susceptible dapat
berkurang karena adanya perpindahan populasi dari individu susceptible pada
wilayah 1 melewati tiga lintasan menuju wilayah 2 dengan fungsi densitas
kernel sebesar Sy Zi:l Ot” K (t,—s)ds, dan berkurang karena adanya kematian
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pada populasi dari individu susceptible wilayah 1 sebesar di, selain itu juga
berkurang karena adanya rate transmisi virus yang terjadi saat populasi dari
individu susceptible yang bergerak dan bertemu dengan populasi dari individu
infected di wilayah 1 sebesar [3;.

Laju perubahan populasi dari individu exposed dapat bertambah
karena adanya perpindahan populasi dari individu exposed wilayah 2 melewati
tiga lintasan dengan fungsi densitas kernel sebesar 2221 Otp K(t, — s)Exds
dan bertambah karena adanya rate transmisi virus yang terjadi saat populasi
dari individu susceptible bergerak dan bertemu dengan populasi dari individu
infected di wilayah 1 sebesar (5;. Selanjutnya laju perubahan populasi dari
individu ezxposed dapat berkurang karena adanya perpindahan populasi dari
individu ezposed wilayah 1 melewati tiga wilayah menuju wilayah 2 dengan
fungsi densitas kernel sebesar F; Z;Zl Ot” K (t, — s)ds, dan berkurang karena
adanya kematian pada populasi dari individu exzposed wilayah 1 sebesar dy,
selain itu juga berkurang karena adanya rate transisi populasi dari individu
exposed menjadi populasi infected pada wilayah 1 sebesar ~;.

Laju perubahan populasi dari individu infected dapat bertambah
karena adanya rate transisi populasi dari individu ezxposed menjadi populasi
infected pada wilayah 1 sebesar v, dan bertambah karena adanya perpindahan
populasi dari individu ezposed dari wilayah 2 yang berubah menjadi individu
infected saat berada di lintasan dengan fungsi densitas kernel adalah
Zizl Ot" K(t, — s)l21pds.  Selanjutnya laju perubahan populasi dapat
berkurang karena adanya kematian pada populasi dari individu infected
wilayah 1 sebesar d; dan berkurang karena adanya pengobatan pada populasi
dari individu infected wilayah 1 sebesar u;.

Laju perubahan populasi dari individu treatment dapat bertambah
karena adanya perpindahan populasi dari individu treatment wilayah 2
melewati tiga wilayah fungsi densitas kernel sebesar 22:1 (fp K(t, — s)Trds
dan bertambah karena adanya rate pengobatan yang diberikan pada populasi
dari individu infected di wilayah 1 sebesar u;. Selanjutnya laju perubahan
populasi dari individu treatment dapat berkurang karena adanya perpindahan
populasi dari individu treatment pada wilayah 1 melewati tiga lintasan menuju
wilayah 2 dengan fungsi densitas kernel sebesar T; 22:1 (fp K(t, — s)ds, dan
berkurang karena adanya kematian pada populasi dari individu treatment
wilayah 1 sebesar d;, selain itu juga berkurang karena adanya rate transisi
populasi dari individu treatment menjadi populasi recovery pada wilayah 1
sebesar ;.

Laju perubahan populasi dari individu recovery bertambah karena
adanya rate transisi populasi dari individu treatment menjadi populasi recovery
yang telah sembuh dari penyakit pada wilayah 1 sebesar ¢; dan bertambah
karena adanya perpindahan populasi dari individu recovery dari wilayah
2 yang berubah menuju wilayah 1 dengan fungsi densitas kernel sebesar
Zizl Ot" K(t, — s)Rads. Selanjutnya laju perubahan populasi berkurang
karena adanya kematian pada populasi individu recovery wilayah 1 sebesar
d; dan berkurang karena perpindahan populasi dari individu recovery wilayah
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1 melewati tiga lintasan menuju wilayah 2 sebesar R; 22:1 Otp K(t, — s)ds.
Sehingga hasil konstruksi model pada wilayah 1 dengan penambahan
pembagian populasi treatment dengan variabel T'(t) dapat diperoleh sebagai

berikut:

dS, o Lt
E = A1 + ;/0 K(tp — S)SQdS — Sl p_zl/o K(tp — S)dS — d151 — 6151]1

dE, s [ S
d_tl :Z/ K(tp—s)Est—Elz/ K(t, — s)ds — diEy + 1511, — 1B
p=1 0 p=1 0

dl,

3 tp
p=1

AT, SN SN
E = u1]1 — QOlTl — d1T1 — T1 p_zl/o K(tp - S)dS + p_zl/ov K(tp - S)TQdS
dR 2t 2t
1
—r=oTi+ p;/o K(t, — s)Ryds — R, p;/o K(t, — s)ds — d, Ry

(4.1)

dengan K (t, — s) adalah fungsi densitas kernel yaitu dalam bentuk fungsi
cksponensial e*(»=%) dengan «; adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2 sehingga pada penelitian untuk ¢ = [0,00) dan
nilai o positif diperoleh

3 tp 3 tp
Z/ K(t,—s)ds = Z/ e =) g
p=1"0 p=1"Y
3 tp
= Z/ e1(tp) pa1(=3) 1o
p=1"Y
3 tp
= S et / o—01(9) 7
p=1 0

& 1
— o (tp) —ou(s)|tp
§ 2 (—Oq Je 0
p=1

p=1
Loy L
aq a7
1

- (ecu(tl) + e01(t2) + e (ta) _ 3)
aq

]

Perbedaan jumlah individu pada wilayah 1 dan 2 dimisalkan dengan proporsi
sebagai berikut S = mS, E; =nFE, I; = ol, T} = ¢qT, dan R; = rR jadi dapat

23



dinyatakan proporsi untuk individu pada wilayah 2 bahwa Sy = (1 —m)S,
Ey=(01—-n)E, I, = (1—-0)I, T, = (1 —q)T dan Ry = (1 — r)R, untuk
0 > m,n,o,q,7 > 1. dengan perbandingan banyak individu tersebut maka
diperoleh Sy = (I_Tm) S1 pada penelitian untuk ¢ = [0, c0) diperoleh

5 tp i tp 1—m
Z/ K(t, — s)Sads = Z/ o1 (tr=s) (—) Sids
p=1 0 p=1 0 m
3
= (s (Leme - L) g,
m (051 aq

p=1
= 015

3
1-m 1 1 1—-m

— - E — poa(ty) _ = —— 1)

o1 ( m ) <a1€ a1> ( m ) !

begitu pula untuk variabel state Fy = (I_T”) E L, = (1;00) I, T, = (%) T

dan Ry, = (17,;7") Ry, untuk besar proporsi masing-masing populasi yang
mengalami perpindahan antara wilayah 1 dan wilayah 2 adalah sama, maka
dapat dimisalkan (1_77”) = (1_—”) = (ﬂ) = (1_—‘1) = (%) sehingga

n o q
persamaan model pada wilayah 1 dapat disederhanakan menjadi

dengan

dd_il =N+ 0151 — 651 — diS1 — 1511

% = 01B, — 8,Ey — dyEy + BuSili — By

% =k —wuwlh —di +0l4 (4.2)
% =wu Dy — Ty —dy Ty — 6T + 01Ty
%%:%ﬂ+m&—&&—¢&

dimana Ny = S1 + Ey + I; + T1 + R;. Kondisi awal yang digunakan pada
konstruksi model ini yang diambil yaitu S;(0) = Sy,, E1(0) = Ey,, I1(0) = I,
dengan T1(0) = T}, dan Ry(0) = R;,. Parameter-parameter dan variabel yang
digunakan adalah sebagai berikut:

S1(t): Jumlah populasi individu susceptible pada waktu ¢ pada wilayah 1

Ey(t): Populasi individu-individu ezposted yang terinfeksi pada waktu ¢
namun belum menularkan virus ataupun dalam hal ini dapat diartikan
sebagai individu dengan infeksi didalam tubuhnya namun terdapat salah
diagnosis padanya
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I,(t): Populasi dari individu-individu terinfeksi pada waktu ¢ dan dapat
menularkan penyakit pada wilayah 1.

Ti(t): Populasi dari individu-individu treatment yang mendapatkan
pengobatan pada waktu ¢ pada wilayah 1.

Ry (t): Jumlah populasi individu-individu yang mengalami proses penyembuhan
atas infeksi yang diderita.

A;: Banyaknya kelahiran pada wilayah 1

o1: Rate traveling individu dari wilayah 1 ke wilayah 2

01: Rate traveling individu dari wilayah 2 ke wilayah 1 menjadi individu
wilayah 1

dy: Rate kematian alami yang dialami individu pada wilayah 1

B1: Rate transmisi virus pada individu susceptible saat bertemu dengan
individu infected pada wilayah 1

~v1: Rate transisi populasi exposed menjadi infected pada wilayah 1

uy: Rate pengobatan pada populasi terinfeksi pada wilayah 1

v1: Rate individu treatment menjadi populasi recovery pada wilayah 1

aq: Rate perpindahan individu dari wilayah 1 menuju wilayah 2

Ni: Jumlah keseluruhan populasi yang bernilai konstan pada wilayah 1

4.1.2 Konstruksi Model pada Wilayah 2

Model pada wilayah 2 menggambarkan terjadinya penyebaran virus

pada wilayah 2, yang mana diperoleh dari hasil pengembangan model pada tipe
SEIR pada wilayah 2 dengan model sebagai berikut (Hariyanto et al., 2017):

5,
dt

4L,
dt

dly

dt

dR,

dt

3 tp 3 tp

A2+Z/ K(tp—s)Slds—SQZ/ K(t, — s)ds — dySs
p=1 0 p=1 0

— 325215

3 tp 3 tp
Z/ K(t, — s)Eyds — E, Z/ K(t, — s)ds — dy Fy
p=1"0 p=1"0
+525215 — 2 Ey

3 tp
’}/QEQ — dg]g — 902[2 + Z/ K(tp — 8)1(12)pd8
p=1"0

3 tp 3 tp
902]2 + Z/ K(tp - S)Rlds - RQ Z/ K(tp - S)dS — d2R2
p=1 0 p=1 0
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Laju perubahan populasi dari individu susceptible bertambah karena
adanya rate kelahiran di wilayah 2 sebesar Ay, dan bertambah karena
adanya perpindahan populasi dari individu susceptible wilayah 1 melewati tiga
wilayah sebesar 22:1 Ot” K (t, —s)Sids. Namun laju perubahan populasi dari
individu susceptible dapat berkurang karena adanya perpindahan populasi dari
individu susceptible wilayah 2 melewati tiga lintasan menuju wilayah 1 sebesar
So Z;’,:l g” K(t, — s)ds, berkurang karena adanya kematian pada populasi
dari individu susceptible wilayah 2 sebesar ds, selain itu juga berkurang karena
adanya rate transmisi virus yang terjadi saat populasi dari individu susceptible
bergerak dan bertemu dengan populasi dari individu infected di wilayah 2
sebesar fs.

Laju perubahan populasi dari individu ezxposed dapat bertambah
karena adanya perpindahan populasi dari individu exposed wilayah 1 melewati
tiga lintasan sebesar 22:1 Otp K(t, — s)E1ds dan bertambah karena adanya
rate transmisi virus yang terjadi saat populasi dari individu susceptible
bergerak dan bertemu dengan populasi dari individu infected di wilayah 2
sebesar 5. Namun laju perubahan populasi dari individu ezposed dapat
berkurang karena adanya perpindahan populasi dari individu exposed wilayah
2 melewati tiga lintasan menuju wilayah 1 sebesar Ej 22:1 g” K(t, — s)ds,
dan berkurang karena adanya kematian pada populasi dari individu exposed
wilayah 2 sebesar d,, selain itu juga berkurang karena adanya rate transisi
populasi dari individu ezposed menjadi populasi infected pada wilayah 2
sebesar ;.

Laju perubahan populasi dari individu nfected dapat bertambah
karena adanya rate transisi populasi dari individu exposed menjadi populasi
infected pada wilayah 2 sebesar 7, dan bertambah karena adanya perpindahan
populasi dari individu exposed dari wilayah 1 yang berubah menjadi individu
infected saat berada di lintasan sebesar 2;21 g” K (t,—s)la2)pds. Namun laju
perubahan populasi dapat berkurang karena adanya kematian pada populasi
dari individu nfected wilayah 2 sebesar dy dan berkurang karena adanya
pengobatan pada populasi dari individu infected wilayah 2 sebesar us.

Laju perubahan populasi dari individu treatment dapat bertambah
karena adanya perpindahan populasi dari individu treatment wilayah 1
melewati tiga lintasan sebesar Zi:l g” K (t, — s)T1ds dan bertambah karena
adanya rate pengobatan yang diberikan pada populasi dari individu infected di
wilayah 2 sebesar uy. Namun laju perubahan populasi dari individu treatment
dapat berkurang karena adanya perpindahan populasi dari individu treatment
wilayah 2 melewati tiga wilayah menuju wilayah 1 T5 2221 g” K(t, — s)ds,
dan berkurang karena adanya kematian pada populasi dari individu treatment
wilayah 2 sebesar ds, selain itu juga berkurang karena adanya rate transisi
populasi dari individu treatment menjadi populasi recovery pada wilayah 2
sebesar @s.

Laju perubahan populasi dari individu recovery pada wilayah 2
dapat bertambah karena adanya rate transisi populasi dari individu treatment

menjadi populasi recovery yang telah sembuh dari penyakit pada wilayah 2
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sebesar ¢, dan bertambah karena adanya perpindahan populasi dari individu
recovery dari wilayah 1 yang berubah menuju wilayah 2 dengan fungsi densitas
kernel sebesar 22:1 Otp K(t, — s)Ryds. Selanjutnya laju perubahan populasi
dapat berkurang karena adanya kematian pada populasi dari individu recovery
wilayah 2 sebesar dy dan berkurang karena adanya perpindahan populasi dari

individu recovery wilayah 2 melewati tiga lintasan menuju wilayah 2 sebesar
3 tp
Rod ooy " K(tp — s)ds.
Sehingga hasil konstruksi model pada wilayah 2 dengan penambahan
pembagian populasi treatment dengan variabel Ty dapat diperoleh sebagai

berikut:

ds iy ok
d_t2 = Ay + Z/ K(t, — 5)Sids — S, Z/ K(t, — s)ds — d2Sy — B25215
p=1 0 p=1 0

dFE 3 tp 3 tp
d_t2 - Z/ K(t, — s)Eyds — Es Z/ K(ty, — s)ds — dyFy + 3251 — 2B
p=1 0 p=1 0

dl, Lt
E — 'yQEg — UQIQ — dQIQ + pz;/o K(tp — 8)1(12)pd8
dT: 3. [t 5. [t
2
E = UQIQ — QDQTQ — d2T2 — T2 pz;\/o K(tp — S)dS + pz;\/o K(tp — S)Tlds
dR 3 tp 3 tp
2
- = et ;/0 K(t, — s)Rids — Ry ;/0 K(t, — s)ds — dy Ry

(4.3)

dengan K(t, — s) adalah fungsi densitas kernel yaitu dalam bentuk fungsi
eksponensial e*?(»=%)  dengan «, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1 sehingga pada penelitian untuk ¢ = [0, 00)

3 tp 3 tp
3 / K(ty—s)ds = / et g
p=1 0 p=1 0

— i (eaz(tl) + eo2(t2) + e2(ta) _ 3)
Qo

misalkan besar proporsi untuk individu susceptible pada wilayah dengan
perbandingan banyak individu Sy = (1’77") S1 pada penelitian untuk ¢ = [0, o)

diperoleh
tp
/ o2 (tp—5) _m Sods
O 1 - m
m
—-m

3 tp 3
Z/ K(t, —s)Sids = Z
p=1"0 p=1

/1 1
— [ _ 0‘2(tp) -
(1 ) Z (042@ 042) %

p=1
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= 0252

3
m 1 1 m

— § pNCT1 () I I )

72 (1—m) = <0z2€ a2) (1—m) 2

begitu pula untuk variabel state F» = (£=2) By, I, = (£2) 11, Tp = (%) T,

dan Ry = (1%’") R, dengan permisalah seperti pada model wilayah 1, sehingga
persamaan model pada wilayah 2 dapat disederhanakan menjadi

dengan

% — Ay + 035 — 6,5, — dySy — B2SuTs

% = 09Fy — 02F5 — dyEs + 325515 — 2. Es

% = Yo ly — ugly — doly + 0315 (4.4)
% = Uoly — Ty — doTy — 63T + 0915

% — ooTy + 03Ry — 6Ry — dyRy

dimana Ny = Sy + Ey + I, + Ty + Ry. Kondisi awal yang digunakan pada
konstruksi model ini yang diambil yaitu S5(0) = Sy, Eo(0) = Es,, 12(0) = Iy,
dengan T5(0) = Ty, dan Ry(0) = Ry,. Parameter-parameter dan variabel yang
digunakan adalah sebagai berikut:

So(t): Jumlah populasi individu susceptible pada waktu t pada wilayah 2

Es(t): Populasi individu-individu ezposed yang terinfeksi pada waktu ¢ namun
belum menularkan virus ataupun dalam hal ini dapat diartikan sebagai
individu dengan infeksi didalam tubuhnya namun terdapat salah
diagnosis padanya

I5(t): Populasi dari individu-individu terinfeksi pada waktu ¢ dan dapat
menularkan penyakit pada wilayah 2.

T(t): Populasi dari individu-individu treatment yang mendapatkan
pengobatan pada waktu ¢ pada wilayah 2.

Ry(t): Jumlah populasi individu-individu yang mengalami proses penyembuhan
atas infeksi yang diderita.

As: Banyaknya kelahiran pada wilayah 2

oy: Rate traveling individu dari wilayah 1 ke wilayah 2 menjadi individu
wilayah 2

d2: Rate traveling individu dari wilayah 2 ke wilayah 1

28



ds: Rate kematian alami yang dialami individu pada wilayah 2

[Bo: Rate transmisi virus pada individu susceptible saat bertemu dengan
individu infected pada wilayah 2

~v9: Rate transisi populasi ezposed menjadi infected pada wilayah 2

us: Rate pengobatan pada populasi terinfeksi pada wilayah 2

p9: Rate individu treatment menjadi populasi recovery pada wilayah 2
as: Rate Perpindahan populasi pada wilayah 2 menuju wilayah 1

Ns: Jumlah keseluruhan populasi yang bernilai konstan pada wilayah 2

4.1.3 Konstruksi Model pada Sistem

Sistem yang diteliti pada penelitian ini adalah suatu wilayah yang
terdiri atas wilayah 1 dan wilayah 2 dimana pengamatan dilakukan pada
waktu ¢t € [t1,t2] C [0,00). Pada wilayah 1 terdiri atas populasi susceptible
wilayah 1, exposed wilayah 1, infected wilayah 1, treatment wilayah 1, dan
recovery wilayah 1, begitu pula pada wilayah 2 terdiri atas populasi susceptible
wilayah 2, exposed wilayah 2, infected wilayah 2, treatment wilayah 2, dan
recovery wilayah 2, sehingga pengamatan pada sistem dilakukan pada populasi
susceptible wilayah 1 dan 2, exposed wilayah 1 dan 2, infected wilayah 1 dan
2, treatment wilayah 1 dan 2, dan recovery wilayah 1 dan 2. Pada penelitian
selanjutnya telah dilakukan oleh (Hariyanto et al., 2017) sehingga diperoleh
persamaan model pada sistem untuk tipe SEIR seperti berikut:

ds
dt
d—E:aE—éE—dE—i-BSI—WE
CCZZt] (4.5)
EzyE—go]—dI—l—al
dR
dt
dengan dengan S = S1+ 59, E = FE1+ Ey, [ = I, + I, R = R, + R, sehingga
perubahan yang terjadi pada masing-masing subpopulasi ditinjau secara
sistem adalah bermakna bahwa laju perubahan subpopulasi Susceptible secara
serentak diamati pada seluruh wilayah, demikian pula untuk subpopulasi
yang lain. Dengan individu yang berada pada lintasan yang diteliti akan
mempengaruhi jumlah pada masing-masing wilayah, sehingga pergerakan
individu pada lintasan diasumsikan sebagai fungsi densitas kernel yang mana
perpindahan yang diamati hanya pada sistem yang diteliti, sehingga jumlah
individu yang di teliti pada kedua wilayah ini tidak mengalami perubahan
diakibatkan karena perpindahan menuju wilayah lainnya. Sehingga model
persamaan pada sistem (wilayah 1 dan 2) dapat dinyatakan sebagai berikut:
Laju perubahan populasi dari individu susceptible bertambah karena

— A+ 0S—65—dS — BSI

— ol +0R—6R—dR
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adanya rate kelahiran pada kedua wilayah sebesar A, dan karena adanya
perpindahan populasi dari individu susceptible pada kedua wilayah melewati
tiga wilayah sebesar ¢ dan 0§, berkurang karena adanya kematian pada
populasi dari individu susceptible pada kedua wilayah sebesar d, selain itu
juga berkurang karena adanya rate transmisi virus yang terjadi saat populasi
dari individu susceptible bergerak dan bertemu dengan populasi dari individu
infected pada kedua wilayah .

Laju perubahan populasi dari individu exposed dapat bertambah
karena adanya perpindahan populasi dari individu exposed melewati tiga
lintasan sebesar o dan J dan bertambah karena adanya rate transmisi virus
yang terjadi saat populasi dari individu susceptible bergerak dan bertemu
dengan populasi dari individu infected pada kedua wilayah sebesar § dan
berkurang karena adanya kematian pada populasi dari individu exposed
sebesar d, selain itu juga berkurang karena adanya rate transisi populasi dari
individu ezposed menjadi populasi infected sebesar ~.

Laju perubahan populasi dari individu infected dapat bertambah
karena adanya rate transisi populasi dari individu ezxposed menjadi populasi
infected sebesar v dan bertambah karena adanya perpindahan populasi dari
individu ezxposed yang berubah menjadi individu infected saat berada di
lintasan sebesar ¢. Namun laju perubahan populasi dapat berkurang karena
adanya kematian pada populasi dari individu infected sebesar d dan berkurang
karena adanya pengobatan pada populasi dari individu infected sebesar wu.

Laju perubahan populasi dari individu treatment dapat bertambah
karena adanya perpindahan populasi dari individu treatment melewati tiga
lintasan sebesar o dan 0 serta bertambah karena adanya rate pengobatan yang
diberikan pada populasi dari individu infected sebesar u dan berkurang karena
adanya kematian pada populasi dari individu treatment sebesar d, selain itu
juga berkurang karena adanya rate transisi populasi dari individu treatment
menjadi populasi recovery sebesar .

Laju perubahan populasi dari individu recovery dapat bertambah
karena adanya rate transisi populasi dari individu treatment menjadi populasi
recovery yang telah sembuh dari penyakit sebesar ¢ dan bertambah karena
adanya perpindahan populasi dari individu recovery sebesar o dan 0.
Selanjutnya laju perubahan populasi dapat berkurang karena adanya kematian
pada populasi dari individu recovery sebesar d.

Sehingga hasil konstruksi model pada sistem dengan penambahan
pembagian populasi treatment dengan variabel T' dapat diperoleh sebagai
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berikut:

§:A+US—5S—dS—ﬁSl

%:UE—(;E—CZE—FBSI—’VE

%zyE—uI—dleal (4.6)
(Z—f:uf—ng—dT—(STjLaT

%:@T—FJR—(SR—dR

Parameter-parameter dan variabel yang digunakan adalah sebagai berikut:

S(t): Jumlah populasi individu susceptible pada waktu t pada wilayah 1 dan
2

E(t): Populasi individu-individu exposed yang terinfeksi pada waktu ¢ pada
wilayah 1 dan 2

I(t): Populasi dari individu-individu terinfeksi pada waktu ¢ dan dapat
menularkan penyakit pada wilayah 1 dan 2.

T(t): Populasi dari individu-individu treatment yang mendapatkan
pengobatan pada waktu ¢ pada wilayah 1 dan 2.

R(t): Jumlah populasi individu-individu yang mengalami proses penyembuhan
atas infeksi yang diderita pada wilayah 1 dan 2.

A: Banyaknya kelahiran pada wilayah 1 dan 2

o: Rate traveling individu pada wilayah 1 dan 2

0: Rate traveling individu pada wilayah 1 dan 2

d: Rate kematian alami yang dialami individu pada wilayah 1 dan 2
B

: Rate transmisi virus pada individu susceptible saat bertemu dengan
individu infected pada wilayah 1 dan 2

~v: Rate transisi populasi exposed menjadi infected pada wilayah 1 dan 2
u: Rate pengobatan pada populasi terinfeksi pada wilayah 1 dan 2

: Rate individu treatment menjadi populasi recovery pada wilayah 1 dan
2

a: Rate Perpindahan populasi pada wilayah 1 dan 2

N: Jumlah keseluruhan populasi yang bernilai konstan pada wilayah 1 dan
2
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4.2 Analisis Eksistensi dan Ketunggalan

Pada bagian ini dilakukan analisis eksistensi dan ketunggalan pada
model epidemik pada dua wilayah dengan multi lintasan tipe SEITR. Langkah
pertama adalah melakukan penyederhanaan sistem pada Persamaan 4.1 dan
Persamaan 4.3 untuk menekankan terjadinya evolusi pada populasi yang
diamati pada penelitian. Misalkan pada wilayah 1 terdapat S; dan ambil
interval waktu ¢ € [t1,13] C [0,00). Interaksi yang terjadi antara individu
rentan dan terinfeksi menyebabkan terjadinya perubahan status dari individu
rentan menjadi individu ezxposed atau tetap menjadi individu susceptible, dapat
diambil sebarang ¢t = t5 dimana t; < t5 < t5 terjadi interaksi antara individu
(s1,71). Sehingga menyebabkan terjadinya perubahan secara proposi sebesar
p1 dengan (s1,41) menjadi e; atau dapat dikatakan bahwa perubahan pada
proposi yang disebabkan oleh virus pada populasi 51511, adalah p; E; atau
bisa ditulis (1 — p;)S. Dengan demikian untuk setiap t € [ty,t5] C [0, 00)
terhadap transisi (51511; adalah p;E; sebesar piEy dan (1 — p;)S; dengan
0 < p; < 1 sebagai proposi yang berarti bahwa pada interval waktu tersebut
individu s; yang diskontinu pada t = t5 terdapat individu s; yang kontinu
sebagai individu susceptible.

Sedemikian hingga hasil penyederhanaan sistem pada Persamaan 4.1
menjadi

as
d_tl = A1 +0'151 - 5151 - dlsl - (1 _pl)Sl

Menggunakan analogi yang sama dengan wilayah 1 terhadap wilayah 2, pada
wilayah 2 terdapat populasi Sy ambil interval waktu t € [t1,t2] C [0, 00).
Sehingga penyederhanaan Persamaan 4.3 adalah

dS
d_tg = Ao + 025 — 0255 — daS2 — (1 — p2) 5o

Populasi Fzxposed pada wilayah 1 yaitu F; diambil interval waktu
t € [t3,ts) C [0,00). Individu F; akan berubah status menjadi individu I
dikarenakan adanya transisi penyakit yang awalnya belum tampak menjadi
tampak. Dapat diambil sebarang ¢ = t5 dimana t3 < t5 < t4 terjadi transisi
dari individu e; menjadi i;). Sehingga menyebabkan terjadinya perubahan
secara proporsi sebesar ¢; dengan e; menjadi ¢; atau dapat dikatakan bahwa
perubahan pada proporsi yang disebabkan oleh virus pada populasi v, E;
adalah ¢;1; atau bisa ditulis (1 — ¢;)E. Dengan demikian untuk setiap
t € [ts,t4) C [0,00) terhadap transisi v F; adalah ¢1; sebesar ¢;I; dan
(1 — ¢1)E; dengan 0 < ¢; < 1 dengan (1 — ¢q) = ¢ sebagai proporsi yang
berarti bahwa pada interval waktu tersebut individu e; yang diskontinu pada
t = ts terdapat individu e; yang kontinu sebagai individu exposed. Sehingga
hasil penyederhanaan sistem pada Persamaan 4.1 dapat ditulis menjadi

dF
d_tl = 01Ey — 6 E — diEy +p B — (1 — ) B,
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Menggunakan analogi yang sama dengan wilayah 1 terhadap wilayah 2, pada
wilayah 2 terdapat populasi E; ambil interval waktu ¢ € [t3,t4] C [0, 00).
Sehingga penyederhanaan Persamaan 4.3 adalah

dE
d_t2 = 09Fy — 09Fy — doEy + poE — (1 — q2) B

Misalkan pada wilayah 1 terdapat I; dan ambil interval waktu t €
[t5,t6] C [0,00). Adanya individu terinfeksi yang mendapatkan pengobatan
menjadikan adanya perubahan status dari infected ke treatment, dapat diambil
sebarang t = t; dimana t; < t5 < tg. Sehingga menyebabkan terjadinya
perubahan secara proposi sebesar r; atau dapat dikatakan bahwa perubahan
pada proposi yang disebabkan oleh virus pada populasi r/; adalah (1 — ry);
atau rT) . Dengan demikian untuk setiap ¢ € [t5,tg] C [0, 00) terhadap transisi
wly adalah ri1; sebesar (1—7ry)I; dan (r1)T} dengan 0 < r; < 1 sebagai proposi
yang berarti bahwa pada interval waktu tersebut individu ¢; yang diskontinu
pada t = ts terdapat individu ¢; yang kontinu sebagai individu infected.

Sedemikian hingga hasil penyederhanaan sistem pada Persamaan 4.1
menjadi

dl,

pra ah—(1—r) —di1 + 0114

Menggunakan analogi yang sama dengan wilayah 1 terhadap wilayah 2, pada
wilayah 2 terdapat populasi I, ambil interval waktu ¢ € [t5,t5] C [0, 00).
Sehingga penyederhanaan Persamaan 4.3 adalah

dly

ar = qoly — (1 — 1)1y — doly + 021

Misalkan pada wilayah 1 terdapat T; dan ambil interval waktu ¢t € [t7,ts] C
[0,00). Adanya individu treatment yang mengalami sembuh dari penyakit
menjadikan adanya perubahan status dari treatment ke recovery, dapat diambil
sebarang ¢t = t; dimana t; < t5 < tg. Sehingga menyebabkan terjadinya
perubahan secara proporsi sebesar s; atau dapat dikatakan bahwa perubahan
pada proporsi yang disebabkan oleh virus pada populasi s;7} adalah (1 — sq);
atau sR; . Dengan demikian untuk setiap ¢ € [t7,ts] C [0, 00) terhadap transisi
©T) adalah s;T) sebesar (1 — s1)7} dan (s1)7} dengan 0 < s; < 1 sebagai
proposi yang berarti bahwa pada interval waktu tersebut individu 7} yang
diskontinu pada t = ts terdapat individu 77 yang kontinu sebagai individu
treatment.

Sedemikian hingga hasil penyederhanaan sistem pada Persamaan 4.1 menjadi

dT;
d_tl = 7‘1T1 — (1 — 51>T1 — lel - 51T1 + 0'1T1

Menggunakan analogi yang sama dengan wilayah 1 terhadap wilayah
2, pada wilayah 2 terdapat populasi [ ambil interval waktu ¢ € [t5,t5] C
[0,00). Sehingga penyederhanaan Persamaan 4.3 adalah
dTy

E = r2T2 — (1 — 52)T2 — d2T2 - 52T2 + O'QTQ
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dan dari analogi diatas maka persamaan pada model populasi Recovery,
terdapat populasi Ry ambil interval waktu ¢ € [t5, ts] C [0, 00)pada wilayah 1
dapat ditulis sebagai berikut

dR

d_tl = 81R1 + O'1R1 — (SlRl — lel
Menggunakan analogi yang sama dengan wilayah 1 terhadap wilayah 2, pada
wilayah 2 terdapat populasi Ry ambil interval waktu ¢ € [t5,t5] C [0, 00).
Sehingga penyederhanaan Persamaan 4.3 adalah

dR

d—tz = SQRQ + CTQRQ - (SQRQ — d2R2
penyederhanaan pada sistem dilakukan untuk menekankan terjadinya evolusi
pada individu yang diamati, hasil penyederhanaan sistem sesuai dengan evolusi
virus yang terjadi pada tubuh individu pada wilayah 1 menjadi

dd_5: = M +0151—65 —diS1— (1 —p1)S)
% = o1Ey—6E —diEy+mE—(1—q)E
% = gL —1—r)L —di1 + 0114

% = rTy—(1—=s)T —diTh — 0Ty + 01Ty
% $1Ry + 01R1 — 61Ry — di Ry

dan penyederhanaan pada wilayah 2 diperoleh sistem sebagai berikut:

dd_? = Ay + 0255 — 0259 — d2S3 — (1 — p2) Sy
% = 09Ey — 02y — dyEy + poE — (1 — q2) By
% = qly — (1 —ro)ly — doly + 0215

% — 1Ty — (1= $5)Ts — doTs — 85T + 05T
% $9Ry + 09 Ry — 62 Ry — da Ry

Langkah selanjutnya dilakukan analisis eksistensi dan ketunggalan
dari sistem yang telah dilakukan penyederhanaan, untuk menunjukkan
eksistensi dan ketunggalan penyelesaian dari sistem ditentukan konstanta
lipschitz k(t) yang memenuhi sebagai berikut

IF(X(@), 1) = FOXE@), Ol < kOIXT = X7
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sedemikian hingga model sistem berlaku untuk setiap ¢ € R. Selanjutnya pada
persamaan yang telah disederhanakan dapat dinyatakan dalam bentuk

dX
= (X))

atau dapat ditulis

D (s
= im0
“L = f.)
N (G0
T = R,
dan pada model wilayah 2 sebagai berikut
r (sl
= ().
(0%
=m0
T~ s, )

a. 'Total populasi susceptible merupakan jumlahan dari populasi susceptible
pada wilayah 1 dan 2, sehingga dapat ditulis sebagai berikut

f(S(t)7t) = f(Sl(t)7t)+f(S2(t)7t)
= A1 + 0'151 — (5151 — d151 — (1 —pl)Sl + A2 + 0'252 — (5252
—dySy — (1 — p2)So

b. Total populasi exposed merupakan jumlahan dari populasi exposed pada
wilayah 1 dan 2, sehingga dapat ditulis sebagai berikut

F(E@),t) = f(E(t),t)+ f(Ex(t),t)
= 0By —60E —diEy+pE—(1—q)E) 4+ 09Fy — 02 E,
—doFy + poE — (1 - QQ)EQ

c. Total populasi infected merupakan jumlahan dari populasi infected pada
wilayah 1 dan 2, sehingga dapat ditulis sebagai berikut

f([<t)7t) = f(ll(t)vt) + f([2<t>7t)
= gL — (1 —=r)L —dily + o1y + q2lo — (1 = 19) Iy — dody + 0915
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d. Total populasi treatment merupakan jumlahan dari populasi treatment
pada wilayah 1 dan 2, sehingga dapat ditulis sebagai berikut

f(T@),t) = [(Ti(t),t) + f(Ta(t), 1)
= 7’1T1 — (1 — Sl)Tl — lel — 51T1 + 01T1 + T’QTQ — (1 — SQ)TQ
—doTy — 02T + 0915

e. 'Total populasi recovery merupakan jumlahan dari populasi recovery pada
wilayah 1 dan 2, sehingga dapat ditulis sebagai berikut

f(R(t),t) = [(Ru(t),t) + f(R2(1),1)
= s1Ri+01Ri — 61 Ry — diRy + 53Ry + 03 Ry — 09Ry — do Ry

Misalkan terdapat f(X'(t),t) dan f(X?(¢),t) dengan

X' = {Slla S217E11’ E2171117]217T117T217R%7R%7}

X? = (2.2 B2 F3 10 13, TA. T2 R S, }

Selanjutnya dicari nilai k(¢) yang merupakan konstanta Lipchitz dan
memenuhi bentuk berikut

IF(X(@), 1) = FOXE@), Ol < kOIXT = X7

dengan

a1
21
IF(XH(), 1) = F(X2(), )] = || asn
41
as1
dinyatakan sebagai a;; = b;1 + ¢;1, dengan ¢ = 1,2, 3,4, 5 maka
ail
21
1F(XH(E),t) = F(X2(), )]l = || az || = [[bin + cal
Q41
as1

atau dapat ditulis

IFXH(E), 1) = FOXE(E), O < 1]l + llcarll

dengan ||b; || = maxi<i<n » i |bi1], dengan ketentuan a; < ||by + ¢ .
Berdasarkan persamaan yang telah disederhakana dapat dibentuk

sebagai berikut

1. Susceptible

a;1 = f(Sllvt) - f(Sf,t)

ayn = {A+015] — 68T —diST — (1 — p1)S] 4 Ay + 095y — 0255 — da S,
—(1=p2)Sa} = {A + 0157 = 8157 — diST — (1 = p1) ST + As + 0355
—0255 — d2S5 — (1 — p2) S5}

= (01— 01 —dy — (1 —p1))(S} = S7) + (02 — 0 — dy — (1 — p2))(S3 — 53)
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Menggunakan ketentuan || f(X*(¢),t) — f(X2(t),t)|| < ||ba || +]|ci1]| maka
diperoleh

lan]] < (o1 — 61 —dy — (1= p1))(S] — ST)|| +
(03 — 02 — dy — (1 — p2)) (S5 — S3)]|

Ezxposed

aip = f(E11=t> - f(Ef,t)
agn = {01E} — 0B} —dE} + i E} — (1 — q)E} + 03B} — 6,F5 — dyE
+p2By — (1= @) By} — {01 BY — 01 Bf — diEY + pi B — (1 — q1) B¢
+0o B3 — 5,F7 — doES + poEy — (1 — qo) E5}
= (=0 —di+p— (1 —q)(B — E}) +
(02 = 0y — do +p2 — (1 — q2)) (B — E)

Menggunakan ketentuan || f(X1(¢),t) — f(X2(¢),t)|| < ||bir]] + ||ci1]| maka
diperoleh

lazt]| < [[(or =61 —di+p1— (1 —q)) (B — E})|| +
(02 — 62 —do+po — (1 — q2))(E} — E3)||

Infected

a;1 = f(lllvt)_f(jfat)
asi = {qli — (1 —r)I} —diI} + oI} + @I} — (1 —19)15 — dody + 0215}
_{Q1I12 - (1 - 7”1)]12 - d1~712 Jr01112 + 92122 - (1 - 7”2)122 - d2]22 + 02122}
= (on—di+q— (1 —r)I{—17)+
(09 = da+ g2 — (1 —13))(I; = I5)

Menggunakan ketentuan || f(X(¢),t) — f(X2(t), )| < ||ba ]|+ || cir || maka
diperoleh

lasi]| < [l(or—di+aq— (1 —r))I] —ID)| +
(o2 —do+ g2 — (1 —12)) (I3 — I3)||

Treatment

a1 = f(Tllat) - f(T127t)
ay; = {nT} — (1 —s)T} —di/ T} — 6T + 0T + 1Ty — (1 — s9)Ty
—doTy — 05Ty + o1y Y — {rTF — (1 — 8))TE — diT? — 5,17
+0 T2 4 1913 — (1 — 59)Ty — do Ty — 8515 + 05T}
= (o1 —6 —di+r — (1—51))(T11 _TlQ)+
(09 — 0y —dy + 19 — (1 — 82))(Ty — T5)

37



Menggunakan ketentuan || f(X(t),t) — f(X2(¢),t)| < ||bi1]| + || ci1 || maka
diperoleh

lan| < |[(o1 =061 —di 47— (1—s)) (T} = TD)|| +
(02 — 02 —do + 12 — (1 — $2)) (T — T3]

5.  Recovery

a1 = f(R%at) - f(Rit)
as1 = {SlRi + UlR% - 51R% - le% + SQR% + O-QR% — 52R% — dzRé}
—{s51R2 4+ 0 R} — 61 R? — d\R? + 53R5 + 02 R — 6, R5 — dy R}
= (01— 01 —dy +S1) (R} — R}) + (09 — 8y — dy + S2)(R3 — R3)
Menggunakan ketentuan || f(X1(¢),¢) — f(X2(t),t)|| < [|bi]| + ||ci1|] maka
diperoleh
lasi|| < |[(o1 =61 —di + s1)(Ry — RY)|| + [|(02 — 02 — da + s2)(Ry — R3)|

Selanjutnya pertidaksamaan |la11]|, [|a1|], [|asi|l, [|aa|l, [|as1]] dapat dibentuk

a1
21
norm sebagai berikut ||f(X1(t),t) — f(X2(t),t)|| = || as1
a41
as1
dinyatakan sebagai a;; = bj; + ¢;1, dengan ¢ = 1,2, 3,4, 5 maka
a1
21
[F(XH(E), ) = FX2(0), )l = || as1 || = b + call
Q41
as1

atau dapat ditulis
1F(XH(E), 1) = FOXE(), )]l < [[baall + llcanl], sehingga diperoleh

ann (o1 =61 —dy — (1 _pl))(Sll 512)
a21 (o1 =01 —di+p1 — (1 —q))(Ef — E?)
as || < (o1 —di+q = (1 =r))(I{ = I})
a4 (o1 =01 —dy+ 11 — (1 —s0))(T} — T7)
asy (01 — 61 —dy + 51) (R} R{ — R?)

(02—52—d2—(1_p2))(sl 22)

(09 — 02 — dy +p2—(1—q2))(E1 E3)

+ (02 —da+ g2 — (1 —12)) (I3 — I3)

(09 — 6o — d2+r2 (1 — s2))(T3 22>

(02 — dy + 59)(Ry — R3)

sehingga || f(X'(2), ) — f(X?(t), )| < ka(O)[|barl| + Ko (t)]Icar

Maka dapat ditentukan konstanta lipschitz k(t) pada masing-masing
wilayah sebagai berikut
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4.2.1 Analisis Eksistensi dan Ketunggalan pada Wilayah 1
Pada ki (t) merupakan konstanta lipschitz di wilayah 1, sehingga

n
Iba || = ggfg;z; 103
]:

|b11 (01 = 61— dy = (1= p))| |(S1 = 7))
bor| = (o1 — 61 —di+p1— (1 —q))| |(E} — E})|
bsi] = (o1 —di+aq — (L—r)||(I] — 17)
bl = |01 =0 —di+ 11— (1= )| [(T} = T7)]
bs1] = [(o1 — 01 —dy + s1)| | (R} — R})|

maka

bu| < m§X{|(01—51—dl—(l—Pl))|a|(0’1—51—d1+P1—(1—Q1))|7
(o1 —di+q — (1 =7m1))],[(01 =61 —dy + 71— (1 = s1))],
(01 = 01 — dy + 51) [} |(S] = SD)]

ba1| < m?X{\(Ul—fsl—dl—(1—p1))|7|(0’1—51—d1+p1—(1—ql))|,
|(01—d1+Q1—(1—T1))|;|(01—51—d1+7’1—(1—31))|7
(o1 — 61 — dy + s1)|} |(Ef — E7)

|bs1| < m§X{|(01—51—dl—(l—Pl))|:|(0’1—51—d1+P1—(1—Q1))|7
(o1 —di+q — (1 —=m1))|,[(01 =61 —di + 71 — (1 = s1))],
(o1 = 61— dy + s)[} (1] = I7)]

ban| < m?X{\(Ul—fsl—dl—(1—p1))|7|(01—51—d1+p1—(1—ql))|,
|(01—d1+91—(1—7”1))|;|(01—51—d1+7’1—(1—31))|7
(o1 — 61 — dy + s1)|} (T} = T7)]

|bs1| < mﬁx{|(01—51—dl—(l—Pl))|:|(0’1—51—d1+P1—(1—Q1))|a
(o1 —di+q — (1 =r))|,[(o1 =01 —di + 711 — (1 = 51))],
(01 = 01 — dy + s1)[} |(Ry — RY)

sehingga dapat ditulis sebagai berikut

(01—61—d1—(1—p1))( )

(01 =01 —di+p1 — (1 —qu))(E} — E)
(or —di +qu — (L —=m))(I} = I7)

(o1 =61 —dy 47— (1— 51))(T11 2)
(01—51—d1+81)(R1 )

< mlax{\(al =0 —di = (1 =p))|, (o1 =61 —di +p1 — (1 = q1))l,

|(U1—d1+Q1—(1—7’1))|;|(01—51—d1+7’1—(1—51))|7
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(St —S7)

(B} — EY)

(o1 =01 —di+ 1)} (If = 1})

(T} = 1T7)

(R} — R?)

atau
(o1 =01 —dy — (1 —p1))(S] — SF) (S =57
(o1 =0 —di+p1— (1 —qu))(E] — E}) (B} — EY)
(o —di+q—A—r)I] = IF) || < k()| (I} = I7)
(o1 =01 —dy + 71— (1 —s0)) (T} = T7) (T} = T7)
(01 — (51 dl —+ 81>(R1 R2) (R% — R%)
Untuk memenuhi nilai maksimum mutlak dari

max;{[(o1 — 01 —di — (1 = p1))|,[(o1 =01 —di + p1 — (1 — @),

(o1 —di+q— (1 =r))],[(or =1 —di + 71— (1= 51))[, [(01 = 61 — di + s1)[}
pada wilayah 1, diasumsikan bahwa subpopulasi Infected dapat menyebarkan

virus secara luas di wilayahnya sendiri. Oleh karena itu pengamatan hanya
dilakukan pada subpopulasi Infected untuk wilayah 1

maxi{|((al)maw - (51 + dl + (]- _pl)mzn)’ ) |((Ul +pl)ma;t - (51 + dl + (]- - q1>>mzn)| )
[((01 + @1 )maz — (di + (1 = 71))min)|, [((01 + 71)maz — (61 + di + (1 = 1)) min)| ,

‘((0_1 + Sl)max - (51 - dl)mm)|}

Nilai maksimum tersebut merupakan konstanta Lipschitz ki(t) dari
masing-masing perubahan pada subpopulasi dan sangat mempengaruhi
konstruksi model penyebaran virus pada wilayah 1. Pada penelitian
ini diamati untuk subpopulasi Infected dengan |(o3 —dy +q — (1 —11))]
merupakan parameter dari subpopulasi Infected pada wilayah 1.  Jika
subpopulasi Infected pada wilayah 1 mempunyai penyebaran virus yang
sangat luas pada saat ((01 + q1)maez) dan untuk (dy + (1 — 71))min). Oleh
karena itu subpopulasi Infected pada wilayah 1 diperoleh konstanta Lipschitz

ki(t) = [((01 + @1)maz) + (di + (1 = 71) )min) |-

4.2.2 Analisis Eksistensi dan Ketunggalan pada Wilayah 2
Pada ky(t) merupakan konstanta lipschitz di wilayah 2, sehingga

learll = max Zl |cij

lc11] |(02—(52—d2—(1—p2))]‘(55—522)’
1] = |(02— 0 —datp2— (1 — )| |(Ey — E3)|
lcsi] = (o2 —da+ g2 — (1= 12))| (13 — I3)]
(02 — 05 — dy + 12 — (1 — 2))| | (T} — T3]
(

09 —(52 —d2+82)| |(Ré —R§)|

lcn] =
|051| =

maka

lenn] < miax{\(og — 0y —do — (1 —p2))|,|(02 =02 —da +p2 — (1 — q2))],
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(02 —da +go — (1 —12))[,[(0g — G2 — da + 12 — (1 — 52))],
(02 — 0y — dy + 52)|} |(S3 — S3))|
lean] < max{[(o2 =0y —do = (1 = p2))], [(02 = 02 = dy +p2 — (1 = @2))|,
(02 —dy +qa — (1 = 12))[,[(09 — 02 — da + 12 — (1 = 52))],
(03 — 0y — dy + 55)|} |(E3 — E3)|
lear] < max{[(o2 — s —do — (1 = p2))|, [(02 = 02 = da +p2 — (1 = @2))],
(02 —da +go — (1 —12))[,[(02 — 02 — da + 12 — (1 — 52))],
(02 — 0y — dy + )|} | (I3 — 13)]
len] < max{[(o2 =0y —dy = (1 = p2))|, [(02 = &2 = dy +p2 — (1 = @2))|,
|(0g —da+ qo — (1 —12))|, |(02 — 02 — da + 19 — (1 — s9))],
(03 — 0y — dy + 55)|} |(T3 — T3)]
lesi] < max{[(o2 — s —do = (1 = p2))|, [(02 = 02 = da +p2 — (1 = @2))],
(02 —da +qo — (1 —12))[,[(0g — 02 — da + 12 — (1 — 52))],
(03 — 0y — dy + 55)|} |(Ry — R3)]
sehingga dapat ditulis sebagai berikut
(02—62—d2—(1—p2))( )
(02— 0y —da +p2 — (1 — q2))(E; — E3)
(02—d2+CI2—<1_7“2))( 13)
(o9 — 5 — d2+7’2—(1—32))( 1 2)
(o9 —dy + s9) (R )
Smﬁx{\(02—52—d2—(1—p2))|a|(02—52—d2+p2—(1—Q2))|,
(02 —da + g — (1 = 12))[,[(02 — 2 — dg + 12 — (1 = 52))],
(S5 — S3)
(E; — E3)
(02 =02 —da + s2)|} || (I3 — I3)
(Ty —1T3)
(Ry — R3)
atau
(09 =0y —dy — (1 = p2))(S3 — S3) (S5 — 53)
(02 =02 — dy +p2 — (1 — q2))(E; — E3) (Ey — E3)
(09 d2+QQ—(1—7“2))( L) || <k(t)| (I —13)
(09 — 02 — d2+7”2 (1= s2))(T 2) (Ty —1T3)
(09 —dy + s9)(R ) (R; — R3)
Untuk memenuhi nilai maksimum mutlak dari
max;{[(og — g — dz — (1 — p2))|, [(02 — 62 — da + pa — (1 — @2))],
(02 —day +qa — (1 = 12))[,[(0g — 02 —da + 12 — (1 = 82))|, [(02 — 02 — d2 + s2)[}

pada wilayah 2, diasumsikan bahwa populasi Infected dapat menyebarkan

virus secara luas di wilayahnya sendiri.
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dilakukan pada subpopulasi Infected untuk wilayah 2

maxi{|((02)maz — (02 + d2 + (1 = P2)min)| » [((02 + P2)maz — (02 + d2 + (1 — G2))min) | »
|((02 + 2)max — (d2 4 (L = 72))min)| » [((02 + 72)maz — (02 + da + (1 — 52) )min)| ,

|((02 + 32)mam - (52 - d2)mzn)|}

Nilai maksimum tersebut merupakan konstanta Lipschitz ko(t) dari
masing-masing perubahan pada populasi dan sangat mempengaruhi konstruksi
model penyebaran virus pada wilayah 2. Pada penelitian ini diamati untuk
populasi Infected dengan |(oy —ds+ g2 — (1 —12))| merupakan parameter
dari subpopulasi Infected pada wilayah 2. Jika populasi Infected pada wilayah
2 mempunyai penyebaran virus yang sangat luas pada saat ((o2 + ¢2)maz) dan
untuk (ds + (1 — 7r2))min). Oleh karena itu populasi Infected pada wilayah 1
diperoleh konstanta Lipschitz ka(t) = |((02 + ¢2)maz) + (d2 + (1 = 72) )min)|-

4.3 Penyelesaian Positif
Pada model perlu dicari penyelesaian positifnya sebelum ditunjukan
bahwa sistem memiliki aliran kontinu dan dinamis

4.3.1 Penyelesaian Positif Model pada Wilayah 1
Total populasi dari sistem 4.2 di wilayah satu didapatkan sebagai
berikut:
dN, dSi dE, dI; dIT dR;
@ @ @ Tata T
=A1 + 0151 — 0151 — d1S1 — BiS1h + o By — 01 By — di By + BuSi L —
nE +nEy —wly —didy + oy +ully — T — di T — 6T+
o Ty + 1Ty + oy Ry — 01 Ry — di Ry
=N\ + 01<S1 + B+ L+T+ R1) — 51(51 + B+ 17+ Rl)_
di(Si1+E1+L+T+ Ry)
=N + 01Ny — 6 (N, — L) —d1 Ny
=N+ (01 — 61 —di)N1 + 6114

(4.7)

dengan memisalkan

% adalah non-negatif maka persamaan 4.8 menjadi

dN

d_tl :A1+(01—51—d1)N1+51]1 >0
dengan begitu

AN

d_tl > A+ (01— 6 —di)V;

untuk menyelesaikan persamaan differensial tingkat satu maka pertidaksamaan
akan diubah menjadi persamaan dengan memberikan 3¢; > 0. Sehingga
pertidaksamaan dapat diubah menjadi

dN-
d_tl_fl = A+ (oy— 0 —di)Vy
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dN
d—;—(01—51—d1)N1 = M+ &

Oleh karena itu dapat dilakukan penyelesaian penyelesaian differensial tingkat
satu sebagai berikut: dengan p(t) = —(o; — 0y — dy) dan Q(t) = Ay + &
sehingga V = e/ ~(o1=01—d)dt — o—(o1-01=d1)t ks didapatkan

N, (t).e—(mr—m—dt — / (A + &) e @0ty 4

o g A+ &) (o 51—
N t . (0’1 o1 d1)t — ( 1 . (0'1 o1 dl)t
1(t).e —(01—51—d1)6 +c
(A1 +&) —51—d
Ni(t) = + c.elor—0i—dut
1() —(01—51—d1)
diberikan kondisi awal yaitu ¢ = 0
(A1 + &) 0
N{(0) = + c.e
1( ) —(01—51—d1)
(A + &)
No(t) = +c
0( ) —<01—51—d1)
(A + &)
c = N(0)+ —mF—
1( ) (01 — 0 —d1)
sehingga persamaan menjadi
(Al + §1> < (Al + 51) ) —(—o1+61+d1)t
N{(t) = + [ Ny(0) + ——— ] e\ TOTATR
1<) —(01—51—d1) 1( ) (01—51—d1)

dan untuk ¢ — oo didapatkan

(M tE)
Ni(t) = —(oy — 61 — dy)
maka
(A1 + &)
0< Nl(t) < _(0-1 — 51 - dl)

sehingga total populasi pada wilayah 1 memiliki penyelesaian terbatas dengan
daerah penyelesaiannya adalah

Q= {(SLEL LT R)S1>0,E0 >0, >0,Th >0, R > 0,8, +E,+ L +T + Ry
(A1 + &)

<
= —(o1 =0 —dy)
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4.3.2 Penyelesaian Positif Model pada Wilayah 2
Total populasi dari sistem 4.4 di wilayah 2 didapatkan sebagai berikut:

dN, :d52+dE2+%+@+@
dt dt dt dt dt dt

=Ny + 0255 — 0253 — dy Sy — PoSoly + 03 Ey — 02 Fy — dyEy + 325515 —
Yollo + oo — ugly — daly + ooly + ugly — o1y — doTh — 015+
0915 + Ty + 09 Ry — 0o Ry — da Ro

=Ny +09(So+ Eo + I + 1o + Ry) — 02(S2 + Ex + 1o + Ry)—
do(So+ Ey + I + 15 + Ry)

=Ny + 09Ny — §3(Ny — 1) — dN,

=Ny + (09 — 09 — d) Ny + 0215

(4.8)

dengan memisalkan
d(% adalah non-negatif maka persamaan 4.8 menjadi

dN.

d_752 = Ny + (09 — 09 — da) Ny + 0215 > 0
dengan begitu

dNs

—_— > A2 + (0'2 - 52 - d2)N2
dt
untuk menyelesaikan persamaan differensial tingkat satu maka pertidaksamaan
akan diubah menjadi persamaan dengan memberikan 3¢ > 0. Sehingga
pertidaksamaan dapat diubah menjadi

W_& = Ao+ (09 — 0y — d2) Ny
dNy

W—(@—(;z—dz)]\@ = A+ &

Oleh karena itu dapat dilakukan penyelesaian penyelesaian differensial tingkat
satu sebagai berikut: dengan p(t) = —(09 — 02 — dz) dan Q(t) = As + &
sehingga V = ef ~(e2=02-d2)dt — —(02=62—d2)t 1yaka didapatkan

Ng(t).e_(“2_52_d2)t = /(AQ + &) . et gy 4

R Ay + &) (b0
N t).e (0’2 09 dg)t — ( 2 e (0'2 do dg)t+c
2( ) —(02—52—d2)
(A2 + &) —bo—d
No(t) = + c.elo2 02— d2)t
2( ) —(02—52—d2)
diberikan kondisi awal yaitu ¢ = 0
(Ag + &) 0
Ny (0) = .
2() —(02—52—052)—'—66
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No(t) = +
0( ) —(02—52—d2)
(Ag + &)
c = Ny0)+
2( ) (02 — 0y — d2)
sehingga persamaan menjadi
(AQ + 52) ( (AQ + 62) ) —(—0o2+82+do)t
Ny(t) = + | No(0) + —————— | .e”\T2TRT®
2(f) —(09 — 02 — dy) 2(0) (02 — 62 — dy)
dan untuk ¢t — oo didapatkan
(A2 + &)
Ny(t) =
2< ) —(02—52—d2)
maka
(Ag + &)
0 < Nyo(t) <
< N(t) < —(09 — 62 — dy)

sehingga total populasi pada wilayah 2 memiliki penyelesaian terbatas dengan
daerah penyelesaiannya adalah

Qo = {(S, By, 15,15, Ry)|S2 > 0; Ey > 0; 13 > 0,75 > 0; Ry > 055y + Ey + 1o + 1o + Ry
(A2 + &)
= —(02 — 92— do)

4.4 Titik Kesetimbangan Endemik Model Epidemik pada Dua
Wilayah dengan Tiga Lintasan Tipe SEITR
Berdasarkan definisi titik tetap, suatu x* merupakan titik tetap pada
sistem & = F(z) jika * memenuhi F'(2*) = 0. Oleh karena itu pada model
diatas, titik tetap pada sistem dapat diperoleh sebagai berikut

4.4.1 Titik Kesetimbangan Model pada wilayah 1
Pada Persamaan 4.2 diperoleh titik kesetimbangan pada individu pada

wilayah 1 sesuai definisi titik tetap dapat diperoleh dengan
dSy dE dl, dTy dR;,

i e Yy el ) ey
dt . T dt T dt T dt Tdt
sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut
—A
S = :
o1 — 01 —dy = Bl
o —p1511
op—0 —di—m
—mnmE
P (4.9)
o1 — Uy — dl
—U1]1
T, =
' 01— 01— 1 —dy
—p1Th
Rl=———
! o1 — 51 — dl
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dilakukan substitusi dari Persamaan 4.9 diperoleh titik kesetimbangan
endemik pada model epidemik wilayah 1

(01 —ug —di)(oy =71 —dy — 0y)
Qs
1B — (01 — U — dl)(Ul -7 —dy — 51)(01 —dy — (51)
YBi(or — 71 —dy — 01)
. P + (01 — U — d1)(01 -7 —dy — 51)(01 —dy — 51)

ST =

E} =

= Bi(or —ur —di)(or — 1 — dy — 61)
T _ —uy (71 /1A + (01 —ur — dy)(0y — 71— di — 61) (01 — dy — 61))
! Bi(or —uy —dy) (o1 — 1 — dy — 01) (01 — 1 — dy — 07)
R = orur (i + (01 —uy — dy) (01 — 71 — dy — 01) (01 — dy — 61))

B 51(01 —dy — 51)(01 — Uy — d1)(01 - N — dy — 51)(01 — Y1 — dy — 51)
(4.10)

Pada masing-masing populasi atas individu di tiap kompartemen memiliki
jumlah yang bernilai positif. Oleh karena itu nilai titik kesetimbangan yang
diperoleh akan bernilai positif. Dalam hal ini setiap parameter yang digunakan
pada model adalah bernilai positif. Diberikan syarat o; < u; + di, 07 <
’Yl+d1+51, o1 < d1+(51, o1 < (,01—|-d1+(51.

4.4.2 Titik Kesetimbangan Model pada Wilayah 2
Pada Persamaan 4.4 diperoleh titik kesetimbangan pada individu pada

wilayah 2 sesuai definisi titik tetap dapat diperoleh dengan
dSs dFE, dly dTy dR,

dt . T dt T dt T dt Tt
sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut
—A
Sy = 2
0y — 0y — dy — Paly
— I
Ey — B25215
02 — 02 —dy — Y2
I, = _ Tk (4.11)
09 — U — dg
—UQIQ
T, —
? 02 — 02 — g — do
— o5
Ry= ———F—F—
2 09 — (52 - d2

sehingga dapat dilakukan substitusi dan diperoleh titik kesetimbangan sebagai
berikut

(09 — uy — da) (02 — 72 — da — 02)
V232
—Y2 22 — (02 — U2 — dz)(UQ — Yo —dy — 52)(02 —dy — (52)
YoBa(02 — Yo — dy — 02)
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Y2Pols + (03 — ug — do) (02 — 2 — dy — 92) (09 — day — O2)

£ Ba(og — up — dg)(02 — 2 — da — 02)

T —up (V2522 + (02 — Uy — d3)(02 — Y2 — dy — 02)(02 — dy — 02))
Ba(og — ug — da)(02 — y2 — dy — 02) (02 — 2 — do — )

R, = ot (Y2Bal\a + (02 — Uy — da) (02 — Y2 — do — 82) (02 — da — &3))

52(02 —dy — 52)(02 — Uz — d2)(02 — 72— dy — 52)(02 - Y2 — dy — 52)

Pada masing-masing populasi atas individu di tiap kompartemen memiliki
jumlah yang bernilai positif. Oleh karena itu nilai titik kesetimbangan yang
diperoleh akan bernilai positif. Dalam hal ini setiap parameter yang digunakan
pada model adalah bernilai positif. Diberikan syarat oo < us + dy, 02 <
72"‘6124—(52, 09 <d2+(52, O < 902+d2+52.

4.4.3 Titik Kesetimbangan Model pada Wilayah 1 dan 2
Pada Persamaan 4.6 diperoleh titik kesetimbangan pada individu

pada sistem sesuai definisi titik tetap dapat diperoleh dengan
dsS dE dl drl dR

—=0,—=0,—-=0,—7=0,—=0
dt 7 dt " dt T dt " dt ,
sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut
—A
S —
c—0—d—pI
g P8
c—0—d—r
jo_ 0k (4.12)
oc—u—d
T —ul
Co—6—p—d
—
o—-0—d

sehingga dapat dilakukan substitusi dan diperoleh titik kesetimbangan sebagai
berikut

(c—u—d)(c—vy—d—90)

S*o=
gl
o Aoy —d =) —d =)
VBlo—r—d—0)
o YA+ (0 —u—d)(c—vy—d—0)(c —d—0)
flo—u—d)(o—y—d=0)
o —ubPA (o —u—d)(o—y —d-0)(o —d— 1))
Blo—u—d)oc—y—d=0)(c—p—d=-9)
g~ _pu(BAt (o —u—d)lo—y—d—d)(0—d—J))

Blo—d—=6)c—u—d)(c—y—d—906)(c —p—d—0)

Pada masing-masing populasi individu pada sistem memiliki jumlah bernilai
positif. Oleh karena itu nilai titik kesetimbangan yang diperoleh akan bernilai
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positif. Dalam hal ini setiap parameter yang digunakan pada model adalah
bernilai positif. Diberikan syarat ¢ < u+d, 0 < vy +d+ 0, 0 < d + 9,
o< p+d+0d.

4.5 Analisis Kestabilan Sistem
Analisis kestabilan dapat ditentukan dengan menganalisis nilai eigen
yang diperoleh berdasarkan sistem pada persekitaran titik setimbang, untuk

matriks Jacobi pada sistem dapat dinyatakan sebagai berikut
on on Oh Ofr O

J— | 8 8E & 8 8
3}9 §f4 gle % gf4
g}s gf5 £f5 é;i gfs

dimana x* merupakan tltlk kesetlmbangan pada sistem.

4.5.1 Analisis Kestabilan Sistem pada Wilayah 1

fi= dil = A+ 0151 — 615 — dy Sy — BiSi I

fo = dd]? = 01Fy — 6B, — di By + BiS1 I — 1By

fs= a;[tl =nb —wl —diI + o (4.13)
fi= % =u ly — Ty — di Ty — 61 + o1 T}

fs = dgl = 1Ty 4+ 01Ry — 61 Ry — di Ry

Untuk titik kesetimbangan endemik maka akan diperoleh nilai Jacobi sebagai
berikut

o — 0 —di — Bl 0 — 3151
fili o1 —061—di—m B1S1
Ji = 0 Y1 oop—up —dy
0 0 U1 0'1—()01—d1—51
I 0 0 0 ©1
_ misalkan
aj; iz a1z Ay ais ai; 0 a3 0 0
Q21 G22 (23 A4 Q25 Q21 G22 (23 0 0
Ji=| az azx as az ass = 0 az ass 0 0
Q41 Q42 A43 Ag4 Q45 0 0 as3 au 0
[ @51 a5z @53 Gsa G55 | 0 0 0 as as |,
dengan

ail = 01—51—611—51]1

o ! ! Bl( Bi(or —ur —dy)(o1 — 7 —di — 6
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7151/\1
(o1 —uy —dy)(o1 — 71 —di — 61)

ay; dipengaruhi oleh parameter o; adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
~v1 adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, d; adalah rate perpindahan individu dari wilayah 1
menuju wilayah 2, §; adalah rate penularan penyakit, A; adalah rate kelahiran
individu. Jika oy kurang dari u; dan d;, oy kurang dari v, d; dan d; sehingga
a1 bernilai negatif.

a3 = —5151

~ 3 (o1 —ur —di)(oy =y —di —01) (o1 —uy —di)(oy — 71 —dy — 0y)
) _

7151 -Nn

a1z dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1, v,
adalah rate perubahan individu dari exposed menjadi infected, d; adalah rate
kematian individu, §; adalah rate perpindahan individu dari wilayah 1 menuju
wilayah 2. Jika oy kurang dari v; dan dy, o1 kurang dari 7, d; dan d; sehingga
a3 bernilai negatif.

_ ~ mBih+ (0 —uy —di)(or — 1 — dy — 61) (01 — dy — 61)
agy = Pl =
(o1 —uy —di)(o1 — 1 — dy — 1)

as; dipengaruhi oleh parameter o; adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
~v1 adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, ¢; adalah rate perpindahan individu dari wilayah
I menuju wilayah 2, (; adalah rate penularan penyakit, A; adalah rate
kelahiran individu. Jika o; kurang dari w; dan d;, oy kurang dari v,
01 dan dy, oy kurang dari d; dan d; sehingga as; bernilai positif, untuk

NN > —(o1 —uy —dy) (o — 1 —diy — 81) (01 — dy — 61).
a2 = 01—51—611—71

ags dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, v, adalah rate perubahan individu dari ezposed
menjadi infected, d; adalah rate kematian individu, d; adalah rate perpindahan
individu dari wilayah 1 menuju wilayah 2. Jika o, kurang dari v, 6; dan d;
sehingga a9 bernilai negatif.

23 = 5151
= A (Ul —Ur — dl)(Ul - N — dy — 51) _ (01 — Uy — dl)(Ul - 71— dy — 51)
"B N

as3 dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1, v,
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adalah rate perubahan individu dari exposed menjadi infected, d, adalah rate
kematian individu, §; adalah rate perpindahan individu dari wilayah 1 menuju
wilayah II. Jika o kurang dari u; dan d;, oy kurang dari ~;, 4; dan d; sehingga
as3 bernilai positif.

azx = M

asze dipengaruhi oleh parameter v, adalah rate perubahan individu dari exposed
menjadi infected, sehingga azs bernilai positif.

azz = o0y —u; —d;

azz dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1, d;
adalah rate kematian individu. Jika oy kurang dari u; dan d;, sehingga ass
bernilai negatif.

aq3 = U1

as3 dipengaruhi oleh parameter u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
sehingga a3 bernilai positif.

gy = 01— p1—d;—0;

ayy dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, ¢; adalah rate individu yang sembuh dari penyakit
pada wilayah 1, d; adalah rate kematian individu, §; adalah rate perpindahan
individu dari wilayah 1 menuju wilayah 2. Jika oy kurang dari ¢; dan d; dan
01, sehingga a4y bernilai negatif.

asqg = ¥1

as4 dipengaruhi oleh parameter ¢; adalah rate individu yang sembuh dari
penyakit pada wilayah 1 , sehingga as4 bernilai positif.

ass = o1 —dy — 0

ass dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1,d; adalah rate kematian individu, ¢; adalah rate
perpindahan individu dari wilayah 1 menuju wilayah 2. Jika oy kurang dari
dy dan 9y, sehingga as5 bernilai negatif.

|y = M| =0

sehingga dapat diperoleh

a1l — A 0 a13 0 0

a1 G2 — A 23 0 0

’Jl—)\[| = 0 aso agg—)\ 0 0
0 0 43 Q44 — A 0

0 0 0 as4 Q55 — A
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= (a1 — A)(a22 — A)(azs — A)(aas — A)(as5 — A)
—a23a32(a11 - )\)(a44 - /\)(a55 - /\)

+a13a21a32(a44 - )\)(%5 - >\)

dengan

as = —1

ay = a1+ a + aszz+ as + ass

az = —0a11022 — Q11033 — Q22033 + Q23032 — A11044 — Q22044 — (33044 — (11055
—QA22055 — (33055 — Q44055

Az = Q11022033 + 13021032 — Q11023032 + A11022044 + Q11033044 + 22033044

—@(23032044 + Q11022055 + Q11033055 + Q11033055 + A22033055 — 23032055

11044055 + Q22044055 + 433044055

a1 = —a11022033044 — Q13021032044 + Q11023032044 — Q11022033055 — A13021032055

+a11023032055 — A11A22044055 — Q11033044055 — A22033044055 + A23A32044055

Ay = (11022033044055 + A13021032044055 — G11023032044055
dengan penjelasan sebagai berikut
Q4 = Q11 + Q22 + A33 + Q44 + 55

ay dipengaruhi oleh parameter o; adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
v adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d; adalah
rate kematian individu, ¢; adalah rate perpindahan individu dari wilayah
1 menuju wilayah 2, (; adalah rate penularan penyakit, A; adalah rate
kelahiran individu, ¢, adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
a11, G99, A33, A44, ass bernilai negatif, maka a4 bernilai negatif.

a3 = —a11Q22 — 411033 — A22055 + 23032 — Q11044 — Q22044 — A33044 — A11055

—Q22055 — 433055 — Q44055

az dipengaruhi oleh parameter o; adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
~v1 adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, ¢; adalah rate perpindahan individu dari wilayah
1 menuju wilayah 2, (; adalah rate penularan penyakit, A; adalah rate
kelahiran individu, ¢, adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
ai1, 99, A33, A4q, G55 bernilai negatif, dan a3, asy bernilai positif, jika asgazs <
11022+ 011033+ 22055+ A11044+ Q22044+ A33044+A11055 + A22055 1 A33055 + 44055
maka agz bernilai negatif.

Ay = (11022033 + G13021032 — 11023032 + A11022044 + 011033044 + A22033044
—Q23032044 + Q11022055 + 11033055 + Q11033055 + A22033055 — (23032055

011044055 + A22044055 + A33044055
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as dipengaruhi oleh parameter o; adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
~v1 adalah rate perubahan individu dari exposed menjadi infected, d,; adalah
rate kematian individu, ¢; adalah rate perpindahan individu dari wilayah
1 menuju wilayah 2, [; adalah rate penularan penyakit, A; adalah rate
kelahiran individu, ¢; adalah rate kesembuhan individu dari penyakit.Karena
a11, (oo, A33, A4q, Us5, a13 bernilai negatif, dan asy, ass, azs bernilai positif. Jika
A11022033 - A13021A32 + Q11022044 + Q11033044 - Q22033044 + Q11022055 + Q11033055 +
(11033055 + 22033055+ 11044055 + Q22044055 + A33044055 < Q11023032 + Q23032044 +
(93032055 Maka ao bernilai negatif.

a1 = —011022033044 — Q13021032044 + 011023032044 — 011022033055 — 013021032055

+a11023A32055 — Q11022044055 — A11A33044055 — A22033A44055 + A23A32044055

a; dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
~v1 adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, ¢; adalah rate perpindahan individu dari wilayah
1 menuju wilayah 2, (; adalah rate penularan penyakit, A; adalah rate
kelahiran individu, ¢, adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
a11, G99, A33, A4q, Us5, 13 bernilai negatif, dan asy, ass, aze bernilai positif. Jika
11023032044 + Q11023032055 + A23032044055 < Q11022033044 + 011022033055 +
(13021032055 + 113021032044 + A11022044055 + 11033044055 + A22033044055 atau
dapat disederhanakan menjadi (o7 — u; — dy) + (01 — 71 — di — d1) < 0 maka
a; bernilai negatif.

apg = (11022033044055 + A13021A32044055 — A11023032044055

ao dipengaruhi oleh parameter o; adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 2 menuju wilayah 1, u; adalah rate pengobatan pada wilayah 1,
~v1 adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, ¢; adalah rate perpindahan individu dari wilayah
1 menuju wilayah 2, (; adalah rate penularan penyakit, A; adalah rate
kelahiran individu, ¢, adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
a1, 99, 433, A4q, G55, a13 bernilai negatif, dan aoq, ass, aze bernilai positif. Jika
(11092033 + 13021032 < a11023032 sehingga diperoleh syarat bahwa ~v;51A; >
—(01—uy—dy) (01 —y1—dy — 1) (01 —dy —01) maka ag bernilai negatif. sehingga
|J — M| = as\® + as\* + az\3 + ax\? + a1\ + ap.

Dengan menggunakan cara aturan Horner maka diperoleh akar-akar
persamaan karakteristiknya yaitu

M = apta+ay+az+ay

Ao = —dag— 3a; — 2a9 — a3
A3 = 6ag + 3a; + as

M = —dag— ay

A5 = ap
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karena nilai ag, a1, as, as, ay adalah negatif sehingga diperoleh bahwa A; < 0,
Ay >0, A3 <0, Ay > 0 dan A5 < 0 maka sistem pada wilayah 1 dipersekitaran
titik kesetimbangan endemik adalah tidak stabil untuk v 51Ay > —(o7 —u; —
dy)(oy — 71 —dy — 61)(01 — dy — 61), yaitu saat terjadi penyebaran penyakit
yang tinggi dan transisi individu ezposed menjadi infected juga besar daripada
tingkat pengobatan yang diberikan pada wilayah 1.

4.5.2 Analisis Kestabilan Sistem pada Wilayah 2

g1 = dd—% = Ny + 0959 — 0252 — daSy — 325215

92 = % = 09Fy — 09Ey — doEy + 32521 — 72 B

g3 = % = YoFy —ugly — daly + 0l (4.14)
ga = % = Uply — oIy — doTy — 02T + 09T

g5 = % = oIy + 09 Ry — 02 Ry — da Ry

Untuk titik kesetimbangan endemik maka akan diperoleh nilai Jacobi sebagai
berikut

oy — 09 — dy — Bl 0 — 325 0
Poly 09— 0y —da — 7o B2.52 0
Jy = 0 Yo 02— Uy — dy 0
0 0 (%) O'Q—QOQ—dQ—éQ
L O O 0 Y2 092 — d2 — (52 |
_ misalkan
bir b1z biz bia bis by 0 bz 0 O
bo1 Doz baz Doy bos boar baa b3 0O 0
Jy= | b31 b3z bsg bzy b33 = 0 b3 b3z 0 O
byy bap byz bys bus 0 0 by by O
| Os1 bs2 bsz bsa Dss o3 0 0 0 bsgy bss
dengan

b1 = o9 —52 —dy —52[2

o O O O

= 02—52—d2—52<

_ Y282 \o
(02 —ug —da) (02 — 72 — dg — b2)

52(02 — U2 — dz)(UQ — Y2 — dy — 52)

by dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
~v» adalah rate perubahan individu dari exposed menjadi infected, dy adalah
rate kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah 2
menuju wilayah 1, 85 adalah rate penularan penyakit, A, adalah rate kelahiran
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Yofal\o + (03 — Uy — da) (02 — Yo — do — 02) (02 — dy — 52))



individu. Jika o9 kurang dari uy dan dy, oo kurang dari s, do dan dy sehingga
b1, bernilai negatif.

b13 = _5232

~ 5 (09 —ug —dg)(02 =72 —dyg — 03) (09 — uy — da)(02 — 72 — dy — 03)
- _8 _

’7252 -2

bis dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2, v,
adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d adalah rate
kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah 2 menuju
wilayah 1. Jika o9 kurang dari us dan dy, o9 kurang dari 72, 9o dan ds sehingga
bi3 bernilai negatif.

byy = [als
— By (7252/\2 + (02 — U2 — dz)(Uz — Y2 —dy — 52)(02 —dy — 52))
Ba(og — ug — dg)(02 — 72 — dy — 02)
Yooy + (02 — up — dy) (02 — Y2 — do — 82) (02 — da — &)
(09 —ug — da)(02 — y2 — da — 02)

by dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
v2 adalah rate perubahan individu dari erposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah
2 menuju wilayah 1, By adalah rate penularan penyakit, A, adalah rate
kelahiran individu. Jika oy kurang dari us dan ds, oo kurang dari ~s,
09 dan dy, oo kurang dari d dan dy sehingga by; bernilai positif, untuk

Y2feNg > — (03 — ug — do) (02 — 2 — dy — 92) (03 — dy — 62).
byey = 03—02—dy—

bys dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, v, adalah rate perubahan individu dari exposed
menjadi infected, dy adalah rate kematian individu, 6, adalah rate perpindahan
individu dari wilayah 2 menuju wilayah 1. Jika oo kurang dari 75, do dan dy
sehingga bys bernilai negatif.

bas = [252
_ 3 (02 —up —dz)(02 =2 —do — b2) (02 —uz — d)(02 — 72 — do — &2)
’ Y252 2

bos dipengaruhi oleh parameter oy adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2, v,
adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, do adalah rate
kematian individu, d5 adalah rate perpindahan individu dari wilayah 2 menuju
wilayah 1. Jika o9 kurang dari us dan dy, o9 kurang dari 72, 9o dan ds sehingga
bog bernilai positif.

bss = 7o
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bso dipengaruhi oleh parameter v, adalah rate perubahan individu dari exposed
menjadi infected, sehingga b3y bernilai positif.

bz = 09— uy —dy

bss dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2, ds
adalah rate kematian individu. Jika o kurang dari us dan dy, sehingga bs3
bernilai negatif.

b43 = U2

bys dipengaruhi oleh parameter us; adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
sehingga b3 bernilai positif.

by = 02—<P2—d2—52

by dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, ¢, adalah rate individu yang sembuh dari penyakit
pada wilayah 2, ds adalah rate kematian individu, do adalah rate perpindahan
individu dari wilayah 2 menuju wilayah 1. Jika o9 kurang dari ¢y dan ds dan
09, sehingga by bernilai negatif.

bsa = @2

bs4 dipengaruhi oleh parameter ¢, adalah rate individu yang sembuh dari
penyakit pada wilayah 2, sehingga bs4 bernilai positif.

b55 = 02—d2—52

bss dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2,dy adalah rate kematian individu, d, adalah rate
perpindahan individu dari wilayah 2 menuju wilayah 1. Jika o9 kurang dari
dy dan 9o, sehingga bs5 bernilai negatif.

| Jo — M| =0

sehingga dapat diperoleh

by — A 0 b1s 0 0

ba1 baa — A b3 0 0

|J2—)\I‘ = 0 532 b33—)\ 0 0
0 0 b43 b44 - A 0

0 0 0 bss  bss — A

= (b1 — A)(baz — A)(bsz — A)(bas — A)(bs5 — A)
_b23632(bll - A)(b44 - )\) (b55 - )\)
+b13521b32(b44 - A)(b55 - )\)
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dengan

bs = —1
by = b1y 4 bag + b33z + bag + bss
bs = —bi1bag — b11bs3 — baobss + bagbsa — b11bag — bagbay — b3sbag — b11bs5

—baabss — b33bss — baabss

by = b11baabsz + b13ba1bza — b11b23bsa + b11022bas + 011033044 + b22b33bay
—b23b32044 + b11022D55 + b11033b55 + b11033b55 + b22b33bss — ba3bsabss
+011044055 + b22b44bss + 33044055

b = —b11ba2b33bas — b13b21b32b4s + b11023b32b44 — b11022b33D55
—b13021032b55 + 011023032055 — b11b22044b55 — b11033b44b55
—b22033044b55 + b23b32044055

bo = b11b22033b44bs55 + D13021032044b55 — D11b23D32044D55

dengan penjelasan sebagai berikut
by = b1y + bag + b33 + byy + bss

by dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, uy, adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
2 adalah rate perubahan individu dari exposed menjadi infected, ds adalah
rate kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah
2 menuju wilayah 1, [y adalah rate penularan penyakit, As adalah rate
kelahiran individu, ¢y adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
b11, bag, b33, baa, bss bernilai negatif, maka by bernilai negatif.

b3 = _b11b22 - b11b33 - b22b55 + b23b32 - b11b44 - b22b44 - b33b44 - bllb55
_b22b55 - b33b55 - b44b55

bs dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
~v9 adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah
2 menuju wilayah 1, By adalah rate penularan penyakit, A, adalah rate
kelahiran individu, ¢y adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
b1, bao, b33, by, bss bernilai negatif, dan bos, bso bernilai positif, jika bogbzs <
b11b22 + b11b33 + baabss + 11044 + baobag + b33b44 + 11055 + baobss + b33bss + basbss
maka bs bernilai negatif.

by = 0b11bazbss + b13ba1bsa — b11b2gbsa + b11b22bay + D11b33Dss + 2obs3bay
—ba3b3abag + b11022b55 + b11033bs5 + 011633055 4 b22b33bss — baszbaabss
+b11044b55 + ba2baabss + bs3basbss

b, dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
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~v» adalah rate perubahan individu dari exposed menjadi infected, dy adalah
rate kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah
2 menuju wilayah 1, By adalah rate penularan penyakit, A, adalah rate
kelahiran individu, ¢, adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
bu, bgg, b33, b44, b55, 613 bernilai negatif, dan bgl, b23, b32 bernilai pOSltlf Jika
b11b22b33 + b13b21032 + b11b22b4s + b11033044 + D22b33bas + D11022bs5 + b11b33bs55 +
b11b33b55 + D22b33b55 + 011044055 + D22b44bs5 + b33044b55 < 011023032 + Da3b3abay +
b23b32b55 maka b2 bernilai negatif.

bl = _6116226331)44 - b13b21b32b44 + b11b23b32b44 - bllb22b33b55 - b13b21b32b55
+b11b23b32b55 - b11b22b44b55 - b11b33644b55 - 6226336441755 + b23b32b44b55

b, dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
~v9 adalah rate perubahan individu dari ezposed menjadi infected, d, adalah
rate kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah
2 menuju wilayah 1, By adalah rate penularan penyakit, A, adalah rate
kelahiran individu, ¢, adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
bi1, baa, b3, bag, bss, b1z bernilai negatif, dan bgy, bog, b3o bernilai positif. Jika
b11023b32044+b11023b32055+b23032044b55 < b11022b33044+b11022033b55+013b21 032055+
b13b21b32b44—|—b11b22644b55 +bllb33b44b55+b22b33b44b55 atau dapat disederhanakan
menjadi (o2 — ug — dy) + (09 — ¥2 — dy — d2) < 0 maka b; bernilai negatif.

bO = b11b22b33b44b55 + b13b21b32b44b55 - b11b23b32b44b55

by dipengaruhi oleh parameter o, adalah rate perpindahan individu dari
wilayah 1 menuju wilayah 2, u, adalah rate pengobatan pada wilayah 2,
~v» adalah rate perubahan individu dari exposed menjadi infected, dy adalah
rate kematian individu, d, adalah rate perpindahan individu dari wilayah
2 menuju wilayah 1, By adalah rate penularan penyakit, A, adalah rate
kelahiran individu, ¢y adalah rate kesembuhan individu dari penyakit. Karena
b1, bao, b33, bay, bss, b1z bernilai negatif, dan boy, bo3, b3o bernilai positif. Jika
b11ba2b33 + bisbarbsa < byi1bazbss sehingga diperoleh syarat bahwa v8:A5 >
—(09 — ug — dy) (09 — 2 — dg — d2) (09 — dy — 02) maka by bernilai negatif.
sehingga |Jo — M| = bsA% + bgA? + b3A3 + b A2 + by A + by

Dengan menggunakan cara aturan Horner maka diperoleh akar-akar
persamaan karakteristiknya yaitu

A = bo+ by +by+ b3+ by

Ao = —4by — 3b; — 2by — b3
As = 6by+ 3b; + by

A = —4by— by

s = by

Karena nilai bg, by, bo, bs, by adalah negatif sehingga diperoleh bahwa A\; < 0,
A > 0, A3 < 0, Ay > 0 dan A5 < 0 maka sistem dipersekitaran titik
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kesetimbangan endemik pada wilayah 2 adalah tidak stabil, dengan v58: A5 >
—(09 —ug — dy) (02 — y2 — dy — 93) (02 — dg — J3), yaitu saat terjadi penyebaran
penyakit yang tinggi dan transisi individu ezposed menjadi infected juga besar
daripada tingkat pengobatan yang diberikan pada wilayah 2.

4.6 Optimasi Domain of Attraction

Analisis Domain of Attraction dilakukan untuk menentukan daerah
penyebaran pada wilayah yang diteliti, dan pada bagian ini dilakukan
optimasi Domain of Attraction untuk mengetahui letak pusat penyebaran
penyakit yang terjadi pada kedua wilayah. Sebelum melakukan optimasi
Domain of Attraction dilakukan konstruksi fungsi Lyapunov terlebih dahulu
untuk mengetahui kestabilan pada kedua wilayah sehingga dapat mengetahui
parameter pada masing-masing wilayah yang berpengaruh besar pada
penyebaran penyakit, dan dilakukan transformasi pada model awal dengan
transformasi sebagai berikut

v=S—-p = S=v+p
w=E—-p, == E=w+po
r=1—-p3 = [=x+p;
y=T—-ps = T=y+ps
z2=R—-PFP = R=z2+0ps

dari permisalan diatas disubstitusikan ke dalam model awal, sehingga diperoleh
persamaan sebagai berikut

d(v +

% =A+0o(v+pi) —6(v+pi) —dv+p) — Bv+p)(z+ps)

d(w +

WD) — (w4 pa) — 8+ ) — d(w + pa) + B(w + 1)+ s) — 70+ 1)

d(z +

% = y(w+p2) — iz + ps) — d(@ + p3) + o(z + p3)

d(y +ps) d 5

T =u(x +p3) — p(y +pa) — d(y + ps) — 6(y + pa) + o(y + pa)

d(z +

(Tm) =y +ps)+o(z+ps) —6(z+ps) —d(z+ ps)

(4.15)

hasil pernyederhanaan dari Persamaan 4.15 sebagai berikut
dv
Z (o~ 6—d— Bp)o— Bpa
dw
o (6 =6 —d—"y)w+ Bpsv+ fiprz
d
d—f:'yw—i-(a—u—d)x (4.16)
dy
%—ux—l—(a—&—d—go)y
dz
%:wy—l—(al—é—d)z
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Matriks Jacobian dari sistem diatas yaitu:

o —5—d— Bps 0 —Bps 0 0
Bps o—d0—d—~ Bp1 0 0
J(z) = 0 v o—d—u 0 0
0 0 u c—0—d—¢ 0
0 0 0 oc—0—d
dengan Matriks Jacobian tersebut dapat diperoleh Matriks F' sebagai berikut
F=J+J"
o—0—d—[p; 0 —Bps 0 0
Bps o—d0—d—~ B 0 0
F = 0 vy o—d—u 0 0
0 0 u o—0—d—g 0
0 0 0 p c—0—d
o—0—d—Pps Bps3 0 0 0
0 c—0—d—v ¥ 0 0
+ —Bps3 Bpr o—d—u u 0
0 0 0 o—d0—d—y %
0 0 0 0 c—0—d
2(0 — 6 —d— fBps) Bps3 —fBps 0 0
Bps 2(0—6—d—") v+ Bp 0 0
= —pBps3 Y+ Bp1 2(0—d—u) u 0
0 0 u 2(c—90—d—p) ©
0 0 0 ¢ 2(0c—48—-4d)
misalkan
a;; = 2(0c—38—d— Pps)
a2 = [p3
a3 = —fp3
an = [ps
agy = 2(0—0—d—7)
ass = v+ Pp
azi = —PBps3
azx = v+ Bp
azzs = 2(c—d—u)
azqy =
43 =
ayy = 2(c—90—d—y)
Qg5 = @
as4 = @
a5 — 2(0’ -0 — d)
selanjutnya diselidiki Matriks /' melalui determinan Matriks F'.
det(F) = 11022032044 055 — A11022033054045 — A11022034043055 — A11023032044055
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+011023032054045 — Q1202133044055 + A12021033054045 + Q12021 034043055
12023031 Q44055 — Q12023031 054045 + Q13021 032044055 — A13021032054045

—@(13022013044055 + A130220310A45054
diperoleh det(F) > 0 jika diberikan
(@11022032044G55 + A11023032054045 + Q12091 033054045 + 1202134043055 + Q12023031 Q44055

+a13021 032044055 + Q13022031 A45054) > (A11022033054045 + A11022034043055 + A11023032044055

+a12021 033044055 + Q1202303154045 + Q13021 A32054045 + A13022013044055)

Sehingga (—1)det(F') < 0 maka titik kesetimbangannya adalah stabil asimtotik
lokal. Sedangkan fungsi Lyapunov dapat dikonstruksi sebagai berikut:

V(z) = f(2)f(x)

x1 v
Zo w
dimana f(z)= | 23 | = | &
Ty y
Ty z
sehingga diperoleh
0
w
V)= w @& § 2]| & | =0*+@?+3>+ >+ 22
Y
z

fungsi Lyapunov didapatkan sebagai berikut
V(m) = a 0% + asw? + a3x2 + a4y2 + a522 + agvx + arvw + agwx + agxry + apyz
dengan

ap = (0—86—d—PBps)’+ (Bps)?

ag = (0—6—d— 7)2 + 72
as = 2(51]?1)2 + (0 —u—d)?+u’
a; = ( 5 d—p)* +¢?
as = (o1 )2

ag = —2(0 — 0 —d— Bps)(Bip1) + (Bps)(Bipr)
a; = (0—30—d—~)(Bps)

ag = (0—6—d—7)(Bp1) +v(c —u—d)

ag = 2u(lc—356—d—y)
ajg = 2p(op —6—d)

q

q

4.7 Optimasi Sum of Square

Fungsi Lyapunov yang telah didapatkan kemudian dilakukan optimasi
untuk mendapatkan koefisien yang optimal pada kondisi stabil, berdasakan
pada bagian sebelumnya didapatkan Fungsi Lyapunov sebagai berikut

60



V(x) = a1v? + asw? + azz® + aqy® + as2* + agvx + azvw + agwx + agTy + aoyz
sehingga dapat diperoleh pertidaksamaan

V() —(a10* +agw® +aszr® +agy* +as 2> +agur+avw-+agwr+agry+ayz) <0

dari Fungsi Lyapunov diatas diperoleh turunan pertama pada fungsi sebagai
berikut

V(z) = 2ub+ 2w+ 2xi + 2y + 224 + (0x 4 vi) + (dw + vib) 4 (wx + wi) +
(&y + 2g) + (92 + y2)
= ut+z+w)i+ Qutv+)u+ 2r+v+w)i+ u+x+2)y+
(2z +y)z
ov. ov. . ov._ ov. IV,
%v—i—%w—l—%m—f—a—yy—kgz

sehingga dapat ditulis menjadi pertidaksamaan dibawah ini

(v, v VoV v
8UU aww ax”: 8yy azz -

kemudian dari hasil persamaan fungsi Lyapunov diatas dicari koefisien yang

optimal menggunakan SOSTOOLS Optimization dan diperoleh hasil fungsi

Lyapunov yang optimal sebagai berikut

V(z) = 0.2056v* + 0.2452w* + 0.13892% + 0.4164y* + 0.17432* + 0.311vz + 0.1582vw
+0.05472wx — 0.1547zy — 0.1911yz

sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut

0.2056 = (0 —0—d— Bps)* + (Bps)?
02452 = (0—6—d—n7)%+12
0.1389 = 2(Bp1)*+ (0 —u—d)* +u?

04164 = (0 —0—d—¢)*+¢°
01743 = (0 —6 —d)?
0311 = —2(0c —6—d— Bps3)(Bp1) + (Bps)(Bp1)

0.1582 = (06— —d—7)(Bps)
0.05472 = (0 —d—d—7)(Bp1) +v(c —u—d)
—0.1547 = 2u(c—d—d— )
—0.1911 = 2p(c — 6 —d)

hasil optimasi domain of attraction dapat diperoleh dengan f(0) = 0, domain
of attraction (DOA) dari x = 0 adalah

Sa={S",E",I"',T", R* € R"|lim a(t,2") = 0},
—00

dengan S*, E* I'*,T* R* adalah titik kesetimbangan pada sistem, dengan hasil
optimasi parameter yang telah diperoleh pada perhitungan SOSTOOLS, dan
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nilai p; = S* dan p3 = [*. Pada hasil optimasi diperoleh domain yang
berada pada persekitaran titik kesetimbangan endemik, dan pada analisis
kestabilan menunjukan bahwa sistem tidak stabil dengan rate transmisi
penyakit lebih tinggi daripada rate pengobatan, dan hal itu disebabkan karena
adanya rate transmisi yang terjadi pada masing-masing wilayah. Oleh karena
itu sumber penyebaran penyakit dapat diketahui dengan melihat proporsi
penyebaran penyakit pada masing-masing wilayah, wilayah yang mempunyai
rate penyebaran penyakit lebih tinggi dibandingkan wilayah lainnya menjadi
lebih berpengaruh terhadap penyebaran penyakit.

4.8 Simulasi Numerik

Pada bagian simulasi numerik dilakukan untuk mengetahui kondisi
penyebaran penyakit yang terjadi pada wilayah 1 dan wilayah 2. Dengan
menggunakan nilai parameter yang merujuk pada (Liu dan Zhou, 2009) dengan
Al,Ag = 1, dl,dg = 02, /81 = 025,52 = 0.4,’71,’)/2 = 04, uy = 0.03,U2 = 0.6
dan dengan rate perpindahan pada lintasan pertama 0.01, pada lintasan
kedua sebesar 0.02 dan lintasan ketiga sebesar 0.03, dengan pengamatan
selama 100 hari, serta nilai awal pada masing-masing populasi pada kedua
wilayah adalah 1, sehingga diperoleh hasil simulasi sebagai berikut

e T T T T

- — —— Suscegtible 1
3 Expoged1 ||
'''''' Infected 1

— — - Treatment 1
Recaovery 1 —

Individu
8]
T

25 i ——— Susceptible 2 | o
Exposed 2
- Infected 2 =
F — — -Treatment 2
Recovery 2 =i

Individu
]
T
-

o
m
T
|

(=]

Waktu (Hari)

Gambar 4.3: Simulasi pada kedua wilayah

Pada simulasi diatas diperoleh nilai susceptible pada wilayah 1 sebesar 0.85,
exposed pada wilayah 1 sebesar 1.38, infected pada wilayah 1 sebesar 3.88,
treatment pada wilayah 1 sebesar 0.18, dan recovery pada wilayah 1 sebesar
0.05, sedangkan masing-masing populasi pada wilayah 2 sebesar 2.77, 0.74,
0.40, 0.37, dan 0.93. Dengan rate pengobatan yang lebih kecil dibanding rate
transmisi sehingga menyebabkan jumlah individu infected pada wilayah 1
meningkat.
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Gambar 4.4: Simulasi pada kedua wilayah dengan nilai awal 50 0 0 0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 5, 0, 0, 0 ,0 dan
diperoleh nilai akhir populasi diperoleh sebesar 5, 0, 0, 0, 0 dan pada wilayah
2 sebesar 5, 0, 0, 0, 0.

Wilayah 1
= T T T T T T T
——— Susceptible 1
4 Exposed1 |7
Infectad 1
7 R — — -Treatment 1 [
Recovery 1
s |
L e R T e e e e e e e e e T e A e B T S =
e
¥
el o e e L e Lt e L e oLV
i 10 20 a0 40 50 Eil 70 a0 a0 100
Wilayah 2
5 T T T T T T T
4 — ——Susceptible 2 | _]
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Gambar 4.5: Simulasi pada kedua wilayah dengan nilai awal 0 50 0 0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 5, 0, 0 ,0 dan diperoleh nilai
akhir populasi diperoleh sebesar 1.01, 1.32, 3.13, 0.14, 0.36 dan pada wilayah
2 sebesar 2.77, 0.74, 0.40, 0.37, 0.93.
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Individu

Individu

dan pada wilayah 2 sebesar 2.77, 0.74, 0.40, 0.37, 0.93.
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Gambar 4.6: Simulasi pada kedua wilayah dengan nilai awal 0 0 50 0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 5, 0 ,0 dan
diperoleh nilai akhir populasi diperoleh sebesar 1.01, 1.32, 3.13, 0.14, 0.36

Wilayah 1
T T T T
— — — Suscentible 1
Exposed 1
Infected 1
— — Treatment1 |
Recovery 1
| | | | | | |
30 40 a0 60 70 a0 a0 100
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Gambar 4.7: Simulasi pada kedua wilayah dengan nilai awal 0 0 0 5 0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 0, 5,0 dan diperoleh nilai
akhir populasi diperoleh sebesar 5, 0, 0, 3.18 x1072%, 2.45 x107%" dan pada
wilayah 2 sebesar 5, 0, 0, 3.48 x10728, 2.45 x10797,
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Gambar 4.8: Simulasi pada kedua wilayah dengan nilai awal 0 0 0 0 5

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 0, 0 ,5 dan
diperoleh nilai akhir populasi diperoleh sebesar 5, 0, 0, 0, 2.72 x107°7 dan
pada wilayah 2 sebesar 0, 0, 0, 0, 2.72 x107°7.

Wilayah 1
5 T
gl R
e — —— Susceptible 1
// Exposed 1
SE= Infacted 1
s i# — — Treatment 1
= Recovery 1 H
S e e ——,—————
40 a0 60 70 a0 90 100
Wilayah 2
3 I Eemn S T
paE 0 R ERS e SES e e ter bt ke ot b e et
251
// — —— Susceptible 2
a2 7 Exposed 2
= / @ Infected 2
E 167 ——-Treatment 2 ||
E F Recovery 2
1 =
05 .t S P o e s s st
0 | | | | | | | | |
o 10 20 30 40 a0 B0 70 80 90 100
Waktu (Hari)

Gambar 4.9: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 1, 1, 1, 1, 1

Pada simulasi kedua diberikan besar rate tranmisi pada wilayah 1
yaitu 0.25 dan wilayah 2 sebesar 0.4, serta dengan rate pengobatan pada kedua
wilayah sebesar 0.6, sehingga diperoleh nilai populasi pada wilayah 1 masing-
masing diperoleh sebesar 4.43, 0.19, 0.10, 0.09, 0.24 dan pada wilayah 2 sebesar
2.77, 0.74, 0.40, 0.37, 0.93.
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Pada simulasi ini dapat diketahui bahwa semakin besar rate transmisi
penyakit yang terjadi maka semakin besar pula penurunan yang terjadi
pada populasi susceptible yang menyebabkan meningkatnya jumlah individu
exposed, infected, treatment dan recovery.
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Gambar 4.10: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0.5, 0, 2.5,
1,1

Simulasi diatas menggunakan perbedaan nilai awal yaitu pada wilayah
masing-masing 0.5, 0, 2.5, 1, 1, dan besar parameter yang sama seperti pada
simulasi sebelumnya. Masing-masing populasi diperoleh sebesar 4.43, 0.19,
0.10, 0.09, 0.24 dan pada wilayah 2 sebesar 2.77, 0.74, 0.40, 0.37, 0.93.
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Gambar 4.11: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 4, 0, 1, 0
,0
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Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 4,

0, 1, 0 ,0 dan

diperoleh nilai akhir populasi diperoleh sebesar 4.43, 0.19, 0.10, 0.09, 0.24
dan pada wilayah 2 sebesar 2.77, 0.74, 0.40, 0.37, 0.93.
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Gambar 4.12: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 5, 0, 0, 0,

0

Untuk nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 5, 0,

diperoleh hasil simulasi pada masing-masing wilayah 5, 0, 0, 0, 0.
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Gambar 4.13: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0, 5, 0, 0,

0

Nilai awal pada masing-masing wil
akhir populasi diperoleh sebesar 4

ayah sebesar 0, 5, 0, 0 ,0 dan diperoleh nilai

43, 0.18, 0.10, 0.09, 0.24 dan pada wilayah

2 sebesar 2.77, 0.74, 0.40, 0.37, 0.93.
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Gambar 4.14: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0, 0, 5, 0,
0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 5, 0 ,0 dan diperoleh nilai
akhir populasi diperoleh sebesar 4.43, 0.19, 0.10, 0.09, 0.24 dan pada wilayah
2 sebesar 2.77, 0.74, 0.40, 0.37, 0.93.
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Gambar 4.15: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0, 0, 0, 5,
0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 0, 5 ,0 dan diperoleh nilai
akhir populasi diperoleh sebesar 5, 0, 0, 3.48 x1072%, 2.45 x107%7 dan pada
wilayah 2 sebesar 5, 0, 0, 3.48 x10728, 2.45 x107°7.
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Gambar 4.16: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0, 0, 0, 0,

5

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 0, 0 ,5 dan
diperoleh nilai akhir populasi diperoleh sebesar 5, 0, 0, 0, 2.73 x107°7 dan
pada wilayah 2 sebesar 5, 0, 0, 0, 2.735 x107°7.

Pada percobaan simulasi diatas, diperoleh nilai akhir populasi sebesar
4.43, 0.19, 0.10, 0.09, 0.24 dan pada wilayah 2 sebesar 2.77, 0.74, 0.40, 0.37,
0.93 untuk semua nilai awal, kecuali saat pada nilai awal populasi infected
sebesar 0, sehingga dapat disimpulkan bahwa individu infected mempunyai
peran yang besar dalam penyebaran.
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Gambar 4.17: Simulasi dengan perbedaan rate pengobatan dengan masing-

masing nilai awal 1

Terdapat perbedaan besar rate pengobatan, yaitu 0.03 pada wilayah pertama,
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dan 0.6 pada wilayah 2, dengan rate transmisi kedua wilayah sebesar 0.25.
Hasil dari simulasi diperoleh bahwa besar masing-masing populasi pada
wilayah 1 adalah 1.01, 1.33, 3.14, 0.14, 0.37, dan pada wilayah 2 adalah 4.44,
0.19, 0.10, 0.09, 0.24. Sehingga dapat diperoleh kesimpulan bahwa semakin
tinggi nilai rate pengobatan dapat menurunkan besar populasi infected.
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Gambar 4.18: Simulasi dengan perbedaan rate pengobatan dengan nilai awal
0.5,0,25, 1,1

Perbedaan nilai awal yaitu pada wilayah masing-masing 0.5, 0, 2.5, 1, 1, dan
besar parameter yang sama seperti pada simulasi sebelumnya. Hasil dari
simulasi diperoleh bahwa besar masing-masing populasi wilayah 1 adalah
1.01, 1.33, 3.14, 0.14, 0.37, dan wilayah 2 adalah 4.44, 0.19, 0.10, 0.09, 0.24.
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Gambar 4.19: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 5, 0, 0, 0,
0

Nilai awal pada wilayah sebesar 5, 0, 0, 0 ,0 dan diperoleh nilai akhir populasi
diperoleh sebesar 5, 0, 0, 0, 0 dan pada wilayah 2 sebesar 5, 0, 0, 0, 0.
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Gambar 4.20: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0, 5, 0, 0,

0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 5, 0, 0 ,0 dan diperoleh
nilai akhir populasi diperoleh sebesar 1.01, 1.33, 3.14, 0.14, 0.36 dan pada

wilayah 2 sebesar 4.43, 0.18, 0.10,

0.09, 0.24.

Wilayah 1

Irucliviclu

— —— Susceptible 1
Exposed 1
Infected 1

— — - Treatment 1
Recovery 1

Individu

—— —Susceptible 2
Exposed 2
Infected 2

— — Treatrment 2
Recovery 2

———

20 0 40

50 60
Waldu (Hari)

Gambar 4.21: Simulasi dengan perbedaan rate pengobatan pada nilai awal 0,

0,5,0,0

Pada simulasi dibawah ini dengan perbedaan nilai awal yaitu pada wilayah
masing-masing 0, 0, 5, 0, 0, dan besar parameter yang sama seperti pada

simulasi sebelumnya.

Hasil dari simulasi diperoleh bahwa besar masing-

masing populasi pada wilayah 1 adalah 1.01, 1.33, 3.14, 0.14, 0.37, dan pada
wilayah 2 adalah 4.44, 0.19, 0.10, 0.09, 0.24.
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Wilayah 1
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Gambar 4.22: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0, 0, 0, 5,
0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 0, 5 ,0 dan
diperoleh nilai akhir populasi diperoleh sebesar 5, 0, 0, 3.48 x1072%, 2.45
x107% dan pada wilayah 2 sebesar 5, 0, 0, 3.48 x1072%, 2.45 x107°7.

Wilayah 1
T T
—— —Busceptible 1
Euposed 1 (|
Infected 1
— — Treatrnent 1
= Recovery 1
=
=
= g
| | | | | |
40 50 B0 70 a0 a0 100
Wilayah 2
5 T :
—— —Susceptible 2
4 Exposed 2
Infected 2
— = -Treatment 2
5 Recovery 2 []
z
z
g |
1 HE
il l | | | I |
40 50 B0 70 80 0 100
Waktu (Hari)

Gambar 4.23: Simulasi dengan perbedaan transmisi dan nilai awal 0, 0, 0, 5,
0

Nilai awal pada masing-masing wilayah sebesar 0, 0, 0, 0 ,5 dan diperoleh nilai
akhir populasi diperoleh sebesar 5, 0, 0, 0, 2.73 x107%7 dan pada wilayah 2

sebesar 5, 0, 0, 0, 2.735 x10797,
Sehingga pada percobaan simulasi dengan adanya perbedaan nilai
awal pada masing-masing wilayah, dan dengan perbedaan rate pengobatan,
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mempunyai nilai akhir yang sama jika nilai awal pada masing-masing populasi
susceptible tidak bernilai 0.

Jika semua individu masuk kedalam populasi susceptible maka nilai
akhir yang didapatkan adalah hanya populasi susceptible, dan populasi lainnya
0, dan jika semua individu masuk kedalam populasi exposed atau infected maka
besar populasi akhir bergantung pada besar parameter yang diberikan. Untuk
seluruh individu masuk pada populasi treatment dan dengan sembarang nilai
parameter transmisi, maka didapatkan hasil populasi akhir yang sama, hal ini
juga berlaku pada populasi recovery.

Wilayah 1
T T T T T T T T

- e — — —Susceptible 1
H Exposed 1

Infected 1
— — ~Treatment 1 |
Recovery 1

Individu

Wilayah 2
T T T T T T T

4 P — ——Susceptible 2 [
] Exposed 2
I S e Infected 2

s — — ~Treatment 2
Recovery 2

Individu
-

A (Wi L | | L L L L
1] 0 2 n 40 50 61 70 A EY 00
Walktu (Hari)

Gambar 4.24: Simulasi dengan rate transisi dan pengobatan yang berbeda

Simulasi diatas adalah berdasarkan fungsi lipschitz yang telah diperoleh, pada
wilayah satu mencerminkan saat terjadinya penyebaran yang meluas, dengan
rate transisi exposed menjadi infected adalah 0.9, dan rate kematian 0.1, serta
rate pengobatan 0.1, maka menunjukan terjadinya penyebaran yang meluas.
Untuk simulasi pada wilayah 2 menggambarkan saat rate pengobatan 0.9, dan
rate transisi exposed 0.1, sehingga diperoleh penurunan jumlah pada individu
infected sehingga penyebaran penyakit tidak meluas.
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5.1

1.

5.2

BAB 5
KESIMPULAN DAN SARAN

Kesimpulan

Hasil konstruksi model epidemik pada dua wilayah dengan tiga lintasan
tipe SEITR diperoleh hasil analisis bahwa sistem mempunyai persamaan
dan tunggal, serta mempunyai penyelesaian positif pada masing-masing
wilayah.

. Berdasarkan analisis kestabilan masing-masing wilayah diperoleh bahwa

sistem pada wilayah 1 dan wilayah 2 tidak stabil, jika rate transmisi
penyakit lebih tinggi daripada rate pengobatan.

. Berdasarkan analisis domain of attraction diperoleh hasil bahwa

domain penyebaran penyakit terletak pada titik kesetimbangan endemik
pada kedua wilayah, dan berdasarkan optimasi domain of attraction
menunjukan bahwa pusat penyebaran penyakit tersebar terletak pada
wilayah yang mempunyai rate transmisi yang lebih tinggi.

Pada simulasi kestabilan masing-masing wilayah menunjukan bahwa
jumlah individu nfected lebih tinggi daripada individu lainnnya jika
rate pengobatan lebih kecil daripada rate transmisi, dan semakin besar
nilai rate transmisi maka semakin besar pula jumlah individu infected
untuk semua nilai awal pada individu infected tidak nol. Jika semua
individu masuk kedalam populasi susceptible maka nilai akhir yang
didapatkan adalah hanya populasi susceptible, dan populasi lainnya 0,
dan jika semua individu masuk kedalam populasi exposed atau infected
maka besar populasi akhir bergantung pada besar parameter transmisi
yang diberikan. Untuk seluruh individu masuk pada populasi treatment
dan dengan sembarang nilai parameter transmisi, maka didapatkan hasil
populasi akhir yang sama, hal ini juga berlaku pada populasi recovery.

Saran
Saran yang dapat diberikan untuk penelitian selanjutnya yaitu

mengkontruksi model baru dengan lebih dari dua wilayah dan dengan
perbandingan populasi yang berbeda pada setiap wilayahnya serta dengan
perbedaan kernel.
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