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Abstrak
Adomian Decomposition Method (ADM) adalah sebuah

metode penyelesaian berbentuk deret pendekatan yang
digunakan untuk menyelesaikan Persamaan Black-Scholes
dengan tipe Opsi Eropa. Dalam Tugas Akhir ini akan dibahas
tentang cara menyelesaikan Persamaan Black-Scholes berupa
Persamaan differensial parsial dengan call option dan
opsi put dalam tipe Eropa dengan pembayaran dividen
dan diselesaikan menggunakan Adomian Decomposition
Method (ADM). Hasil penyelesaian yang didapat dari
Adomian Decomposition Method akan dibandingkan
dengan penyelesaian Persamaan difusi melalui program
simulasi Matlab 2010a. Setelah didapatkan hasil bahwa
Adomian Decomposition Method merupakan metode yang
akurat karena hasil perhitungan yang didapat,sama persis
dengan hasil dari perhitungan difusi untuk menyelesaikan
Persamaan Black-Scholes, sehingga disimpulkan bahwa
Adomian Decomposition Method merupakan penyelesaian
secara analitik untuk Persamaan Black-Scholes.
Kata-kunci: Adomian decomposition method, Persamaan

Black-Scholes, Persamaan difusi, dividen,
call option, put option

.
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Abstract
Adomian Decomposition Method (ADM) is applied to

solve the Black-Scholes equation with boundary condition for
European option. The final project’s goal is to discuss the
problem of pricing a European option in terms of a partial
differential equation with dividend of call option and put
option. The solutions of Adomian decomposition method is
compared to Diffution equation model using implementation
Matlab 2010a. After getting the models, it’s conclude that
Adomian decomposition method is accurate solution to solve
the Black-Scholes equation, because Adomian decomposition
models exactly the same as a result of the Diffution equation
models. It concurrently Adomian decomposition method can
be considered as analytical solution to solve the Black-Scholes
equation.

Keywords: Adomian Decomposition Method, Black-Scholes
Equation, dividend, difusion Equation, Call
Option, Put Option
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BAB I
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan hal-hal yang menjadi latarbelakang
munculnya permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir
ini. Kemudian permasalahan tersebut disusun kedalam suatu
rumusan masalah. Selanjutnya dijabarkan juga batasan
masalah untuk mendapatkan tujuan yang diinginkan serta
manfaat yang dapat diperoleh. Adapun sistematika penulisan
diuraikan pada bagian akhir bab ini.

1.1 Latar Belakang

Berkembangnya ilmu teknologi, berdampak positif
bagi perkembangan pola pikir masyarakat modern saat
ini. Pola pikir yang dinamis dan visioner, membuat
masyarakat semakin berfikir cerdas tentang masa depan.
Terutama masalah financial. Keuangan yang mereka miliki
tidak dibiarkan diam, tetapi diputar agar mendapatkan
keuntungan dalam bentuk investasi. Dalam investasi,
seorang investor memiliki pilihan untuk membeli aset yang
diperdagangkan secara langsung di pasar keuangan atau
membeli aset derivative, yaitu suatu instrumen keuangan
yang nilainya bergantung kepada aset yang mendasarinya.
Salah satu produk derivative yang banyak dikenal adalah
opsi, yaitu suatu bentuk perjanjian atau investasi berupa
kontrak yang memberikan pemegang opsi suatu hak untuk
membeli atau menjual aset tertentu dengan harga dan pada
jangka waktu tertentu. Berdasarkan jenis hak yang diberikan
opsi dibedakan menjadi opsi beli (call option) dan opsi jual
(put option). Call option adalah suatu tipe kontrak yang

1
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memberikan hak kepada pemegang opsi untuk membeli dari
penjual opsi sejumlah lembar saham tertentu pada harga
dan jangka waktu yang ditentukan. Put option merupakan
opsi yang memberikan hak kepada pemegangnya untuk
menjual saham dalam jumlah tertentu kepada pembeli opsi
pada waktu dan harga yang telah ditentukan. Sedangkan
berdasarkan periode waktu penggunaan, opsi dapat dibedakan
menjadi dua yaitu opsi tipe Eropa (European option) dan
opsi tipe Amerika (American option) [3, 5].

Pada European option, hak pembelian atau penjualan
kontrak hanya dapat dilaksanakan pada tanggal jatuh tempo
yang telah ditentukan dalam kontrak. Pada American
option, pemilik kontrak dapat melaksanakan haknya kapan
saja selama tanggal pelaksanaan. Fisher Black dan
Mayor Scholes pada tahun 1973 merumuskan suatu metode
untuk menetapkan harga opsi. Metode tersebut dikenal
dengan Persamaan Black-Scholes. Persamaan Black- Scholes
merupakan salah satu model matematika yang digunakan
dalam penentuan harga European option. Persamaan Black-
Scholes dapat diselesaikan dengan beberapa metode, antara
lain Adomian decompotition method(ADM) [1,2], Homotophy
[8], Variational iteration method (VIM) [7], binomial atau
trinomial [10], dan metode penyelesaian melalui Persamaan
Difusi [9].

Penyelesaian Persamaan Black-Scholes dengan metode
dekomposisi Adomian ini bertujuan untuk membandingkan
penyelesaian Persamaan Black-Scholes menggunakan
Adomian decompotition method dan metode Difusi.
Maksud dari perbandingan kedua metode ini adalah
karena metode tersebut merupakan metode yang bertujuan
untuk menemukan solusi analitik dan memperoleh hasil
perbandingan penyelesaian yang paling akurat untuk
menyelesaikan Persamaan Black-Scholes.
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1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang diatas, maka rumusan
permasalahan yang akan dibahas adalah:

1. Bagaimanakah penyelesaian Persamaan Black-Scholes
menggunakan Adomian decompotition method.

2. Bagaimanakah keakuratan solusi Adomian
decompotition method pada Persamaan Black-Scholes
dibandingkan solusi dari Diffution equation.

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah yang digunakan antara lain:

1. Tipe Opsi yang digunakan adalah European option.

2. Interest rate konstan bebas risiko.

3. Tidak terdapat biaya transaksi dan pajak.

4. Volatilitas/variansi harga saham bersifat konstan.

5. Saham yang digunakan memberikan dividen (pembagian
keuntungan).

1.4 Tujuan

Tujuan yang dicapai adalah:

1. Mendapatkan penyelesaian Persamaan Black-Scholes
menggunakan Adomian decompotition method.
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2. Mendapatkan hasil perbandingan solusi dari Adomian
decompotition method dengan diffution equation untuk
menyelesaikan Persamaan Black-Scholes.

1.5 Manfaat
Manfaat dari Tugas Akhir ini adalah:

1. Memahami tentang aplikasi Adomian decompotition
method untuk menyelesaikan Persamaan/model Black-
Scholes.

2. Mendapatkan hasil perbandingan secara analitik
maupun grafik antara Adomian decomposition method
dan diffution equation dalam menyelesaikan Persamaan
Black-Scholes.

1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan disusun dalam lima bab, yaitu:

1. BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang gambaran umum dari penulisan
yang meliputi latar belakang, rumusan masalah, batasan
masalah, tujuan, manfaat, dan sistematika penulisan.

2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada Bab II berisi teori-teori utama maupun penunjang
yang terkait dengan permasalahan, yaitu beberapa
penelitian terdahulu, Persamaan Black-Scholes,
Persamaan Difusi, Option meliputi European call option
dan European put option, Adomian decomposition
method.

3. BAB III METODE PENELITIAN
Dalam bab ini dijelaskan tahapan-tahapan yang
dilakukan dalam pengerjaan. Tahapan-tahapan
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tersebut antara lain studi literatur, selanjutnya
dilakukan analisis masalah meliputi penyelesaian
model Black-Scholes dan penyelesaian Black-Scholes
pada European option dengan Adomian decomposition
method. Selanjutnya tahap simulasi. Tahap terakhir
adalah melakukan penarikan kesimpulan berdasarkan
hasil analisis dan simulasi serta pembahasan yang telah
dilakukan.

4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada Bab IV dibahas secara detail mengenai solusi
analitik dari European option menggunakan Adomian
decomposition method dan Persamaan difusi.

5. BAB V PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
analisis dan pembahasan pada bab sebelumnya serta
saran untuk pengembangan penelitian selanjutnya.
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BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai landasan atau
dasar teori dan materi pendukung lainnya yang terkait
dalam permasalahan ini antara lain Persamaan Black-Scholes,
Adomian decomposition method, Persamaan Difusi, dan Opsi.

2.1 Penelitian Terdahulu

Adomian decompotition method merupakan metode yang
bertujuan menemukan solusi analitik untuk Persamaan
differensial linear maupun non linear dalam bentuk
deret. Pada beberapa penelitian sebelumnya, Adomian
decompotition method digunakan untuk menyelesaikan
Persamaan Differensial Abelian [11]. Pada penelitian ini,
nilai batas awal pada Persamaan Abelian diselesaikan
menggunakan metode Runge Kutta orde empat. Penyelesain
umum yang didapat, diselesaikan menggunakan Adomian
decompotition method yang dinyatakan dalam rangkaian solusi
deret. Pada penelitian lain, Adomian decompotition method
digunakan sebagai metode penyelesaian dari Persamaan
Schrodinger nonlinear [12]. Secara numerik, Persamaan ini
diselesaikan menggunakan metode Beda Hingga. Hanya
saja, solusi akhir yang didapat, masih mengandung error
(belum maksimal) sehingga Persamaan Schrodinger nonlinier
diselesaikan secara analitik dengan menggunakan Adomian
decomposition method dan didapatkan pendekatan solusi
eksak yang kemudian ditulis dalam bentuk deret.

Terdapat pula penelitian sebelumnya yang membahas
tentang penyelesaian Persamaan Black-Scholes menggunakan

7
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Adomian decompotition method [1,2]. Karakteristik dari
Persamaan diferensial Abelian dan Persamaan Schrodinger
nonlinier sama dengan Persamaan Black-Scholes, diselesaikan
secara analitik dengan menggunakan Adomian decompotition
method. Didapatkan hasil bahwa metode ini merupakan
metode paling efisien dalam menyelesaikan Persamaan
differensial parsial. Sehingga, penelitian inilah yang menjadi
dasar referensi yang digunakan dalam pengerjaan Tugas
Akhir ini.

2.2 Persamaan Black-Scholes
Model Black-Scholes merupakan model yang digunakan

untuk menentukan harga opsi yang telah banyak diterima
oleh masyarakat keuangan. Model ini dikembangkan oleh
Fischer Black dan Myron Scholes (1973). Model ini
penggunaannya terbatas karena hanya dapat digunakan pada
penentuan harga opsi tipe Eropa (European option) yang
dijalankan pada waktu expiration date saja, sedangkan model
ini tidak berlaku untuk opsi tipe Amerika (American option),
karena American option dapat dijalankan setiap saat sampai
waktu expiration date.

Model Black-Scholes menggunakan beberapa asumsi,
antara lain:

1. Jenis opsi yang digunakan adalah opsi tipe Eropa.
Opsi saham tipe Eropa adalah opsi saham yang
hanya dapat dilaksanakan pada waktu jatuh temponya
(expiration date),sehingga pelaksanaan opsi sebelum
waktunya tidak akan menguntungkan karena tindakan
mengeksekusi opsi akan menyebabkan pemegang opsi
kehilangan premi waktu dari opsi tersebut.

2. Variansi harga saham bersifat konstan sepanjang
usia opsi dan diketahui. Jika asumsi tersebut
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tidak terpenuhi, maka model penetapan harga opsi
tidak dapat dikembangkan sehingga memungkinkan
perubahan variansi.

3. Tingkat suku bunga bebas resiko. Hal ini berarti suku
bunga harga saham yang mendasari opsi tetap konstan.

4. Saham yang mendasari opsi tidak membayarkan
dividen (pembagian keuntungan saham) selama
usia opsi. Dividen merupakan sebagian keuntungan
perusahaan yang dibagikan kepada pemegang saham.
Model Black-Scholes digunakan bagi saham yang tidak
memberikan dividen selama usia opsi. Apabila saham
tersebut membayar dividen, maka akan mengurangi
harga opsi sehingga model akan berubah.

5. Tidak dibutuhkan biaya transaksi untuk membeli atau
menjual baik saham maupun opsinya Model Black-
Scholes mengasumsikan tidak terdapat pajak dan biaya
transaksi.
Dengan Persamaan umum Black-Scholes adalah:

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0 (2.2.1)

dengan
σ = volatilitas
r = suku bunga
V = harga opsi saham
ST = harga saham pada waktu jatuh tempo

Persamaan diatas merupakan Persamaan differensial
parsial Black-Scholes yang digunakan untuk menentukan
harga opsi.
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2.3 Persamaan difusi
Persamaan difusi adalah Persamaan analitik yang linear

dan berorde dua, dimana Persamaan umumnya adalah:

∂u

∂τ
=
∂2u

∂x2
, x, τ > 0 (2.3.1)

diberikan syarat awal, u(x, 0) = u0(x) = 0 dan u(0, τ) = 1
untuk −∞ < x <∞, dengan nilai

u(x, τ) =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
−∞

f(v)e
−(x−v)2

4τ dv (2.3.2)

2.4 Opsi
Opsi adalah hak untuk melakukan transaksi (jual/beli)

atas suatu aset pada suatu periode tertentu dengan nilai pada
saat jatuh tempo telah ditentukan. Dalam hal ini pemegang
opsi dapat melakukan jual/beli aset sebelum atau pada saat
jatuh tempo (maturity date) dimana nilai pada saat jatuh
tempo tertentu dan nilai sebelumnya tidak ditentukan. Nilai
pada saat jatuh tempo disebut (strike price).

Oleh karena itu, keputusan pemegang opsi melakukan
transaksi (meng-exercise) atas asset sangat tergantung oleh
harga pasar dari aset tersebut. Oleh sebab itu kontrak
opsi ini disebut contingent claim (klaim yang tidak pasti).
Opsi diperoleh apabila seseorang membeli opsi ke penjual
opsi dan jual beli ini merupakan suatu ikatan dan disebut
kontrak opsi yang memberikan hak dan kewajiban kepada
penjual dan pembeli opsi. Pembeli opsi selaku pemegang
opsi berhak menjual/membeli atas aset dengan nilai dan
dalam kurun waktu sebagaimana dalam kontrak dengan
kewajiban membayar sejumlah nilai tertentu yang disebut
dengan premi. Sedangkan penjual opsi yang merupakan
penulis opsi berkewajiban melakukan transaksi sesuai dengan
kontrak dengan imbalan mendapat premi. Kemudian apabila
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ditinjau dari hak melakukan transaksi, kontrak opsi dapat
dibedakan menjadi dua yaitu opsi call dan opsi put. Dan dari
periode waktu kegunaan, opsi dibagi menjadi Tipe Eropa dan
Tipe Amerika. Pada opsi tipe Eropa, hak pembelian atau
penjualan kontrak hanya dapat dilaksanakan pada tanggal
jatuh tempo yang telah ditentukan dalam kontrak. Opsi tipe
Amerika, pemilik kontrak dapat melaksanakan haknya kapan
saja selama tanggal pelaksanaan.

2.4.1 European Call Option

Call option atau opsi beli, memberikan hak kepada
pemegang opsi untuk membeli aset yang ada di option market,
dari penjual opsi seharga strike price. Misal ST adalah harga
saham pada saat jatuh tempo, E adalah harga saham yang
ditetapkan (harga opsi), dan T adalah waktu jatuh tempo.
Jika harga saham pada saat jatuh tempo lebih besar daripada
harga pelaksanaan atau ST > E, maka besar keuntungan
yang diperoleh yaitu ST − E. Sebaliknya, jika ST ≤ E
maka pemegang opsi beli tidak memperoleh keuntungan atau
keuntungan yang diperoleh adalah 0.

Dengan demikian, harga opsi beli tipe Eropa (C) pada saat
jatuh tempo adalah:

C =

{
ST − E, untuk ST > E,

0, untuk ST ≤ E
(2.4.1)

Sehingga, didapatkan Persamaan umum dari Call Option
adalah:

C(S, T ) = max (ST − E, 0) (2.4.2)

dengan
C = harga opsi beli pada waktu jatuh tempo
ST = harga saham
E = strike price

Persamaan (2.4.1) dapat ditunjukkan melalui gambar
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Gambar 2.1: Harga Call Option Pada Saat Jatuh Tempo

berikut:
Gambar 2.1 menunjukkan bahwa harga opsi beli akan

bernilai nol jika harga pelaksanaan lebih tinggi dari harga
saham. Sementara jika harga saham lebih tinggi dari harga
pelaksanaan, maka harga opsi beli merupakan selisih dari
harga saham dengan harga pelaksanaan.

Dari uraian tersebut, dapat diketahui bahwa [4]:

1. Pada saat harga saham lebih rendah daripada harga
pelaksanaan (ST < E), maka opsi beli bernilai
nol dan dikatakan dalam keadaan out of the money
(OTM). Dalam keadaan ini, pemegang opsi tidak akan
menggunakan haknya dan akan mengalami kerugian
sebesar premi yang telah dibayarkan.

2. Pada saat harga saham sama dengan harga pelaksanaan
(ST = E), maka nilai opsi beli dikatakan dalam keadaan
at the money (ATM), sehingga opsi ini akan bernilai
nol. Kerugian yang diderita pemegang ospi beli adalah
sebesar premi yang telah dibayarkan kepada penjual
opsi.
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3. Pada saat harga saham lebih tinggi dari hari
pelaksanaan (ST > E) dan bernilai positif, maka opsi
beli dikatakan dalm keadaan in the money (ITM).
Dalam keadaan ini, pemilik opsi akan menggunakan
opsinya karena akan memperoleh keuntungan atau
dapat meminimalkan kerugian yang dissebabkan karena
telah membayar premi kepada penjual opsi.

2.4.2 European Put Option

Put option atau opsi put adalah memberikan hak kepada
pemegang opsi (taker) untuk menjual sejumlah asset yang
ada di option market seharga strike price. Misal, ST adalah
harga saham pada saat jatuh tempo, E adalah harga saham
yang ditetapkan atau harga pelaksanaan, dan T adalah waktu
jatuh tempo. Jika harga saham pada saat jatuh tempo
lebih kecil daripada harga saham yang telah ditentukan
(harga pelaksanaan) atau ST < E, maka keuntungan yang
diperoleh sebesar E − ST . Sebaliknya, jika ST > E maka
pemegang opsi jual tipe Eropa tidak melakukan haknya
sehingga keuntungannya adalah nol.

Dengan demikian, harga opsi jual tipe Eropa (P) saat
jatuh tempo adalah:

P =

{
E − ST , untuk ST < E,

0, untuk ST ≥ E
(2.4.3)

Sehingga, didapatkan Persamaan umum dari put option
adalah:

P (S, T ) = max (E − ST , 0) (2.4.4)

P = harga opsi beli pada waktu jatuh tempo
ST = harga saham
E = harga pelaksanaan/strike price

Persamaan (2.4.3) dapat ditunjukkan melalui gambar
berikut:
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Gambar 2.2: Harga Put Option Pada Saat Jatuh Tempo

Dari gambar 2.2 menunjukkan bahwa harga opsi jual
akan bernilai nol jika harga saham lebih tinggi dari harga
pelaksanaan. Sebaliknya, jika harga saham lebih rendah dari
harga pelaksanaan maka harga opsi jual akan bernilai positif,
yaitu sebesar selisih antara harga pelaksanaan dengan harga
saham. Dari uraian diatas, dapat diketahui bahwa [4]:

1. Pada saat harga saham lebih rendah dari harga
pelaksanaan (ST < E), maka opsi jual akan bernilai
positif dan dikatakan dalam keadaan in the money
(ITM). Dalam keadaan ini, pemegang opsi jual akan
menggunakan haknya dan nilai opsi ini yaitu sebesar
selisih antar harga pelaksanaan dan harga saham

2. Pada saat harga saham memiliki harga di pasar sama
dengan harga pelaksanaan (ST = E), maka opsi jual
dikatakan dalam keadaan at the money (ATM), sehingga
opsi ini akan bernilai nol dan pemegang opsi jual akan
menanggung kerugian sebesar premi opsi yang telah
dibayarkan.

3. Pada saat harga saham lebih tinggi daripada harga
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pelaksanaan (ST > E), maka opsi jual dikatakan dalam
keadaan out of the money (OTM). Dapat dikatakan
bahwa pemilik opsi tidak akan menggunakan opsinya
karena ia dapat menjual saham dengan harga yang lebih
tinggi di pasar saham. Kerugian maksimal yang diderita
sama dengan harga premi opsi yang telah dibayarkan.

2.5 Put-Call Parity
Put-call parity yang dikembangkan oleh Stoll didefinisikan

sebagai suatu hubungan antara harga opsi jual dan opsi beli.
Hubungan tersebut menunjukkan bahwa nilai opsi beli tipe
Eropa dengan harga strike dan waktu jatuh tempo tertentu
dapat diperoleh dari nilai opsi jual dengan harga strike dan
waktu jatuh tempo yang sama, dan berlaku sebaliknya [5].
Put-call parity harga opsi tipe Eropa adalah:

C(S(t), t)− P (S(t), t) = S(T )− Ee−r(T−t) (2.5.1)

dengan
C(S(t), T ) = harga saham untuk call option
P (S(t), T ) = harga saham untuk put option
E = strike price
T − t = harga saham pada waktu t
r = interest rate

Hal ini penting karena begitu menemukan harga opsi beli
tipe Eropa, maka harga opsi jual tipe Eropa dapat ditentukan
dengan menggunakan harga paritas opsi.

2.6 Dividen
Dividen merupakan keuntungan perusahaan yang

dibagikan kepada pemegang saham. Biasanya tidak seluruh
keuntungan perusahaan dibagikan kepada pemegang saham,
tetapi ada bagian yang disimpan kembali. Besarnya dividen
yang diterima oleh pemegang saham ditentukan dalam Rapat
Umum Pemegang Saham (RUPS) perusahaan tersebut.
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Perusahaan tidak selalu membagikan dividen kepada
para pemegang saham karena tergantung kepada kondisi
perusahaan itu sendiri. Artinya jika perusahaan mengalami
kerugian tentu saja dividen tidak akan dibagikan pada
tahun tersebut. Pembagian dividen pada saham merupakan
proses stokastik. Pada saat exdividend (periode antara
tanggal penandatangan kontrak hingga tanggal pembagian
dividen), saham akan mengalami penurunan harga. Hal ini
menyebabkan nilai opsi beli naik dan nilai opsi jual turun [5].

2.7 Adomian Decomposition Method
Adomian decomposition method (ADM) adalah metode

yang dikemukakan oleh seorang Ahli Ilmu Matematika dari
Amerika yaitu George Adomian (1922-1996). Metode
ini bertujuan untuk menemukan solusi analitik Persamaan
diferensial linier atau nonlinier dalam bentuk deret [2,6].
Kemudian, fungsi non-linear diuraikan dalam bentuk
polinomial Adomian. Diberikan Persamaan differensial
sebagai berikut:

Fu(t) = g(t) (2.7.1)

dimana, Fu(t) merupakan sebuah fungsi yang memuat fungsi
linear dan fungsi nonlinear didalamnya. Fungsi linear
merupakan fungsi yang pangkat tertinggi dan variabelnya
adalah pangkat satu dan jika digambar dalam grafik, akan
berbentuk sebuah garis lurus. Sedangkan fungsi nonlinear
merupakan fungsi yang variabel dan pangkat tertingginya
selain pangkat satu. Sehingga fungsi Fu(t) dapat dituliskan
sebagai berikut:

Fu(t) = Lu(t) +Ru(t) +Nu(t) (2.7.2)

Lu(t) +Ru(t) +Nu(t) = g(t) (2.7.3)

Lu(t) = g(t)−Ru(t)−Nu(t) (2.7.4)

dengan
L = Operator Linear
R = Sisa Operator Linear
N = Operator Non-Linear.

untuk mendapatkan nilai
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u(t) pada Persamaan (2.7.4), maka L pada Lu(t) harus
dikenakan fungsi inversnya. Dimisalkan invers dari L adalah
L−1 dengan L = d

dt dan L−1 =
∫ t
0 (.)dt, maka dikenakan

operator L−1 pada kedua sisi sehingga didapat:

L−1Lu(t) = L−1 [g(t)−Ru(t)−Nu(t)]

L−1Lu(t) = L−1g(t)− L−1Ru(t)− L−1Nu(t)

u(t) = ϕ+ L−1g(t)− L−1Ru(t)− L−1Nu(t)

dengan ϕ = konstanta
dan untuk suku nonlinier N u(t) berbentuk:

N(u(t)) =

∞∑
n=0

An(u0(t), u1(t), u2(t), ...., un(t)).

Adomian mendefinisikan u(t) sebagai jumlahan deret tak
hingga, sehingga nilai u(t) menjadi:

u(t) =

∞∑
i=0

ui(t)

∞∑
i=0

ui(t) = ϕ+ L−1g(t)− L−1R

∞∑
i=0

ui(t)− L−1
∞∑
i=0

Ai(t)(2.7.5)

dengan menggunakan sifat dari relasi rekursif, maka
Persamaan (2.7.5) dapat dituliskan sebagai berikut:

ui(x, t) =

{
ϕ+ L−1g(t), untuk i = 0,

−L−1Rui(t)− L−1Ai(u0, u1, u2, ..., un), untuk i ≥ 0.
(2.7.6)

Sehingga, didapatkan nilai u(t) adalah:

u(t) =

n∑
i=0

ui(t). (2.7.7)



Halaman ini sengaja dikosongkan.



BAB III
METODE PENELITIAN

Pada bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis yang
dilakukan dalam proses pengerjaan Tugas Akhir. Metode
penelitian terdiri atas lima tahap, antara lain: studi
literatur, analisis masalah, tahap mencari solusi/ penyelesaian
eksak model dengan Adomian decomposition method, tahap
simulasi menggunakan software Matlab 2010a, dan penarikan
kesimpulan.

3.1 Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan analisis model dan metode
dengan mencari dan mempelajari literatur-literatur yang
terkait yang berhubungan dengan model Black-Scholes, model
Difusi, European option, dan Adomian decomposition method.

3.2 Analisis Masalah

Pada tahap ini, setelah referensi-refensi terkumpul, dan
didapatkan beberapa metode penunjang, dilakukan analisis
masalah dengan menyelesaikan penurunan rumus untuk
mendapatkan model matematika pada Persamaan Black-
Scholes untuk European call option dan European put option.

3.3 Penyelesaian Black-Scholes pada European
Option dengan Adomian Decomposition Method

Pada tahap ini, setelah didapatkan hasil dari European
call option dan European put option, selanjutnya diselesaikan
menggunakan Adomian decomposition method untuk
mendapatkan solusi secara eksak dalam bentuk deret.
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3.4 Persamaan Difusi dan Pembuatan Program
Simulasi

Setelah didapatkan hasil penyelesaian model, maka akan
dibandingkan antara penurunan model difusi (yang telah
ada) dengan model yang didapat dari penurunan Adomian
decomposition method, menggunakan simulasi software Matlab
2010a untuk mengetahui metode yang paling efisien dalam
penyelesaian Persamaan Black-Scholes.

3.5 Penarikan Kesimpulan dan Saran
Setelah dilakukan analisis dan pembahasan maka dapat

ditarik suatu kesimpulan dan saran sebagai masukan untuk
pengembangan penelitian lebih lanjut.

3.6 Diagram Alir

Gambar 3.1: Diagram Alir Metodologi Penelitian



BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai solusi analitik European
option, meliputi European call option dan European put
option yang akan diperoleh dari Persamaan differensial
parsial Black-Scholes dan diselesaikan menggunakan Adomian
decomposition method. Kemudian dilakukan perbandingan
hasil yang diperoleh antara Adomian decomposition method
dengan metode Difusi melalui simulasi program.

4.1 European Option dengan Adomian
Decomposition Method

Pada tahap ini, dibahas mengenai solusi analitik dari
European call option dan European put option dimana, solusi
yang didapatkan akan diselesaikan menggunakan Adomian
decomposition method.

A. European Call Option
Pada bagian ini dibahas tentang penyelesaian Persamaan

Black-Scholes berdividen untuk mendapatkan solusi dari
European call option. Diketahui Persamaan Black-Scholes
secara umum dengan pembagian dividen adalah sebagai
berikut :

∂C(S(t), t)

∂t
+ (r − δ)S(t)

∂C(S(t), t)

∂S(t)
+

1

2
σ2S(t)2

∂2C(S(t), t)

∂S(t)2

−rC(S(t), t) = 0

(4.1.1)

dengan
C(S(t), t) = harga saham pada waktu t untuk call option
r = suku bunga bebas resiko

21
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σ = volatilitas
δ = dividen.

Diberikan transformasi sebagai berikut:

S(t) = Eex (4.1.2)

t = T − τ
1
2σ

2

= T − 2τ

σ2
(4.1.3)

C(S(t), t) = EV (x, τ) (4.1.4)

dengan:
T = exercise date (waktu jatuh tempo)
τ = T-t
E = harga kontrak opsi.

Dilakukan transformasi pada Persamaan (4.1.1) dengan
menggunakan Persamaan (4.1.2)- (4.1.4) untuk mendapatkan
model dari Black-Scholes European call option berdividen,
sehingga dari transformasi yang diberikan, didapat:

∂C(S(t), t)

∂t
=

∂

∂t
(EV (x, τ))

= E
∂

∂t
V (x, τ)

= E
∂V (x, τ)

∂τ

∂τ

∂t

= E
∂V (x, τ)

∂τ
(−σ

2

2
)

= −1

2
Eσ2

∂V (x, τ)

∂τ
(4.1.5)
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∂C(S(t), t))

∂S(t)
=

∂

∂S(t)
(EV (x, τ))

= E
∂V (x, τ)

∂x

∂x

∂S(t)

= E
∂V (x, τ)

∂x

1

Eex

= e−x
∂V (x, τ)

∂x
(4.1.6)

∂2C(S(t), t)

∂S(t)2
=

∂

∂S(t)

∂C(S(t), t)

∂S(t)

=
∂

∂S(t)

(
e−x

∂V (x, τ)

∂x

)
=

∂

∂x

(
e−x

∂V (x, τ)

∂x

)
∂x

∂S(t)

=

(
−e−x∂V (x, τ)

∂x
+ e−x

∂2V (x, τ)

∂x2

)
e−x

E
. (4.1.7)

Setelah didapatkan hasil transformasi pada Persamaan
(4.1.5)-(4.1.7), hasil transformasi tersebut ditransformasikan
kedalam Persamaan (4.1.1) sehingga diperoleh:

∂C(S(t), t)

∂t
+ (r − δ)S(t)

∂C(S(t), t)

∂S(t)
+

1

2
σ2S(t)2

∂2C(S(t), t)

∂S(t)2

−rC(S(t), t) = 0,

−1

2
Eσ2 ∂V (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)Eexe−x

∂V (x, τ)

∂x
+

1

2
σ2(Eex)2(

−e−x ∂V (x, τ)

∂x
+ e−x

∂2V (x, τ)

∂x2

)
e−x

E
− rEV (x, τ) = 0,

−1

2
Eσ2 ∂V (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)Eexe−x

(
∂V (x, τ)

∂x

)
+

1

2
σ2E2e2x(

−e−x ∂V (x, τ)

∂x
+ e−x

∂2V (x, τ)

∂x2

)
e−x

E
− rEV (x, τ) = 0,
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−1

2
Eσ2 ∂V (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)E

(
∂V (x, τ)

∂x

)
+

1

2
σ2Eex(

−e−x ∂V (x, τ)

∂x

)
+

1

2
σ2Eexe−x

∂2V (x, τ)

∂x2
− rEV (x, τ) = 0,

−1

2
Eσ2 ∂V (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)E

(
∂V (x, τ)

∂x

)
− 1

2
σ2E

∂V (x, τ)

∂x

+
1

2
σ2E

∂2V (x, τ)

∂x2
− rEV (x, τ) = 0.

Kedua ruas dibagi dengan −1
2σ

2, sehingga diperoleh:

E
∂V (x, τ)

∂τ
− (r − δ)

1
2
σ2

E

(
∂V (x, τ)

∂x

)
+ E

∂V (x, τ)

∂x
− E

∂2V (x, τ)

∂x2

+
r

1
2
σ2
EV (x, τ) = 0

E

[
∂V (x, τ)

∂τ
− (r − δ)

1
2
σ2

(
∂V (x, τ)

∂x

)
+
∂V (x, τ)

∂x
− ∂2V (x, τ)

∂x2

+
r

1
2
σ2
V (x, τ)

]
= 0

∂V (x, τ)

∂τ
− (r − δ)

1
2
σ2

(
∂V (x, τ)

∂x

)
+
∂V (x, τ)

∂x
− ∂2V (x, τ)

∂x2
+

r
1
2
σ2

V (x, τ) = 0

∂V (x, τ)

∂τ
− k∗

(
∂V (x, τ)

∂x

)
+
∂V (x, τ)

∂x
− ∂2V (x, τ)

∂x2
+ kV (x, τ) = 0

∂V (x, τ)

∂τ
= −∂V (x, τ)

∂x
+
∂2V (x, τ)

∂x2
+ k∗

(
∂V (x, τ)

∂x

)
− kV (x, τ).

Dimisalkan:

k∗ =
(r − δ)

1
2σ

2
, dan (4.1.8)

k =
r

1
2σ

2
. (4.1.9)

Diperoleh model Black-Scholes dengan pembagian dividen
untuk European call option adalah:

∂V (x, τ)

∂τ
=
∂2V (x, τ)

∂x2
+(k∗−1)

∂V (x, τ)

∂x
−kV (x, τ) (4.1.10)
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Setelah didapatkan model Black-Scholes berdividen untuk
call option, selanjutnya Persamaan (4.1.10) akan diselesaikan
menggunakan Adomian decomposition method. Dikenakan
operator linear L−1 pada kedua ruas, dengan L = ∂

∂τ dan

L−1 =
∫ τ
0 (.)dτ dengan tujuan mendapatkan nilai dari V (x, τ)

untuk mendapatkan nilai dari V (x, τ) sehingga didapat:

L−1V (x, τ) = L−1 [Vxx(x, τ) + (k∗ − 1)Vx(x, τ)

−kV (x, τ)]

V (x, τ)− V (x, 0) =

∫ τ

0

[Vxx(x, τ) + (k∗ − 1)Vx(x, τ)

−kV (x, τ)] dτ

V (x, τ) = V (x, 0) +

∫ τ

0

[Vxx(x, τ) + (k∗ − 1)Vx(x, τ)

−kV (x, τ)] dτ. (4.1.11)

Solusi Persamaan (4.1.11) dimisalkan sebagai jumlahan
dari fungsi-fungsi yang dicari (V1(x, τ), V2(x, τ), ..., Vn(x, τ)),
sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

V (x, τ) =

∞∑
n=0

Vn(x, τ) (4.1.12)

∞∑
n=0

Vn(x, τ) = V (x, 0) +

∫ τ

0

Vxx(

∞∑
n=0

Vn(x, τ))dτ +

∫ τ

0

(k∗ − 1)

Vx(

∞∑
n=0

Vn(x, τ))dτ −
∫ τ

0

k(

∞∑
n=0

Vn(x, τ))dτ

= V (x, 0) +

∫ τ

0

∞∑
n=0

[(Vxx(Vn(x, τ))) + (k∗ − 1)

(Vx(Vn(x, τ)))− k(Vn(x, τ))dτ ] . (4.1.13)

Agar lebih mudah mendapatkan jumlahan fungsi yang
dicari dengan penjabaran Adomian decomposition method,
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maka nilai V (x, τ) dapat dituliskan sebagai berikut:

V (x, τ) = V (x, 0)−
∫ τ

0
An(V0, V1, ..., Vn)dτ

dengan nilai An adalah:

An =

∞∑
n=0

[(Vxx(Vn(x, τ))) + (k∗ − 1)(Vx(Vn(x, τ)))

−k(Vn(x, τ))]
= Vnxx(x, τ) + (k∗ − 1)Vnx(x, τ)− kVn(x, τ). (4.1.14)

Dilihat dari penjabaran nilai An diatas, maka nilai An dapat
dijabarkan sebagai berikut:

An(Vn) = Vnxx + (k∗ − 1)Vnx − kVn
A0(V0) = V0xx + (k∗ − 1)V0x − kV0

A1(V0, V1) = V1xx + (k∗ − 1)V1x − kV1
A2(V0, V1, V2) = V2xx + (k∗ − 1)V2x − kV2.

Berdasarkan sifat relasi rekursif, Persamaan (4.1.13) dapat
dijabarkan sebagai berikut:

V0(x, τ) = V (x, 0),
Vn+1(x, τ) =

∫ τ
0 [Vxx(Vn(x, τ)) + (k∗ − 1)Vx(Vn(x, τ))
−k(Vn(x, τ))] dτ.

Tipe opsi yang digunakan pada tugas akhir ini adalah
European option, sehingga diberikan syarat batas untuk
European call option sebagai berikut:

C(S(t), T ) = max(S(t)− E, 0) (4.1.15)

EV (S(t), 0) = max(Eex − E, 0)

EV (S(t), 0) = max(E(ex − 1), 0)
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EV (S(t), 0) = Emax(ex − 1, 0)

V (S(t), 0) = max(ex − 1, 0). (4.1.16)

Berdasarkan syarat batas yang diberikan, dan dari
Persamaan (4.1.14) serta nilai Vn+1 yang didapat, selanjutnya
dengan mensubstitusikan nilai n = 0, maka didapat:

Vn+1(x, τ) = −
∫ τ

0
An(V0, V1, ...., Vn)dτ

V0+1(x, τ) = −
∫ τ

0
A0(V0)dτ

V1(x, τ) = −
∫ τ

0
A0(V0)dτ

= −
∫ τ

0
[−Vxx(V0(x, τ))− (k∗ − 1)Vx(V0(x, τ))

+k(V0(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0
[V0xx(x, τ) + (k∗ − 1)V0x(x, τ)

−k(V0(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0
[max(ex, 0) + (k∗ − 1) max (ex, 0)− k

max(ex − 1, 0)] dτ

= max(exτ, 0) + (k∗ − 1)(max(exτ, 0))− k
(max(exτ − τ, 0))

= [1 + k∗ − 1] max(exτ, 0)− k(max(exτ − τ, 0))

= k∗max(exτ, 0)− k(max(exτ − τ, 0))

V1(x, τ) = (k∗τ) max(ex, 0)− kτ(max(ex − 1, 0)).(4.1.17)

Substitusikan untuk nilai n = 1 kedalam Vn+1(x, τ),
sehingga didapat:

Vn+1(x, τ) = −
∫ τ

0

An(V0, V1, ...., Vn)dτ
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V1+1(x, τ) = −
∫ τ

0

A1(V0, V1)dτ

V2(x, τ) = −
∫ τ

0

A1(V0, V1)dτ

= −
∫ τ

0

[−Vxx(V1(x, τ))− (k∗ − 1)Vx(V1(x, τ)) + k

(V1(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[V1xx(x, τ) + (k∗ − 1)V1x(x, τ)− k(V1(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[(k∗τ)max(ex, 0)− kτ(max(ex, 0)) + (k∗ − 1)

[(k∗τ)max(ex, 0)− kτ(max(ex − 1, 0))]

−kk∗τ(max(ex, 0))− kkτ(max (ex − 1, 0))] dτ

=

∫ τ

0

[(k∗τ)max(ex, 0)− kτ(max(ex, 0))

−k∗2τ max(ex, 0)− k∗τ(max(ex, 0)) + kk∗τ(max(ex, 0))+

kτ(max(ex, 0))− kk∗τ(max(e∗, 0)) + k2τ(max(e∗ − 1, 0))
]
dτ

=

∫ τ

0

[
−k∗2τ max(ex, 0) + k2τ(max(ex − 1, 0))

]
dτ

= −1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0) +

1

2
k2τ(max(exτ − τ, 0))

V2(x, τ) = −1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0) +

1

2
k2τ2(max(ex − 1, 0)). (4.1.18)

selanjutnya, substitusikan untuk nilai n = 2, maka
diperoleh:

Vn+1(x, τ) = −
∫ τ

0

An(V0, V1, ...., Vn)dτ

V2+1(x, τ) = −
∫ τ

0

A2(V0, V1, V2)dτ

V3(x, τ) = −
∫ τ

0

A2(V0, V1, V2)dτ

= −
∫ τ

0

[−Vxx(V2(x, τ))− (k∗ − 1)Vx(V2(x, τ))

+k(V2(x, τ))] dτ
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=

∫ τ

0

[
1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0) +

1

2
k2τ2(max(ex, 0))+

(k∗ − 1)

[
1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0) +

1

2
k2τ2(max(ex, 0))

]
−k(−1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0) +

1

2
k2τ2(max(ex − 1, 0))

]
dτ

=

∫ τ

0

[
1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0) +

1

2
k2τ2(max(ex, 0))

+
1

2
k∗

3
τ2 max(ex, 0)− 1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0) +

1

2
k∗k2τ2

max(ex, 0)− 1

2
k2τ2 max(ex, 0)− 1

2
k∗

2
kτ2 max(ex, 0)

−1

2
k3τ2 max(ex − 1, 0)

]
dτ

=

∫ τ

0

[
1

2
k∗

3
τ2 max(ex, 0)− 1

2
k3τ2(max(ex − 1, 0))

]
=

1

2

1

3
(k∗)3τ3 max(ex, 0)− 1

2

1

3
k3τ3(max(ex − 1, 0))

V3(x, τ) =
1

6
(k∗)3τ3 max(ex, 0)− 1

6
k3τ3(max(ex − 1, 0)). (4.1.19)

Setelah didapatkan nilai V1(x, τ), V2(x, τ), V3(x, τ), dan
seterusnya dari penjabaran diatas, maka didapatkan solusi
umum untuk European call option berdividen adalah sebagai
berikut:

Vn(x, τ) = max(ex − 1, 0) +
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n!
(((k∗t)n)max(ex, 0)− (kt)nmax(ex − 1, 0)).

(4.1.20)

B. European Put Option
Sama halnya dengan call option, pada bagian ini

dibahas tentang penyelesaian Persamaan Black-Scholes
dengan pembagian dividen untuk mendapatkan solusi dari
European put option. Diketahui Persamaan umum Black-
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Scholes dengan pemberian dividen untuk put option adalah:

∂P (S(t), t)

∂t
+ (r − δ)S(t)

∂P (S(t), t)

∂S(t)
+

1

2
σ2S(t)2

∂2P (S(t), t)

∂S(t)2

= rP (S(t), t)

∂P (S(t), t)

∂t
+ (r − δ)S(t)

∂P (S(t), t)

∂S(t)
+

1

2
σ2S(t)2

∂2P (S(t), t)

∂S(t)2

−rP (S(t), t) = 0 (4.1.21)

dengan
P (S(t), t) = harga saham pada waktu t untuk put option
r = suku bunga bebas resiko
σ = volatilitas
δ = dividen.
Diberikan transformasi sebagai berikut:

S(t) = E(ex) (4.1.22)

t = T − τ
1
2σ

2

= T − 2τ

σ2
(4.1.23)

P (S(t), t) = EW (x, τ) (4.1.24)

dengan:
T = exercise date (waktu jatuh tempo)
τ = T-t
E = harga kontrak opsi.

Langkah selanjutnya, Persamaan (4.1.21)
ditransformasikan menggunakan (4.1.22), (4.1.23), dan
(4.1.24) untuk mendapatkan model dari Black-Scholes
European put option, sehingga dari transformasi yang
diberikan, didapat:

∂P (S(t), t)

∂t
=

∂

∂t
(EW (x, τ))

= E
∂

∂t
W (x, τ)



31

= E
∂W (x, τ)

∂τ

∂τ

∂t

= E
∂W (x, τ)

∂τ
(−σ

2

2
)

= −1

2
Eσ2 ∂W (x, τ)

∂τ
(4.1.25)

∂P (S(t), t))

∂S(t)
=

∂

∂S(t)
(EW (x, τ))

= E
∂W (x, τ)

∂x

∂x

∂S(t)

= E
∂W (x, τ)

∂x

1

Eex

= e−x
∂W (x, τ)

∂x
(4.1.26)

∂2P (S(t), t)

∂S(t)2
=

∂

∂S(t)

∂P (S(t), t)

∂S(t)

=
∂

∂S(t)

(
e−x

∂W (x, τ)

∂x

)
=

∂

∂x

(
e−x

∂W (x, τ)

∂x

)
∂x

∂S(t)

=

(
−e−x ∂W (x, τ)

∂x
+ e−x

∂2W (x, τ)

∂x2

)
1

Eex

=

(
−e−x ∂W (x, τ)

∂x
+ e−x

∂2W (x, τ)

∂x2

)
e−x

E
. (4.1.27)

Setelah didapatkan hasil transformasi pada Persamaan
(4.1.25) - (4.1.27), Persamaan-Persamaan tersebut
disubstitusikan kedalam Persamaan (4.1.21) sehingga
diperoleh:

∂P (S(t), t)

∂t
+ (r − δ)S(t)

∂P (S(t), t)

∂S(t)
+

1

2
σ2S(t)2

∂2P (S(t), t)

∂S(t)2

−rP (S(t), t) = 0,

−1

2
Eσ2 ∂W (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)E(e−x)ex

(
∂W (x, τ)

∂x

)
+

1

2
σ2(E(ex))2
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[(
−e−x ∂W (x, τ)

∂x
+ e−x

∂2W (x, τ)

∂x2

)
e−x

E

]
− rEW (x, τ) = 0,

−1

2
Eσ2 ∂W (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)E(e−x)ex

∂W (x, τ)

∂x
+

1

2
σ2(E2e2x)(

−e−2x

E

∂W (x, τ)

∂x
+
e−2x

E

∂2W (x, τ)

∂x2

)
− rEW (x, τ) = 0,

−1

2
Eσ2 ∂W (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)E(

∂W (x, τ)

∂x
) +

1

2
σ2Eex(

−e−x ∂W (x, τ)

∂x

)
+

1

2
σ2E

∂2W (x, τ)

∂x2
− rEW (x, τ) = 0,

−1

2
Eσ2 ∂W (x, τ)

∂τ
+ (r − δ)E

∂W (x, τ)

∂x
− 1

2
σ2E

∂W (x, τ)

∂x
+

1

2
σ2E

∂2W (x, τ)

∂x2
− rEW (x, τ) = 0.

Kedua ruas dibagi dengan −1
2σ

2, sehingga diperoleh:

E
∂W (x, τ)

∂τ
− (r − δ)

1
2σ

2
E
∂W (x, τ)

∂x
+ E

∂W (x, τ)

∂x

−E∂
2W (x, τ)

∂x2
+

r
1
2σ

2
EW (x, τ) = 0,

E

[
∂W (x, τ)

∂τ
− (r − δ)

1
2σ

2

∂W (x, τ)

∂x
+
∂W (x, τ)

∂x

−∂
2W (x, τ)

∂x2
+

r
1
2σ

2
W (x, τ)

]
= 0,

∂W (x, τ)

∂τ
− (r − δ)

1
2σ

2

∂W (x, τ)

∂x
+
∂W (x, τ)

∂x
− ∂2W (x, τ)

∂x2
+

r
1
2σ

2

W (x, τ) = 0,

∂W (x, τ)

∂τ
− k∗ ∂W (x, τ)

∂x
+
∂W (x, τ)

∂x
− ∂2W (x, τ)

∂x2
+ kW (x, τ) = 0

∂W (x, τ)

∂τ
= k∗

∂W (x, τ)

∂x
− ∂W (x, τ)

∂x
+
∂2W (x, τ)

∂x2
− kW (x, τ)

∂W (x, τ)

∂τ
=
∂2W (x, τ)

∂x2
+ (k∗)

∂W (x, τ)

∂x
− ∂W (x, τ)

∂x
− kW (x, τ).
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Menggunakan permisalan berikut,

k∗ =
(r − δ)

1
2
σ2

, dan (4.1.28)

k =
r

1
2
σ2

(4.1.29)

didapatkan model Black-Scholes dengan pembagian dividen
untuk European put option adalah:

∂W (x, τ)

∂τ
=
∂2W (x, τ)

∂x2
+ (k∗ − 1)

∂W (x, τ)

∂x
− kW (x, τ). (4.1.30)

Setelah didapatkan model Black-Scholes berdividen untuk
European put option, Persamaan (4.1.30) yang diperoleh
diselesaikan menggunakan Adomian decomposition method.
Dikenakan operator linear L−1 pada kedua ruas, dengan
L = ∂

∂τ dan L−1 =
∫ τ
0 (.)dτ untuk mendapatkan nilai W (x, τ)

sehingga didapat:

L−1Wτ (x, τ) = L−1 [Wxx(x, τ) + (k∗ − 1)Wx(x, τ)− kW (x, τ)]

W (x, τ)−W (x, 0) =

∫ τ

0

[Wxx(x, τ) + (k∗ − 1)Wx(x, τ)− kW (x, τ)] dτ

W (x, τ) =W (x, 0) +

∫ τ

0

[Wxx(x, τ) + (k∗ − 1)Wx(x, τ)− kW (x, τ)] dτ

(4.1.31)

Solusi Persamaan (4.1.31) dimisalkan sebagai jumlahan
dari fungsi-fungsi yang dicari (W1(x, τ), W2(x, τ), ...,
Wn(x, τ)) sehingga dapat dituliskan sebagai berikut:

W (x, τ) =

∞∑
n=0

Wn(x, τ) (4.1.32)

∞∑
n=0

Wn(x, τ) = W (x, 0) +

∫ τ

0

Wxx(

∞∑
n=0

Wn(x, τ))dτ +

∫ τ

0

(k∗ − 1)

Wx(

∞∑
n=0

Wn(x, τ))dτ −
∫ τ

0

k(

∞∑
n=0

Wn(x, τ))dτ
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= W (x, 0) +

∫ τ

0

∞∑
n=0

[(Wxx(Wn(x, τ) + (k∗ − 1)(Wx

(Wn(x, τ))− k(Wn(x, τ))dτ.] (4.1.33)

Sama halnya dengan European call option, nilai W (x, τ) pada
European put option dapat dituliskan sebagai berikut:

W (x, τ) = W (x, 0)−
∫ τ

0
An(W0,W1, ....,Wn)dτ

dengan nilai An adalah:

An =

∞∑
n=0

[(Wxx(Wn(x, τ))) + (k∗ − 1)(Wx(Wn(x, τ)))

−k(Wn(x, τ))]

= Wnxx(x, τ) + (k∗ − 1)Wnx(x, τ)− kW (x, τ) (4.1.34)

atau dapat dituliskan menjadi:

An(Wn) = Wnxx + (k∗ − 1)Wnx − kWn

A0(W0) = W0xx + (k∗ − 1)W0x − kW0

A1(W0,W1) = W1xx + (k∗ − 1)W1x − kW1

A2(W0,W1,W2) = W2xx + (k∗ − 1)W2x − kW2.

Menurut sifat relasi rekursif, Persamaan (4.1.33) dijabarkan
menjadi:

Wn(x, τ) =


W0(x, τ) = W (x, 0),
Wn+1(x, τ) =

∫ τ
0 [Wxx(Wn(x, τ)) + (k∗ − 1)
Wx(Wn(x, τ))− k(Wn(x, τ))] dτ.

Selanjutnya, dengan tipe syarat batas yang sama dengan
call option, maka syarat batas untuk European put option
adalah:

P (S(t), T ) = max(E − S(t), 0) (4.1.35)

EW (S(t), 0) = max(E − Eex, 0)

EW (S(t), 0) = max(E(1− ex), 0)

EW (S(t), 0) = Emax(1− ex, 0)

W (S(t), 0) = max(1− ex, 0). (4.1.36)
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Berdasarkan syarat batas yang diberikan, maka dari
Persamaan (4.1.34) serta nilai dari Wn+1 yang didapat,
selanjutnya disubstitusikan untuk nilai n = 0, sehingga
didapat:

Wn+1(x, τ) = −
∫ τ

0

An(W0,W1, ....,Wn)dτ

W0+1(x, τ) = −
∫ τ

0

A0(W0)dτ

W1(x, τ) = −
∫ τ

0

A0(W0)dτ

= −
∫ τ

0

[−Wxx(V0(x, τ))− (k∗ − 1)Wx(W0(x, τ))

+k(W0(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[W0xx(x, τ) + (k∗ − 1)

W0x(x, τ)− k(W0(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[max(−ex, 0) + (k∗ − 1)max(−ex, 0)− kmax

(1− ex, 0)] dτ

= max(−exτ, 0) + (k∗ − 1)(max(−exτ, 0))− k(max

(τ − exτ, 0))

= max(−exτ, 0) + (k∗ − 1)(max(−exτ, 0))− kτ(max

(1− ex, 0))

= [1 + k∗ − 1]max(−exτ, 0)− kτ(max(1− ex, 0))

W1(x, τ) = k∗τ max(−ex, 0)− kτ(max(1− ex, 0)). (4.1.37)

Selanjutnya, substitusi nilai n = 1 ke dalam Persamaan
Wn+1(x, τ), sehingga didapat:

Wn+1(x, τ) = −
∫ τ

0

An(W0,W1, ....,Wn)dτ

W1+1(x, τ) = −
∫ τ

0

A1(W0,W1)dτ

W2(x, τ) = −
∫ τ

0

A1(W0,W1)dτ
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= −
∫ τ

0

[−Wxx(W1(x, τ))− (k∗ − 1)Wx(W1(x, τ))

+k(W1(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[W1xx(x, τ) + (k∗ − 1)W1x(x, τ)− k(W1(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[(k∗τ)max(ex, 0) + kτ(max(ex, 0)) + (k∗ − 1)

[(k∗τ)max(ex, 0) + kτ(max(ex, 0))] + kk∗τ

(max(ex, 0)) + kkτ(max (1− ex, 0))] dτ

=

∫ τ

0

[
(k∗τ)max(ex, 0) + kτ(max(ex, 0))− k∗

2
τ

max(ex, 0)− kk∗τ(max(ex, 0))− kτ(max(ex, 0)) + kk∗τ

(max(e∗, 0)) + k2τ(max(1− e∗, 0))
]
dτ

=

∫ τ

0

[
−k∗2τ max(−ex, 0) + k2τ(max(1− ex, 0))

]
dτ

= −1

2
k∗

2
τ2 max(−ex, 0) + 1

2
k2τ(max(τ − exτ, 0))

W2(x, τ) = −1

2
k∗

2
τ2 max(−ex, 0) + 1

2
k2τ2(max(1− ex, 0)). (4.1.38)

substitusi nilai n = 2 ke dalam Persamaan Wn+1(x, τ),
maka diperoleh:

Wn+1(x, τ) = −
∫ τ

0

An(W0,W1, ....,Wn)dτ

W2+1(x, τ) = −
∫ τ

0

A2(W0,W1,W2)dτ

W3(x, τ) = −
∫ τ

0

A2(W0,W1,W2)dτ

= −
∫ τ

0

[−Wxx(W2(x, τ))− (k∗ − 1)Wx(W2(x, τ))

+k(W2(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[W2xx(x, τ) + (k∗ − 1)W2x(x, τ)

−k(W2(x, τ))] dτ

=

∫ τ

0

[
−1

2
k∗

2
τ2 max(−ex, 0)− 1

2
k2τ2(max(ex, 0))
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+(k∗ − 1)

[
1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0)−

1

2
k2τ2(max(ex, 0))

]
− k(−1

2
k∗

2
τ2 max(−ex, 0) +

1

2
k2τ2(max(1− ex, 0))

]
dτ

=

∫ τ

0

[
1

2
k∗

2
τ2 max(−ex, 0)− 1

2
k2τ2(max(ex, 0))

+
1

2
k∗

3
τ2 max(ex, 0)− 1

2
k∗

2
τ2 max(ex, 0)

−1

2
k∗k2τ2 max(ex, 0) +

1

2
k2τ2 max(ex, 0) +

1

2
k∗

2
kτ2

max(ex, 0)− 1

2
k3τ2 max(1− ex, 0)

]
dτ

=

∫ τ

0

[
1

2
k∗

3
τ2 max(−ex, 0)− 1

2
k3τ2(max(1− ex, 0))

]
=

1

2

1

3
(k∗)3τ3 max(−ex, 0)− 1

2

1

3
k3τ3(max(1− ex, 0))

W3(x, τ) =
1

6
(k∗)3τ3 max(−ex, 0)− 1

6
k3τ3(max(1− ex, 0)).

(4.1.39)

Diperoleh nilai W1(x, τ), W2(x, τ), W3(x, τ), dan
seterusnya, dari penjabaran tersebut maka didapatkan solusi
umum untuk European put option berdividen adalah sebagai
berikut:

Wn(x, τ) = max(1− ex, 0) +
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n!
(k∗t)nmax(−ex, 0)− (kt)nmax(1− ex, 0)).

(4.1.40)

4.2 Persamaan Difusi
Setelah didapatkan penjabaran dari European call

option dan European put option dengan menggunakan
Adomian decomposition method, maka akan dijabarkan
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Persamaan difusi guna mendapatkan model yang akan
dibandingkan dengan model dari Adomian decomposition
method menggunakan simulasi program.
Diketahui dari Persamaan (4.1.10) bahwa model umum Black-
Scholes berdividen untuk European call option adalah:

∂V (x, τ)

∂τ
=
∂2V (x, τ)

∂x2
+ (k∗ − 1)

∂V (x, τ)

∂x
− kV (x, τ).

Sama halnya seperti kondisi batas pada Persamaan (4.1.12),
maka dapat dimisalkan V (S(t), t) adalah:

V (S(t), t) = eαx+βτu(x, τ). (4.2.1)

Persamaan (4.2.1) diatas, ditransformasikan sehingga
didapat:

∂V (S(t), t)

∂τ
=

∂

∂τ
(eαx+βτu(x, τ))

= βeαx+βτu(x, τ) + eαx+βτ
∂u(x, τ)

∂τ
(4.2.2)

∂V (S(t), t)

∂x
=

∂

∂x
(eαx+βτu(x, τ))

= αeαx+βτu(x, τ) + eαx+βτ
∂u(x, τ)

∂x
(4.2.3)

∂2V (S(t), t)

∂x2
=

∂

∂x

∂V (S(t), t)

∂x

=
∂

∂x
(αeαx+βτu(x, τ) + eαx+βτ

∂u(x, τ)

∂x
)

= ααeαx+βτu(x, τ) + αeαx+βτ
∂u(x, τ)

∂x

αeαx+βτ
∂u(x, τ)

∂x
+ eαx+βτ

∂2u(x, τ)

∂x2

= α2eαx+βτu(x, τ) + αeαx+βτ
∂u(x, τ)

∂x

+αeαx+βτ
∂u(x, τ)

∂x
+ eαx+βτ

∂2u(x, τ)

∂x2

= α2eαx+βτu(x, τ) + 2αeαx+βτ
∂u(x, τ)

∂x
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+eαx+βτ
∂2u(x, τ)

∂x2
. (4.2.4)

Setelah didapatkan hasil transformasi terhadap V (S(t), t),
maka Persamaan(4.2.2)-(4.2.4) disubstitusikan ke dalam
Persamaan (4.1.10) untuk memperoleh Persamaan umum dari
European call option. langkah-langkah selanjutnya, dapat
dijabarkan sebagai berikut:

∂V (x, τ)

∂τ
=

∂2V (x, τ)

∂x2
+ (k∗ − 1)

∂V (x, τ)

∂x
− kV (x, τ),

βeαx+βτu(x, τ) + eαx+βτ
∂u(x, τ)

∂τ
= α2eαx+βτu(x, τ) + 2αeαx+βτ

∂u(x, τ)

∂x
+ eαx+βτ

∂2u(x, τ)

∂x2
+ (k∗ − 1)(αeαx+βτu(x, τ) + eαx+βτ

∂u(x, τ)

∂x
)− keαx+βτu(x, τ),

eαx+βτ (βu(x, τ) +
∂u(x, τ)

∂τ
) = eαx+βτ (α2u(x, τ) + 2α

∂u(x, τ)

∂x

+
∂2u(x, τ)

∂x2
+ (k∗ − 1)αu(x, τ) + (k∗ − 1)

∂u(x, τ)

∂x
− ku(x, τ)),

βu(x, τ) +
∂u(x, τ)

∂τ
= α2u(x, τ) + 2α

∂u(x, τ)

∂x
+
∂2u(x, τ)

∂x2

+(k∗ − 1)αu(x, τ) + (k∗ − 1)
∂u(x, τ)

∂x
− ku(x, τ),

βu(x, τ) +
∂u(x, τ)

∂τ
= α2u(x, τ)− ku(x, τ) + α(k∗ − 1)u(x, τ) +

2α
∂u(x, τ)

∂x
+ (k∗ − 1)

∂u(x, τ)

∂x
+
∂2u(x, τ)

∂x2
,

βu(x, τ) +
∂u(x, τ)

∂τ
= (α2 − k + α(k∗ − 1))u(x, τ) + 2α

∂u(x, τ)

∂x

+(k∗ − 1)
∂u(x, τ)

∂x
+
∂2u(x, τ)

∂x2
.



40

Digunakan permisalan sebagai berikut, maka didapatkan nilai
α adalah:

β = (α2 − k + α(k∗ − 1)) (4.2.5)

dβ

dα
= 2α+ (k∗ − 1)

0 = 2α+ (k∗ − 1)

2α = 1− k∗

α =
1− k∗

2

= −1

2
(k∗ − 1). (4.2.6)

Setelah nilai α didapatkan, selanjutnya disubstitusikan
kedalam Persamaan (4.2.5) untuk memperoleh nilai β, dengan
penjabaran sebagai berikut:

β = (α2 − k + α(k∗ − 1))

= (−1

2
(k∗ − 1))2 − k + (−1

2
(k∗ − 1)(k∗ − 1))

=
1

4
(k∗

2 − 2k∗ + 1)− k − 1

2
(k∗

2 − 2k∗ + 1)

=
1

4
k∗

2 − 1

2
k∗ +

1

4
− k − 1

2
k∗ + k∗ − 1

2

= −1

4
k∗

2
+

1

2
k∗ − 1

4
− k

= −1

4
(k∗ − 1)2 − k

= −(
1

4
(k∗ − 1)2 + k). (4.2.7)

Pada Persamaan (4.2.6) dan (4.2.7) yang diperoleh,
disubstitusikan ke dalam Persamaan (4.2.1) untuk
memperoleh nilai dari V (S(t), t), dengan diketahui bahwa:

V (S(t), τ) = eαx+βτu(x, τ).
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Oleh karena itu, didapatkan Persamaan umum untuk
European call option berdividen adalah sebagai berikut:

V (S(t), τ) = e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τu(x, τ). (4.2.8)

Persamaan (4.2.8) ditransformasikan untuk mendapatkan
penyederhanaan model.

∂V (S(t), t)

∂τ
=

∂

∂τ

(
e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τu(x, τ)

)
= −(

1

4
(k∗ − 1)2 + k)e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ

u(x, τ) + e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ ∂u(x, τ)

∂τ

= e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ (−(

1

4
(k∗ − 1)2

+k)u(x, τ) +
∂u(x, τ)

∂τ
)

∂V (S(t), t)

∂x
=

∂

∂x

(
e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τu(x, τ)

)
= −(

1

2
(k∗ − 1)e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τu(x, τ)

+e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ ∂u(x, τ)

∂τ

= e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ (−(

1

2
(k∗ − 1)

u(x, τ) +
∂u(x, τ)

∂x
)

∂2V (S(t), t)

∂x2
=

∂

∂x

∂V (S(t), t)

∂x

=
∂

∂x

[
e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ (−1

2
(k∗ − 1)

u(x, τ) +
∂u(x, τ)

∂x
)

]
= e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ

(
−1

2
(k∗ − 1)

∂u(x, τ)

∂x

∂2u(x, τ)

∂x2

)
− 1

2
(k∗ − 1)e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ
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(
−1

2
(k∗ − 1)u(x, τ) +

∂u(x, τ)

∂x

)

Setelah didapatkan hasil transformasi diatas,
disubstitusikan ke dalam Persamaan (4.1.10), sehingga
diperoleh:

e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ (−(

1

4
(k∗ − 1)2 + k)u(x, τ) +

∂u(x, τ)

∂τ
) =

e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ (−1

2
(k∗ − 1)

∂u(x, τ)

∂x
+
∂2u(x, τ)

∂x2
− 1

2
(k∗ − 1)

e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ

(
−1

2
(k∗ − 1)u(x, τ) +

∂u(x, τ)

∂x

)
+(k∗ − 1)e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ

(
−1

2
(k∗ − 1)u(x, τ)

+
∂u(x, τ)

∂x

)
− ke−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τu(x, τ),

e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ (−(

1

4
(k∗ − 1)2 + k)u(x, τ) +

∂u(x, τ)

∂τ
) =

e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ (−1

2
(k∗ − 1)

∂u(x, τ)

∂x

∂2u(x, τ)

∂x2
− 1

2
(k∗ − 1)

(
−1

2
(k∗ − 1)u(x, τ) +

∂u(x, τ)

∂x

)
+(k∗ − 1)

(
−1

2
(k∗ − 1)u(x, τ) +

∂u(x, τ)

∂x

)
− ku(x, τ),

(−(
1

4
(k∗ − 1)2 + k)u(x, τ) +

∂u(x, τ)

∂τ
) = −1

2
(k∗ − 1)

∂u(x, τ)

∂x

∂2u(x, τ)

∂x2
+

1

4
(k∗ − 1)2u(x, τ)− 1

2
(k∗ − 1)

∂u(x, τ)

∂x

−1

2
(k∗ − 1)(k − 1)u(x, τ) + (k − 1)

∂u(x, τ)

∂x
− ku(x, τ),

∂u

∂τ
=
∂2u

∂x2
. (4.2.9)

Terlihat bahwa Persamaan (4.2.9) merupakan Persamaan
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difusi dengan diberikan nilai u(x, τ) adalah:

u(x, τ) =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
−∞

f(v)e
−(x−v)2

4τ dv.(4.2.10)

Dari Persamaan (4.2.8) diketahui bahwa

V (S(t), τ) = e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τu(x, τ)

u(x, τ) = e
1
2
(k∗−1)x+( 1

4
(k∗−1)2+k)τV (S(t), t)

u(x, 0) = e
1
2
(k∗−1)x+0V (S(t), 0)

u(x, 0) = e
1
2
(k∗−1)x max(ex − 1, 0)

= max(e
1
2
k∗x− 1

2
x+x − e

1
2
(k∗−1)x, 0)

= max(e
1
2
(k∗+1)x − e

1
2
(k∗−1)x, 0).(4.2.11)

Pada Persamaan (4.2.11), disubstitusikan kedalam
Persamaan (4.2.10) untuk mendapatkan nilai u(x, τ), dengan
dimisalkan bahwa u(x, 0)=f(v), sehingga didapat:

u(x, τ) =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
−∞

f(v)e
−(x−v)2

4τ dv

=
1

2
√

Πτ

∫ ∞
−∞

max(e
1
2
(k∗+1)x − e

1
2
(k∗−1)x, 0)

e−
1
4τ

(x−v)2dv

=
1

2
√

Πτ

∫ ∞
−∞

(e
1
2
(k∗+1)v − e

1
2
(k∗−1)v)

(e−
1
4τ

(x−v)2)dv

=
1

2
√

Πτ

(∫ ∞
0

[
(e

1
2
(k∗+1)ve−

1
4τ

(x−v)2
]

−
(
e

1
2
(k∗−1)ve−

1
4τ

(x−v)2))
)
dv
)

=
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2
(k∗+1)ve−

1
4τ

(x−v)2
)
dv

− 1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2
(k∗−1)ve−

1
4τ

(x−v)2
)
dv.(4.2.12)
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Dimisalkan nilai u(x, τ) yang didapat sebagai u(x, τ) = I1−I2,
sehingga nilai I1 dan I2 dapat dituliskan sebagai berikut:

I1 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2
(k∗+1)ve−

1
4τ

(x−v)2
)
dv

I1 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2
(k∗+1)v− 1

4τ
(x−v)2

)
dv(4.2.13)

I2 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2
(k∗−1)ve−

1
4τ

(x−v)2
)
dv

I2 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2
(k∗−1)v− 1

4τ
(x−v)2

)
dv.(4.2.14)

Pengerjaan I1 dapat dijabarkan sebagai berikut:

I1 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2 (k

∗+1)v− 1
4τ (x−v)2

)
dv

1

2
(k∗ + 1)v − 1

4τ
(x− v)2 =

2τ(k∗ + 1)v − (x− v)2

4τ

=
2τ(k∗ + 1)v − (v2 − 2xv + x2)

4τ

=
2τ(k∗ + 1)v − v2 + 2xv − x2

4τ

=
−v2 + 2(x+ τ(k∗ + 1))v − x2

4τ

=
−[v − (x+ τ(k∗ + 1))]2

4τ

+
[(x+ τ(k∗ + 1))2 − x2]

4τ

=
−[v − (x+ τ(k∗ + 1))]2

4τ

+
2xτ(k∗ + 1) + τ2(k∗ + 1)2

4τ

= −1

2

[
v − (x+ τ(k∗ + 1))√

2τ

]2
+

2x(k∗ + 1) + τ(k∗ + 1)
2

4
.
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Selanjutnya, diperoleh nilai I1 adalah:

I1 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

e
1
2
(k∗+1)v− 1

4τ
(x−v)2dv

=
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗+1))√

2τ

]2
+

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4 dv

=
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗+1))√

2τ

]2
e

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4 dv

=
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗+1))√

2τ

]2
dv.(4.2.15)

Misalkan,

z =
v − (x+ τ(k∗ + 1))√

2τ

=
v − x− τ(k∗ + 1)√

2τ

maka, Persamaan (4.2.15) dapat dituliskan menjadi:

I1 =
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗+1))√

2τ

]2
dv

=
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4

∫ ∞
0

e−
1
2
z2dv

=
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4

∫ ∞
a

e−
1
2
z2
√

2τdz

= e
2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4
1

2
√

Π

∫ ∞
a

e−
1
2
z2dz

= e
2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4 N(−a)

I1 = e
(2x(k∗+1)+τ(k∗+1))2

4 N(d1).(4.2.16)
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Berdasarkan distribusi normal, maka nilai N(d1) adalah:

N(d1) =
1√
(2Π)

∫ d1

−∞
e−

1
2
z2dz

dengan nilai d1 = −a, maka nilai d1 adalah:

d1 = −
(
−(
x+ τ(k∗ + 1)√

2τ
)

)
=

x+ τ(k∗ + 1)√
2τ

Pengerjaan I2, dapat dijabarkan sebagai berikut:

I2 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

(e
1
2
(k∗−1)v− 1

4τ
(x−v)2)dv

1

2
(k∗ − 1)v − 1

4τ
(x− v)2 =

2τ(k∗ − 1)v − (x− v)2

4τ

=
2τ(k∗ − 1)v − (x2 − 2xv + v2)

4τ

=
2τ(k∗ − 1)v − x2 + 2xv − x2

4τ

=
−v2 + 2(x+ τ(k∗ − 1))v − x2

4τ

=
−[v − (x+ τ(kx − 1))]2

4τ
+

[(x+ τ(k∗ − 1))2 − x2]
4τ

=
−[v − (x+ τ(k∗ − 1))]2

4τ
+

2xτ(k∗ − 1) + τ2(k∗ − 1)2

4τ

= −1

2

[
v − (x+ τ(k∗ − 1))√

2τ

]2
+

2x(k∗ − 1) + τ(k∗ − 1)2

4
.
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Selanjutnya, diperoleh nilai I2 adalah:

I2 =
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

e
1
2
(k∗−1)v− 1

4τ
(x−v)2dv

=
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗−1))√

2τ

]2
+

2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4 dv

=
1

2
√

Πτ

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗−1))√

2τ

]2
e

2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4 dv

=
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗−1))√

2τ

]2
dv.(4.2.17)

Misalkan

z =
v − (x+ τ(k∗ − 1))√

2τ

=
v − x− τ(k∗ − 1)√

2τ

maka Persamaan (4.2.17) dapat dituliskan menjadi:

I2 =
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4

∫ ∞
0

e
− 1

2

[
v−(x+τ(k∗−1))√

2τ

]2
dv

=
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4

∫ ∞
0

e−
1
2
z2dv

=
1

2
√

Πτ
e

2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4

∫ ∞
b

e−
1
2
z2
√

2τdz

= e
2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4
1

2
√

Π

∫ ∞
b

e−
1
2
z2dz

= e
2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4 N(−b)

I2 = e
2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4 N(d2).(4.2.18)

Berdasarkan distribusi normal, maka nilai N(d2) adalah:

N(d2) =
1√
(2Π)

∫ d2

−∞
e−

1
2
z2dz



48

dengan d2=−b, maka nilai d2 adalah sebagai berikut:

d2 = −
(
−x+ τ(k∗ − 1)√

2τ

)
=

x+ τ(k∗ − 1)√
2τ

.

Diperoleh nilai I1 dan I2 pada Persamaan (4.2.16) dan
(4.2.18), kemudian disubstitusikan ke dalam Persamaan
u(x, τ)=I1 - I2, sehingga didapat:

u(x, τ) = I1 − I2

= e
2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4 N(d1)− e
2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4

N(d2).(4.2.19)

Nilai u(x, τ) dari Persamaan (4.2.19), disubstitusikan
ke dalam Persamaan (4.2.8), sehingga didapatkan nilai
V (S(t), τ) adalah:

V (S(t), τ) = e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τu(x, τ)

= e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ

[
e

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4

N(d1)− e
2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4 N(d2)

]
= e−

1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τe

2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4 N(d1)

−e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τe

2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4 N(d2)

= e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ+ 2x(k∗+1)+τ(k∗+1)2

4 N(d1)

−e−
1
2
(k∗−1)x−( 1

4
(k∗−1)2+k)τ+ 2x(k∗−1)+τ(k∗−1)2

4 N(d2)

= e−
1
2
k∗x+ 1

2
x− 1

4
k∗τ+ 1

2
k∗τ− 1

4
τ−kτ+ 1

2
k∗x+ 1

2
x+ 1

4
k∗τ+ 1

2
k∗τ+ 1

4
τ

N(d1)
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−e−
1
2
k∗x+ 1

2
x− 1

4
k∗τ+ 1

2
k∗τ− 1

4
τ−kτ+ 1

2
k∗x− 1

2
x+ 1

4
k∗τ− 1

2
kτ+ 1

4
τ

N(d2)

V (S(t), τ) = exN(d1)− e−kτN(d2).(4.2.20)

Diketahui transformasi pada European call option adalah
sebagai berikut:

S(t) = Eex

t = T − τ
1
2σ

2

= T − 2τ

σ2

C(S(t), t) = EV (x, τ)

k =
r

1
2σ

2

k∗ =
(r − δ)

1
2σ

2
.

Dari transformasi dan Persamaan (4.2.20)yang diperoleh,
maka model dari Persamaan Difusi untuk European call option
adalah:

V (S(t), τ) = exN(d1)− e−kτN(d2)

C(S(t), t) = EV (x, τ)

= E(exN(d1)− e−kτN(d2))

= EexN(d1)− Ee−kτN(d2)

= S(t)N(d1)− Ee−kτN(d2)

C(S(t), t) = S(t)N(d1)− Ee−r(T−t)N(d2).(4.2.21)

Setelah diketahui nilai difusi call option pada Persamaan
(4.2.21), maka dengan menggunakan prinsip put-call parity,
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diperoleh Persamaan Difusi untuk put option adalah:

C(S(t), t)− P (S(t), t) = S(t)− Ee−r(T−t)

P (S(t), t) = C(S(t), t)− S(t) + Ee−r(T−t)

P (S(t), t) = Ee−r(T−t)N(−d2)

−S(t)N(−d1)(4.2.22)

dengan nilai d1 dan d2 adalah sebagai berikut:

d1 =
x+ τ(k∗ + 1)√

2τ

=
ln(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2
σ2 + 1

)
√

2(12σ
2(T − t))

d1 =
ln(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2
σ2 + 1

)
√
σ2(T − t)

d2 =
x+ τ(k∗ − 1)√

2τ

=
ln(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2
σ2 − 1

)
√

2(12σ
2(T − t))

d2 =
ln(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2
σ2 − 1

)
√
σ2(T − t)

.
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4.3 Simulasi
Sebagai simulasi dari model European option dan Difusi,

maka diberikan beberapa parameter sebagai berikut :

4.3.1 Difusi Option dengan pemberian dividen
Diasumsikan E = $40, τ = 1, r = 5%, σ = 0.317 δ = 0.03.
1. Difusi call option

Dengan harga saham diasumsikan pada tabel berikut :

Tabel 4.1: Asumsi Harga Saham

No. St($) No. St($) No. St($)

1. 0 8. 35 15 70

2. 5 9. 40 16 75

3. 10 10. 45 17 80

4. 15 11. 50 18 85

5. 20 12. 55 19 90

6. 25 13. 60 20 95

7. 30 14. 65 21 100

Berdasarkan Persamaan (4.2.21) diperoleh hasil
perhitungan sebagai berikut :

Tabel 4.2: Difusi call option dengan Pembayaran
Dividen

No. St ($ ) call option ($) No. St ($) call option ($)

1. 0 4.2932× 10−11 11. 50 17.8080

2. 5 1.5293× 10−5 12. 55 22.4477

3. 10 0.0034 13. 60 27.2365

4. 15 0.0663 14. 65 32.1143

5. 20 0.4118 15. 70 37.0442

6. 25 1.3816 16. 75 42.0042
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No. St ($ ) call option ($) No. St ($) call option ($)
7. 30 3.2132 17. 80 46.9813
8. 35 5.9288 18. 85 51.9683
9. 40 9.3920 19. 90 56.9609
10. 45 13.4108 20. 95 61.9566

21. 100 66.9542

Sehingga berdasarkan Tabel 4.2 dapat diperoleh plot grafik
sebagai berikut :

Gambar 4.1: Difusi call option dengan Pembayaran
Dividen

Terlihat pada Gambar 4.1 bahwa dengan strike price,
volatilitas, dan interest rate yang telah ditentukan serta
dengan meningkatnya harga saham maka semakin meningkat
pula harga call option.
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2. Difusi put option
Sedangkan untuk Difusi put option berdasarkan Persamaan
(4.2.22) diperoleh hasil perhitungan sebagai berikut :

Tabel 4.3: Difusi Put Option dengan Pembayaran
Dividen

No. St($) put option($) No. St($) put option($)

1. 0 33.0492 11. 50 0.8572

2. 5 28.0492 12. 55 0.4969

3. 10 23.0526 13. 60 0.2857

4. 15 18.1155 14. 65 0.1635

5. 20 13.4610 15. 70 0.0934

6. 25 9.4308 16. 75 0.0533

7. 30 6.2624 17. 80 0.0305

8. 35 3.9780 18. 85 0.0175

9. 40 2.4411 19. 90 0.0101

10. 45 1.4600 20. 95 0.0058

21. 100 0.0034

Sehingga berdasarkan Tabel 4.3 dapat diperoleh plot grafik
sebagai berikut :



54

Gambar 4.2: Difusi put option dengan Pembayaran
Dividen

Terlihat pada Gambar 4.2 bahwa dengan strike price,
volatilitas, dan interest rate yang telah ditentukan serta
dengan meningkatnya harga saham maka harga put option
semakin menurun.

4.3.2 Adomian European Option dengan pemberian
dividen

Dibuat asumsi E = $40, τ = 1, r = 5%, σ = 0.317 δ =
0.03.

3. Adomian call option
Dari Persamaan (4.2.8) diketahui bahwa variabel yang

terkandung dalam model umum dari Adomian European call
option adalah variabel x, dengan x merupakan variabel dari
harga saham (S(t)).
Tujuan dari Tugas Akhir ini adalah membandingkan antara
Persamaan Difusi dan Adomian decomposition method,
sehingga nilai x pada Persamaan Adomian, dikonversikan
kedalam bentuk S(t). Dimana diketahui bahwa S(t) = Eex,
maka x = ln(S(t)/E).
Dari perhitungan, didapatkan nilai x pada tabel sebagai
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berikut:

Tabel 4.4: Nilai x untuk Adomian call option

No. St($) x No. St($) x

1. 0 - 11. 50 0.223144

2. 5 -2.07944 12. 55 0.318454

3. 10 -1.38629 13. 60 0.405465

4. 15 -0.98083 14. 65 0.485508

5. 20 -0.69315 15. 70 0.559616

6. 25 -0.47 16. 75 0.628609

7. 30 -0.28768 17. 80 0.693147

8. 35 -0.13353 18. 85 0.753772

9. 40 0 19. 90 0.81093

10. 45 0.117783 20. 95 0.864997

21. 100 0.916291

Dari tabel 4.4, didapatkan nilai-nilai untuk variabel
x, sehingga dari Persamaan (4.2.8) didapatkan hasil serta
nilai konversi Adomian European call option adalah sebagai
berikut:

Tabel 4.5: Adomian European call option

No. x Call Option ($)

1. - 4.2932× 10−11

2. -2.07944 1.5293× 10−5

3. -1.38629 0.0034

4. -0.98083 0.0663

5. -0.69315 0.4118

6. -0.47 1.3816
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7. -0.28768 3.2132

8. -0.13353 5.9288

9. 0 9.392

10. 0.117783 13.4108

11. 0.223144 17.808

12. 0.318454 22.4477

13. 0.405465 27.2365

14. 0.485508 32.1143

15. 0.559616 37.0442

16. 0.628609 42.0042

17. 0.693147 46.9813

18. 0.753772 51.9683

19. 0.81093 56.9609

20. 0.864997 61.9566

21. 0.916291 66.9542

Sehingga berdasarkan Tabel 4.5 dapat diperoleh plot
grafik sebagai berikut :
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Gambar 4.3: Adomian call option dengan Pembayaran
Dividen

Terlihat pada Gambar 4.3 bahwa dengan strike
price, volatilitas, interest rate, dan dividen yang telah
ditentukan serta dengan meningkatnya nilai x pada harga
saham, maka semakin meningkat pula harga call option.
Terlihat pula bahwa dari hasil plot Grafik Adomian call
option sama persis dengan grafik dari Difusi, sehingga
dapat disimpulkan bahwa Adomian decomposition method
merupakan metode penyelesaian eksak yang dapat digunakan
untuk menyelesaikan Persamaan Black-Scholes tanpa
mengandung nilai eror pada saham.

4. Adomian put option
Sama halnya dengan call option, dari Persamaan (4.2.9)

diketahui bahwa variabel yang terkandung dalam model
umum dari Adomian European put option adalah variabel x,
dengan x merupakan variabel dari harga saham (S(t)). Untuk
nilai S(t) dimisalkan bahwa S(t) = Eex, maka x = ln(S(t)/E).
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Dari perhitungan dengan nilai S(t) sama dengan call
option, didapatkan nilai x untuk put option sebagai berikut:

Tabel 4.6: Nilai x untuk Adomian put option

No. St($) x No. St($) x

1. 0 - 11. 50 0.223144

2. 5 -2.07944 12. 55 0.318454

3. 10 -1.38629 13. 60 0.405465

4. 15 -0.98083 14. 65 0.485508

5. 20 -0.69315 15. 70 0.559616

6. 25 -0.47 16. 75 0.628609

7. 30 -0.28768 17. 80 0.693147

8. 35 -0.13353 18. 85 0.753772

9. 40 0 19. 90 0.81093

10. 45 0.117783 20. 95 0.864997

21. 100 0.916291

Dari tabel 4.6, didapatkan nilai-nilai untuk variabel x,
sehingga dari Persamaan (4.2.9) didapatkan hasil perhitungan
serta hasil konversi untuk Adomian European put option
adalah sebagai berikut:

Tabel 4.7: Adomian European put option

No. x put option ($)

1. - 33.0492

2. -2.07944 28.0492

3. -1.38629 23.0526

4. -0.98083 18.1155

5. -0.69315 13.461

6. -0.47 9.4308

7. -0.28768 6.2624

8. -0.13353 3.978
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No. x put option ($)

9. 0 2.4411
10. 0.117783 1.46
11. 0.223144 0.8572
12. 0.318454 0.4969
13. 0.405465 0.2857
14. 0.485508 0.1635
15. 0.559616 0.0934
16. 0.628609 0.0533
17. 0.693147 0.0305
18. 0.753772 0.0175
19. 0.81093 0.0101
20. 0.864997 0.0058
21. 0.916291 0.0034

Sehingga berdasarkan Tabel 4.7 dapat diperoleh plot grafik
sebagai berikut :

Gambar 4.4: Adomian put option dengan Pembayaran
Dividen
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Terlihat pada Gambar 4.4 bahwa dengan strike price,
volatilitas, interest rate, dan dividen yang telah ditentukan
serta dengan meningkatnya nilai x pada harga saham, maka
semakin menurun harga put option. Terlihat pula bahwa
dari hasil plot Grafik Adomian put option sama persis
dengan grafik dari Difusi, sehingga dapat disimpulkan
bahwa Adomian decomposition method merupakan
metode penyelesaian eksak yang dapat digunakan untuk
menyelesaikan Persamaan Black-Scholes tanpa mengandung
nilai eror pada saham.



BAB V
PENUTUP

Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
Tugas Akhir serta saran untuk penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah disajikan
pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal
sebagai berikut :

1. Penyelesaian model Black-Scholes untuk European
call option berdividen dengan Adomian decomposition
method adalah :

Vn(x, τ) = max(ex − 1, 0) +

∞∑
n=0

(−1)n+1 1

n!
(k∗tn max(ex, 0)

−(kt)n max(ex − 1, 0))(5.1.1)

Penyelesaian model Black-Scholes untuk European
put option berdividen dengan Adomian decomposition
method adalah :

Wn(x, τ) = max(1− ex, 0) +
∞∑
n=0

(−1)n+1 1

n!
(k∗tn

max(−ex, 0)− (kt)n max(1− ex, 0))(5.1.2)

dan penyelesaian model Black-Scholes untuk European
call option berdividen dengan Persamaan Difusi adalah

C(S(t), t)− P (S(t), t) = S(t)− Ee−r(T−t)

C(S(t), t) = S(t)N(d1)− Ee−r(T−t)N(d2)(5.1.3)

61



62

penyelesaian model Black-Scholes untuk European put
option berdividen dengan Persamaan Difusi adalah :

P (S(t), t) = C(S(t), t)− S(t) + Ee−r(T−t)

P (S(t), t) = P (S(t), t)N(−d2)− S(t)N(−d1)(5.1.4)

Berdasarkan distribusi normal, maka nilai N(d1) dan
N(d2) adalah:

N(d1) =
1

2
√
π

∫ d1

−∞
e−

1
2
z2dz

N(d2) =
1

2
√
π

∫ d2

−∞
e−

1
2
z2dz

dengan nilai d1 dan d2 adalah:

d1 =
x+ τ(k∗ + 1)√

2τ

=
log(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2σ

2 + 1
)

√
2( 1

2σ
2(T − t))

d1 =
log(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2σ

2 + 1
)

√
σ2(T − t)

d2 =
x+ τ(k∗ − 1)√

2τ

=
log(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2σ

2 − 1
)

√
2( 1

2σ
2(T − t))

d2 =
log(S(t)E ) + 1

2σ
2(T − t)

(
r−δ
1
2σ

2 − 1
)

√
σ2(T − t)

2. Berdasarkan simulasi dapat disimpulkan bahwa hasil
perhitungan dari Adomian decomposition method sangat
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sesuai dengan hasil perhitungan dari Difusi, sehingga
disimpulkan bahwa Adomian decomposition method
merupakan metode yang sesuai untuk menyelesaikan
Persamaan Black-Scholes

5.2 Saran

Pada Tugas Akhir ini belum dibahas mengenai
penyelesaian Black-Scholes menggunakan Adomian
decomposition method dengan tipe American option dan
juga mengenai berbagai macam pengembangan asumsi model
Black-Scholes. Oleh sebab itu, penulis menyarankan agar
penelitian dapat dilanjutkan pada pembahasan tersebut.



Halaman ini sengaja dikosongkan.
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LAMPIRAN B 
LISTING PROGRAM 

 

A. Listing Program Difusi 

 
clear all; 
clc; close all; 
syms z; 
fun=exp(-0.5*z^2); 
%-------------Input Parameter-------------% 
E=40; %St=0:5:100;  
r=0.05; sigma=0.317;  
delta=0.03; 
n=21; x=10:10:50; 
nx=length(x); 
%K=r/(0.5*sigma^2); 
K=1; tau=1; 
%kstar=(r-delta)/0.5*sigma^2; 

  
for i=1:n 
        St(i)=i*5; 

         
        d1(i)=(log(St(i)/E)+tau*((r-delta)+ 

0.5*sigma^2))+... 
            /sqrt(sigma^2*tau);  
%         d1oo(i)=(log(st(i)/e)+((r-

delta)+0.5*sigma^2)*tau)/(sigma*sqrt(tau)); 

   
        d2(i)=(log(St(i)/E)+tau*(((r-delta)-

0.5*sigma^2)))/sqrt(sigma^2*tau);                        

%Evaluate d2 
%         d2oo(i)=d1(i)-sigma*sqrt(tau);   

  
        Nd1(i)=0.5*(1+erf(d1(i)/sqrt(2))); 
        Nd2(i)=0.5*(1+erf(d2(i)/sqrt(2))); 
        N1(i)=0.5*(1+erf(-d1(i)/sqrt(2)));                              

%Evaluate N(d1) 



        N2(i) = 0.5*(1+erf(-d2(i)/sqrt(2)));                                 

%Evaluate N(d2) 

                      
        Call(i)=St(i)*Nd1(i)-E*exp(-

r*tau)*Nd2(i);  
        Put(i)=E.*exp(-r*tau).*N2(i)-

St(i).*(N1(i)); 

  
        payoffcall(i)=max(St(i)-E,0) ; 
        payoffput(i)=max(E-St(i),0) ; 
end 
w=0; 
V0=0; 
%------------Recall its values------------% 
% d1,d2,Nd1,Nd2,Call,Put,V,W 

  
%----------Plotting Call and Put----------% 
figure(1) 
plot([w St],[V0 Call],'LineWidth',2) 
xlabel('S(t)') 
ylabel('C(S(t),t)') 
title('Difusi Call-Option') 
grid on 

  
figure(2) 
plot(St,Put,'LineWidth',2) 
xlabel('S(t)') 
ylabel('P(S(t),t)') 
title('Difusi Put-Option') 
grid on 

 

 

B. Listing Program Adomian Decomposition 

Method 

 
clear all; 
clc; close all; 



  
E = 40; 
sigma=0.317; r=0.05; 
x=0:5:100;  
delta=0.03;  
tau=1; 
k=r/0.5*sigma^2; 
kstar=(r-delta)/0.5*sigma^2; 
  

function [summation_call, 

summation_put]=sumn(n,x,k,tau) 
summation_call=0;summation_put=0; 
    for j=1:n 
    summation_call = summation_call +(-1)^ 

(j+1)*((k*tau)^j*max(exp(x),0)-... 
                (k*tau)^j*max(exp(x)-1,0)) 

/factorial(j); 
    summation_put = summation_put +(-1)^ 

(j+1)*((k*tau)^j*max(-exp(x),0)-... 
                (k*tau)^j*max(1-

exp^(x),0))/factorial(j); 
    end 

 

 
for n=1:N 
    for i=1:length(x) 
        [call,put]=sumn(n,x(i),kstar, k,tau); 
        v(n,i)=max(exp(x(i))-1,0)+call; 
        w(n,i)=max(1-exp(x(i)),0)+put; 
    end 
end 
figure(1) 
plot(x,v(N,:)) 
title('Adomian Call-Option') 
xlabel('x') 
ylabel('V(x,\tau)') 
grid on 
figure(2) 
plot(x,w(N,:)) 



title('Adomian Put-Option') 
xlabel('x') 
ylabel('W(x,\tau)') 
grid on 
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