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Abstrak— Adomian decomposition method (ADM)
merupakan metode penyelesaian berbentuk sebuah
deret pendekatan. Dalam Tugas Akhir ini akan dibahas
tentang solusi analitik dari Persamaan Black-Scholes
pada tipe Eropa, meliputi European call option dan
European put option dengan pembayaran dividen dan
diselesaikan menggunakan Adomian decomposition
method, dimana solusi yang didapat akan dibandingkan
dengan Persamaan difusi melalui simulasi program
Matlab 2010a. Setelah didapatkan perbandingan model
dari kedua metode, maka akan didapatkan model
paling akurat dalam menyelesaikan Persamaan Black-
Scholes.

Kata kunci: Adomian decomposition method, Persamaan
Black-Scholes, Persamaan Difusi, Opsi Call, Opsi Put.

I. PENDAHULUAN

Berkembangnya ilmu teknologi, berdampak
positif bagi perkembangan pola pikir masyarakat
modern saat ini. Pola pikir yang dinamis dan
visioner, membuat masyarakat semakin berfikir
cerdas tentang masa depan. Terutama masalah
financial. Keuangan yang mereka miliki diolah agar
mendapatkan keuntungan yang dirupakan dalam
bentuk investasi. Dalam investasi, seorang investor
memiliki  pilihan untuk membeli aset yang
diperdagangkan secara langsung di pasar keuangan
atau membeli aset derivative, yaitu suatu instrumen
keuangan yang nilainya bergantung kepada aset yang
mendasarinya. Salah satu produk derivative yang
banyak dikenal adalah opsi. yaitu suatu bentuk
perjanjian atau investasi berupa kontrak yang
memberikan pemegang opsi suatu hak untuk
membeli atau menjual aset tertentu dengan harga dan
pada jangka waktu tertentu.

Berdasarkan jenis hak yang diberikan opsi
dibedakan menjadi opsi beli (call option) dan opsi
jual (put option). Call option adalah suatu tipe
kontrak yang memberikan hak kepada pemegang opsi
untuk membeli dari penjual opsi sejumlah lembar
saham tertentu pada harga dan jangka waktu yang
ditentukan. Put option merupakan opsi Yyang
memberikan hak kepada pemegangnya untuk menjual
saham dalam jumlah tertentu kepada pembeli opsi
pada waktu dan harga yang telah ditentukan.

Sedangkan berdasarkan periode waktu penggunaan,
opsi dapat dibedakan menjadi dua yaitu European
option dan American option [3].

Pada European option, hak pembelian atau
penjualan kontrak hanya dapat dilaksanakan pada
tanggal jatuh tempo yang telah ditentukan dalam
kontrak. Pada American option, pemilik kontrak
dapat melaksanakan haknya kapan saja selama
tanggal pelaksanaan. Fisher Black dan Mayor
Scholes pada tahun 1973 merumuskan suatu metode
untuk menetapkan harga opsi. Metode tersebut
dikenal dengan Persamaan Black-Scholes. Persamaan
Black-Scholes  merupakan  salah  satu  model
matematika yang digunakan dalam penentuan harga
opsi. Persamaan Black-Scholes dapat diselesaikan
dengan beberapa metode, antara lain Adomian
decompotition method (ADM) tanpa pembagian
dividen [1,2], Homotophy [5], Variational iteration
method (VIM) [4], binomial atau trinomial [7], dan
metode penyelesaian melalui Persamaan Difusi [6].

Pengembangan model Black-Scholes yang secara
umum diselesaikan menggunakan Persamaan Difusi,
akan diselesaikan menggunakan Adomian
decomposition method, dan solusi yang didapatkan,
dibandingkan dengan tujuan mendapatkan model
penyelesaian yang paling efisien dengan asumsi
pemberian dividen.

1. METODE PENELITIAN

Langkah - langkah sistematis yang digunakan
untuk menyelesaikan Tugas Akhir ini adalah:
A. Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan analisis model dan
metode dengan mencari dan mempelajari literatur-
literatur yang terkait yang berhubungan dengan
model Black-Scholes, model difusi, European option,
dan Adomian decomposition method.

B. Analisis Masalah

Pada tahap ini, setelah referensi terkumpul, dan
didapatkan beberapa metode penunjang, dilakukan
analisis masalah dengan menyelesaikan penurunan



rumus untuk mendapatkan model matematika pada
Persamaan Black-Scholes menggunakan European
call option dan European put option.

C. Penyelesaian Black-Scholes pada European
option dengan Adomian decomposition method.
Pada tahap ini, setelah didapatkan hasil dari
European call option dan European put option,
selanjutnya diselesaikan menggunakan Adomian
decomposition method untuk mendapatkan solusi
secara eksak dalam bentuk deret.

D. Persamaan Difusi dan membuat program
simulasi

Setelah didapatkan hasil penyelesaian model
secara analitik, maka akan dibandingkan antara
penurunan model difusi (yang telah ada) dengan
model yang didapat dari penurunan Adomian
decomposition method, menggunakan simulasi
software Matlab 2010a untuk mengetahui metode
yang paling akurat dalam penyelesaian Persamaan
Black-Scholes.

E. Kesimpulan

Setelah dilakukan analisis dan pembahasan maka
pada tahap terakhir penelitian ini adalah penarikan
kesimpulan dari hasil analisis dan pembahasan yang
telah didapatkan pada tahap sebelumnya.

1.  HASIL DAN PEMBAHASAN
Pada bab ini dibahas tentang solusi analitik dari
European option meliputi call-option dan put-option
yang diperoleh dari Persamaan Black-Scholes.
Kemudian, dilakukan simulasi program dari solusi
analitik yang diperoleh antara European option dan
Persamaan difusi.

3.1 Adomian Decomposition Method pada
European Option
Pada tahap ini, dibahas mengenai solusi analitik
dari European call option dan European put option,
dimana solusi yang didapat akan diselesaikan
menggunakan Adomian decomposition method

3.1.1 European Call Option dengan pembayaran
dividen
Bagian ini membahas tentang penyelesaian
Persamaan  Black-Scholes  berdividen  untuk
mendapatkan solusi dari European call option.
Diketahui Persamaan umum Black-Scholes dengan
pembagian dividen adalah sebagai berikut [6]:
LEOY 4 (r—6) S ZEDD + 2525(1)?

as(t) 2
a%2¢(s(t),t) _
ST B rC(S(t),t) =0 (1)

dengan, C(S(t),t) = harga saham call pada waktu t

r = suku bunga bebas resiko

o = volatilitas

6 = dividen.
Diberikan bentuk transformasi European call option
sebagai berikut:

S(t) = Ee* )
t=T-1;=T-% @
CS@),t)=E V(ic, 2 ()

Persamaan (1), ditransformasikan dengan
menggunakan Persamaan (2), (3) dan (4) untuk
mendapatkan model Black-Scholes European call
option. Hasil transformasi tersebut disubstitusikan ke
Persamaan (1), sehingga diperoleh:
W (x1) _ 0%V(x7T) v (x,1)

s o +(k*—1) o —kV(x,7). (5
Persamaan (5) diselesaikan menggunakan
Adomian decomposition method dengan dikenakan

invers dari operator linear (L) pada kedua sisi.
Dimisalkan L=% dan L7' = [((.)dr, sehingga
didapat

L (1) = LV (6, 0) + (k" — DV (x, 7)

—kV (x,7)]
V1) =V, 0) + [V (6, 1) + (k" — 1)
V. (x,7) — kV(x,1)] dt (6)

Solusi Persamaan (6) dimisalkan sebagai
jumlahan dari fungsi-fungsi yang dicari, sehingga
dapat dituliskan sebagai berikut:

V(x,7) = Xnzo Va(x, ) (7
Er=oVa (0, 0) = V(x, 0) + f§ T lVix (G (x, 1)
+(k* = DV (h(x, 1)) — k(o (x,T))d7].  (8)

Agar lebih mudah mendapatkan jumlahan
fungsi yang dicari dengan penjabaran Adomian
decomposition method untuk nonlinear, maka nilai
V(x, ) dapat dituliskan sebagai berikut:

T
a6 L f Ao Ve oo V)
0

dengan nilai A,, adalah:
An =20 Ve (2, D) + (k° = DV (Va(x, 1)
—k(V(x, )]
atau dapat dituliskan,
An(v;z(x’ T)) = V;lxx(x' )+ (k" — 1)an(x' ) —
kVa(x,7) . )
Berdasarkan sifat relasi rekursif, Persamaan (8) dapat
dijabarkan sebagai berikut:
{ Vo(x,7) = V(x,0)
Vas1 (6 0) = [T Ve (G, ) + (K = D (%
(Vh(x, ) = k(V,(x,7))] dt
= [ A Vol 503 V). (10)



Tipe opsi yang digunakan pada penelitian ini
adalah European option, sehingga diberikan syarat
batas untuk European call option sebagai berikut:

C(S(t), T) = max(S(t) — E,0) (11)
EV(S(t),0) = max(Ee* —E,0), S(t)=Ee*
EV(S(t),0) = max(E(e* — 1),0)

V(S(t),0) = max(e* — 1,0) (12)

Berdasarkan syarat batas yang diberikan, Persamaan
(9) dan (10), dituliskan sebagai berikut:

Vi (x,t) = (k*1) max(e”*, 0) — kt(max(e* — 1,0))
Vo(x,7) = — % (k*7)* max(e*,0) + é (k)% (max

(e* = 1,0))
Vo(x, 1) = %(k*r)3 max(e*,0) — % (k7)3(max
(e* —1,0))

untuk n=1, 2, 3, dan seterusnya. Sehingga, diperoleh
solusi umum untuk European call option berdividen
adalah sebagai berikut:

V,(x,7) = max(e* — 1,0) + ;(—1) 1 S
(((k*t)™) max(e*,0) + (k7)™ max(e* — 1,0)) (13)

3.1.2 European Put Option dengan pembagian
berdividen

Pada tahap ini, sama halnya dengan call

option, akan didapatkan penyelesaian Persamaan

Black-Scholes berdividen untuk mendapatkan solusi

dari European put option, dengan diketahui

Persamaan umum put option adalah sebagai berikut:

OP(s(t).t) 1 P | 1 5 2
o T (=98 S(t)ias(t) +50°5(1)
2
9°P(s(0).t) rP(S(t),t) = 0. (14)

a5(t)?

Diberikan bentuk transformasi untuk European put
option sebagai berikut:
S(t) = Ee*
t'= IF =T\
74

P(S(t),t) = EW(x,1). (15)

Persamaan (14) ditransformasikan
menggunakan Persamaan (2), (3), (15) untuk
mendapatkan model Black-Scholes European put
option.  Hasil transformasinya disubstitusikan
kedalam Persamaan (14), sehingga diperoleh:

W (x1) _ 9*w(x) k= 1)

ot dx2

27

a2

oW (x,7)

ax_

kW (x, 7).

(16)
Persamaan (16) yang diperoleh, diselesaikan
menggunakan Adomian decomposition method

dengan dikenakan operator L™t = fOT dt pada kedua
sisi, sehingga didapatkan
LW (x, 1) = L7H W (x,7) + (k" — 1) Wi(x,7)
—kW (x, 1)]
W(x, 1) = W(x,0) + [[[Wep(x,7) + (K" —
D We(x,7) — kW(x,7)]dt (17)
Solusi Persamaan (17) dimisalkan sebagai
jumlahan dari fungsi-fungsi yang dicari, sehingga
dapat dituliskan:
W(x,7) = Yoo Wa(x, 7) (18)
oo Wa(6, 1) = W (x, 0) + [ B0 [Waex (W (x, 7))
+(k* = DWW (x, 7)) = kW, (x, D))dt]  (19)
Sama halnya European call option, nilai
W (x,t) pada European put option dapat dituliskan
sebagai berikut:

i
W(x,t) = W(x,0) —f A, (W, Wy, ..., Wp)dt
0

dengan nilai A4,, adalah:
A, = Z‘?lozo [VVXX(Wn(x' T)) + (k* e 1)VVX(W(X' T))

—k(Wp(x,7))]
atau dapat dituliskan,

An(Wn(xr T)) = Woaex (6, 1) + (K" = DWW, (x,7) —
kW (x,7) . (20)
Berdasarkan sifat relasi rekursif, Persamaan
(19),dapat dijabarkan sebagai berikut:
Wy(x,t) = W(x,0)
{Wn+1(x, ) = [ W (W (x, D) + (k" = (W,
(W (x, D)) = k(W (x,7))] dt
= [ An(Wo, Wy, ., Wp)dT . (21)
Diberikan syarat batas untuk European put option
sebagai berikut:

P(S(t),T) = max(E — S(t),0) (22)
EW(S(t),0) = max(E—Ee*0), S(t)=Ee*
EW(S(t),0) = max(E(1 — e*¥),0)

W(S(t),0) = max(1l —e*,0) (23)

Berdasarkan syarat batas yang diberikan, Persamaan
(20) dan (21) dituliskan sebagai berikut:

W, (x,7) = (k*t) max(—e*, 0) — kt(max(1 —
e*,0))

W,(x,7) = — 3 (k*7)? max(—e*,0) + %(k‘r)2
(max(1 — e*,0))

Ws(x, 1) = %(k*‘r)3 max(—e*,0) — % (k)3
(max(1 — e*, 0)).

untuk nzl; 2, 3, dan seterusnya. Sehingga, diperoleh



solusi umum untuk European put option dengan
pembagian dividen adalah sebagai berikut:

& ut
W, (x,7) = max(1 — e*,0) + Z(_l)nﬂﬁ

(((k*)™) max(—e*, 0) + (kT)™ ma;a —e%,0)) (24)

3.2 Persamaan Difusi untuk model Black-Scholes

Pada bagian ini akan dijabarkan tentang
Persamaan difusi untuk mendapatkan model Black-
Scholes. Diketahui persamaaan umum difusi adalah
sebagai berikut [6]:

Quc 2ty %T>0 (25
dengan
7 oo _(x—_")z
u(x,7) = = J o fe = dv. (26)

Berdasarkan Persamaan (12), dimisalkan untuk nilai
V(S(t), t) adalah sebagai berikut:

V(S(t),t) = e FTy(x,1)
dengan a = —%(k* —1) dan

B'=-Gl(k) - 1R k),
sehingga diperoleh persamaan sebagai berikut:

1, 4 1, 4
V(S(),t) = e 2% ~DX-GE =DM ) (0 1y (@27)
Apabila T = 0, maka nilai u(x, 0) adalah
—(x-v)?

b, i/,
u(x,0) = max (ei(k e % Ay 0) e 4t

(28)
dengan u(x,0) = f(v).
Persamaan (27) dan (28) disubstitusikan ke
Persamaan (26), sehingga diperoleh Persamaan
sebagai berikut:

2
_ 1 o tacry TEY
u(x, 1) _z\/ﬁfo (ez e 4t | dv—

2
2\/1% J-0°° (ei(k*_l)v e e ) dv
atau dapat disederhanakan menjadi,
ulx,t) =1 — I,
2x(K* +1)+1(k*+1)2
4

_2x(k-D+r(k*-1)2
= /3 N(d)= == N(d2) (29)

Selanjutnya, Persamaan (29) disubstitusi ke
Persamaan (27) dan diperoleh nilai V(S(t),t)
sebagai berikut:

V(S(t),t) = e*N(d,) — e *¥*N(d,) (30)

Sehingga, dari transformasi call-option pada
Persamaan (5) dan Persamaan (25), model umum
untuk difusi call-option adalah:

CS®,t) =S(N(dy) —Ee™™N(dy)  (31)
Menurut sifat dari put-call parity, maka model
umum untuk difusi put-option adalah:

P(S(t),t) = Ee™""N(=d,) = S(E)N(=dy)  (32)
dengan nilai d; dan d, adalah sebagai berikut:
log (%) + %er(g 24y

4= Vo2t

SEINT [N ovt 0
log( )+201%U2 1)

E

d2=

02T
Berdasarkan distribusi normal, maka nilai N(d;) dan
N(d,) adalah:

3.3 Simulasi untuk Adomian Decomposition Method
dan Difusi
Melalui program Matlab 2010a, berikut
ditampilkan beberapa simulasi terkait dengan
European option dan Persamaan Difusi, dengan
parameter sebagai berikut:
E=%$40, t=1, r=5%, 0 =0.317, § = 0.03

3.3.1 Difusi Call Option dengan pembagian
dividen
Diberikan beberapa nilai inputan yang akan
digunakan sebagai parameter pada simulasi program,
dan dengan harga saham diasumsikan sebagai
berikut, maka didapatkan nilai call-option adalah:

Tabel 3.1 Nilai Difusi Call Option berdividen

No. | S; | Call Option | No. | S; | Call Option
$) $) $) $)

1. | 0 | 42932x10™ | 11. | 50 17.8080
2 5 1.5293x10° | 12. | 55 22.4477
3. 10 0.0034 13. | 60 27.2365
4, 15 0.0663 14, | 65 32,1143
9, 20 0.4118 {5\ 70 37.0442
6. 25 1.3816 16. | 75 42.0042
¥/ 30 3.2132 17. | 80 46.9813
8. 35 5.9288 18. | 85 51.9683
9. 40 9.3920 19. | 90 56.9609
10. | 45 13.4108 20. | 95 61.9566
21. | 100 66.9542

Sehingga, berdasarkan Tabel 3.1, maka plot
grafiknya adalah:
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Gambar 1. Difusi Call-Option dengan pembayaran
dividen

3.3.2 Difusi Put Option dengan pembagian
dividen
Berdasarkan nilai inputan dan harga saham
yang sama dengan call option, maka diperoleh nilai
put-option adalah:
Tabel 3.2 Nilai Difusi Put Option berdividen

No X Call No. X Call
. (%) €)
4 @ 42932 | 11. | 0.223144 | 17.80
x101t 80

2. | -2.07944 | 15293 | 12. | 0.318454 | 22.44
x10° 77

3. | -1.38629 | 0.0034 | 13. | 0.405465 | 27.23
65

4. | -0.98083 | 0.0663 | 14. | 0.485508 | 32,11
43

5. | -0.69315 | 0.4118 | 15. | 0.559616 | 37.04
42

6. -0.47 1.3816 | 16. | 0.628609 | 42.00
42

7. | -0.28768 | 3.2132 | 17. | 0.693147 | 46.98
13

8. | -0.13353 | 5.9288 | 18. | 0.753772 | 51.96
83

9. 0 9.3920 | 19. | 0.81093 | 56.96
09

10. | 0.117783 | 13.410 | 20. | 0.864997 | 61.95
8 66

21. | 0.916291 | 66.95

42

No. | S; Put Option No. | S; Put Option
$) $) $) $)

il 0 33.0492 10s8(7-50 0.8572
2. 5 28.0492 12. | 55 0.4969
3.\ 10 23.0526 13. | 60 0.2857
44415 18.1155 14. | 65 0.1635
5. |20 13.4610 15. | 70 0.0934
64225 9.4308 o) 0.0533
7. | 30 6.2624 17. | 80 0.0305
8. | 35 3.9780 18. | 85 0.0175
9. | 40 2.4411 19. | 90 0.0101
10. | 45 1.46 20. | 95 0.0058
2414100 0.0034

Sehingga, dari Tabel 3.2, plot grafiknya adalah:
SRS CE T ERE L )

Oifuss Put-Option

Gambar 2. Difusi Put-Option dengan pembagian
dividen

3.3.3 Adomian Call Option berdividen
Diasumsikan harga saham sama dengan
Persamaan difusi, dan diketahui x = In(S(t)/E)
maka nilai x yang didapatkan untuk call option
dikonversikan kedalam Persamaan difusi, maka nilai
Adomian call option setelah konversi ditunjukkan
pada Tabel 3.3 sebagai berikut:

Tabel 3.3 Nilai Adomian European Call Option
dengan pembagian dividen

Sehingga, dari Tabel 3.3, didapat plot grafik sebagai
berikut:
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Gambar 3. Adomian Call-Option dengan pembagian
dividen

3.3.4 Adomian Put Option berdividen
Sama halnya dengan Adomian call option
nilai x yang diperoleh dari transformasi x =
In(S(t)/E) dikonversikan kedalam Persamaan difusi,
sehingga nilai Adomian put option setelah konversi
adalah sebagai berikut:

Tabel 3.4 Nilai Adomian European Put Option dengan
pembagian dividen

No X Put ($) | No. X Put
$

1% - 33.0492 | 11. | 0.223144 | 0.857
2

2. | -2.07944 | 28.0492 | 12. | 0.318454 | 0.496
9

0.405465 | 0.285
7

30 11+11386297]/23.0526/ || 13.




4. | -0.98083 | 18.1155 | 14. | 0.485508 | 0.163
5. | -0.69315 | 13.4610 | 15. | 0.559616 0.(?93
6. -0.47 9.4308 | 16. | 0.628609 0.353
7. | -0.28768 | 6.2624 | 17. | 0.693147 0.0330
8. | -0.13353 | 3.9780 | 18. | 0.753772 0.0517
9. 0 24411 | 19. | 0.81093 0.310
10. | 0.117783 1.46 20. | 0.864997 0.(:)105

21. | 0.916291 0.303

4

Sehingga, dari Tabel 3.4, plot grafik yang didapat
adalah sebagai berikut:
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Gambar 4. Adomian Put-Option dengan pembagian
dividen

IV. KESIMPULAN
Berdasarkan uraian dan hasil simulasi Matlab di
atas maka dapat disimpulkan sebagai berikut :

a. Didapatkan solusi eksak model Black-Scholes
untuk European call-option berdividen dengan
Adomian decomposition method adalah:

V,(x,7) = max(e* — 1,0) + Z(_l)n+1%

n=1
(((k*»)™) max(e*, 0) + (kr)® max(e* — 1,0))
Solusi eksak model Black-Scholes untuk
European put-option  berdividen  dengan
Adomian decomposition method adalah:

W, (x,7) = max(1 —e*,0) + Z( 1)n+1
(((k*t)™) max(—e*, 0) + (k)™ max(l o 0))

Sedangkan, untuk solusi eksak model Black-
Scholes untuk European call-option berdividen
dengan Difusi adalah:

(1]

[2

(31

[4]

[5]

(6]

[71

s@) 1 r—8
log( ) + EO‘ZT(? +1)

d, =
o2t
dengan,
1 R oy Y
N(d;) = — N o
(dy) Zx/ﬁf_ooe 4
Solusi eksak model Black-Scholes untuk

European put-option berdividen dengan Difusi
adalah:
log (S(t)) + %JZT(;%;S -1

dz = Vo2t

= [t
Grafik dari Adomian decomposition method

sangat sesuai dengan grafik dari Persamaan
difusi, sehingga disimpulkan bahwa Adomian
decomposition method merupakan metode yang
sesuai untuk menyelesaikan Persamaan Black-
Scholes dengan nilai eror lebih kecil dari 0,01%.

dengan,
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