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Abstrak— Transformasi wavelet kontinu merupakan
topik matematika yang menarik untuk dikembangkan.
Salah satu pengembangan tersebut adalah konsep
transformasi wavelet kontinu pada ruang L?(R™) dengan
dilasi vektor. Disisi lain, sifat transformasi linear terbatas
dan kontinuitas suatu fungsi merupakan topik yang
menarik untuk dikaji dalam matematika. Penelitian ini
bertujuan untuk mendapatkan syarat kontinuitas pada
R} x R™ dari fungsi hasil transformasi wavelet kontinu
pada ruang LP(R™) dengan dilasi vektor dan menyelidiki
bahwa transformasi wavelet kontinu pada ruang LP(R™)
dengan faktor dilasi vektor merupakan transformasi linier
terbatas dari ruang LP(R™) ke ruang L*(R%) x LP(R™),
untuk pangkat dilasi p = 1. Pada penelitian ini, nilai p
dan n pada LP (R™)merupakan bilangan asli.

Kata Kunci— transformasi wavelet kontinu, ruang LP(R™),
fungsi kontinu, transformasi linear terbatas

I. PENDAHULUAN

Transformasi  wavelet merupakan  perbaikan  dari
transformasi Fourier. Transformasi Fourier hanya memberikan
frekuensi dari suatu sinyal, sedangkan transformasi wavelet
tidak hanya memberikan informasi mengenai frekuensi yang
muncul, akan tetapi memberikan posisi waktu dari frekuensi
tersebut.

Ada dua jenis transformasi wavelet, yaitu transformasi
wavelet kontinu dan transformasi wavelet diskrit. Pada
transformasi wavelet kontinu, nilai parameter translasi dan
dilasi merupakan bilangan real, sedangkan pada transformasi
wavelet diskrit, nilai parameter translasi dan dilasi merupakan
bilangan bulat.

Dalam bidang teknologi, transformasi wavelet diskrit
memiliki manfaat yang lebih besar dari transformasi wavelet
kontinu , khususnya dalam teknologi komputasi, hal ini
disebabkan semua sinyal atau data yang diolah menggunakan
komputer selalu dalam bentuk sinyal atau data diskrit.

Transformasi wavelet kontinu merupakan salah satu topik
matematika yang mengalami pengembangan secara teoritis.
Salah satu pengembangan tersebut adalah transformasi
wavelet kontinu pada ruang LP(R™) dengan faktor dilasi
vektor yang diperkenalkan oleh Pathak dalam [1].

Disisi lain, sifat kontinuitas suatu fungsi dan penelitian
transformasi wavelet sebagai transformasi linear terbatas

merupakan topik yang menarik untuk dikaji. Dalam analisis
real, kontinuitas dari suatu fungsi memiliki sifat-sifat tertentu,
antara lain nilai limit kiri dan limit kanan dari fungsi kontinu
adalah sama, fungsi kontinu yang monoton tegas memiliki
invers yang juga fungsi kontinu monoton tegas, fungsi kontinu
merupakan fungsi terbatas dalam R, dan fungsi kontinu
memiliki nilai absolout maksimum dan minimum. Kontinuitas
suatu fungsi juga memiliki peranan dalam kalkulus integral
dan diferensial, kontinuitas suatu fungsi pada R™ merupakan
syarat cukup agar fungsi tersebut tertintegral Riemann dan
merupakan syarat perlu agar fungsi tersebut terdiferensial pada
R™ . Lebih lanjut, dalam analisis fungsional, himpunan semua
fungsi kontinu pada R™ membentuk ruang Banach yang
bersifat padat dalam LP(R™). Sedangkan, suatu transformasi
linear yangterbatas menunjukkan bahwa transfromasi tersebut
memiliki nilai berhingga dalam norma dan mengakibatkan
transformasi tersebut kontinu di setiap domain transformasi,
disamping itu dari himpunan semua transformasi linear
terbatas dapat dibentuk suatu ruang Banach tertentu.

Sedangkan penelitian untuk mendapatkan syarat kontinuitas
fungsi  hasil transformasi dan penyelidikan tentang
transformai linear terbatas dari transformasi wavelet kontinu
pada ruang LP (R™) dengan faktor dilasi vektor belum pernah
dilakukan. Oleh karena itu, pada penelitian ini didapatkan
syarat kontinuitas fungsi hasil transformasi wavelet kontinu
pada ruang LP(R™) dengan faktor dilasi vektor dan
ditunjukkan bahwa transformasi wavelet kontinu pada ruang
LP(R™) dengan faktor dilasi vektor merupakan transformasi
linier terbatas untuk p = 1.

Kontinuitas yang dimaksud adalah Kkontinuitas pada
R} x R™, sedangkan transformasi linear yang dimaksud
adalah transformasi linear dari ruang LP(R™) ke ruang
L®(R}) x LP(R™). Dalam hal ini, nilai n dan p pada R"
dibatasi hanya untuk bilangan asli.

I1. TINJAUAN PUSTAKA

Pada bagian ini akan diberikan definisi dan sifat-sifat dari
transformasi wavelet satu variabel dari fungsi di ruang L2 (R)
dan ruang LP (R), transformasi wavelet multivariabel
L? (R") dan L p (R n), dan transformasi wavelet di ruang
LP (R™) dengan faktor dilasi vektor.



A. Wavelet

Dalam[1], wavelet merupakan suatu fungsi i € L2(R™)
dengan iy # 0 yang memenuhi

Y() =0
Rn

Sedangkan transformasi wavelet dari fungsi f di L?(R")

adalah s

Wyf(a,b) = a'g f oY (?) dt, a€R,,
R

beR"

Dalam hal ini, a disebut faktor dilasi dan b disebut factor
translasi[1]. Jika nilai a dan b merupakan bilangan real, maka
transfomasi wavelet di atas disebut transformasi wavelet
kontinu, sedangkan jika nilai a dan b merupakan bilangan
bulat, maka transfomasi wavelet di atas disebut transformasi
wavelet diskrit.

B. Transformasi Wavelet Kontinu dengan Dilasi Vektor pada
Ruang L? (R™)

Definisi 2. 1 [2]
Diberikan ip adalah wavelet. Transformasi wavelet dengan
dilasi vektor dari fungsi f € LP(R™) adalah

Wyf(a,b) = m f f(®)p(diag(a)~1(t — b))dt,
beR" dan

a, 0 - 0

diag(a) = a.2 0 0

0 0 a,

a; ER,,untuki =1,2,..,n

C. Ruang LP(R™) dan Ruang L (R%}) x LP(R™).

Karena pembahasan mengenai transformasi linier terbatas
pada peneitian ini adalah transformasi linier terbatas dari
ruang LP(R") ke ruang L®(R%) X LP(R™), maka perlu
terlebih dahulu diberikan definisi ruang LP(R") dan
L2 (R?) x LP(R™).

Ruang LP (R™) adalah ruang fungsi yang berbentuk

PRY ={f:R" > C| f FO dt < oo

[6]. Sedangkan ruang L*(R%}) x LP (R™) adalah ruang fungsi
yang berbentuk

L®(RY) x LP(R™ := { f: R? x R"

= CllIf lleoxrr

S
_—

S f If(a,b)IP db

.

I1l. PEMBAHASAN

A. Transformasi Wavelet Kontinu dengan Dilasi Vektor pada
Ruang L? (R™) sebagai Transformasi Linier Terbatas

Pembahasan pertama adalah pembahasan mengenai
transformasi wavelet kontinu dengan dilasi vector pada ruang
LP(R™) merupakan transformasi linier terbatas dari ruang
LP(R™) ke ruang L*(R%}) x LP(R™).

Teorema 3.1
Diberikan i adalah suatu wavelet. Transformasi wavelet
kontinu dari fungsi f € LP(R™) dengan faktor dilasi vektor
yaitu Wy, f, dengan p = 1, adalah transformasi linier terbatas
dari ruangLP (R™) ke ruang L*(R%) x LP(R™) dengan
[Wyf (@b o ,p < Il lIfllLe.

Bukti:
Didefiniskan

XLP —

fungsi, (t, b) = £ (¢)| [1(diag(@)~*(t — b))|.. Misalkan g

makag = p%.

adalah  konjuget eksponen dari p,

Asumsikanp > 1, dengan menggunakan teorema Fubini dan

ketaksamaan Holder diperoleh

p
f E,(t, b)dt
R LP(db)
D 1/p\ P
_ f j E,(t,b)dt | db
R" R
p-1

= f f E,(t, b)dt f F,(t,b)dt |db

R \R" R"™



p—-1

= f f E,(t,b)dt f F,(t,b) db dt

R \R" R

p-1

< f E,(¢,b)dt

R"

j 1Fu 6B lupany e
Lq(db)
(o))
Karena q adalah konjuget eksponen dari p, dengan
kedua

membagi dengan

[ (o e ma)”™

ruas dari Q

, maka (1) berubah menjadi
L9(db)

< [IREDIp@d @

P@py R?

f F,(t,b)dt

Rn

Untuk p = 1, dengan menggunakan teorema Fubini, maka

(2) juga
menggunakan fungsi sederhana didapat bahwa nilai dari

berlaku.  Selanjutnya dengan aproksimasi

masing-masing ruas dari (2) adalah berhingga. Berikutnya,
dari definisi Wy, f (a, b)dan dari (2), diperoleh

Wy f (. B)]|

LP(db)

m J.f(t)lli(dlag(a) 1(t — b))dt

LP(db)

m f 1Ol [ (@ragla) (e~ b)) e

LP(db)

det(diag(a)) LJ; F,(t,b)dt

LP(db)

1
- mnl IFa(t, D)llpcan e (3)

Disisi lain, ambilz = (z;, z, :++, z,) € R™ yang memenuhi

i=12,,n maka dengan perhitungan

menggunakan teknik integrasi substitusi dan teorema Fubini

diperoleh

i ([ (reop ) o - [t
"R \R ' R

1/p

[ 1£@ia + bowan,
R
Akibatnya ruas kanan dari (3) menjadi

M f Iy, )y it = f Tz

1/p

f | (diag(a)z + b)|Pdb
Rn

= 1l lIflle

dengan demikian (3) berubah menjadi
Wy @ D)l gy < M NF 1L

untuk setiap a € R? 4)
Dari definisi ||| ;0 ,» dan dari (4) diperoleh

W fll o o < Dl lIf 1o O

Dari teorema di atas terbukti bahwa transformasi wavelet
kontinu pada ruang LP(R™) dengan faktor dilasi vektor
merupakan transformasi linier terbatas dari ruang LP (R™) ke
ruang L*(R%Y) x LP(R™), sebab terdapat M = 0 sedemikian
hingga

Wi fll o, < MIF Lo

yaitu M = ||¢p]| 1.

B. Syarat Kekontinuan dari Fungsi Hasil Transformasi
Wavelet Kontinu pada RuangLP (R™) dengan Faktor Dilasi
Vektor

Berikutnya di bawah ini diberikan syarat cukup agar fungsi
hasil transformasi wavelet kontinu pada ruang LP (R™) dengan
faktor dilasi vektor merupakan fungsi kontinu padaR7} x R™.
Disini notasiC, menyatakan himpunan fungsi kontinu dengan
tumpuan kompak.

Teorema 3. 2

Diberikan 1 adalah suatu wavelet. Jika ¥ € C,(R™) maka
fungsi hasil transformasi wavelet kontinu pada ruang L? (R™)
dengan faktor dilasi vektor, yaitu W,,f merupakan fungsi
kontinu pada R} x R™.



Bukti:
Dari teorema 2.1 diperoleh bahwaW,f(a, -) € LP(R"),

selanjutnya, untuk a € R}, misalkan

™ ey )

, karena ¥ € Co(R™) maka [P(diag()~1(t —Db))| €

n H ; .
Co(R%), sedangkan jelas bahwa der(ains ) adalah fungsi

g(a)

kontinu pada R%, hal ini berakibat g kontinu pada R} .
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa domain dari g untuk
Dari

g*0 adalah

bahwasupp (w(dlag(-)‘l(t - b))) NRY c
supp ((diag() " (t - b))

supp (w(dlag(-)‘l(t - b))) adalah kompak, maka diperoleh

kompak. kenyataan

adalah tertutup dan

domain dari g untuk

supp (¥ (diag()~"(t = b)) ) N R?
karena C,(R%) padat di L7(R%), maka

g+0 , yaitu

adalah kompak.

Selanjutnya,

Co(R%}) < L1(R%), akibatnya tanpa mengurangi keumuman,

teorema kekontinuan operator translasi dapat diterapkan untuk

kasus dalam domain R?%, yaitu untuk h, € R} diperoleh
lg‘ilrlrlollg(a + he) — g(@)|lpaa) =0

sehingga untuk |h,| — 0 diperoleh
glat+hy)=g@ @

Berikutnya diberikan h;, € R™, maka untuk |h,| - 0 dan
|hy] = 0, Holder
diperoleh
|Wyf(a+ hg, b+ hy) — Wy f(a,b)|

dengan menggunakan ketaksamaan

< |Ifl diag(a + h,) (- —(b + hy)
Tl det(diag(a+ ha))plp( 8 ¢ ( b ))
——— 5 P(diag(a)~1(- —b)
det(diag(a))plp( ¥ ) 1
=0
Dengan demikian, W, f kontinu pada € R}, b € R" O

Teorema 2.2 diatas menunjukkan bahwa syarat cukup
sehingga fungsi hasil transformasi wavelet kontinu pada
ruangLP (R™)dengan dilasi vektor merupakan fungsi kontinu
pada R} x R™ adalah i € C,(R™).

IV. ESIMPULAN

Kesimpulan yang didapatkan dari hasil penelitian sebagai
berikut:

1. Transformasi wavelet kontinu pada ruang L? (R™) dengan
dilasi vektor untuk p = 1 meruapakan transformasi linier
terbatas dari ruang LP(R™) ke ruang L*(R?%) x LP(R™),
sebab terdapat M > 0 sedemikian hingga

Wil o < MIlF I
Yaitu M = |[ll2

2. Syarat cukup sehingga fungsi hasil transformasi wavelet
kontinu pada ruang LP(R™) dengan dilasi vektor

merupakan fungsi kontinu pada R} x R™ adalah i €
Co(R™).
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