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Nama : MUHAMAD ANDRI JAUHARI
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Abstrak
Teori Grup merupaka suatu cabang dalam ilmu matematika.
Teori grup merupakan alat yang ampuh unntuk mempelaha-
ri simetri dari sistem fisis, terutama simetri dari sistem ku-
antum. Karena solusi eksak dari persamaan dinamis dalam
teori kuantum secara umum sulit didapatkan, digunakan me-
tode lain untuk menganalisa sifat-sifat dari sistemnya. Teori
grup menyediakan metode efektif dengan menganalisa simetri
dari sistem untuk mendapat informasi yang akurat dan dapat
dibuktikan oleh observasi. Jenis teori grup yang sering digu-
nakan dalam fisika teori adalah aljabar Lie dan grup Lie. Se-
tiap anggota grup dapat direpresentasikan dalam bentuk ma-
trik. Representasi matrik dari suatu grup Lie dapat dibangun
menggunakan metode yang telah diperkenalkan oleh Cartan.
Namun pada tugas akhir ini, digunakan metode lain untuk
mendapatkan representasi matrik dari grup E6. Representa-
si matrik 27 dan 78 dapat dibentuk menggunakan metode
tensor. Sedangkan, representasi spinor dibentuk berdasarkan
grup SL(3,O).

Kata kunci : Aljabar Lie, Grup Lie, Grup E6,

Oktonion, Representasi Matrik
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Abstract
Group Theory is one of many branch of mathematics. Group
Theory is an effective tool to comprehend the symmetry of a
physical system, especially a quantum system. Because dyna-
mic equation within quantum theory, generally, is difficult to
solve, other methods are used to analyze the characteristics
of the system. Group theory provide an effective method by
analyzing symmetry of the system to get accurate informa-
tion and can be proved trough observation. Type of group
theory that is often used in theoretical physics is Lie Algebra
and Lie Group. Matrix representation of a Lie group can be
constructed using methods introduced by Cartan. However,
within this bachelor thesis, matrix representation of E6 group
is constructed using other methods. Tensor method used for
constructing 27 and 78 matrix representation of E6. SL(3,O)
used for constructing spinor representation of E6.

Keywords : E6 Group, Lie Algebra, Lie Group,

Matrix Representation, Octonion
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Dewasa ini, peradaban banyak dipengaruhi oleh perkem-
bangan teknologi. Perkembangan teknologi yang pesat tidak
dapat terjadi tanpa adanya sains yang menjadi pondasi pen-
dukungnya. Sains telah banyak membantu peradaban manu-
sia untuk mencapai kemudahan hidupnya manusia saat ini.
Salah satu disiplin ilmu yang berkontribusi dalam peradab-
an manusia adalah Fisika Teoritis. Dalam fisika teoritis, pa-
ra ilmuwan fisika membuat model dalam upaya menjelaskan
keteraturan alam. Model-model ini dapat digunakan untuk
memprediksi hasil-hasil eksperimen dan pengamatan.

Pada pertengahan dekade 1920, pemahaman mengenai te-
ori representasi dari grup (terutama grup Lie) dan teori ku-
antum berkembang pesat, hampir pada saat yang bersamaan
[1]. Beberapa ilmuwan yang bekerja di kedua bidang tersebut
melihat potensi untuk menghubungkan antara keduanya. Se-
hingga, dimulailah penggunaan teori grup dalam fisika teori
yang dipelopori oleh W. Heisenberg, E. Wigner, P.A.M Dirac,
dan lain lain. Tidak lama setelah berkembangnya teori kuan-
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tum, mereka mempelajari konsekuensi simetri dalam sistem
multipartikel untuk mempelajari spektrum atom.

Dalam grup Lie terdapat klasifikasi, dimana diantaranya
terdapat 5 grup yang ”langka” yang disebut grup eksepsio-
nal [2]. Grup eksepsional pertama kali digunakan fisikawan
asal italia bernama Guilio Racah dalam artikelnya yang berju-
dul The Theory of Complex Spectra (1949) untuk menjelaskan
spektra yang kompleks dari atom tanah jarang [3]. Namun,
penggunaan grup eksepsional ini masih jarang digunakan kare-
na diperlukannya pengetahuan grup eksepsional yang cukup
luas untuk menggunakannya. Hal ini berubah ketika Grup
eksepsional juga digunakan oleh Feza Gürsey dan Pierre Ra-
mond dalam artikelnya yang berjudul ”A Universal Gauge
Theory Model Based on E6” sebagai kandidat grup dalam Te-
ori Kemanunggalan Agung. Keduanya mempelopori penggu-
naannya dengan memperkenalkan secara gamblang grup ekse-
psional kepada fisikawan [4]. Dimana, keduanya mempelaja-
rinya berdarkan metode formal yang diperkenalkan oleh Ellie
Cartan. Pertanyaan menarik adalah, Apakah mungkin meng-
konstuksikan representasi grup E6 dengan metode lain? Oleh
karena itu, dalam Tugas akhir ini disajikan cara konstruksi
representasi grup eksepsional E6 non-Cartan.

1.2 Rumusan Masalah

Rumusah masalah dari tugas akhir ini adalah bagaima-
na cara membangun bentuk representasi fundamental, adjoint
dan spinor dari grup lie eksepsional E6.

1.3 Tujuan

Tujuan yang akan diperoleh dalam tugas akhir ini adalah
untuk mendapatkan bentuk representasi fundamental, adjoint
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dan spinor dari grup E6.

1.4 Batasan Masalah

Tugas akhir ini dibatasi hanya untuk membahas pemba-
ngunan matrik representasi fundamental, adjoint, dan spinor
dari grup lie eksepsional E6. Pada tugas akhir ini tidak diba-
has representasi diferensial dari grup E6.

1.5 Metodologi

Tugas akhir ini dilaksanakan menggunakan metodologi yang
mengikuti diagram alir pada gambar 1.5.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan dalam tugas akhir ini diberikan se-
bagai berikut. Pendahuluan dipaparkan pada Bab 1. Bab 2
membahas tentan jenis-jenis bilangan hiperkompleks. Dasar -
dasar mengenai grup Lie dan aljabar Lie akan diuraikan pada
Bab 3. Bab 4 . Bab 5 berisi tentang pembangunan representa-
si fundamental, adjoint, dan spinor dari grup Lie eksepsional
E6. Tugas akhir ini disimpulkan pada bab 6.
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Gambar 1.1: Diagram Alir Tugas Akhir



Bab 2

Bilangan Hiperkomplek

2.1 Bilangan Komplek

Bilangan komplek yang biasanya dituliskan sebagai C se-
cara umum memiliki bentuk,

z = a+ bi. (2.1)

Dengan, a dan b merupakan bilangan riil yang dapat pula
dituliskan sebagai (R). Pada persamaan (2.1), i disebut se-
bagai bilangan imajiner. Bilangan i diperkenalkan sebagai
bilangan yang memiliki kuadrat -1 (atau solusi dari persama-
an x2 = −1), karena tidak ada bilangan riil yang memenuhi
dapat memenuhi sifat ini. Secara formal, bilangan komplek
(C) dapat dikatakan sebagai perluasan dari bilangan riil (R).
Hal ini disebabkan dengan menambahkan bilangan imajiner i,
dapat membuka berbagai jenis bilangan baru yang tidak bisa
didapatan hanya dengan menggunakan bilangan riil. Perluas-
an dari R ke C secara matematis dituliskan dengan bentuk

C = R⊕ Ri. (2.2)

5
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Perluasan ini menyebakan bilangan komplek secara umum (se-
perti pada persamaan (2.1)) terdiri dari bagian yang dibentuk
oleh bilangan riil saja yang disebut bagian riil dari bilang-
an komplek (Re(z)), dan bagian bilangan riil yang dikalik-
an dengan bilangan imajiner yang disebut bagian imajiner i
(Im(z)). Pada persamaan (2.1), bagian riil dari z adalah a
(Re(z) = a), dan bagian imajiner dari z adalah b (Im(z) = b)
[7].

Metode perluasan dari bilangan riil ke bilangan komplek
dengan memperkenalkan bilangan imajiner disebut konstruksi
Cayley-Dickson. Konstruksi Cayley-Dickson ini tidak hanya
dapat digunakan untuk memperluas bilangan riil ke bilangan
komplek, namun dapat pula memperluas bilangan yang le-
bih tinggi dari bilangan komplek yang bilangan hiperkomplek
(hypercomplex number)[5].

Perkalian antara dua bilangan komplek dapat dilakukan
sebagai berikut,

(a+ bi)(c+ di) = (a+ b i)c+ (a+ b i)d i, (2.3a)

= ac+ bc i+ ad i+ bd i2. (2.3b)

= (ac− bd) + i(bc+ ad). (2.3c)

Pada perhitungan perkalian bilangan komplek (2.3), dapat di-
lihat beberapa sifat dari bilangan komplek.

1. Sifat distributif berlaku pada bilangan komplek dan ter-
dapat pada langkah (2.3a).

2. Kuadrat dari bilangan imajiner i, i2 = −1. Sifat ini
dapat dilihat pada langkah (2.3b) ke langkah (2.3c).

3. Sifat komutatif dari bilangan imajiner i, dengan bilang-
an riil pada langkah (2.3a) ke (2.3b).
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4. Digunakan pula sifat asosiatif dari 3 bilangan komplek
x, y, dan z, yaitu

(x y)z = x(y z).

Sehingga, bilangan kompleks memiliki sifat yang sama dengan
bilangan riil, ditambahkan sifat bilangan imajiner [7].

Pada bilangan komplek terdapat konsep komplek sekawan
(complex conjugate). komplek sekawan z̄ dari bilangan kom-
plek z = a+ b i adalah

z̄ = a− b i

yang mengubah tanda dari bilangan imajinernya. Norm (be-
sar) dari bilangan komplek z dapat dituliskan sebagai |z| di-
defenisikan menjadi

|z|2 = zz̄ = a2 + b2. (2.4)

Satu-satunya bilangan komplek dengan besar 0 adalah angka
0 sendiri. Selanjutnya, bilangan komplek bukan nol memiliki
invers yang bila dihitung perkaliannya menghasilkan angka 1,
yaitu

zz−1 = 1,

z−1 =
1

z
,

z−1 =
z̄

|z|2
.

(2.5)

Besar dari perkalian antara 2 bilangan dipertahankan, atau
secara matematis

|x y| = |x| |y| (2.6)
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yang dapat dibuktikan dengan dengan mengambil besar dari
persamaan (2.3),

(ac− bd)2 + (bc+ ad)2 = (ac)2 − 2abcd+ (bd)2 + (bc)2+

2abcd+ (ad)2

= (ac)2 + (bd)2 + (bc)2 + (ad)2

= a2(c2 + d2) + b2(c2 + d2)

= (a2 + b2)(c2 + d2).

(2.7)

Jika diambil besar dari |x|2 = (a2 + b2) dan |y|2 = (c2 + d2),
maka terbukti bahwa besarnya memenuhi persamaan (2.6).
Kelompok bilangan yang memenuhi sifat ini disebut Aljabar
Hurwitz [5].

Bentuk polar dari suatu bilangan imajiner bisa ditulisk-
an menggunakan berdasarkan persamaan Euler. persamaan
Euler memiliki bentuk,

eiθ = cos(θ) + sin(θ)i (2.8)

yang dibuktikan pada lampiran A. Sehingga, bilangan kom-
plek z dapat dituliskan berdasarkan besarnya (r) dan sudut
fasenya (θ) dalam bentuk

z = r eiθ. (2.9)

Berdasarkan persamaan (2.9) dapat dilihat bahwa besarnya
|z| = |r|. Karena,

|eiθ| = eiθeiθ

= eiθe−iθ

= 1.

(2.10)

Maka setiap bilangan komplek memiliki ”arah” terkait dengan
nilai Sudut fase θ-nya.
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Gambar 2.1: Koordinat Polar dari Bilangan Komplek

Dengan meggunakan bentuk polar dari bilangan komplek
seperti pada Gambar (2.1), terdapat intrepretasi geometri dari
operasi bilangan komplek. Bentuk polar dari bilangan kom-
plek dapat digunakan mendapatkan intrepretasi geometri dari
perkalian dua bilangan komplek,

z1z2 = r1e
iθ1r2e

iθ2 ,

= r1r2e
i(θ1+θ2).

(2.11)

Hal ini menunjukkan bahwa perkalian dari dua bilangan kom-
plek memiliki besar yang sama dengan hasil perkalian besar
setiap kedua bilangan tersebut. Sedangkan, sudut fasenya me-
rupakan hasil penjumlahan dari kedua sudut fase bilangan
tersebut [5].

2.2 Bilangan Kuarternion

2.2.1 Sifat dan Aljabar dari Bilangan Kuarter-
nion

Sama seperti bilangan komplek yang dihasilkan dari per-
luasan bilangan riil (R). Perluasan dari bilangan komplek
(C) didapatkan dengan cara memperkenalkan bilangan ima-
jiner baru j yang merupakan akar dari -1. Untuk mengatasi
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hasil perkalian antara dua bilangan imajiner i dan j, diper-
kenalkan bilangan imajiner lain k ≡ i j dan menyebut sistem
bilangan ini bilangan kuarternion (H). Secara formal, pemba-
ngunan bilangan kuarternion ini dilakukan melalui konstruksi
Cayley-Dickson,

H = C⊕ C j. (2.12)

Pembagunan ini menunjukkan bilangan kuarternion merupak-
an gabungan dari bilangan komplek (dengan bilangan imaji-
ner i) dan bilangan komplek yang dikalikan dengan bilangan
imajiner baru j. Jika terdapat 4 bilangan riil q1, q2, q3, q4 yang
membentuk 2 bilangan komplek (q1+q2 i) dan (q3+q4 i) , maka

q = (q1 + q2i) + (q3 + q4i)j,

= q1 + q2i+ q3j + q4k.
(2.13)

merupakan bentuk umum dari kuarternion [5].

Bilangan imajiner i, j, dan k disebut sebagai unit imaji-
ner kuarternion. Unit imajiner kuarternion ini memiliki sifat
antikomut yaitu memenuhi persamaan

ab+ ba = 0,

ab = −ba
(2.14)

dengan a, bmerupakan unit imajiner kuarternion (a, b = i j k).
Maka, perkalian dari unit kuarternion dapat dituliskan men-
jadi

i j = −j i = k, (2.15a)

j k = −k j = i, (2.15b)

k i = −i k = j. (2.15c)

Berdasarkan persamaan (2.15), antikomutnya unit kuarter-
nion menunjukkan pertukaran urutan perkalian menghasilkan
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Gambar 2.2: Diagram Perkalian antara Unit Kuarternion

perubahan tanda positif dan negatif. Walaupun bilangan ku-
arternion tidak komutatif, bulangan kuarternion asosiatif.

(i j) k = i (j k) (2.16)

Dapat dilihat pula bahwa perkalian antara unit kuarternion
bersifat siklik, sehingga untuk mempermudah perkalian dibe-
rikan diagram pada Gambar (2.2). Tanda panah pada dia-
gram (2.2) menunjukkan perkalian antara dua unit kuarter-
nion yang positif, bila dilakukan perkalian pada arah yang
melawan panah tersebut, menghasilkan unit kuarternion ne-
gatif [5].

Sama seperti bilangan komplek, bilangan kuarternion me-
miliki besar yang didefenisikan

|q|2 = q q̄. (2.17)

Didefenisikan pula,

q−1 =
q̄

|q|2
, (2.18)

yang menunjukkan bahwa setiap bilangan kuarternion bukan
nil q memiliki invers yang unik [5].
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Pada bilangan kuarternion dapat dilakukan operasi pen-
jumlahan maupun perkalian. Pada operasi penjumlahan da-
pat digunakan bentuk kuarternion (2.13). Apabila terdapat
dua kuarternion q1 , q2, maka penjumlahannya adalah

q1 + q2 = (a1 + b1i+ c1j + d1k) + (a2 + b2i+ c2j + d2k)

= (a1 + a2) + (b1 + b2)i+ (c1 + c2)j + (d1 + d2)k.

(2.19)

Berdasarkan sifat tidak komutatifnya bilangan kuarternion,
perkalian antara bilangan kuarternion dapat dipermudah de-
ngan mengambil bentuk polar

q = r1e
iθ1 + r2e

iθ2j. (2.20)

Maka,

qa qb = (r1ae
iθ1a + r2ae

iθ2aj)(r1be
iθ1b + r2be

iθ2bj), (2.21a)

= r1ar1be
i(θ1a+θ1b) + r1ar2be

i(θ1a+θ2b)j

+ r2ar1be
iθ2ajeiθ1b + r2ar2be

iθ2ajeiθ2bj, (2.21b)

= r1ar1be
i(θ1a+θ1b) + r1ar2be

i(θ1a+θ2b)j

+ r2ar1be
i(θ2a−θ1b)j − r2ar2bei(θ2a−θ2b). (2.21c)

Perhatikan pada langkah (2.21b) ke (2.21c), digunakan sifat
antikomutnya unit kuarternion. Dapat dihitung pula besar
dari hasil perkalian antara dua bilangan kuarternion

|qa qb|2 = (r1a r1b)
2 + (r1a r2b)

2 + (r2a r1b)
2 + (r2a r2b)

2,

= r1a
2(r1b

2 + r2b
2) + r2a

2(r1b
2 + r2b

2),

= (r1a
2 + r2a

2)(r1b
2 + r2b

2),

= |qa|2|qb|2.
(2.22)
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Pada persamaan (2.22), besar dari hasil perkalian bilangan
kuarternion memenuhi sifat dari Aljabar Hurwitz, sehingga
bilangan kuarternion merupakan bagian dari Aljabar Hurwitz
[5].

Sekawan kuarternion dituliskan

q̄ = q1 − q2i− q3j − q4k, (2.23)

yang mengganti tanda positif menjadi negatif pada setiap unit
kuarternion. Adapun menggunakan perhitungan langsungpun
dapat diketahui bahwa dua kuarternion q1, dan q2 memiliki
sifat

q1 + q2 = q̄1 + q̄2 (2.24)

yang menunjukkan bahwa sekawan dari penjumlahan kuarter-
nion adalah penjumlahan dari sekawan kuarternion. Sedangk-
an sifat dari perkalian sekawan kuarternion dapat dihitung
dari hasil perhitungan (2.21c)

qa qb = r1ar1bei(θ1a+θ1b) + r1ar2bei(θ1a+θ2b)j

+ r2ar1bei(θ2a−θ1b)j − r2ar2bei(θ2a−θ2b)

= r1ar1be
−i(θ1a+θ1b) − r1ar2b j e−i(θ1a+θ2b)

− r2ar1b j e−i(θ2a−θ1b) − r2ar2be−i(θ2a−θ2b)

= r1be
−iθ1b(r1ae

−iθ1a − r2aje−iθ2a)

+ r2bj e
−iθ2b(r1ae

−iθ1a − r2aje−iθ2a)

= (r1beiθ1b + r2beiθ2bj) (r1aeiθ1a + r2aeiθ2aj)

= q̄b q̄a,

(2.25)

yang menunjukkan sekawan dari hasil kali bilangan kuarter-
nion adalah merupakan hasil kali dari sekawan bilangan ku-
arternion, namun urutannya dibalik. Berdasarkan persamaan
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(2.25), dapat pula diperlajari kasus khusus yang berlaku ke-
pada unit imajiner kuarternion (i, j, k). Apabila diperlakukan
hal ini kepada unit imajiner kuarternion dapat diketahui sifat-
sifat berikut,

īi = −1 = −1
īi = ī̄i = (−i)(−i) = i2 = −1

(2.26a)

īj = k̄ = −k
īj = j̄ ī = (−j)(−i) = ji = −k

(2.26b)

j̄j = −1 = −1
j̄j = j̄j̄ = (−j)(−j) = j2 = −1

(2.26c)

j̄k = ī = −i
j̄k = k̄j̄ = (−k)(−j) = kj = −i

(2.26d)

k̄k = −1 = −1
k̄k = k̄k̄ = (−k)(−k) = k2 = −1

(2.26e)

k̄i = −1 = −j
k̄i = īk̄ = (−i)(−k) = ik = −j

(2.26f)

sedangkan sifat yang tidak dituliskan dapat dihitung sebagai
sekawan dari yang telah dituliskan [5].

Jika q′ merupakan bilangan imajiner murni yang memiliki
bentuk

q′ = b i+ c j + d k, (2.27)

maka dapat dihitung pula kuadratnya q′2

q′2 = (b i+ c j + d k)(b i+ c j + d k),

= −b2 − c2 − d2 + bc(ij + ji) + bd(ik + ki) + cd(jk + kj),

= −b2 − c2 − d2 + bc(ij − ij) + bd(ik − ik) + cd(jk − jk),
= −b2 − c2 − d2,

(2.28)
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yang menunjukkan bahwa nilai kuadrat dari bagian imajiner
kuarternion ternyata bernilai negatif [5].

Bilangan kuarternion dapat dibagikan pula, namun cara
dibagikannya tidak sama dengan bilangan komplek. Hal ini
dikarenakan bilangan komplek yang komutatif, sedangkan bi-
langan kuarternion tidak memiliki sifat komutatif. Sehingga
perkalian antara kuarternion q1 dan x yang menghasilkan ku-
arternion q2 memiliki dua cara perkalian,

q1x = q2, (2.29a)

xq1 = q2. (2.29b)

Solusi dari persamaan (2.29a) sebagai left quotient atau ”hasil
bagi kiri” dari q2 oleh q1 yang dituliskan dengan xl,

|q1|2xl = q̄1q2

xl =
q̄1q2
|q1|2

.
(2.30)

Sedangkan, solusi dari persamaan (2.29b) disebut sebagai ri-
ght quotient atau ”hasil bagi kanan”dari q2 oleh q1 yang ditu-
liskan dengan xr,

xr|q1|2 = q2q̄1

xr =
q2q̄1
|q1|2

.
(2.31)

Sedangkan pada kasus bilangkan komplek, nilai dari bilangan
hasil bagi kiri dan kanan memiliki nilai yang sama, karena
sifat perkaliannya yang komutatif [6]

2.2.2 Pemetaan Konjugasi dalam Kuarternion

Secara umum sekawan kuarternion dapat mengganti tan-
da positif menjadi tanda negatif (dan sebaliknya) pada bagian
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imajiner dari bilangan kuarternion. Dimana nilai negatif dan
positifnya setiap suku bergantung dari sudut fase bilangan ku-
arternion bila dituliskan dalam bentuk polarnya seperti pada
persamaan (2.20). Pemetaan konjugasi dapat diperkenalkan
sebagai pemetaan yang dapat mengubah sudut fase dalam bi-
langan kuarternion (seperti rotasi pada bidang unit imajiner
kuarternion) tanpa mengubah besarnya. Sehingga, pemeta-
an ini dapat mengubah tanda positif menjadi negatif pada
suku tertentu saja dalam bilangan kuarternion. Oleh kare-
na itu, pemetaan konjugasi dapat dikatakan sebagai perluas-
an dari sekawan kuarternion. Pemetaan ini dapat dilakukan
dengan menggunakan cara memetakan bilangan kuarternion
sembarang q oleh bilangan kuarternion p yang memiliki besar
1 (|p|2 = 1),

q → q′ = pqp−1. (2.32)

Perlu diperhatikan bahwa, bila diambil q dan p pada seba-
gai bilangan riil atau komplek, maka dapat digunakan sifat
komutatif,

q′ = pqp−1,

= pp−1q,

= q,

(2.33)

yang menunjukkan bahwa pemetaan konjugasi ini tidak meng-
ubah bilangan riil atau komplek. Secara formal, pemetaan
konjugasi dikatakan ekivalen dengan operasi identitas [5].

Untuk mempertahankan besar bilangan kuarternionnya,
digunakan p yang memiliki besar 1. Jenis bilangan ini dise-
but juga unit kuarternion yang dapat dituliskan dalam bentuk
euθ dengan u merupakan unit kuarternion i, j, atau k. Untuk
mendemonstrasikan pemetaan konjugasi, diberikan contoh pe-
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metaan konjugasi q oleh eiθ sebagai berikut:

q → eiθqe−iθ

= eiθ(r1e
iα + r2e

iβj)e−iθ

= eiθ(r1e
iα + r2e

iβj)e−iθ

= eiθr1e
iαe−iθ + eiθr2e

iβje−iθ

= r1e
iα + eiθr2e

iβeiθj

= r1e
iα + r2e

i(β+2θ)j.

(2.34)

Contoh ini menujukkan bahwa pemetaan konjugasi oleh unit
kuarternion eiθ menyebabkan rotasi sebesar (2θ) pada bidang
(j,k) yang tegak lurus dengan i. Sedangkan, pemetaan konju-
gasi oleh unit kuarternion ejθ menyebabkan q

q → ejθqe−jθ

= ejθ(r1e
jα + r2e

jβk)e−jθ

= ejθ(r1e
jα + r2e

jβk)e−jθ

= ejθr1e
jαe−jθ + ejθr2e

jβke−jθ

= r1e
jα + ejθr2e

jβejθk

= r1e
jα + r2e

j(β+2θ)k,

(2.35)

berotasi sejauh 2θ. Serta, pemetaan konjugasi oleh unit ku-
arternion ejθ menyebabkan q

q → ekθqe−kθ

= ekθ(r1e
kα + r2e

kβi)e−kθ

= ekθ(r1e
kα + r2e

kβi)e−kθ

= ekθr1e
kαe−kθ + ekθr2e

kβie−kθ

= r1e
kα + ekθr2e

kβekθi

= r1e
kα + r2e

k(β+2θ)i,

(2.36)
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berotasi sejauh 2θ pada bidang (i,j) [14].
Terdapat pemetaan khusus yang disebut flip, yang menye-

babkan bidang berotasi sejauh 2π. Pemetaan ini bisa dilakuk-
an dengan memasukan nilai π sebagai sudut fase pengkonju-
gasi. Maka, nilai dari bilangan dalam bidang (j,k) menjadi
minus dari nilai sebelum pemetaan ini, oleh karena itu dise-
but flip [14].

2.3 Oktonion

2.3.1 Sifat dan Aljabar dari Bilangan Oktonion

Menggunakan konstruksi Cayley-Dickson, bilangan kuar-
ternion (H) dapat diperluas menjadi bilangan hiperkomplek
yang lebih tinggi yang disebut bilangan oktonion (O). Bi-
langan oktonion dapat dibangun dari bilangan kuarternion
dan diperkenalkan bilangan imajiner baru l. Secara formal
konstruksi Cayley-Dicksonnya dapat dituliskan menjadi,

O = H⊕H l. (2.37)

Sehingga, dua bilangan kuarternion sembarang (x0 + x1i +
x2j+x3k), dan (x4+x5i+x6j+x7k) dapat digunakan untuk
membangun bilangan oktonion sembarang,

x = (x0 + x1i+ x2j + x3k) + (x4 + x5i+ x6j + x7k)l,

= x0 + x1i+ x2j + x3k + x4kl + x5jl + x6il + x7l.

(2.38)

Oleh karena itu, bilangan Oktonion (O) merupakan jenis bi-
langan hiperkompleks yang memiliki 7 suku imajiner (i, j, k,
l, kl, jl, il) [5].

Pada bilangan hiperkompleks, penting untuk mengetahui
operasi antar unit oktonionnya, matematikawan biasanya meng-
gunakan diagram pada Gambar 2.3 yang disebut bidang Fano
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Gambar 2.3: Bidang Fano

(Fano plane). Perkalian dari unit oktonion i, j, dan k ma-
sih sama seperti kuaternion, yang dilambangkan oleh lingkar-
an pada Gambar 2.3. Sedangkan, perkalian antar unit okto-
nion dilambangkan oleh garis pada bidang Fano ini. Sebu-
ah garis pada bidang Fano menunjukan sub-kuarternion dari
oktonion. Untuk mendemonstrasikan perkaliannya diberikan
contoh-contoh sebagai berikut,

k · l = (kl) (2.39a)

l · (kl) = k (2.39b)

(kl) · k = l, (2.39c)

dan setiap hasil kali ini antikomut, artinya, pertukaran
urutan perkalian menghasilkan tanda minus yang juga meru-
pakan sifat dari kuarternion. Adapun sifat asosiatif kuarter-
nion yang tidak dimiliki oleh oktonion, contohnya adalah bila
diambil 3 unit oktonion i, j, dan l,

(i · j) · l = k · l = (kl) (2.40)

i · (j · l) = i · (jl) = −(kl) (2.41)
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yang menunjukkan hasil perkalian kiri dan kanan mempenga-
ruhi hasil perkaliannya. Namun, oktonion memiliki sifat aso-
siatif yang lebih lemah yang disebut alternatif. Sifat alternatif
oktonion berlaku bila diambil 2 oktonion (misalnya x, dan y),
maka berlaku

(xy)x = x(yx), (2.42a)

(xy)y = xy2. (2.42b)

Sifat ini juga berlaku kepada sekawannya. Sehingga persama-
an (2.42), dapat dituliskan pula menjadi,

(xy)x̄ = x(yx̄),

(xy)ȳ = x|y|2.
(2.43)

Sifat ini berlaku karena operasi ini berada dalam subkuarter-
nion dari oktonion.

Bilangan Oktonion (O) merupakan bagian dari Aljabar
Hurwitz. Suatu sistem bilangan dikatakan merupakan bagi-
an dari Aljabar Hurwitz bila besarnya hasil kali antara dua
oktonion sama dengan hasil kali dari besarnya dua oktonion
tersebut. Untuk membuktikan ini dimisalkan suatu unit ima-
jiner oktonion a, dan b sembarang dengan bentuk,

a =
a1i+ a2j + a3k + a4(kl) + a5(jl) + a6(il) + a7(l)√

a12 + a22 + a32 + a42 + a52 + a62 + a72
,

b =
b1i+ b2j + b3k + b4(kl) + b5(jl) + b6(il) + b7(l)
√

b1
2 + b2

2 + b3
2 + b4

2 + b5
2 + b6

2 + b7
2

.

(2.44)

Sehingga dapat dibentuk bilangan oktonion x dan y dari kedua
unit imajiner tersebut,

x = |x|eaθ,
y = |y|ebφ.

(2.45)
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Kemudian dapat dicari besar dari perkalian x dan y,

|xy|2 = (xy)(xy),

= (|x| |y|eaθ ebφ)(|x| |y|eaθ ebφ),
= (|x| |y|eaθebφ)(|x| |y|e−bφe−aθ),

= |x|2|y|2(eaθebφe−bφe−aθ),

= |x|2|y|2.

(2.46)

Oleh karena itu, terbukti bahwa bilangan oktonion merupakan
bagian dari Aljabar Hurwitz [14].

Sama seperti bilangan kuarternion, bilangan oktonion ju-
ga merupakan bilangan yang tidak komutatif. Oleh karena
itu, sama seperti bilangan kuarternion pula, bilangan okto-
nion memiliki dua jenis hasil pembagian, hasil bagi kiri dan
hasil bagi kanan oktonion. Hasil bagi kiri oktonion xl meru-
pakan solusi dari persamaan oktonion,

q1xl = q2

q̄1q1xl = q̄1q2

|q1|2xl = q̄1q2

xl =
q̄1q2
|q1|2

.

(2.47)

Sedangkan yang dimaksud dengan hasil bagi kanan xr meru-
pakan solusi dari persamaan oktonion,

xrq1 = q2

xrq1q̄1 = q2q̄1

xr|q1|2 = q2q̄1

xr =
q2q̄1
|q1|2

.

(2.48)

Dimana bilangan oktonion q1 tidak boleh bernilai 0 [6].
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2.3.2 Pemetaan Konjugasi dalam Oktonion

Sama seperti kuarternion, operasi dapat konjugasi dila-
kukan. Namun pengaruh dari konjugasi tidak hanya merota-
sikan 1 bidang, Untuk mendemonstrasikan, dilakukan operasi
konjugasi oleh unit oktonion eiθ,

q → eiθqe−iθ

= eiθ(r1e
iφ1 + r2e

iφ2j

+ r3e
iφ3(kl) + r4e

iφ4 l)e−iθ

= eiθr1e
iφ1e−iθ + eiθr2e

iφ2je−iθ

+ eiθr3e
iφ3(kl)e−iθ + eiθr4e

iφ4 le−iθ

= r1e
iφ1 + r2e

i(φ2+2θ)j

+ r3e
i(φ3+2θ)kl + r4e

i(φ4+2θ)l

(2.49)

Hal ini menujukkan, konjugasi oleh unit oktonion menyebabk-
an rotasi pada tiga bidang unit oktonion. Pada (2.49) rotasi
terjadi pada bidang (j,k), (kl,jl), dan (l,il) [5].

Supaya bisa merotasikan salah satu bidang saja dapat di-
gunakan konsep geometri yang menyebutkan dua kali refleksi
pada suatu bidang sama dengan rotasi. Untuk melakukan ro-
tasi sejauh θ dilakukan refleksi terhadap salah satu garis (yang
melewati titik pusat bidang), lalu dilakukan refleksi lagi ter-
hadap garis lain yang memiliki sudut θ/2 dari garis pertama.
Pada kasus bidang imajiner (u,v), dapat digunakan flip terha-
dap unit oktonion u, karena flip merupakan rotasi oleh sejauh
π rad yang setara dengan refleksi. Untuk melakukan refleksi
terhadap garis yang memiliki sudut θ/2 terhadap garis re-
fleksi awalnya, dapat digunakan flip terhadap unit oktonion
ucos( θ2) + vsin( θ2). Sehingga, transformasi ini dapat tuliskan
menjadi
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q → (ucos(
θ

2
) + vsin(

θ

2
))(uq(−u))(−ucos(θ

2
)− vsin(θ

2
))

= (ucos(
θ

2
) + vsin(

θ

2
))(uqu)(ucos(

θ

2
) + vsin(

θ

2
)).

(2.50)

Bila diambil q ∈ H, dan dilakukan rotasi pada bidang (i,j).
Maka persamaan (2.50) menjadi asosiatif, dan dapat ditulisk-
an menjadi

(icos(
θ

2
) + jsin(

θ

2
))(iqi)(icos(

θ

2
) + jsin(

θ

2
))

= (−cos(θ
2
)− k sin(θ

2
))q(−cos(θ

2
) + ksin(

θ

2
))

= ekθqe−kθ.

(2.51)

Hal ini menunjukkan bahwa bila double flip terhadap bidang
(u,v) bekerja pada kuarternion sama dengan pemetaan konju-
gasi oleh unit oktonion (uv). Transformasi dalam bentuk ini
disebut pulang nesting, karena bentuk transformasinya yang
menyerupai sangkar (nest) [5].
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Halaman ini sengaja dikosongkan



Bab 3

Grup Lie, dan Aljabar
Lie

3.1 Grup dan Grup Lie

3.1.1 Grup dan Representasinya

Teori grup merupakan perangkat paling efektif dalam me-
mahami permasalahan dibidang kristalografi dan fisika parti-
kel. Menggunakan teori grup dapat dihindari kerumitan ma-
tematis yang tidak perlu didalam proses perhitungan. Teo-
ri grup digunakan dengan memperhatikan simetri sistem fisis
yang bersangkutan [8].

Grup sendiri merupakan himpunan G = g1, g2, g3, . . . , gi, . . .
yang beroperasi dengan suatu produk biner. Maksudnya ope-
rasi biner adalah yang operasi yang bekerja dengan dua anggo-
ta himpunan. Contoh dari operasi biner adalah penjumlahan,
pengurangan, perkalian dan pembagian. Grup ini memiliki
sifat-sifat sebagai berikut,

❼ Tertutup (Closure). Sifat ini memastikan bahwa produk
dari elemen grup G merupakan anggota grup G. Sehing-

25
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ga memenuhi hubungan,

gi ◦ gj = gk ∈ G (3.1)

❼ Identitas. Sifat ini memastikan terdapat elemen e ∈ G
yang disebut elemen identitas. Elemen ini memenuhi
hubungan,

e ◦ gi = gi ◦ e = gi (3.2)

❼ Invers. Sifat ini memastikan terdapat elemen invers g−1
i

untuk setiap gi sehingga produk keduanya adalah ele-
men identitas. Sehingga memenuhi hubungan,

g−1
i ◦ gi = e (3.3)

❼ Asosiatif. Sifat ini memastikan bahwa untuk setiap ele-
men grup sembarang gi, gj , gk memenuhi hubungan

(gi ◦ gj) ◦ gk = gi ◦ (gj ◦ gk). (3.4)

Perlu diketahui secara umum gi ◦ gj 6= gj ◦ gi. Artinya, hasil
produk antara elemen grup tidak komutatif. Sehingga, perlu
diperhatikan urutan dari operasi produk antara elemennya.
Adapun jenis grup yang memenuhi sifat komutatif, grup de-
ngan sifat ini disebut grup abelian (Abelian Group) [9].

Salah satu contoh dari grup adalah rotasi titik sudut dari
segitiga yang mempertahankan bentuk awal segitiganya. Pa-
da grup ini operasi binernya adalah rotasi berurutan. Se-
dangkan, untuk mengetahui anggota himpunan dari grup ini
dapat diperhatikan Gambar (3.1.1), yang setiap tanda panah
menunjukkan rotasi sejauh 120◦ atau 2π

3 . Berdasarkan Gam-
bar (3.1.1), dapat dilihat bahwa rotasi sejauh 120◦ atau 2π

3
(R), pengulangannya sebanyak 2 kali yang menghasilkan ro-
tasi 240◦ (R2), dan 3 kali yang menghasilkan rotasi 360◦ (R3)
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Gambar 3.1: Rotasi Segitiga

yang beroperasi pada segitiga tersebut membentuk suatu grup
yang disebut Grup Siklik Berorde 3 atau C3. Identitas dari
grup ini didapatkan dengan tidak melakukan rotasi sama seka-
li (e) atau melakukan rotasi sebanyak 3 kali, secara matematis
R3 = e. Adapun rotasi yang menjadi invers dari rotasi lain.
Misalnya sekali rotasi (sejauh 120◦), memiliki invers berupa
rotasi sebanyak 2 kali (120◦). Sedangkan untuk mengetahui
sifat tertutup dan asosiatif dari grup ini dapat dipermudah
dengan membentuk tabel operasi (yang disebut pula tabel Ca-
yley) seperti pada Tabel (3.1). Menggunakan tabel tersebut,
dapat dilihat bahwa operasi antara setiap dua anggota him-
punan dari grup C3 menghasilkan anggota himpunan grup ini
pula, jadi sifat tertutup/closure terpenuhi. Sifat asosiatif di-
penuhi pula oleh ketiga anggota grup ini [9].

Contoh lain himpunan yang membentuk grup adalah bi-
langan bulat modulo 3 {0, 1, 2} dibawah operasi penjumlahan,

serta {1, ei 2π3 , ei 4π3 } dibawah operasi pekalian. Uniknya, kedua
grup ini memiliki tabel Cayley yang sama dengan grup rotasi
segitiga yang sesuai dengan Tabel (3.1). Hal ini dapat dili-
hat dengan jelas bila diambil nilai R yang tepat. Pada grup
dengan himpunan bilangan bulat modulo 3 {0, 1, 2} dibawah
operasi penjumlahan, dapat diambil nilai R ≡ 1. Sedangkan
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Tabel 3.1: Tabel Operasi Grup C3

◦ R R2 R3

R R2 R3 R
R2 R3 R R2

R3 R R2 R3

pada grup dengan himpunan {1, ei 2π3 , ei 4π3 } dibawah operasi

pekalian, dapat diambil R ≡ ei
2π

3 . Ini menunjukkan bah-
wa ketiga grup yang telah disebutkan sebelumnya sama-sama
menjelaskan grup C3. Sehingga, suatu grup ternyata dapat
dituliskan atau direpresentasikan dengan banyak cara. Ketiga
penulisan yang telah disebutkan sebagai Representasi Grup
C3. [9].

Representasi grup, secara formal, adalah representasi ma-
tematis grup dalam suatu sistem. Dalam fisika terdapat 3
representasi matrik dari grup yang sering digunakan,

1. Representasi Fundamental Merupakan representasi ma-
trik dari grup yang memiliki ukuran sesuai dengan orde
dari grup tersebut.

2. Representasi Adjoint Merupakan representasi matrik da-
ri grup yang memiliki ukuran sesuai dengan konstanta
strukur aljabar dari grup tersebut.

3. Representasi Spinor Merupakan representasi matrik yang
bekerja ke suatu objek yang disebut spinor.

Penjelasan ini akan dibahas lebih lanjut pada bagian berikut-
nya [9].

3.1.2 Grup Lie

Grup kontinu merupakan grup yang memiliki tak hingga
elemen grup dan elemen-elemen dalam grup ini dapat dipa-
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rameterisasi dengan satu atau lebih variabel kontinu. Grup
Kontinu yang banyak digunakan dalam fisika adalah grup Lie.
Grup Lie secara sederhana dapat diartikan sebagai grup konti-
nu yang dapat diparameterisasi oleh n variabel parameter riel
(x1, x2, x3, . . . , xn). Bila gi ∈ G, maka elemen grup G dapat
dituliskan sebagai,

gi ≡ gi(x1, x2, . . . , xn). (3.5)

adapun elemen identitas e didefenisikan sebagai

e = g(0, 0, . . . , 0). (3.6)

Grup Lie disebut kompak bila jumlah parameter yang me-
labeli setiap elemennya berhingga, dan nonkompak bisa tak
behingga [8].

Elemen g(ǫ) dari suatu grup lie 1-parameter dapat mela-
kukan tranformasi yang dekat identitas I yang dituliskan

g(ǫ) = I + iǫH. (3.7)

H merupakan suatu objek yang disebut generator. Apabila
transformasi kecil ini dilakukan berulang-ulang, dapat dibang-
kitkan transformasi sembarang h(θ),

h(θ) = (I + iǫH)(I + iǫH)(I + iǫH) · · · = (I + iǫH)k. (3.8)

Simbol k menunjukkan seberapa banyak diulangnya transfor-
masi ini. Jika θ merupakan suatu parameter berhingga semba-
rang dan N merupakan angka sangat besar, maka didapatkan
hubungan berikut,

ǫ =
θ

N
. (3.9)

Sedangkan persamaan (3.7) dapat dituliskan menjadi,

g(θ) = I + i
θ

N
H. (3.10)
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Transformasi g(θ) merupakan transformasi infinitesimal, oleh
karena itu diinginkan N →∞. Untuk mendapatkan transfor-
masi berhingga dari transformasi infinitesimal, perlu diulang
sebanyak tak-hingga kali transformasi infinitesimalnya

g(θ) = lim
N→∞

(I + i
θ

N
H)N . (3.11)

Sehingga anggota sembarang dari grup Lie dengan 1-parameter
dapat dituliskan sebagai,

h(θ) = exp(iθH). (3.12)

Bentuk eksponen ini menghubungkan anggota grup Lie dan
generator generatornya [11].

Secara umum, apabila terdapat grup Lie dengan n buah
parameter, grup ini memiliki n generator. Hal ini dikarenak-
an setiap generator merupakan anggota grup yang melakukan
transformasi infinitesimal untuk setiap parameternya. Gene-
rator ke-j dari grup lie n-parameter dapat dituliskan sebagai
berikut,

g(0, 0, . . . , ǫ, . . . , 0) = I + iǫHj . (3.13)

Apabila θj adalah parameter ke-j dari grup ini maka,

h(0, 0, . . . , θj , . . . , 0) = exp(iθjHj). (3.14)

Menggunakan cara yang sama, dapat diketahui anggota sem-
barang dari grup ini yang dibangkitkan oleh n generator se-
bagai berikut,

h(θ1, θ2, . . . , θn) = exp(i
n∑

k=1

θkHk) ≡ exp(iθkHk). (3.15)

Pada persamaan (3.15), digunakan notasi Einstein yang me-
nunjukkan bila terdapat indeks yang berulang, maka suku ter-
sebut dijumlahkan untuk setiap indeksnya. Pada kasus ini,
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indeks j berjalan dari 1 sampai dengan n yang menunjukkan
penjumlahan seluruh parameter dan generatornya [11].

Munggunakan persamaan (3.15), dapat dicari tahu kem-
bali generator suatu grup, apabila diketahui bentuk umum
transformasi dari suatu grup. Apabila ingin mengetahui ben-
tuk generator ke-j dari bentuk umum tersebut, dapat digu-
nakan turunan pertama dari eksponensial tersebut terhadap
parameter ke-j

∂(exp(iθkHk))

∂θj
= iHjexp(iθkHk). (3.16)

Namun masih terdapat eksponensial dalam bentuk ini, sehing-
ga perlu diambil nilai semua parameternya 0, supaya nilai ba-
gian eksponennya bernilai 1

∂(exp(iθkHk))

∂θj
|α=0 = iHj . (3.17)

Sehingga,

Hj = −i
∂(exp(iθkHk))

∂θj
|α=0 (3.18)

yang dapat menghitung bentuk generator suatu grup ke-j apa-
bila diketahui bentuk umum dari anggota suatu grup [11].

3.2 Grup Ortogonal Spesial

3.2.1 Defenisi Grup SO(N)

Grup ortogonal merupakan grup yang berisikan transfor-
masi yang mempertahankan orientasinya (orientation prese-
rving) dan panjang vektor yang ditransformasikannya, grup
ini juga disebut grup rotasi. Orientasi menunjukkan ke-”tangan-
kiri”-an atau ke-”tangan-kanan”-an dari suatu koordinat. Con-
toh koordinat tangan kiri dan tangan kanan dapat dilihat pada
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Gambar 3.2: Ilustrasi orientasi Koordinat

gambar (3.2). Ini artinya ketika ditransformasikan koordinat
yang dipakai untuk mendeskripsikan suatu objek tetap memi-
liki ke-”tangan-kiri”-an atau ke-”tangan-kanan”-an yang sama
[5].

Untuk mempelajari grup ini, misalkan terdapat vektor v
dalam ruang vektor n-dimensi,

v =
(
x1 x2 . . . xn

)T
(3.19)

dipetakan menjadi w =M v, dengan M memiliki bentuk

M =








a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2+ . . . ann







, (3.20)

dengan anggota dari matrik M dan kompenen dari vektor v
merupakan bilangan riil. Besar dari vektor v dapat dihitung,

|v|2 = x21 + x22 + · · ·+ x2n,

=
(
x1 x2 . . . xn

) (
x1 x2 . . . xn

)T
,

= vT v.

(3.21)

Misalkan vektor w merupakan hasil transformasi M kepada
vektor v,

w =M v. (3.22)
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Maka dapat dihitung pula,

wT w = (M v)T (M v) = vTMTRv. (3.23)

Supaya memenuhi sifat dari grup ini, harus dipenuhi

MMT =MTM = In. (3.24)

Sehingga panjangnya vektor w tetap. Mengingat determinan
tidak berubah oleh operasi transponse, maka berlaku

det(MT ) = det(M),

det(M)2 = det(In),

det(M) = ±1.
(3.25)

Oleh karena itu, grup ortogonal dapat didefenisikan seba-
gai berikut:

O(N) = {M ∈ R
N×N |MMT = I2}, (3.26a)

SO(N) = {M ∈ R
N×N |MMT = I2, det(M) = 1}. (3.26b)

O merupakan singkatan dari ortogonal, sedangkan SO meru-
pakan singkatan dari Special Ortogonal. Alasan digunakannya
det(M) = 1 daripada -1 adalah syarat grup (3.1) yang tidak
terpenuhi jika diambil pemilihan -1 [5].

Grup SO(N) merotasikan setiap bidang dalam ruang vek-
tor RN . Untuk menghitung jumlah jenis rotasi pada grup ini,
dapat dihitung menggunakan jumlah bidang dalam ruang vek-
tor tempat bekerjanya. Dalam ruang vektor R

N terdapat N
sumbu (misalkan x1, x2, . . . , xN ), dan setiap bidang terbentuk
dari 2 sumbu (misalkan (xa, xb)). Perhitungan jumlah bidang
ini ekivalen dengan permasalahan kombinasi dari N sumbu
dan hanya bisa diambil 2 sumbu yang membentuk suatu bi-
dang. Oleh karena itu

|SO(N)| =
(
N
2

)

=
N !

2! (N − 2)!
, (3.27)
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adalah jumlah dari jenis rotasi yang ada dalam grup SO(N).
Pada setiap bidang rotasi dapat dipadankan dengan satu pa-
rameter. Sehingga jumlah generatorya sama dengan jumlah
bidang yang dirotasikan grup ini [8].

3.2.2 SO(2)

Untuk mempelajari lebih dekat mengenai grup SO(N), di-
perkenalkan grup SO(2). Grup ini adalah grup yang merota-
sikan suatu benda dalam suatu bidang. Hal ini juga terlihat
berdasarkan persamaan 3.27 jika diambil nilai N = 2. Yang
menunjukkan rotasi ini hanya merotasikan sesuatu dalam satu
bidang saja. Dalam bidang ini, dapat digunakan basis vektor
x̂ dan ŷ

x̂ =

(
1
0

)

ŷ =

(
0
1

)

. (3.28)

Apabila terdapat rotasi pada bidang ini, menggunakan konsep
transformasi rotasi dari geometri yang merotasikan titik (x,y)
menjadi (x’,y’) sejauh α. Dapat dituliskan transformasinya
sebagai berikut,

x′ = cos(α)x+ sin(α) y,

y′ = −sin(α)x+ cos(α) y.
(3.29)

yang merotasikan titik (x,y) berlawanan arah jarum jam. x’
dapat diaggap sebagai basis dan dituliskan dalam bentuk basis
vektor,

x̂′ = cos(α)x̂+ sin(α)ŷ

= cos(α)

(
1
0

)

+ sin(α)

(
0
1

)

,

=

(
cos(α)
sin(α)

)

.

(3.30)
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Dengan cara yang sama dapat dituliskan pula,

ŷ′ =





−sin(α)
cos(α)

0



 . (3.31)

Dalam bentuk matrik, transformasi rotasi pada bidang (x,y)
ini dapat dituliskan menjadi,

R(xy) =

(
cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)

)

. (3.32)

Matrik inilah yang merupakan anggota grup umum dari SO(2)
[8].

Menggunakan persamaan (3.18), dapat dihitung generator
J dari grup ini

J = −i ∂
∂α

(
cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)

)

|α=0

= −i
(

0 −1
1 0

)

=

(
0 i
−i 0

)

.

(3.33)

Karena hanya terdapat satu parameter saja pada grup ini,
maka hanya terdapat satu generator saja. Cara penulisan
transformasi akibat grup SO(2) seperti ini disebut defining
representation (representasi defenisi) atau representasi funda-
mental. Karena, pembangunan representasinya berdasarkan
defenisi dari grup ini [5].

3.2.3 SO(3)

Grup SO(3) merotasikan 3 basis pada ruang 3 dimensi R3.
Dalam bidang ilmu matematika, grup SO(3) juga disebut grup
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B1. Basis-basis yang dirotasikan adalah x̂ ŷ ẑ. Ketiga basis
merupakan basis yang ortonormal. Menggunakan persamaan
(C.5), ketiga basis ini dituliskan menjadi

x̂ =





1
0
0



 ŷ =





0
1
0



 ẑ =





0
0
1



 . (3.34)

Ketiga basis ini mengalami rotasi akibat transformasi oleh
grup SO(3) [5].

Menggunakan konsep rotasi suatu bidang dalam geometri
yang mentransformasikan titik (x,y,z) menjadi (x’,y’,z’) de-
ngan

x′ = cos(α)x+ sin(α) y,

y′ = −sin(α)x+ cos(α) y,

z′ = z

(3.35)

yang merotasikan titik (x,y) sejauh α berlawanan arah jarum
jam. x’ dapat diaggap sebagai basis dan dituliskan dalam
bentuk (3.34),

x̂′ = cos(α)x̂+ sin(α)ŷ + 0ẑ

= cos(α)





1
0
0



+ sin(α)





0
1
0



 ,

=





cos(α)
sin(α)

0



 .

(3.36)

Dengan cara yang sama dapat dituliskan pula,

ŷ′ =





−sin(α)
cos(α)

0



 . (3.37)
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Sedangkan basis ẑ′ tidak mengalami perubahan. Dalam ben-
tuk matrik, transformasi rotasi pada bidang (x,y) ini dapat
dituliskan menjadi,

R(xy) =





cos(α) −sin(α) 0
sin(α) cos(α) 0

0 0 1



 . (3.38)

Menggunakan metode yang sama dapat pula dituliskan rotasi
pada bidang lainnya yaitu,

R(xz) =





cos(α) 0 −sin(α)
0 1 0

sin(α) 0 cos(α)



 , (3.39a)

R(yz) =





1 0 0
0 cos(α) −sin(α)
0 sin(α) cos(α)



 . (3.39b)

Serta generator Jxy, Jxz, Jyz

Jxy =





0 i 0
−i 0 0
0 0 0



 , (3.40a)

Jxz =





0 0 i
0 0 0
−i 0 0



 , (3.40b)

Jyz =





0 0 0
0 0 i
0 −i 0



 (3.40c)

yang dapat dihitung menggunakan cara yang sama yang di-
tunjukkan oleh persamaan (3.33). Bila ketiga generator atau
transformasi dari grup ini dibandingkan dengan generator SO(2),
dapat dilihat bahwa ketiga generator atau transformasi ini da-
pat dibangun dengan menanamkan generator atau SO(2) ke
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matrik berukuran 3×3. Hal ini disebabkan grup SO(2) meru-
pakan subgrup dari SO(3). Secara umum, hal ini juga berlaku,
yaitu suatu grup dapat dibangun dari subgrupnya [11].

Generator Jxy, Jxz, dan Jyz dapat dipelajari sifatnya de-
ngan memperkenalkan operasi komutator [a, b] = ab−ba. Bila
terdapat a, dan b dan memenuhi [a,b]=0, maka a, dan b di-
katakan komut. Sifat dari operasi komutator ini adalah antri-
simetrik saat ditukar urutan operasinya ([a, b] = −[b, a]) [9].

Untuk mempermudah perhitungan dapat diambil notasi
baru J1 ≡ −Jxz, J2 ≡ Jxy, dan J3 ≡ Jyz. Operasi Komutator
antara J1 dan J2 dapat dihitung menjadi [J1, J2]

[J1, J2] =









0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 ,





0 i 0
−i 0 0
0 0 0









=





0 0 0
0 0 0
0 −1 0



−





0 0 0
0 0 −1
0 0 0





=





0 0 0
0 0 −1
0 1 0





= i





0 0 0
0 0 i
0 −i 0





= iJ3.

Dengan cara yang sama didapatkan bahwa

[J3, J1] = iJ2 (3.41)

[J2, J3] = iJ1 (3.42)

Ketiga hubungan komutasi di atas dari generator J1, J2, J3 di-
tambah setiap generatornya yang komut dengan dirinya sen-
diri, disebut sebagai aljabar so(3). Dalam bentuk kompak
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aljabarnya dapat dituliskan sebagai,

[Ji, Jj ] = iǫijkJk (3.43)

dengan i,j,k = 1,2,3. Sedangkan ǫijk memiliki sifat,

ǫijk =







1 jika ijk = 123, 231, 312

−1 jika ijk = 132, 321, 213

0 jika i = j, j = k, k = i

(3.44)

yang disebut tensor Levi-Civita. Tensor Levi-Civita ǫijk
pada aljabar so(3) dalam aljabar lie disebut sebagai konstan-
ta struktur. Secara umum konstanta struktur ini adalah kon-
stanta yang menghubungkan anggota suatu aljabar lie (yaitu
generator) dan hasil produk lie bracket (operasi komutator)
[11].

Dapat diperhatikan bahwa nilai dari komponen matrik ge-
nerator pertama (J1)ab dapat dituliskan sebagai iǫ1ab. Se-
dangkan generator J2 dan J3 dapat dituliskan (secara beru-
rutan) sebagai iǫ2ab dan iǫ3ab. Hal ini menunjukkan bahwa
konstanta strukturnya aljabar SO(3) dapat digunakan untuk
membangun suatu representasi. Representasi ini disebut rep-
resentasi adjoint [15].

3.2.4 Bentuk Umum SO(N)

Berdasarkan bagian sebelumnya, telah diketahui bahwa
suatu grup dapat dibangun menggunakan subgrupnya. Se-
hingga, apabila ingin dibentuk transformasi grup SO(4), da-
pat dibangun dengan menanamkan transformasi grup SO(3)
ke dalam matrik 4×4. Hal yang sama berlaku pula untuk grup
SO(N) yang dapat dibangun menggunakan subgrup SO(N-
1)-nya. Secara umum, apabila terdapat ruang berukuran N,
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yang memiliki basis vektor e1, e2, . . . , eN . Maka anggota grup
SO(N) merotasikan bidang (ea, eb) (a, b = 1, 2, . . . , N.) (Ser-
ta, a < b) dengan matrik transformasi Mea,eb yang memiliki
anggota

(Mea,eb)(a,a) = (Mea,eb)(b,b) = cos(α), (3.45a)

(Mea,eb)(a,b) = −(Mea,eb)(b,a) = −sin(α), (3.45b)

(Mea,eb)(c,c) = 1(jika, c 6= a dan c 6= b) (3.45c)

yang merotasikan bidang (ea, eb) sejauh α [14].

3.3 Grup Uniter Spesial

3.3.1 Defenisi Grup Uniter

Grup Uniter U(N) didefenisikan sebagai grup dengan him-
punan matrik berukuran 2×2 dengan operasi perkalian matrik
serta memenuhi hubungan,

UU † = U †U = I ↔ U † = U−1 (3.46)

. Matrik-matrik yang memenuhi (3.46) disebut matrik uniter
[10].

Dalam grup U(N), terdapat subgrup yang disebut SU(N).
SU(N) merupakan sekumpulan matrik uniter yang memiliki
determinan 1(Special) [10].

Konjugasi hermitian dari (3.12),

U † = exp(−iαjH
†
j ). (3.47)

Berdasarkan sifat (3.46),

U † = U−1
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exp(−iαjH
†
j ) = exp(−iαjHj)

atau,
H†

j = Hj . (3.48)

Sehingga dapat diketahui matrik Hj merupakan matrik Her-
mitian. Adapun nilai j = 1, 2, . . . , N2 − 1 dan penulisannya
dalam notasi Einstein [10] [11].

Untuk mempermudah perhitungan diambil permisalan un-
tuk pangkatanya iαjHj = A, maka U dapat dituliskan seba-
gai eA. Menggunakan sifat det(eA) = etr(A) yang dibuktikan
dalam Lampiran (B), dan nilai determinan dari elemen grup
SU(N), dapat diketahui

1 = etr(A) (3.49a)

e0 = etr(A) (3.49b)

0 = tr(A) (3.49c)

= tr(iαjHj) (3.49d)

atau,
tr(Hj) = 0. (3.50)

Hal ini menunjukkan bahwa generator dari grup SU(N) trace-
less [10].

Pada representasi Fundamental N, generator H dapat di-
tuliskan sebagai,

H =








a11 + ib11 a12 + ib12 . . . a1n + ib1n
a21 + ib21 a22 + ib22 . . . a2n + ib2n

...
...

. . .
...

an1 + ibn1 an2 + ibn2 . . . ann + ibnn








(3.51)

Memperhatikan sifat hermitian (3.48),

H = H† (3.52)
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






a11 + ib11 a12 + ib12 . . . a1n + ib1n
a21 + ib21 a22 + ib22 . . . a2n + ib2n

...
...

. . .
...

an1 + ibn1 an2 + ibn2 . . . ann + ibnn








=








a11 − ib11 a21 − ib21 . . . an1 − ibn1
a12 − ib12 a22 − ib22 . . . an2 − ibn2

...
...

. . .
...

a1n − ib1n a2n − ib2n . . . ann − ibnn







.

(3.53)

Meninjau elemen diagonal (ke-ii)

aii + ibii = aii − ibii,
bii = −bii

= 0

(3.54)

yang menunjukkan elemen diagonalnya riil. Meninjau elemen
ke-ij

aij + ibij = aji − ibji. (3.55)

Diambil suku riil dan kompleknya beruturut-turut,

aij = aji (3.56a)

bij = −bji. (3.56b)

Jadi matrik generator H dapat dituliskan menjadi,

H =








a11 a21 − ib21 . . . an1 − ibn1
a21 + ib21 a22 . . . an1 − ibn2

...
...

. . .
...

an1 + ibn1 an2 + ibn2 . . . ann








Memperhatikan sifat traceless (3.50),

tr(H) = tr








a11 a21 − ib21 . . . an1 − ibn1
a21 + ib21 a22 . . . an1 − ibn2

...
...

. . .
...

an1 + ibn1 an2 + ibn2 . . . ann







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0 = a11 + a22 + a33 + · · ·+ ann

ann = −(a11 + a22 + a33 + · · ·+ a(n−1)(n−1)) (3.57)

Sehingga generator H dapat dituliskan menjadi,

H =







a11 a21 − ib21 . . . an1 − ibn1
a21 + ib21 a22 . . . an1 − ibn2

...
...

. . .
...

an1 + ibn1 an2 + ibn2 . . . −(a11 + a22 + · · ·+ a(n−1)(n−1))







.

(3.58)

Melihat persamaan (3.58), dapat diketahui jumlah parameter-
nya. Pertama pada bagian diagonal, terdapat N parameter.
Namun karena salah satu elemennya dapat dinyatakan sebagai
kombinasi linier dari elemen diagonal lainnya sesuai persama-
an (3.57), maka terdapat N-1 parameter bebas pada elemen
diagonal. Sedangkan pada elemen non-diagonalnya terdapat
2(N1 − (N − 1)) parameter, dikali 2 karena terdapat bagi-
an riil dan kompleksya. Namun karena elemen non-diagonal
yang berada di atas elemen diagonal (elemen yang berada pa-
da segitiga atas) dapat menyatakan elemen non-diagonal yang

berada dibawah elemen diagonal, maka terdapat 2N2−N
2 pa-

rameter bebas pada elemen non-diagonal. Jadi generator H
grup SU(N) memiliki

N − 1 +N(N − 1) = N − 1 +N2 −N = N2 − 1 (3.59)

parameter bebas [10].

3.3.2 Grup SU(2) dan Matriks Pauli

Untuk mendemonstrasikan grup SU(N), dipelajari grup
SU(N) yang paling kecil yaitu SU(2). Pada grup SU(2) terda-
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pat 22 − 1 = 3 parameter dan generatornya dapat dituliskan
sebagai berikut,

H =

(
a11 a21 − ib21

a21 + ib21 −a11

)

. (3.60)

Bila diambil nilai a11 = 1, dan nilai parameter lainnya bernilai
0. Maka generatornya menjadi,

H1 =

(
1 0
0 −1

)

(3.61)

Bila diambil nilai a21 = 1, dan nilai parameter lainnya bernilai
0. Maka generatornya menjadi,

H2 =

(
0 1
1 0

)

. (3.62)

Bila diambil nilai b21 = 1, dan nilai parameter lainnya bernilai
0. Maka generatornya menjadi,

H3 =

(
0 −i
i 0

)

. (3.63)

Jadi, H1,H2, dan H3 inilah yang merupakan generator dari
grup SU(2) [5].

Untuk mempelajari sifat generator-generator H1, H2, H3,
didefenisikan operasi komutator, [a, b] = ab−ba. Bila terdapat
a, dan b dan memenuhi [a,b]=0, maka a, dan b dikatakan
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komut. Bila dilakukan operasi [H1, H2],

[H1, H2] =

[(
1 0
0 −1

)

,

(
0 1
1 0

)]

=

(
0 1
−1 0

)

−
(

0 −1
1 0

)

=

(
0 2
−2 0

)

= 2i

(
0 −i
i 0

)

= 2iH3.

Dengan cara yang sama didapatkan bahwa

[H3, H1] = 2iH2 (3.64)

[H2, H3] = 2iH1 (3.65)

Ketiga hubungan komutasi di atas dari generator H1, H2, H3

ditambah setiap generatornya yang komut dengan dirinya sen-
diri, disebut sebagai aljabar su(2). Dalam bentuk kompak
aljabarnya dapat dituliskan sebagai,

[Hi, Hj ] = i2ǫijkHk (3.66)

dengan i,j,k = 1,2,3. Sedangkan ǫijk merupakan tensor levi-
civita yang memiliki sifat,

ǫijk =







1 jika ijk = 123, 231, 312

−1 jika ijk = 132, 321, 213

0 jika i = j, j = k, k = i

(3.67)

Ketiga generator di atas dikenal sebagai Matrik Pauli. Ma-
trik pauli digunakan oleh fisikawan dalam menghitung bilang-
an kuantum spin dari elektron. Pauli menotasikan σ1 untuk
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H1 , σ2 untuk H3, dan σ3 untuk H2. Sehingga bentuk
kompak (3.66) dapat ditulis menjadi,

[σi, σj ] = 2iǫijkσk (3.68)

sebagai aljabar su(2) [10].

Bila dihitung kuadrat dari matrik pauli,

σ1
2 =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)

=

(
1 0
0 1

)

, (3.69a)

σ2
2 =

(
0 −i
i 0

)(
0 −i
i 0

)

=

(
1 0
0 1

)

, (3.69b)

σ2
2 =

(
0 −i
i 0

)(
1 0
0 −1

)

=

(
1 0
0 −1

)

. (3.69c)

Dapat dilihat bahwa matrik pauli memiliki kuadrat berupa
matrik identitas berukuran 2× 2 [8].

Untuk mendapatkan anggota dari grup SU(2), bisa digu-
nakan generator grup SU(2) yaitu matrik pauli ke dalam per-
samaan (3.12). Contohnya matrik pauli pertama σ1,

eiασ1 =

∞∑

n=0

(iασ1)
n

n!
. (3.70)

Dapat diperhatikan perilaku bilangan imajiner i dan matrik
pauli σ1 terhadap pangkat,

i0 = 1, i1 = i,

i0 = −1, i1 = −i, (3.71)

i4 = 1 = i0,

σ1
0 = I, σ1

1 = σ1,

σ1
2 = I = σ1

0. (3.72)
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Oleh karena itu dapat dipisahkan sigmanya menjadi menjadi
beberapa suku,

∞∑

n=0

(iασ1)
n

n!
= I

∞∑

n=0

(α)4n

(4n)!
+ iσ1

∞∑

n=0

(α)4n+1

(4n+ 1)!

− I
∞∑

n=0

(α)4n+2

(4n+ 2)!
− iσ1

∞∑

n=0

(α)4n+3

(4n+ 3)!
,

= I
(
(

∞∑

n=0

(α)4n

(4n)!
−

∞∑

n=0

(α)4n+2

(4n+ 2)!

)

+ iσ1
(

∞∑

n=0

(α)4n+1

(4n+ 1)!
−

∞∑

n=0

(α)4n+3

(4n+ 3)!

)
,

= I
(
1− α2

2!
+
α4

4!
− α6

6!
+ . . .

)

+ iσ1
(
α− α3

3!
+
α5

5!
− α7

7!
. . .
)
,

= Icos(α) + isin(α),

=

(
cos(α) isin(α)
isin(α) cos(α)

)

.

(3.73)

Menggunakan cara yang sama, dapat dihitung 2 bentuk tran-
sformasi grup SU(2) yang dibangkitkan oleh σ2, dan σ3. Se-
hingga bentuk dari matrik transformasi dalam grup SU(2)
adalah

M1 =

(
cos(α) isin(α)
isin(α) cos(α)

)

, (3.74a)

M2 =

(
cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)

)

, (3.74b)

M3 =

(
eiα 0
0 e−iα

)

, (3.74c)
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(3.74d)

yang masing-masing dibangkitkan oleh matrik pauli σ1, σ2,
dan σ3 [5].

3.3.3 SU(2) Sebagai Representasi Spinor dari SO(3)

Mengingat kembali ketiga Matrik Pauli,

σ1 =

(
0 1
1 0

)

, σ2 =

(
0 −i
i 0

)

,

σ3 =

(
1 0
0 −1

) (3.75)

Transformasi SU(2) yang dibangkitkan oleh ketiga Matrik Pa-
uli ini bekerja ke suatu vektor v ∈ C

2

v =

(
a
b

)

=

(
a1 + a2i
b1 + b2i

)

, (3.76)

atau dapat pula dilihat sebagai elemen dari R4. Diambil suatu
matrik X,

X = v v† =

(
|a|2 ab̄
bā |b|2

)

(3.77)

yang memiliki determinan 0;

det(X) = |a|2 |b|2 − |ab|2 = 0. (3.78)

Jika diasumsikan v ternormalisasi yaitu,

v†v = |a|2 + |b|2 = 1. (3.79)

Serta dimisalkan,

x = a1b1 + a2b2, (3.80a)
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y = a1b2 − a2b1, (3.80b)

z =
|a|2 − |b|2

2
. (3.80c)

Maka,

X =

(
1
2 + z x− yi
x+ yi 1

2 − z

)

(3.81)

Matrik X ini bertransformasi dengan cara

X → X ′ =MXM †. (3.82)

Pada persamaan (3.82), M merupakan anggota dari grup SU(2).
Bila dihitung determinan dari hasil transformasinya,

det(MXM †) = det(M)det(X)det(M †)

= det(X)

= 0.

(3.83)

Hal ini menunjukkan bahwa nilai determinan matrik X diper-
tahankan oleh transformasi ini [5].

Bila diperhatikan lebih lanjut menggunakan bentuk X pa-
da persamaan (3.81), determinannya menghasilkan persama-
an

det(X) =
1

4
− (x2 + y2 + z2),

0 =
1

4
− (x2 + y2 + z2),

x2 + y2 + z2 =
1

4
.

(3.84)

Maka, nilai x2 + y2 + z2 tidak mengalami perubahan juga sa-
at dilakukan transformasi (3.82). Hal ini menunjukkan SU(2)
bekerja pada R3 menghasilkan rotasi. Namun, hal ini juga ber-
laku bila mengganti M dengan (-M). Sehingga, SU(2) mero-
tasikan R

3 2 kali, atau disebut SU(2) merupakan double cover
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dari SO(3). Grup yang merupakan double cover dari SO(3)
disebut Spin(3), jadi dapat ditulis menjadi

SU(2) ∼= Spin(3). (3.85)

Grup Spin(3) bekerja ke suatu objek bernama ”Spinor”. Oleh
karena itu, SU(2) dapat disebut sebagai Representasi Spinor
dari SO(3) [5].

3.3.4 Grup SU(3) dan Diagram Dynkinnya

Representasi fundamental grup SU(3) dibangkitkan oleh 8
generator ga = λa

2 . Kedelapan matrik λa memiliki bentuk,

λ1 =





0 1 0
1 0 0
0 0 0



 , λ2 =





0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 , (3.86a)

λ3 =





1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 , λ4 =





0 0 1
0 0 0
1 0 0



 , (3.86b)

λ5 =





0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 , λ6 =





0 0 0
0 1 0
1 0 0



 , (3.86c)

λ7 =





0 0 0
0 −i 0
i 0 0



 , λ8 =
1√
3





1 0 0
0 1 0
0 0 −2



 , (3.86d)

yang disebut matrik Gell-Mann. Matrik Gell-Mann memenuhi
sifat

tr(λa, λb) = 2δab (3.87)

Sifat ini disebut kondisi normalisasi [15].

Bila diperhatikan terdapat beberapa keuninkan dari ma-
trik Gell-Mann,
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1. λ1, λ2 membentuk generator grup SU(2) bersama λ3,

2. λ3, λ8 memeiliki bentuk diagonal,

3. λ4, λ5 dibangun dari matrik pauli σ1, σ2 namum berada
pada sektor 1-3,

4. λ6, λ7 dibangun dari matrik pauli σ1, σ2 namum berada
pada sektor 1-3.

Untuk mendapat subgrup SU(2) lainnya bisa digunakan hu-
bungan komutasi

[λ4, λ5] =









0 0 1
0 0 0
1 0 0



 ,





0 0 −i
0 0 0
i 0 0







 ,

=





i 0 0
0 0 0
0 0 −i



−





−i 0 0
0 0 0
0 0 i



 ,

= 2i





1 0 0
0 0 0
0 0 −1



 ,

= i(λ3 +
√
3λ8),

(3.88)

[λ6, λ7] =









0 0 0
0 0 1
0 1 0



 ,





0 0 0
0 0 −i
0 i 0







 ,

=





0 0 0
0 i 0
0 0 −i



−





0 0 0
0 −i 0
0 0 i



 ,

= 2i





0 0 0
0 1 0
0 0 −1



 ,

= i(−λ3 +
√
3λ8).

(3.89)
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Sedangkan hubungan komutasi antara matrik diagonal

[λ3, λ8] =









1 0 0
0 −1 0
0 0 0



 ,
1√
3





1 0 0
0 1 0
0 0 −2







 ,

=
1√
3









1 0 0
0 −1 0
0 0 0



−





1 0 0
0 −1 0
0 0 0







 ,

= 0

(3.90)

yang menunjukkan matrik diagonal λ3, λ8 saling komut. Jum-
lah matrik yang saling komut, atau komutatif disebut sebagai
Rank dari grup. Sehingga Rank dari grup ini adalah 2. Kedua
anggota grup ini disebut sebagai subaljabar Cartan [15].

Untuk membentuk aljabar su(3) yang memiliki bentuk
umum

[ga, gb] = ifabcgc, (3.91)

digunakan operasi komutasi dari setiap anggota grup. Meng-
gunakan cara yang telah didemonstrasikan sebelumnya, kon-
stanta struktur fabc bisa didapatkan yaitu

f123 = 1, (3.92a)

f147 = −f156 = f246 = f257 = f345 = −f367 =
1

2
, (3.92b)

f458 = f678 =

√
3

2
, (3.92c)

serta fabc bernilai 0 untuk konstanta struktur yang tidak ber-
hubungan dengan (3.92) [16].
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3.4 Transformasi Lorentz

3.4.1 Transformasi Lorentz dan Grup SO(p,q)

Transformasi Lorentz merupakan transformasi yang meng-
hubungkan antar prespektif. Prespektif dalam fisika diforma-
lisasikan menggunakan konsep yang disebut kerangka dan di-
bahas dalam Teori Relativitas Khusus. Secara geometri, tran-
sformasi ini mempertahankan ”besar” (kuadrat) dari interval
ruang-waktu [5].

Pada ruang-waktu 1 (ruang) + 1 (waktu) dimensi, dan
digunakann satuan natural (c = 1),

v =

(
t
x

)

(3.93)

yang menunjukkan kejadian pada waktu t dan posisi x. Besar
(kuadrat) v didefenisikan sebagai,

|v|2 = x2 − t2 (3.94)

dan menunjukkan interval ruang-waktu antara (t,x) dan ti-
tik awal (origin). Dengan memperkenalkan metrik g, yang
memiliki bentuk

g =

(
−1 0
0 1

)

. (3.95)

Sehingga intervalnya dapat ditulis menjadi

|v|2 = vT gv (3.96)

yang merupakan bentuk matrik dari interval ruang-waktu (1+1)
dimensi [5]

Metrik dengan bentuk (3.95) dikatakan memiliki tanda
(signature) (1,1). Sedangkan, jika mengambil metrik dengan
bentuk matrik identitas berukuran 2×2, dapat dikatakan me-
trik tersebut memiliki tanda (2,0). Secara umum suatu matrik
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dikatakan memiliki tanda (p,q) jika memiliki bentuk diagonal,
yang terdari p buah angka 1, dan q buah angka -1 [5].

Transformasi Lorentz dapat dibayangkan sebagai rotasi.
Rotasi merupakan transformasi yang dilakukan oleh grup or-
togonal. Transformasi linear M pada v menyebabkan,

vT v → v′
T
v′

= (Mv)T g(Mv),

= vTMT gMv.

(3.97)

Transformasi ini dapat mempertahankan besar v jika berlaku,

MT gM = g. (3.98)

Sehingga dapat didefenisikan grup ortogonal SO(N) dengan
tanda (p,q),

SO(p, q) = {M ∈ R
(p+q)×(p+q)|MT gM = g, det(M) = 1}

(3.99)
dengan g memiliki tanda (p,q). Jika q=0 (atau p=0), grup
SO(p,q) menjadi grup SO(N) dengan metrik identias yang
memenuhi defenisi (3.26). Jika q = 1, maka dapat dikatak-
an pada ruang tersebut terdapat 1 arah time-like, dan grup
yang memiliki metrik ini disebut grup Lorentz yang bekerja
ke ruang-waktu Minkowski. Untuk menyertakan tanda (p,q)
dalam suatu ruang vektor, dituliskan R

p,q [5].

3.4.2 SO(1,1) dan SO(3,1) sebagai Grup Simetri
Transformasi Lorentz

Salah satu grup yang kecil dari keluarga grup SO(p,q) ada-
lah grup SO(1,1). Grup SO(1,1) memiliki anggota M dengan
bentuk,

M =

(
a b
c d

)

. (3.100)
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Menggunakan sifat (3.98),

g =MT gM,
(
−1 0
0 1

)

=

(
a b
c d

)T ( −1 0
0 1

)(
a b
c d

)

,

=

(
a c
b d

)(
−a −b
c d

)

,

=

(
−a2 + c2 −ab+ cd
−ab+ cd −b2 + d2.

)

(3.101)

Maka berlaku,

a2 − c2 = −1, (3.102a)

−ab+ cd = 0, (3.102b)

d2 − b2 = 1. (3.102c)

Diambil permisalan,

a2 = cosh2(θ),

a = eiαcosh(θ).
(3.103)

Dengan cara yang sama, dapat dimisalkan pula

d = eiγcosh(φ) (3.104)

Pada trigonometri hiperbolik berlaku

cosh2(θ)− sinh2(θ) = 1, (3.105)

cosh(θ)sinh(φ)− sinh(θ)cosh(φ) = sinh(φ− θ) (3.106)

Dari sifat tersebut, didapatkan nilai b, dan c

b = eiβsinh(φ),

c = eiδsinh(θ).
(3.107)
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Menggunakan persamaan (3.102b), berlaku

ab = cd,

eiαcosh(θ)eiβsinh(φ) = eiδcosh(φ)eiγsinh(θ),

ei(α+β−δ−γ)cosh(θ)sinh(φ) = cosh(φ)sinh(θ).

(3.108)

Pada bagian eksponensial berlaku,

ei(α+β−δ−γ) = 1

= e0

α+ β − δ − γ = 0,

α+ β − δ = γ.

(3.109)

Berlaku pula,

cosh(θ)sinh(φ)− sinh(θ)cosh(φ) = 0,

sinh(θ − φ) = sinh(0),

θ − φ = 0,

φ = θ.

(3.110)

Karena M merupakan elemen dari grup SO(p,q), maka
determinannya 1,

det(M) = ad− bc, (3.111a)

ad− bc = 1, (3.111b)

1 = ei(2α+β−δ)cosh2(θ)− ei(β+δ)sinh2(θ). (3.111c)

Supaya persamaan (3.111c) dipenuhi, eksponensial pada ke-
dua suku harus bernilai 1, atau

ei(2α+β−δ) = 1,

2α+ β − δ = 0,

δ = 2α+ β,

(3.112)
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dan,

ei(β+δ) = 1,

β + δ = 0,

δ = −β.
(3.113)

Menyamakan kedua nilai δ,

2α+ β = −β,
2α = −2β,
β = −α.

(3.114)

Untuk mendapatkan nilai α bisa digunakan sifat hermitian
dari matrik M,

M † =M,
(
e−iαcosh(θ) e−iαsinh(θ)
eiαsinh(θ) eiαcosh(θ)

)

=

(
eiαcosh(θ) e−iαsinh(θ)
eiαsinh(θ) eiαcosh(θ)

)

.

(3.115)

Sifat hermitian ini hanya bisa dipenuhi, jika dan hanya jika,

eiαcosh(θ) = e−iαcosh(θ),

ei2α = 1,

α = 0.

(3.116)

Oleh karena itu, anggota umum dari grup SO(1,1) adalah

M =

(
cosh(θ) sinh(θ)
sinh(θ) cosh(θ)

)

. (3.117)

Transformasi vektor v oleh matrik M menghasilkan,

v′ =Mv,
(
t′

x′

)

=

(
cosh(θ) sinh(θ)
sinh(θ) cosh(θ)

) (
t
x

)

=

(
cosh(θ) t+ sinh(θ)x
sinh(θ) t+ cosh(θ)x

)

,

(3.118)
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atau,

t→ t′ = cosh(θ) t+ sinh(θ)x, (3.119a)

x→ x′ = sinh(θ) t+ cosh(θ)x. (3.119b)

Transformasi (3.119) disebut Transformasi Lorentz pada ru-
ang Minkowski (1+1) dimensi. Dalam teori relativitas khusus
transformasi jenis ini disebut sebagai boost pada sumbu x de-
ngan kecepatan v = tanh(θ). Boost pada sumbu x dapat
dikatakan sebagai rotasi pada bidang (t,x) [14].

Untuk mendapatkan anggota dari grup SO(p,q) yang le-
bih besar, dapat dibangun dari grup yang lebih kecil misal-
nya SO(1,1). Salah satu grup yang dapat dibangun dari grup
SO(1,1) adalah grup SO(3,1). Grup ini merupakan grup si-
metri dari transformasi Lorentz pada ruang Minkowski (3+1)
dimensi [5].

Grup SO(3,1) bekerja ke suatu objek v

v =







t
x
y
z






. (3.120)

yang disebut vektor-4. Grup ini memiliki metrik dengan tan-
da(3,1). Jadi interval ruang waktu yang dipertahankan oleh
grup ini memiliki bentuk

|v|2 = vT gv = −t2 + x2 + y2 + z2. (3.121)

Pada grup ini terdapat
(

4
2

)

= 6 bidang rotasi. (3.122)

Keenam bidang rotasi ini meliputi bidang (t,x), (t,y), (t,z),
(x,y), (x,z), dan (y,z) [5].
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Rotasi pada bidang (t,x), (t,y), dan (t,z) ekivalen dengan
boost pada sumbu x, y, dan x (secara berurutan). Grup
SO(1,1) dapat digunakan untuk membangun jenis rotasi ini.
Namun karena bekerjanya pada ruang R

1,1, grup ini akan di-
tanamkan pada ruang R

3,1 tempat grup SO(3,1) bekerja. Bo-
ost pada sumbu x pada ruang R

1,1 akan mentransformasikan
komponen waktu t, dan ruang x namun tidak mempengaruhi
komponen ruang y, dan z. Oleh karena itu, boost pada sumbu
x yang bekerja dalam R

3,1 berbentuk

R(t,x) =







cosh(θ) sinh(θ) 0 0
sinh(θ) cosh(θ) 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1






. (3.123)

Sedangkan boost pada sumbu lain bisa didapatkan dengan
mentransformasikan komponen sumbu t dan sumbu yang meng-
alami boost. Bentuk transformasinya memiliki bentuk yang
sama dengan transformasi (3.119) tetapi x diganti dengan
sumbu yang mengalami boost. Sumbu ruang yang tidak meng-
alami boost, tidak berubah nilai komponennya. Jadi, R(t,y)

dan R(t,z) memiliki bentuk

R(t,y) =







cosh(θ) 0 sinh(θ) 0
0 1 0 0

sinh(θ) 0 cosh(θ) 0
0 0 0 1






, (3.124a)

R(t,z) =







cosh(θ) 0 0 sinh(θ)
0 1 0 0
0 0 1 0

sinh(θ) 0 0 cosh(θ)






. (3.124b)

Setiap transformasi ini melakukan boost pada suatu kerangka
dengan kecepatan tanh(θ) dengan arah sesuai sumbu boostnya
[14].
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Bentuk transformasi lainnya mengikuti bentuk rotasi yang
berada pada grup SO(3) yang ditanamkan dengan cara yang
sama seperti sebelumnya,

R(xy) =







1 0 0 0
0 cos(θ) −sin(θ) 0
0 sin(θ) cos(θ) 0
0 0 0 1






, (3.125a)

R(xz) =







1 0 0 0
0 cos(θ) 0 −sin(θ)
0 0 1 0
0 sin(θ) 0 cos(θ)






, (3.125b)

R(yz) =







1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cos(θ) −sin(θ)
0 0 sin(θ) cos(θ)






. (3.125c)

Transformasi ini merotasikan bidang (x,y), (y,z), dan (x,z) [5].

3.4.3 Bentuk Umum Transformasi Lorentz

Menggunakan grup SO(1,1) dan SO(3,1), dapat dibangun
grup yang SO(k,1) (k > 3) lainnya yang lebih besar. Secara
umum, apabila terdapat vektor x dalam ruang vektor (k+1)
yang memiliki tanda (k,1). Maka, dapat dituliskan x

(
t x2 x3 . . . xk xk+1

)T
(3.126)

dengan t, x1, x2, . . . , xk, xk+1 merupakan bilangan riil. Sedangk-
an besar dari vektor x dapat dituliskan

|x|2 = xgxT = t2 − x12 − x22 − . . . xk2 − xk+1
2. (3.127)

Apabila nilai dari |x|2 = 0, vektor x disebut vektor null. Ma-
trik transformasi M dalam Grup SO(k,1) bekerja kepada vek-
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tor x dalam ruang ini dan memiliki sifat

|x|2 = |Mx|2 (3.128)

yang mempertahankan besar dari vektor tersebut [14].

Transformasi Lorentz bekerja pada ruang vektor (k+1) di-
mensi dalam bentuk grup SO(k,1). Apabila, ruang ini meng-
gunakan basis/”sumbu” (e1, e2, . . . , ek, ek+1). Maka, kompo-
nen matrikMea,eb (mengasumsikan a < b) dalam grup SO(k,1)
dapat dituliskan menjadi

(Me1,eb)(1,1) = (Me1,eb)(b,b) = cosh(α)

(Me1,eb)(1,b) = (Me1,eb)(b,1) = sinh(α)

(Me1,eb)(c,c) = 1 (jika, c 6= 1 dan c 6= b)

(3.129a)

sedangkan saat a 6= 1,

(Mea,eb)(a,a) = (Mea,eb)(b,b) = cosh(α)

(Mea,eb)(a,b) = −(Mea,eb)(b,a) = −sinh(α)
(Mea,eb)(c,c) = 1 (jika, c 6= a dan c 6= b)

(3.129b)

yang dapat merotasikan sembarang bidang dalam ruang vek-
tor (k+1) ini sejauh α. Sehingga, bila dituliskan dalam bentuk
matrik, Me1,e3 dan Me2,ek+1

adalah

Me1,e3 =












cosh(α) 0 sinh(α) 0 . . . 0
0 1 0 0 . . . 0

sinh(α) 0 cosh(α) 0 . . . 0
0 0 0 1 . . . 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 . . . 1












(3.130)
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Me2,ek+1
=












1 0 0 . . . 0 0
0 cos(α) 0 . . . 0 −sin(α)
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0
0 sin(α) 0 . . . 0 cos(α)












. (3.131)

Sembarang transformasi lorentz dapat dituliskan sebagai kom-
binasi dari matrik Me1,e2 , Me1,e3 , . . . , Me1,ek+1

, Me2,e3 , . . . ,
Mek,ek+1

tentunya dengan sudut yang tepat [5] [14].

3.4.4 SL(2,C) sebagai Representasi Spinor Tran-
sformasi Lorentz

Telah dibahas sebelumnya bahwa pada ruang (3+1), tran-
sformasi bekerja ke suatu vektor-4 dengan bentuk

v =







t
x
y
z






. (3.132)

Transformasi lorentz ini dapat pula bekerja dengan vektor de-
ngan bentuk,

X = tI+ xσ1 + yσ2 + zσ3,

=

(
t+ z x− iy
x+ iy t− z

)

.
(3.133)

Namun, tentunya dengan representasi yang berbeda karena
ukuran vektor dan matrik tranformasinya tidak cocok untuk
dilakukan operasi perkalian matrik. Representasi ini yang be-
kerja ke matrik ini diseut representasi spinor. Menarik pu-
la diketahui bahwa matrik (3.133) hermitian, karena matrik
identitas dan matrik pauli hermitian. Sehingga matrik yang
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mentransformasikan vektor ini perlu mempertahankan sifat
hermitian pula [5].

Sama seperti pada bagian (3.4) transformasi lorentz perlu
mempertahankan besar dari interval ruang waktu,

|v|2 = −t2 + x2 + y2 + z2. (3.134)

Pada (3.4) besar interval ruang waktu bisa didapatkan dari
determinannya,

−det(X) = x2 + y2 + z2 − t2. (3.135)

Sehingga dibutuhkan transformasi yang dapat mempertahank-
an nilai det(X). Menggunakan transformasi pada bagian (3.82),
maka vektor X bertransformasi dengan cara,

X → X ′ =MXM †. (3.136)

Namun bila digunakan bilangan hiperkomplek sebagai elemen
bukan diagonal dari X, transformasi (3.136) tidak berlaku
secara umum [5].

Bila digunakan bilangan komplek sebagai elemen bukan
diagonal dari X, maka bentuknya sama seperti 3.133. Sifat
hermitian dari transformasinya dapat dijamin,

det(X ′) = det(MX ′M †),

= det(M)det(X ′)det(M †),

= det(M)det(M †)det(X ′),

(3.137)

jika berlaku

det(M) = det(M †) = 1. (3.138)

Hal ini menunjukkan bahwa suatu matrik M merupakan su-
atu grup dengan determinan 1, serta memiliki ukuran 2 × 2.
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Grup dengan sifat ini disebut sebagai grup SL(2,C). Sehingga
(setidakya secara lokal) berlaku,

SL(2,C) ∼= SO(3, 1). (3.139)

Sedangkan sifat hermitiannya,

X ′ = X ′†,

MXM † = (MXM †)†,

MXM † =MXM †,

(3.140)

tetap berlaku [5].

Anggota dari matrik SL(2,C) merupakan representasi spi-
nor dari grup SO(3,1). Maka, terdapat transformasinya dapat
dikategorikan menjadi transformasi boost dan rotasi. Tran-
sformasi rotasi dalam grup SL(2,C) bisa didapatkan menggu-
nakan transformasi dalam SU(2). Karena, SU(2) merupakan
representasi spinor dari grup SO(3). Salah satu transformasi
dalam grup SU(2) adalah

(
cos(α) isin(α)
isin(α) cos(α)

)

(3.141)

yang merotasikan bidang (y,z) dan dapat dilihat bila dilakukan
pada vektor (X),

X ′ =

(
cos(α) isin(α)
isin(α) cos(α)

)(
t+ z x− iy
x+ iy t− z

)

(
cos(α) −isin(α)
−isin(α) cos(α)

)

(3.142)

=

(
t+ cos(2α)z − sin(2α)y −isin(2α)z + x− icos(2α)y
isin(2α)z + x+ icos(2α)y t− cos(2α)z + sin(2α)y

)
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atau,

t→ t′ = t,

x→ x′ = x,

y → y′ = cos(2α)y + sin(2α)z,

z → z′ = −sin(2α)y + cos(2α)z.

(3.143)

Menggunakan metode yang sama didapatkan bentuk transfor-
masi rotasi lainnya,

Mxy(α) =

(
eiα 0
0 e−iα

)

, Mxz(α) =

(
cos(α) −sin(α)
sin(α) cos(α)

)

,

(3.144)
yang (secara berurutan) merotasikan bidang (x,y) dan (x,z)
[5]. Transformasi boost yang me-”rotasi”-kan bidang sumbu t
dengan sumbu ruang x, y, atau z secara geometris merupak-
an rotasi menggunakan fungsi hiperbolik. Untuk mendapatan
bentuk boostnya dari grup SL(2,C) dapat digunakan hasil
transformasi Lorentz pada bagian (3.4.2). Sehingga boost pa-
da sumbu z memiliki bentuk

Mtz(α) =

(
eα 0
0 e−α

)

. (3.145)

Dengan bentuk transformasinya,

X → X ′ =MtzXMtz
† (3.146)

. Bila dihitung, komponen vektor-4nya bertransformasi de-
ngan bentuk,

t→ t′ = cosh(2α)t+ sinh(2α)z,

x→ x′ = x,

y → y′ = y,

z → z′ = sinh(2α)t+ cosh(2α)z,

(3.147)
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yang menunjukkan ada boost pada bidang (t,z) sejauh 2α,
dengan kecepatan relatif c tanh(2α). Menggunakan cara yang
sama bisa didapatkan boost pada sumbu x, dan y sebagai
berikut,

Mtx(α) =

(
cosh(α) sinh(α)
sinh(α) cosh(α)

)

, (3.148)

Mty(α) =

(
cosh(α) −i sinh(α)
i sinh(α) cosh(α)

)

(3.149)

yang masing-masing (secara berurutan) me-”rotasi”-kan bi-
dang (t,x) dan (t,y) [5].

3.4.5 SL(2,H) sebagai Representasi Spinor Tran-
sformasi Lorentz

Grup SL(2,H) bekerja ke suatu ruang vektor dengan ele-
men yang berbentuk,

X =

(
t+ z q̄
q t− z

)

. (3.150)

Dimana q merupakan bilangan kuarternion (H) yang berben-
tuk,

q = q1 + qii+ qjj + qkk (3.151)

Untuk membangun matrik X, dimisalkan matrik w yang me-
menuhi,

σ2 = iw

w =

(
0 −1
1 0

)

.
(3.152)
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Sehingga matrik pauli dapat dituliskan menjadi,

σx = σ1 =

(
0 1
1 0

)

σz = σ3 =

(
1 0
0 −1

)

σi = i w =

(
0 −i
i 0

)

σj = j w =

(
0 −j
j 0

)

σk = k w =

(
0 −k
k 0

)

.

(3.153)

Maka matrik X,

X = tI + q1σx + qiσi + qjσj + qkσk ++zσz, (3.154)

yang dibangun dari perluasan matrik pauli. Perlu diperhatik-
an disini bahwa penggunaan bilangan kuarternion menjadik-
an vektor X (5+1) dimensi. Oleh karena itu, dapat dikatakan
SL(2,H) merupakan representasi spinor dari grup SO(5,1) [5]
[14].

Sama seperti grup pada umumnya, grup ini dapat diba-
ngun dari grup yang lebih kecil, yaitu grup SL(2,C). Sela-
in memiliki matrik transformasi (3.73), (3.144), (3.145), dan
(3.148), matrik ini memiliki jenis transformasi lainnya juga.
Diperlukan pula transformasi yang dapat merotasikan bidang
yang terdapat unit imajiner kuarternion i, j, atau k, seperti
bidang (t,k), (x,j), (z,k), dan (j,k). Pada kasus, transformasi
yang merotasikan bidang (x,u) dengan u adalah unit imajiner
kuarternion. Dapat digunakan bentuk (Mxy), namun meg-
ganti i dengan u,

Mx,u =

(
e−uα 0
0 euα

)

. (3.155)
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Untuk mendemonstrasikan cara transformasi representasi spi-
nor oleh rotasi dengan bidang (x,u), diberikan contoh berikut,

X →Mx,jXM
†
x,j , (3.156a)

Mx,jXM
†
x,j =

(
e−jα 0
0 ejα

)(
t+ z q̄
q t− z

)(
ejα 0
0 e−jα

)

,

(3.156b)

=

(
t+ z e−jαq̄e−jα

ejαqejα t− z

)

, (3.156c)

=

(
t+ z e−jα(r1e

−jα + r2e
−jβk)e−jα

ejα(r1e
jα + r2e

jβk)ejα t− z

)

,

(3.156d)

=

(
t+ z (r1e

−j(α+2α) + r2e
−jβk

r1e
j(α+2α) + r2e

jβk t− z

)

,

(3.156e)

yang merotasikan bidang (x,j) sejauh 2α [5] [14].

Menggunakan metode untuk mendapatkan transformasi
(3.155), rotasi pada bidang dengan bentuk (t,u) dan (z,u)
secara berturut-urut dapat dilakukan dengan menggunakan
transformasi dengan bentuk,

Mt,u =

(
coshα −usinhα
usinhα coshα

)

, (3.157)

Mz,u =

(
cosα −usinα
usinα cosα

)

. (3.158)

Sedangkan, transformasi yang merotasikan bidang dengan ben-
tuk (u,v) dengan u,v adalah unit imajiner i,j, atau k, dapat
dilakukan dengan meggunakan pemetaan konjugasi. Namun,
karena transformasi ini bekerja kepada matrik berukuran 2×2
maka unit imajiner kuarternionnya dikalikan dengan matrik
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identitas berukuran 2×2. Sehingga, dapat dilakukan rotasi
pada bidang (u,v) dengan bentuk transformasi

Mu,v = euvαI2×2. (3.159)

Untuk mendemonstrasikan transformasi jenis ini, dilakukan
perhitungan sebagai berikut,

X →Mj,kXM
†
j,k (3.160a)

Mj,kXR
†
j,k = eiαI2×2

(
t+ z q̄
q t− z

)

e−iαI2×2 (3.160b)

=

(
t+ z eiαq̄e−iα

eiαqe−iα t− z

)

(3.160c)

=

(
t+ z r1e

−kα + r2e
−k(β+2α)i

r1e
kα + r2e

k(β+2α)i t− z

)

.

(3.160d)

Dalam perhitungan (3.160), pada langkah (3.160c) ke (3.160d)
digunakan persamaan (2.36) yang merupakan pemetaan kon-
jugasi oleh unit kuarternion eiα. Sebagai kelengkapan ditu-
liskan seluruh bentuk transformasi yang berada dalam grup
SL(2,H) pada lampiran (D)[5] [14].

3.4.6 SL(2,O) sebagai Representasi Spinor Tran-
sformasi Lorentz

SL(2,O) bekerja ke suatu vektor X,

X =

(
t+ z a
ā t− z

)

, (3.161)

dengan a merupakan oktonion (a ∈ O). Matrik X ini dibangun
dari perluasan matrik pauli sebagai berikut,

σx = σ1 =

(
0 1
1 0

)

(3.162a)
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σz = σ3 =

(
1 0
0 −1

)

(3.162b)

σi = i w =

(
0 −i
i 0

)

(3.162c)

σj = j w =

(
0 −j
j 0

)

(3.162d)

σk = k w =

(
0 −k
k 0

)

, (3.162e)

σkl = (kl)w =

(
0 −(kl)

(kl) 0

)

, (3.162f)

σjl = (jl)w =

(
0 −(jl)

(jl) 0

)

, (3.162g)

σil = (il)w =

(
0 −(il)
(il) 0

)

, (3.162h)

σl = l w =

(
0 −l
l 0

)

. (3.162i)

Maka matrik X,

X =tI + q1σx + qiσi + qjσj + qkσk

+ qklσkl + qjlσjl + qilσil + qlσl + zσz.
(3.163)

Sama seperti grup SL(2,H), penggunaan bilangan oktonion
menyebabkan bertambahnya dimensi. Vektor X menjadi ber-
dimensi (9+1). Oleh karena itu grup SL(2,O) merupakan rep-
resentasi spinor dari grup SO(9,1) [5] [14].

Karena merupakan Transformasi Lorentz, grup ini merota-
sikan setiap bidang dalam matriks tersebut. Sehingga, dapat
digunakan matriks transformasi yang berada dalam SL(2,H)
tentunya dengan unit imajiner oktonion. Transformasi yang
menghasilkan boost dikategorikan sebagai transformasi kate-
gori 1. Sedangkan, transformasi kategori 2 mengkelompokkan
transformasi yang menghasilkan rotasi [14].
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Perlu diperhatikan bahwa operasi konjugasi pada oktonion
tidak menghasilkan rotasi pada 1 bidang saja, tetapi pada 3
bidang sekaligus. Oleh karena itu perlu digunakan bentuk
transformasi baru yang hanya merotasikan 1 bidang saja. Pa-
da bagian (2.3), telah dibahas bagaimana merotasikan satu
bidang saja, yaitu dengan menggunakan metode double flip.
Metode ini dapat digunakan pula pada matriks dengan menga-
likan penkojugasinya dengan matriks identitas 2×2. Sehingga,
bentuk transformasinya dapat dituliskan menjadi

X → I2×2(ucos(
α

2
)+vsin(

α

2
))(uXu)I2×2(ucos(

α

2
)+vsin(

α

2
)),

(3.164)
dengan u, dan v merupakan unit imajiner yang saling tegak lu-
rus (u⊥v) dan membentuk bidang yang akan ditransformasik-
an. Sehingga didapatkan seluruh bentuk transformasi dalam
grup SL(2,O). Transformasi ini dikategorikan sebagai tran-
sformasi kategori 3 yaitu rotasi bidang imajiner [5] [14].

Secara lengkap, transformasi dalam grup ini dapat ditu-
liskan,

X →
{

MXM † untuk kategori 1 dan 2,

M2(M1XM1
†)M2

† untuk kategori 3,

(3.165)

yang matrik transformasinya memiliki bentuk dalam tabel
(3.2) serta dipisahkan berdasarkan kategorinya. Semua jenis
transformasi dalam grup ini dapat dilihat pada lampiran (E).
Dengan, u dan v adalah unit imajiner oktonion yang saling
tegak lurus. Pada tabel ini transformasi dalam grup ini dika-
tegorikan menjadi 3 kategori. Kategori 1 merupakan transfor-
masi boost, sedangkan kategori 2 merupakan transformasi pa-
da bidang yang dibentuk oleh sumbu x, atau z. Kategori 3 me-
rupakan transformasi yang menghasilkan rotasi pada bidang
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Tabel 3.2: Bentuk Transformasi dalam Grup SL(2,O)
Kategori Bentuk Transformasi

Kategori 1 :
Boost

Btz t←→ z M =

(
exp(α2 ) 0

0 exp(−α
2 )

)

Btx t←→ z M =

(
cosh(α2 ) sinh(α2 )
sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

Btu t←→ u M =

(
cosh(α2 ) −u sinh(α2 )
u sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

Kategori 2 :
Rotasi

Rxu x←→ u M =

(
exp(uα

2 ) 0
0 exp(−uα

2 )

)

Rxz x←→ z M =

(
cos(α2 ) −sin(α2 )
sin(α2 ) cos(α2 )

)

Rzu z ←→ u M =

(
cos(α2 ) u sin(α2 )
u sin(α2 ) cos(α2 )

)

Kategori 3 :
Rotasi Bidang

Imajiner

Ruv u←→ v M1 = u I2×2

M2 =
(
u cos(α2 ) + v sin(α2 )

)
I2×2

(u,v). Penting untuk diingat kembali bahwa Ra,b hanya mem-
pengaruhi bidang (a,b). Maka, Ra,b(α)+Ra,b(φ) = Ra,b(α+φ)
untuk sembarang α, φ ∈ R [5] [14].

3.5 Akar, Bobot, dan Diagram Dynkin

3.5.1 Bobot

Mengingat kembali dalam bagian (3.3.4), terdapat 2 gene-
rator yang saling komut yang membentuk subaljabar Cartan
dari aljabar su(3). Setiap generator yang berada dalam suba-
ljabar Cartan ini disebut Generator Cartan [15].

Secara umum, dalam suatu representasi tertentu (misal-
nya D), terdapat beberapa (misalnya m) generator Hi (i =
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1, 2, . . . ,m) yang memiliki sifat Hermitian dan saling komut,

Hi = H†
i (3.166)

[Hi, Hj ] = 0 (3.167)

serta memenuhi kondisi

Tr(HiHj) = kδij (3.168)

untuk i, j = 1 sampai m. Pada kondisi normalisasinya, k
merupakan konstanta yang bergantung dari representasi dan
normalisasi dari generator. Bilangan bulat m ini disebut se-
bagai rank dari aljabar dari grup ini [15].

Generator CartanHi dapat bekerja ke suatu keadaan |µ,D〉,

Hi |µ,D〉 = µi |µ,D〉 (3.169)

dengan D adalah jenis representasi yang digunakan, dan |µ,D〉
merupakan vektor yang koresponden dengan suatu keadaan
yang memiliki vetor eigen µ dalam representasi D. Penulisk-
an vektor keadaan sebagai |µ,D〉 disebut sebagai notasi braket
Dirac yang lebih banyak dijelaskan lagi dalam (C). Nilai ei-
gen µi dari keadaan ini disebut bobot. Nilai dari bobot ini riil,
karena merupakan nilai eigen dari operator hermitian. Vek-
tor dengan m-komponen dengan komponen µi disebut sebagai
vektor bobot [15].

3.5.2 Akar

Pada representasi adjoint, suatu keadaan yang koreponden
dengan generator sembarang Xa dapat dituliskan sebagai

|Xa〉 . (3.170)

Keadaan yang koresponden dengan generator dalam represen-
tasi ini memliki produk skalar sebagai beirkut,

〈Xa|Xb〉 = λ−1Tr(X†
aXb) (3.171)
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(λ merupakan k dalam representasi ini). Untuk menghitung
pengaruh suatu generator terhadap suatu keadaan, dapat di-
gunakan (3.171). Sehingga pengaruhnya adalah

Xa |Xb〉 = |Xc〉 〈Xc|Xa|Xb〉 = Xc[Ta]cb

= −i facb |Xc〉 = i fabc |Xc〉
= |i fabcXc〉 = |[Xa, Xb]〉

(3.172)

yang menunjukkan ternyata keadaan hasilnya koresponden de-
ngan komutasi antara kedua generator yang dioperasikan [15].

Akar merupakan bobot dalam representasi adjoint. Kare-
na generator Cartan komut, [Hi, Hj ] = 0, maka keadaannya
memiliki bobot nol

Hi |Hj〉 = |[Hi, Hj ]〉 = 0. (3.173)

Sifat ini juga berlaku untuk generator Cartan dalam represen-
tasi adjoint. Berdasarkan persamaan (3.168), keadaan yang
koresponden dengan generator Cartan ortonormal,

〈Hi|Hj〉 = λ−1Tr(HiHj) = δij . (3.174)

Sedangkan, keadaan lain dalam representasi adjoint yang ti-
dak korespondedn dengan generator Cartan, memiliki vektor
bobot bukan nol, αi, dengan komponen αi.

Hi |Eα〉 = αi |Eα〉 (3.175)

yang artinya generator koresponden tersebut memenuhi per-
samaan

[Hi, Eα] = αiEα. (3.176)

Berbeda dengan generator Cartan Hi, generator Eα tidak her-
mitian. Generator E†

α, yang merupakan sekawan hermitian
dari generator Eα, memiliki akar yang minus dari akar gene-
rator sekawan hermitiannya

E†
α = E−α ↔ [Hi, E

†
α] = −αE†

α. (3.177)



75

Keadaan-keadaan yang koresponden dengan bobot yang ber-
beda harus ortogonal, karena mereka memilikki nilai eigen
yang setidaknya beberda satu dari generator Cartan. Ma-
ka dapat dipilih normalisasi dari keadaan dalam representasi
adjoint

〈Eα|Eβ〉 = λ−1Tr(E†
αEβ) = δαβ . (3.178)

Bobot αi ini yang disebut akar, yang merupakan komponen
ke-i dari vektor α yang disebut vektor akar. Adapun yang
disebut akar positif, yaitu akar yang memiliki komponen per-
tama bukan nolnya positif. Sedangkan adapula yang disebut
akar simpel, yang merupakan akar yang tidak adapat ditulis
sebagai penjumlahan akar positif lainnya [15].

3.5.3 Diagram Dynkin

Generator E±α merupakan operator tangga untuk bobot,
karena keadaan E±α |µ,D〉 memiliki bobot µ± α,

HiE±α |µ,D〉 = [Hi, E±α] |µ,D〉+ E±αHi |µ,D〉
= (µ± α)iE±α |µ,D〉

(3.179)

yang berlaku untuk sembarang representasi [15].

Pada representasi adjoint, keadaan Eα |E−α〉 memiliki bo-
bot α − α = 0. Berdasarkan bagian sebelum telah diketahui
bahwa generator Cartan memiliki bobot 0, oleh karena itu ke-
adaan ini merupakan keadaan yang koresponden dengan kom-
binasi linear dari generator Cartan,

[Eα, E−α] = α ·H. (3.180)

Sehingga dapat dikatakan bahwa komutasi antara pasangan
generator yang memiliki akar ±α koresponden dengan kombi-
nasi linear dari generator Cartan [15].
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Setiap pasangan generator Cartan dengan akar ±α, terda-
pat subaljabar grup SU(2), dengan generator

E± ≡ |α|−1E±α

E3 ≡ |α|−2α · α.
(3.181)

Apabila terdapat keadaan |µ,D〉, operator E3 bekerja ke kea-
daan ini

E3 |µ,D〉 =
α · µ
α2
|µ,D〉 . (3.182)

Karena keadaan |µ,D〉 koresponden dengan representasi ber-
hingga yang memiliki spin maksimal j. Maka, terdapat kea-
daan yang tidak dapat dinaikkan lagi nilai bobotnya menggu-
nakan E+. Misalkan terdapat bilangan bulat p tidak negatif
yang memenuhi sifat

(E+)p+1 |µ,D〉 = 0. (3.183)

Jadi dalam representasi ini, bobot maksimalnya adalah µ +
pα. Pengaruh generator E3 terhadap keadaan (3.183) dengan
bobot maksimal adalah

α · (µ+ pα)

α2
=
α · µ
α2

+ p = j. (3.184)

Dengan menggunakan cara yang sama terdapat pula bi-
langan bulat q yang memenuhi sifat

(E−)q+1 |µ,D〉 = 0. (3.185)

Sehingga dalam representasi ini, bobot minimalnya adalah µ−
q α. Pengaruh generator E3 terhadap keadaan (3.185) dengan
bobot minimal adalah

α · (µ− q α)
α2

=
α · µ
α2
− q = −j. (3.186)
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Menjumlahkan persamaan (3.184) dan (3.186),

2α · µ
α2

+ p− q = 0 (3.187)

atau
α · µ
α2

= −1

2
(p− q) (3.188)

. Apabila persamaan ini diberlakukan kepada akar, dapat di-
ketahui sifat dari akar dalam suatu aljabar. Apabila terdapat
akar α dan β, maka berlaku

α · β
α2

= −1

2
(p− q),

β · α
β2

= −1

2
(p′ − q),

(3.189)

Mengalikan kedua persamaan ini menjadi,

(α · β)2
α2β2

=
(p− q)(p′ − q′)

4
. (3.190)

Hal yang menarik adalah bagian kiri dari persamaan (3.190)
sama dengan cos2(θαβ), jadi dapat dituliskan menjadi

cos2(θαβ) =
(p− q)(p′ − q′)

4
. (3.191)

Sehingga dapat dikatakan akar α dan β membentuk sudut
θαβ . Karena nilai (p − q) dan (p′ − q′) merupakan bilangan
bulat, maka (p− q)(p′ − q′) bernilai bulat juga [15].

Diagram Dynkin merupakan cara mempersingkat penulis-
an akar simpel. Setiap akar simpel dituliskan dengan ben-
tuk lingkaran. Pasangan lingkaran dihubungkan dengan garis.
Jumlah garis antara akar-akar simpel bergantung nilai dari
(p− q)(p′ − q′) dan dapat dilihat dalam Tabel (3.3). Adapun
kemungkinan jika besar yang berbeda dari dua akar simpel
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yang ada, untuk membedakan kedua jenis akar ini di berikan
tanda panah dari akar yang memiliki besar lebih besar ke akar
yang memiliki besar lebih kecil [15].

Terdapat 4 kemungkinan nilai (p− q)(p′ − q′) yang kores-
ponden dengan nilai sudut θαβ dan diagram Dynkin masing-
masing:

1. Dua akar yang memiliki nilai (p− q)(p′− q′) = 0 berarti
memiliki 0 garis penghubung dalam diagram Dynkinnya.
Sedangkan menggunakan nilai (p − q)(p′ − q′)-nya pula
dapat dihitung sudut diantaranya,

cos2(θαβ) = 0,

cos(θαβ) = 0,

θαβ = 90◦.

(3.192)

Sehingga, sudut diantara kedua akar ini adalah 90◦.

2. Dua akar yang memiliki nilai (p− q)(p′− q′) = 1 berarti
memiliki 1 garis penghubung dalam diagram Dynkinnya.
Sedangkan menggunakan nilai (p − q)(p′ − q′)-nya pula
dapat dihitung sudut diantaranya,

cos2(θαβ) =
1

4
,

cos(θαβ) = ±
1

2
,

θαβ = 60◦ atau 120◦.

(3.193)

Sehingga, sudut diantara kedua akar ini adalah 60◦ atau
120◦.

3. Dua akar yang memiliki nilai (p− q)(p′− q′) = 2 berarti
memiliki 2 garis penghubung dalam diagram Dynkinnya.
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Sedangkan menggunakan nilai (p − q)(p′ − q′)-nya pula
dapat dihitung sudut diantaranya,

cos2(θαβ) =
2

4
,

cos(θαβ) = ±
1√
2
,

θαβ = 45◦ atau 135◦.

(3.194)

Sehingga, sudut diantara kedua akar ini adalah 45◦ atau
135◦.

4. Dua akar yang memiliki nilai (p− q)(p′− q′) = 3 berarti
memiliki 3 garis penghubung dalam diagram Dynkinnya.
Sedangkan menggunakan nilai (p − q)(p′ − q′)-nya pula
dapat dihitung sudut diantaranya,

cos2(θαβ) =
3

4
,

cos(θαβ) = ±
√
3

2
,

θαβ = 30◦ atau 150◦.

(3.195)

Sehingga, sudut diantara kedua akar ini adalah 30◦ atau
150◦.

Kemungkinan (p − q)(p′ − q′) = 4, koresponden dengan
sudut 0◦ atau 180◦. Kedua Akar yang memiliki sifat ini me-
rupakan akar yang sama (0◦) atau minus dari akar lainnya
(180◦), sehingga tidak menunjukkan akar yang unik. Keem-
pat kemungkinan ini Tabel (3.3) [15].

3.5.4 Diagram Dynkin Grup SU(3)

Untuk mempelajari lebih lanjut mengenai grup akar dan
bobot, dibahas akar dan bobot dari grup SU(3). Akar dan bo-
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Tabel 3.3: Tabel Hubungan (p− q)(p′− q′), θαβ , dan Diagram
Dynkin

(p− q)(p′ − q′) θαβ Diagram Dynkin

0 90◦

1 60◦ atau 120◦

2 45◦ atau 135◦

3 35◦ atau 150◦

bot dapat dipelajari dengan memperhatikan subaljabar Car-
tannya. Karena bentuknya yang diagonal, dapat langsung
diketahui vektor eigennya

v1 =





1
0
0



 , v2 =





0
1
0



 , v3 =





0
0
1



 . (3.196)

Nilai eigen untuk g3 adalah (µ1
3, µ2

3, µ3
3) = (12 ,−1

2 , 0) (sesuai
dengan vektor eigennya). Sedangkan nilai eigennya g8 adalah

(µ1
8, µ2

8, µ3
8) = (

√
3
6 ,

√
3
6 ,−

√
3
3 ). Bila nilai eigen dari setiap

vektor eigen digabungkan

w1 = (µ1
3, µ1

8) = (
1

2
,

√
3

6
), (3.197a)

w2 = (µ2
3, µ2

8) = (−1

2
,

√
3

6
), (3.197b)
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w3 = (µ3
3, µ3

8) = (0,−
√
3

3
). (3.197c)

Ketiga wi ini disebut bobot (weights) dari aljabar su(3). Ada-
pun objek yang disebut akar (roots) yang membawa satu bo-
bot ke bobot lainnya. Untuk mendapatkan nilai akar, dapat
menggunakan selisih dari bobot. Maka akar dari aljabar su(3)
adalah

α1 = w1 − w2

= (
1

2
,

√
3

6
)− (−1

2
,

√
3

6
)

= (1, 0),

(3.198)

α2 = w3 − w2

= (0,−
√
3

3
)− (−1

2
,

√
3

6
)

= (
1

2
,−
√
3

2
)

(3.199)

α3 = w1 − w3

= (
1

2
,

√
3

6
)− (0,−

√
3

3
)

= (
1

2
,

√
3

2
)

(3.200)

serta −α1,−α2,−α3 [15].

Pada aljabar su(3) yang merupakan akar positif adalah
α1, α2, dan α3. Pada aljabar terdapat 2 akar simpel yaitu α1

dan α2, karena α3 = α1 − α2. Sedangkan sudut antara kedua
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akar simpelnya,

α1 · α2 = |α1| |α2|cos(θ),
cos(θ) =

α1 · α2

|α1| |α32
,

=

1

2
1
,

= −1

2
,

θ = 120o.

(3.201)

Oleh karena itu, pada diagram dynkin Grup SU(3) adalah
yang memiliki 1 garis saja pada seperti yang ada di Tabel
(3.3) [15].

3.6 Klasifikasi Killing-Cartan

Klasifikasi Killing-Cartan atau Killing-Cartan Classifica-
tion merupakan klasifikasi jenis grup yang pertama kali di-
lakukan oleh Wilhelm Killing, dan kemudian disempurnak-
an oleh Ellie Cartan. Killing, dan Cartan mengklasifikasikan
grup Lie menjadi 7 kategori. Ketujuh kategori tersebut me-
liputi A,B,C,D,E, F dan G. Kategori ini memiliki notasi
yang berbeda dengan grup yang digunakan fisikawan.

1. Al yang merupakan grup dengan rank l dan disebut se-
bagai grup SU(l + 1) oleh fisikawan.

2. Bl yang merupakan grup dengan rank l dan disebut se-
bagai grup SO(2l + 1) oleh fisikawan.

3. Cl yang merupakan grup dengan rank l dan disebut se-
bagai grup Sp(2l) oleh fisikawan.
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Gambar 3.3: Diagram Dynkin dari Setiap Kategori Grup Lie

4. Dl yang merupakan grup dengan rank l dan disebut se-
bagai grup SO(2l) oleh fisikawan.
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5. Grup E6 , E7 , E8 , F4, dan G2 disebut grup eksepsional.
Karena hanya terdapat beberapa grup saja dalam satu
kategori.

Perlu diperhatikan bahwa rotasi pada ruang berdimensi ganjil
dan genap berbeda secara matematis. Perlu diperhatikan pula
grup eksepsional tidak memiliki anggota kategori yang tak
hingga. Sebagai kelengkapan diberikan diagram dynkin dari
semua kategori klasifikasi Killing-Cartan pada Gambar (3.3)
[15][16].

3.7 Automorfisme O sebagai Grup Ekse-
psional G2

Berdasarkan klasifikasi Killing-Cartan terdapat grup yang
disebut grup eksepsional. Untuk mengenal grup eksepsional,
akan dibahas grup eksepsional G2. Grup G2 bisa diperlaja-
ri berdasarkan simetri yang dimiliki unit imajiner bilangan
Oktonion. Pada bilangan oktonion terdapat 7 unit imajiner
(i, j, k, l, kl, jl, il). Tentunya pemilihan unit imajiner oktonion
ini merupakan salah satu dari banyak pemilihan. Pemilihan
(secara formal disebut pemetaan) φ unit imajiner oktonion ini
dapat dilakukan, jika x, y ∈ O, selama dipenuhi hubungan,

φ(x)φ(y) = φ(xy). (3.202)

Jenis pemetaan yang memenuhi (3.202) disebut Automorfis-
me (Automorphism). Secara formal automorfisme merupak-
an pemetaan yang membawa anggota himpunan ke anggota
himpunan lainnya, namun tetap dalam himpunan yang sa-
ma. Sedangkan, pemetaan pemilihan unit oktonion lama ke
pemilihan unit oktonion baru, dan memenuhi (3.202) disebut
Aut(O). Salah satu pemetaan automorfisme adalah pemetaan



85

konjugasi, yang apabila digunakan jenis bilangannya oktonion
(O) disebut juga double-flip dengan bentuk

φ(x) = qxq̄ (qq̄ = 1 q, x ∈ O) (3.203)

yang dapat merotasikan bidang unit imajiner tertenu dalam
oktonion [5].

Pemetaan automorfisme manapun harus membawa unit
imajiner i ke unit imajiner oktonion lainnya,

i→ φ(i). (3.204)

Terdapat 6 pemilihan unit oktonion sebagai hasil pemetaan
unit imajiner i (7 unit imajiner oktonion - 1 unit imajiner
oktonion yang telah dipetakan). Berikutnya, automorfisme
ini harus membawa unit imajiner j ke unit imajiner lainnya

i→ φ(i),

j → φ(j).
(3.205)

Namun karena salah satu unit imajiner sudah dipakai sebagai
hasil pemetaan unit imajiner i, maka terdapat 5 pemilihan
unit oktonion. Sedangkan, unit imajiner k pemetaannya su-
dah dipilih oleh berdasarkan sifat pemetaan automorfisme

i→ φ(i),

j → φ(j),

k → φ(k) = φ(i)φ(j).

(3.206)

Unit imajiner l harus dipetakan ke unit imajiner yang tegak
lurus dengan unit imajiner hasil pemetaan i, j, dan k

i→ φ(i),

j → φ(j),

k → φ(k) = φ(i)φ(j),

l→ φ(l).

(3.207)
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Oleh karena itu, pemetaan ini hanya bisa memilih 6 − 3 = 3
unit imajiner oktonion. Sedangkan unit imajiner oktonion il,
jl, dan kl sudah dibatasi berdasarkan sifat pemetaan auto-
morfisme sendiri

i→ φ(i),

j → φ(j),

k → φ(k) = φ(i)φ(j),

l→ φ(l),

kl→ φ(kl) = φ(k)φ(l),

jl→ φ(jl) = φ(j)φ(l),

il→ φ(il) = φ(i)φ(l).

(3.208)

Sehingga, berdasarkan perhitungan ini terdapat 6+5+3 = 14
pemetaan automorfisme dalam bilangan (O),

|Aut(O)| = 14. (3.209)

Grup yang dibentuk oleh pemetaan autmorfisme unit imajiner
oktonion disebut grup eksepsional G2 atau secara matematis
dapat dituliskan menjadi,

G2 = Aut(O). (3.210)

Grup G2 merupakan grup eksepsional terkecil dan [5].
Pada grup ini terdapat 14 jenis transformasi. Untuk meng-

etahui bentuk transformasinya, dibahas automorfisme yang
merotasikan bidang (i, j) dalam suatu bilangan oktonion. Ro-
tasi ini dapat dituliskan menjadi pemetaan double-flip dari
bilangan oktonion x,

φ(x) = (ek−
θ

2 l){l[(ek θ

2 j)(ixi)(−jek θ

2 )]l}(−le−k θ

2 ) (3.211)

Jika terdapat bilangan oktonion yang terdapat di bidang (i, j),
maka bilangan oktonion ini dapat dituliskan menjadi cos(α)i+
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sin(α)j atau ekαj. Oleh karena itu, dapat diketahui pengaruh
pemetaan φ terhadap bilangan oktonion ini,

φ(ekαj)

= (ek−
θ

2 l){l[(ek θ

2 j)(iekαji)(−jek θ

2 )]l}(−le−k θ

2 )

= ekθekαje−kθ

= ek(α+θ)j

= cos(α+ θ)i+ sin(α+ θ)j.

(3.212)

Pemetaan φ ini mempertahankan unit imajiner k, karena suku
yang memiliki unit imajiner k komutatif dengan ekθ,

φ(k)

= (ek−
θ

2 l){l[(ek θ

2 j)(iki)(−jek θ

2 )]l}(−le−k θ

2 )

= ekθke−kθ

= k.

(3.213)

Dapat diperhatikan pula bahwa unit imajiner k, merupakan
unit imajiner yang tegak lurus terhadap bidang (i, j), dan
rotasi suatu bidang, tidak merotasikan sumbu unit imajiner
yang tegak lurus terhadapnya [5].

Transformasi ini juga menyebabkan bilangan oktonion yang
berada dalam bidang (jl, il) mengalami rotasi. Apabila bi-
langan oktonion yang berada dalam bidang (l, kl) adalah cos(α)(jl)+
sin(α)(il) atau ekαl, maka pemetaan φ akan merotasikan,

φ(ekα(jl))

= (ek−
θ

2 (jl)){(jl)[(ek θ

2 j)(i(ekα(jl))i)(−jek θ

2 )](−jl)}((−jl)e−k θ

2 )

= ekθ(ekα(jl))e−kθ

= ek(α+θ)(jl)

= cos(α+ θ)(jl) + sin(α+ θ)(il)

(3.214)
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yang mengalami rotasi akibat sifat pemetaan automorfisme
[5].

Transformasi φ tidak merotasikan bidang (l, kl). Hal ini
dapat terlihat dari pemetaan φ suatu bilangan oktonion yang
berada pada bidang (l, kl) yaitu cos(α)l+sin(α)(kl) atau ekαl,

φ(ekαl))

= (ek−
θ

2 (jl)){(jl)[(ek θ

2 j)(i(ekαl)i)(−jek θ

2 )](−jl)}((−jl)e−k θ

2 )

= ekθ(ekαl)ekθ

= ek(α)l

= cos(α)l + sin(α)(kl).

(3.215)

Sehingga dapat dilihat bahwa hasilnya tidak mengalai rotasi
atau tidak berubah akibat trasformasi ini [5]. Transformasi φ
ini dapat dituliskan menjadi,

i֌ i cos(α)− j sin(α),
j ֌ i sin(α) + j cos(α),

k ֌ k,

l ֌ l,

kl ֌ kl,

jl ֌ il sin(α) + jl cos(α),

il ֌ il cos(α)− jl sin(α),

(3.216)

yang merupakan automorfisme dari bilangan oktonion untuk
setiap nilai α. Double-flip yang merotasikan bidang (i, j) se-
jauh α dapat dituliskan menjadi R(i,j)(α). Sehingga automor-
fisme (3.216) dapat dituliskan menjadi

R(i,j)(α) ◦R(jl,il)(−α) (3.217)

yang merotasikan bidang (i, j) sejauh α dan (jl, il) sejauh −α
[5].
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Untuk mengetahui seluruh jenis tranformasi automorfis-
me yang ada, dapat digeneralisasi metode sebelumnya. Untuk
suatu automorfisme yang merotasikan suatu bidang, terdapat
bidang lain pula yang mengalami rotasi namun dengan besar
sudut yang berlawan (equal but opposite rotations in two pla-
nes). Hal ini tercermin ketika dirotasikan bidang (i, j) sejauh
α, sedangkan bidang rotasi (jl, il) mengalami rotasi sejauh
−α atau sejauh −α pada bidang (il, jl). Bidang (i, j) dan
(jl, il) dapat dikatakan merupakan bidang yang ”menuju” k.
Pada oktonion terdapat 7 unit imajiner yang dituju. Serta,
untuk setiap unit imajiner yang dituju terdapat 3 bidang yang
menuju unit imajiner tersebut. Sehingga terdapat 3 cara pe-
milihan automorfisme. Jadi terdapat 21 automorfisme, tetapi
tidak semuaya independen [5].

Pada kasus unit imajiner k, terdapat 3 bidang yang menu-
ju k. Ketiga bidang tersebut adalah bidang (i, j),(jl, il), dan
(l, kl),

k = ij = (jl)(il) = l(kl). (3.218)

Setiap unit imajiner dan 3 bidang yang menuju satu unit ima-
jiner dapat dilihat pada bidang fano. Sebagai contoh, dalam
Gambar (3.4), ketiga pasangan unit imajiner yang dilingkari
menuju unit imajiner kl. Namun, kombinasi dari 2 automor-
fisme (dengan besar sudut rotasi berlawanan) yang menuju
unit imajiner sama menghasilkan automorfisme yang merota-
sikan bidang ketiga. Sehingga dalam grup G2 terdapat 7×2
= 14 transformasi automorfisme independen [5].

Ke-14 transformasi yang independen dapat dipilih dari ke-
21 transformasi dependen. Berdasarkan konstruksi transfor-
masi yang telah dibahas, bidang (i, j) dan (jl, il) dirotasikan
dengan besar sudut yang sama dan berlawanan, serta tidak
mempengaruhi bidang (l, kl), sebut saja transformasi (3.216)
sebagai Ak (A karena besarnya yang sama namun berlawanan
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Gambar 3.4: Bidang-bidang yang Menuju Unit Imajiner kl

atau anti-symmetric, dan menuju unit imajiner k). Sedangk-
an, kedua automorfisme sisanya digabungkan, dengan besar
sudut yang sama, sebut saja transformasi Gk (karena meru-
pakan bagian dari grup G2). Transformasi Gk, merotasikan
bidang (i, j), dan (jl, il) sejauh sudut yang sama, sedangkan
bidang (l, kl) mengalami rotasi dengan besar sudut yang ber-
lawanan. Transformasi Gk ini dapat dituliskan menggunakan
notasi double-flip sebagai berikut

Gk(α) = R(i,j)(α) ◦R(jl,il)(α) ◦R(l,kl)(−α) (3.219)

Contoh lain dari konstruksi tranformasi ini adalah Akl pada
diagram pertama, dan Gkl dalam diagram kedua pada Gam-
bar (3.5). Pada diagram pertama dalam Gambar (3.5), tran-
sformasi Akl merupakan transformasi yang merotasikan unit
imajiner yang menuju kl dalam bidang fano. Pada transfor-
masi ini bidang yang mengalami transformasi adalah garis (di-
lingkari pada gambar) yang koresponden dengan bidang (j, il)
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Gambar 3.5: Transformasi Akl dan Gkl

dan (i, jl), yaitu kedua garis miring di segitiga bidang fano
tersebut. Transformasi ini masing-masing memiliki parame-
ter (secara berurutan) α dan −α. Sedangkan, diagram ke-
dua dalam Gambar (3.5) menunjukkan transformasi Gkl. Da-
lam diagram ini ditunjukkan (dengan dilingkari) bidang yang
mengalami rotasi yaitu (j, il), (k, l), dan (jl, i) yang masing-
masing memiliki parameter (secara berurutan) α, α, dan −2α
[5].

Sebagai kelengkapan dituliskan transformasi Aq dan Gq (q
merupakan unit imajiner oktonion) lainnya,

Ai = R(j,k)(α) ◦R(kl,jl)(−α) (3.220)

Gi = R(j,k)(α) ◦R(kl,jl)(α) ◦R(l,il)(−α) (3.221)

Aj = R(k,i)(α) ◦R(il,kl)(−α) (3.222)

Gj = R(k,i)(α) ◦R(il,kl)(α) ◦R(l,jl)(−α) (3.223)

Ak = R(i,j)(α) ◦R(jl,il)(−α) (3.224)

Gk = R(i,j)(α) ◦R(jl,il)(α) ◦R(l,kl)(−α) (3.225)

Akl = R(jl,i)(α) ◦R(j,il)(−α) (3.226)

Gkl = R(jl,i)(α) ◦R(j,il)(α) ◦R(k,l)(−α) (3.227)
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Ajl = R(i,kl)(α) ◦R(il,k)(−α) (3.228)

Gjl = R(i,kl)(α) ◦R(il,k)(α) ◦R(j,l)(−α) (3.229)

Ail = R(kl,j)(α) ◦R(k,jl)(−α) (3.230)

Gil = R(kl,j)(α) ◦R(k,jl)(α) ◦R(i,l)(−α) (3.231)

Al = R(il,i)(α) ◦R(jl,j)(−α) (3.232)

Gl = R(il,i)(α) ◦R(jl,j)(α) ◦R(kl,k)(−α) (3.233)

Terdapat satu transformasi lagi disebut Sm dan menuju
unit imajiner m. Transformasi ini merotasikan ketiga bidang
yang menuju unit imajiner m dengan besar sudut yang sama.
Sebagai contoh, transformasi Sk merotasikan bidang (i, j),
(jl, il), dan (l, kl) dengan sudut yang sama dan arah yang
sama. Transformasi Sk dalam notasi double-flip dapat ditu-
liskan sebagai berikut

Sk(α) = R(i,j)(α) ◦R(jl,il)(α) ◦R(l,kl)(α). (3.234)

Transformasi Sm tentunya tidak berada dalam G2. Namun,
transformasi inilah yang dibutuhkan untuk memperluas grup
G2 menjadi SO(7) [5].



Bab 4

Representasi
Fundamental, Adjoint,
dan Spinor Grup E6

4.1 Representasi Fundametal dan Adjo-
int Grup E6

4.1.1 Subgrup Maksimal E6

Untuk mendapatkan representasi fundamental dan adjo-
int dari grup grup E6, dilakukan pembangunan dari subgrup
maksimalnya. Subgrup maksimal merupakan subgrup pro-
per yang paling besar dalam grup tersebut. Adapun subgrup
proper adalah subgrup yang bukan merupakan subgrup yang
terbentuk dari hanya elemen identitas, atau grup itu sendi-
ri. Untuk mendapatkan subgrup maksimal, dapat digunakan
diagram dynkin. Diagram dynkin menggunakan aljabar dari
suatu grup, dan digunakan untuk mencari subaljabarnya. Ca-
ranya dengan menambahkan satu akar (satu lingkaran) pada
salah satu akhir dari diagram dynkin. Diagram yang telah
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ditambahkan akarnya ini disebut Extended Dynkin Diagram
atau diagram dynkin diperpanjang. Lalu, dihilangkan satu
atau beberapa akar dalam diagram tersebut. Kemudian, di-
agram dynkin yang tersisa diidentifikasi sebagai subaljabar
yang koresponden dengan subgrup dari grup tersebut. Bila
jumlah dari rank dari subgrup yang tersisa tidak sama de-
ngan rank dari grup tersebut, terdapat subgrup U(1) yang
menambahkan 1 rank subgrup tersebut [17] [18].

Grup E6 memiliki bentuk diagram dynkin diperpanjang
seperti pada gambar (4.1) yang telah diberi label untuk mem-
bedakan semua akar-akarnya. Pada diagram ini akar yang
ditambahkan diberi label x. Lalu dihapus salah satu atau
beberapa akar dari diagram ini. Terdapat beberapa cara di-
hapusnya akar dari diagram ini yang disimpulkan dalam tabel
(4.1.1) [18].

Penghapusan salah satu akar pada ujung diagram dynkin
yang diperpanjang disebut trivial. Karena, penghapusannya
menghasilkan grup E6 itu sendiri yang bukan merupakan su-
bgrup proper [18].

Pada kasus SU(2)×SU(6), rank dari grup SU(2) adalah 2,
sedangkan ranknya SU(6) adalah 5. Oleh karena itu, jumlah
ranknya adalah 6 dan tidak membutuhkan tambahan subgrup
U(1). Hal ini juga terjadi pada kasus SU(3)×SU(3)×SU(3)
yang setiap SU(3)-nya memiliki rank 2. Namun pada kasus
subgrup SO(10), jumlah ranknya 5. Supaya ranknya menjadi
6, maka terdapat subgrup U(1) disini. Maka Subgrup maksi-
malnya adalah SO(10)× U(1) [18].

4.1.2 Transformasi Representasi Fundamental Grup
E6

Pada subgrup maksimal SU(3)×SU(3)×SU(3),digunakan
label SU(3)C × SU(3)L × SU(3)R untuk membedakan ketiga
subgrup SU(3)-nya. Di bawah subgrup maksimal ini, repre-
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Gambar 4.1: Diagram Dynkin E6 yang diperpanjang

Tabel 4.1: Penghapusan Akar dari Diagram Dynkin E6 diper-
panjang

Penghapusan akar Subgrup yang
koresponden dengan
akar sisanya

Jumlah
akar

Label akar

1
1 atau 5 atau

x
E6

1
2 atau 4 atau

6
SU(2)× SU(6)

1 3 SU(3)×SU(3)×SU(3)

2
(1 dan 5) atau
(1 dan x) atau

(5 dan x)
SO(10)

sentasi dari grup E6 dapat didekomposisi menjadi tiga angka
/ triplet (F,G,H) dimana angka di dalam triplet ini menun-
jukan dekomposisi dibawah setiap subgrup maksimal. Dengan
F menunjukan dekomposisi dibawah SU(3)C . G menunjukan
dekomposisi dibawah SU(3)L. Serta, H menunjukan dekom-
posisi dibawah SU(3)R. Representasi fundamental dari grup
ini adalah 27 dan dapat didekomposisi menjadi,

27→ (3,3̄,1) + (1,3,3̄) + (3̄,1,3) (4.1)
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sedangkan representasi adjointnya adalah 78 dapat didekom-
posisi menjadi,

78→ (8,1,1) + (1,8,1) + (1,1,8)

+(3,3,3)+ (3̄, 3̄, 3̄)
(4.2)

Semua generator dari grup E6 dalam representasi 27 akan
mentransformasikan suatu vektor ψµ (µ = 1, 2, 3, ..., 27). Vek-
tor ini dapat dituliskan dalam bentuk triple matriks (L,M,N)
dengan setiap matriks L, M, dan N berukuran 3 × 3. Setiap
matriks ini mewakili dekomposisi 27,

L = Lα
a ∼ (3,3̄,1) (4.3a)

M =Ma
p ∼ (1,3,3̄) (4.3b)

N = Np
α ∼ (3̄,1,3) (4.3c)

Matriks L, M dan N dapat dituliskan memilki elemen sebagai
berikut,

L =





L11 L12 L13

L21 L22 L23

L31 L32 L33



 ,

M =





M11 M12 M13

M21 M22 M23

M31 M32 M33



 ,

N =





N11 N12 N13

N21 N22 N23

N31 N32 N33



 .

(4.4)

Sedangkan dualnya (ψ̄µ) dapat dituliskan sebagai triplet

(L+,M+, N+). (4.5)

Perlu diingat bahwa vektor ψµ dan dualnya berada dalam ru-
ang C

27×27 [19].



97

Untuk mengetahui pengaruh generator terhadap ψµ, ge-
nerator grup E6 dibagi menjadi dua jenis. Pertama, genera-
tor TC

A, TL
A, TR

A berturut-turut yang koresponden dengan
dekomposisi (8,1,1) + (1,8,1) + (1,1,8) dalam persamaan
(4.2). Aksi dari generator - generator ini dapat direpresen-
tasikan oleh kedepalan matriks Gell-Mann λA/2 sama sesuai
dalam SU(3). Bila generatornya bekerja pada dekomposisi
subaljabar 3, matriks (L,M,N) dikalikan λA/2 dari kiri. Bila
generatornya bekerja pada 3̄, maka matriks (L,M,N) dikalikan
-λA/2 dari kanan. Sedangkan pengaruhnya generator bernilai
0, saat bekerja kepada 1 [19] [20].

Perkalian dari kiri ataupun kanan ini terinspirasi dari cara
bertansformasinya spinor θ dibawah generator SU(3) dalam
representasi (3) dan dual spinor θ† dibawah generator dalam
representasi (3̄). Hubungan generator dalam representasi 3
(ga) dan 3̄ (g∗a) dapat dituliskan,

g∗a = −ga. (4.6)

Hubungan generator SU(3) dalam representasi Spinor ber-
tranformasi sebagai berikut,

θ′ = gaθ, (4.7)

yang menunjukkan perkalian dari kiri. Sedangkan, dual spinor
θ† bertansformasi,

θ′
†
= (gaθ)†,

= θ†(ga)†,

= θ†
(
− i ∂U

∂αb

)∣
∣
α=0

†
,

= θ†
(
− i∂ exp(igaα

a)

∂αb

)∣
∣
α=0

†
,

= θ†(gb),

= θ†(−g∗b),

(4.8)
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yang menunjukkan spinornya dikalikan dari kanan [18] [21].
Sehingga pengaruh generatornya dapat dituliskan sebagai

berikut,

TC
A(L,M,N) =

(1

2
λAL, 0,−1

2
NλA

)

(4.9a)

TL
A(L,M,N) =

(

− 1

2
LλA,

1

2
λAM, 0

)

(4.9b)

TR
A(L,M,N) =

(

0,−1

2
MλA,

1

2
λAN

)

(4.9c)

Untuk mendemonstrasikan transformasi matriks (L,M,N),
diberikan contoh TC

1 bekerja kepada matrik L. Menggunak-
an persamaan (4.9a) dan menggunakan matrik Gell-Mann g1

pada persamaan (3.86) didapatkan,

TC
1L =

1

2





0 1 0
1 0 0
0 0 0









L11 L12 L13
L21 L22 L23
L31 L32 L33



 ,

=
1

2





L21 L22 L23
L11 L12 L13
0 0 0



 .

(4.10)

Serta dilakukan hal yang sama untuk matriks M, N,

TC
1M =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 (4.11)

TC
1N = −1

2





N12 N11 0
N22 N21 0
N32 N31 0



 (4.12)

Dapat dilihat disini bahwa generator-generator ini menyebabk-
an adanya permutasi antara elemen dalam matriks tersebut.
Dengan cara yang sama dapat didapatkan hasil transforma-
si matriks L, M, dan N akibat generator yang koresponden
dengan subgrup SU(3) lainnya [19] [20].
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Kedua, generator Tαaq dan T̄
αaq yang koresponden dengan

dekomposisi (3,3,3) dan (3̄,3̄,3̄). Aksi dari generator - gene-
rator ini memenuhi hubungan,

TαapLβ
b = ǫαβγδa

bNp
γ T̄αapLβ

b = −ǫabcδβαMc
p (4.13a)

TαapMb
q = ǫabcδp

qLα
c T̄αapMb

q = −ǫpqrδbaNr
α (4.13b)

TαapNq
β = ǫpqrδα

βMa
r T̄αapNq

β = −ǫαβγδqpLγ
a (4.13c)

Persamaan (4.13a), (4.13b), (4.13c) dituliskan menggunakan
notasi einstein.

Untuk mendemonstrasikan pengaruh generator pada ma-
triks (L, M, N). misalkan T111 bekerja kepada L2

1, karena
(3,3,3) bekerja kepada (3,3̄,1) sesuai dengan (4.2). Maka,

T111L2
1 = ǫ12γδ1

1N1
γ

= ǫ121δ1
1N1

1 + ǫ122δ1
1N1

2 + ǫ123δ1
1N1

3

= N1
3

(4.14)

dengan cara yang sama dapat dihasilkan transformasi matriks
L,M, dan N akibat generator jenis ini. Hal yang menarik disini
adalah operasi generator Tαaq dan T̄αaq merupakan generator
yang dapat mengganti jenis matriks elemennya, sehingga se-
perti pada (4.14) yang awalnya merupakan elemen matrik L
menjadi elemen matrik N.

Selain menggunakan kedua jenis generator ini, diperlukan
pula untuk mengkonstruksikan parameter sebanyak genera-
tor E6 untuk mentransformasi vektor ψµ. Parameter uA yang
koresponden dengan TC

A, parameter vA yang koresponden de-
ngan TL

A, serta parameter wA yang koresponden dengan TR
A,

dengan A dapat bernilai 1, 2, ..., 8. Parameter xαap yang
koresponden dengan Tαap, dan parameter yαap yang kores-
ponden dengan T̄αap, dengan parameter α, a, p masing-masing
dapapt bernilai 1, 2, dan 3. Sehingga, secara keseluruhan
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terdapat 78 parameter yang sesuai dengan jumlah generator.
Dengan demikian, dapat dituliskan

U(u, v, w, x, y) = 1+ iuATC
A + ivATL

A + iwATR
A

+ ixαapT
αap + iyαapT̄

αap
(4.15)

sebagai matriks transformasi U infinitesimal dari grup E6 [19]
[20].

4.1.3 Representasi Fundamental Grup E6

Berdasarkan bagian 4.1.2, telah diketahui jika Grup E6

dapat direpresentasikan dalam 27 dan 78. Berarti generator-
generator grup ini dapat dituliskan dalam bentuk matriks
27×27 dalam representasi fundamentalnya dan 78×78 dalam
representasi adjointnya [19] [20].

Untuk mempermudah penulisan digunakan indeks genera-
tor sebagai berikut T̃k . Dengan,

˜̃T1 ... T̃8 → SU(3)C , (4.16a)

T̃9 ... T̃16 → SU(3)L, (4.16b)

T̃17 ... T̃24 → SU(3)R (4.16c)

Sehingga, generator yang merepresentasikan Subaljabar Car-
tannya adalah T̃3 , T̃8 , T̃11 , T̃16 , T̃19 , T̃24 . Sedangkan gene-
rator T̃25 sampai T̃78 merupakan generator-generator yang
didefenisikan oleh persamaan (4.13a) - (4.13c). Menggunakan
notasi indeks ini, transformasi (4.15) dapat dibentuk dari 78
matriks T̃k dan parameter ǫk yang bekerja terhadap vektor ψ
27-dimensi

U(ǫ)ψ = (1+ i ǫk T̃k + . . . )ψ. (4.17)

Matriks L, M, N menjadi vektor kolom dan parameter tran-
sformasinya diatur sebagai berikut:

ψ = (L11, L12, ... ,M11, ... , N11, ... , N33)
T (4.18)
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ǫ =(u1, u2, ... , v1, ... , w1, ...x111, ...,

y111, ... , y333)T .
(4.19)

Lalu, untuk mendapat bentuk eksplisit dari matriks genera-
tor, digunakan notasi bra-ket Dirac. Serta, didefenisikan |ψi〉
memiliki merupakan suatu keadaan yang koresponden dengan
elemen ke-i vektor ψ. |ψi〉 ini dapat dituliskan sebagai matriks
berukuran 27× 1. Berikutnya, didefenisikan pula 〈ψi| sebagai
konjugasi hermitian dari |ψi〉 yang dalam bentuk matriks,

|ψi〉 = (0, 0, . . ., 0
︸ ︷︷ ︸

terdapat i-1 0

, 1 , 0 , . . ., 0)T (4.20)

〈ψi| = |ψi〉†

= (0, 0, . . ., 0
︸ ︷︷ ︸

terdapat i-1 0

, 1 , 0 , . . ., 0). (4.21)

Serta perlu diingat operasi perkalian dalam (inner product)
yang didefenisikan pada (C.4) yaitu,

〈ψj |ψi〉 = δij (4.22)

yang menunjukkan bahwa |ψi〉 dapat dijadikan sebagai basis
ortonormal dalam ruang vektor C

27. |ψi〉 dapat dikatakan
basis ortonormal karena memenuhi sifat ortogonal yaitu bila
terdapat 2 basis yang berbeda dan diambil perkalian dalam
diantara kedua basis tersebut (〈ψa|ψb〉), menghasilkan nilai 0
sesuai persamaan (4.22) (terlihat dari nilai delta yang bernilai
0 saat i 6= j). Serta, memenuhi sifat ternomalisasi yaitu ketika
suatu basis diambil nilai perkalian dalam dengan dirinya sen-
diri (〈ψa|ψa〉) menghasilkan nilai 1 yang sesuai pula dengan
persamaan (4.22) [19] [20].
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Terakhir, untuk mendapat representasi matrik baris ke-i
dan kolom-j dari generator T̃k digunakan formula,

( Tk )ij = 〈ψi| T̃k |ψj〉 . (4.23)

Untuk mendemonstrasikan cara membentuk matriks genera-
tor grup E6 dalam representasi 27× 27, dihitung matriks ge-
nerator T̃1 . Menggunakan hasil dari (4.10), (4.11), (4.12),
elemen-elemen matriksnya diatur dalam bentuk matriks ko-
lom seperti persamaan (4.18), sehingga didapatkan,

T̃1 ψ =
1

2
(L21, L22, L23, L11, L12, L13, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0,

−N12,−N11, 0,−N22,−N21, 0,−N32,−N31, 0)
T .

(4.24)

Dari hasil (4.24) dapat dilihat bahwa nilai elemen matriks
yang bukan nol adalah

T̃1 |ψ1〉 =
1

2
|ψ4〉 , T̃1 |ψ2〉 =

1

2
|ψ5〉 , (4.25a)

T̃1 |ψ3〉 =
1

2
|ψ6〉 , T̃1 |ψ4〉 =

1

2
|ψ1〉 , (4.25b)

T̃1 |ψ5〉 =
1

2
|ψ2〉 , T̃1 |ψ6〉 =

1

2
|ψ3〉 , (4.25c)

T̃1 |ψ19〉 = −
1

2
|ψ20〉 , T̃1 |ψ20〉 = −

1

2
|ψ19〉 , (4.25d)

T̃1 |ψ22〉 = −
1

2
|ψ23〉 , T̃1 |ψ23〉 = −

1

2
|ψ22〉 , (4.25e)

T̃1 |ψ25〉 = −
1

2
|ψ26〉 , T̃1 |ψ26〉 = −

1

2
|ψ25〉 . (4.25f)

Kemudian untuk mendapatkan elemen matriks representasi
generator T̃1 pada baris ke-i dan kolom ke-j digunakakan per-
samaan (4.23)

( T̃1 )ij = 〈ψi| T̃1 |ψj〉 (4.26)
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berdasarkan (4.25) dan (4.26), maka yang elemen matrik yang
bukan nol adalah,

〈ψ4| T̃1 |ψ1〉 =
1

2
〈ψ5| T̃1 |ψ2〉 =

1

2
(4.27a)

〈ψ6| T̃1 |ψ3〉 =
1

2
〈ψ1| T̃1 |ψ4〉 =

1

2
(4.27b)

〈ψ2| T̃1 |ψ5〉 =
1

2
〈ψ6| T̃1 |ψ6〉 =

1

2
(4.27c)

〈ψ20| T̃1 |ψ19〉 = −
1

2
〈ψ19| T̃1 |ψ20〉 = −

1

2
(4.27d)

〈ψ23| T̃1 |ψ22〉 = −
1

2
〈ψ22| T̃1 |ψ23〉 = −

1

2
(4.27e)

〈ψ26| T̃1 |ψ25〉 = −
1

2
〈ψ25| T̃1 |ψ26〉 = −

1

2
(4.27f)

Sehingga dapat dituliskan representasi generator T̃1 berupa
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matriks berukuran 27× 27 sebagai berikut,



































0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0




































.

(4.28)
Dengan menggunakan metode yang sama bisa didapatkan se-
luruh 78 generator dalam representasi fundamental [19] [20].

Namun, ke-78 generator yang telah didapatkan masih be-
lum semuanya hermitian. Oleh karena itu diambil notasi ge-
nerator baru,

Tk =
1

2
( T̃k + T̃k+27 ) (dengan 25 ≤ k ≤ 51), (4.29a)

Tk =
i

2
( T̃k−27 − T̃k ) (dengan 52 ≤ k ≤ 78). (4.29b)

Berdasarkan notasi baru ini, semua generator E6 memenu-
hi sifat normalisasi (4.30) dan persamaan Invarian Kasimir
(4.31),

tr( Tk Tl ) = 3δkl, (4.30)
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78∑

k=1

Tk Tk =
26

3
127. (4.31)

Walaupun perhitungannya tidak sulit, namun perhitungan ini
cukup monoton dan dapat dikerjakan lebih baik menggunakan
aplikasi komputasi. Oleh karena itu, perhitungan ini dilakuk-
an menggunakan aplikasi MATLAB R2019a. Skrip yang digu-
nakan untuk menghitung seluruh generator dalam representasi
fundamental grup E6 berada pada Lampiran (F). Ke-78 gene-
rator grup E6 dalam representasi fundamental terdapat pada
Lampiran (G) [19] [20].

4.1.4 Representasi Adjoint Grup E6

Generator-generator grup E6 dapat dituliskan dalam ben-
tuk matriks 27× 27 yang memenuhi bentuk komutasi

[ Tk , Tl ] = ifklm Tm . (4.32)

Nilai fklm dapat dihitung dengan memasukan nilai k dan l
ke dalam persamaan (4.32). Mengingat kembali representasi
adjoint dibentk dari konstanta struktur. Maka, pada bagian
ini dihitung konstanta struktur menggunakan generator da-
lam representasi fundamental (27) Persamaan komutasi dari
generator yang berasal dari subgrup SU(3)×SU(3)L×SU(3)R
dalam notasi indeks sebelumnya

[TA, TB] = ifABCTC (4.33a)

[TA
L, TB

L] = ifABCTC
L (4.33b)

[TA
R, TB

R] = ifABCTC
R (4.33c)

[TA, TB
L] = [TA, TB

R] = [TA
R, TB

L] = 0, (4.33d)

Dengan nilai fABC merupakan konstanta struktur dari grup
SU(3). Sehingga dalam notasi indeks yang baru konstanta
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struktur yang bukan nol adalah

f123 = 1 (4.34a)

f147 = f246 = f345

= −f156 = −f367 =
1

2
(4.34b)

f458 = f678 =

√
3

2
(4.34c)

f9(10)(11) = 1 (4.34d)

f9(12)(15) = f(10)(12)(14) = f(11)(12)(13)

= −f9(13)(14) = −f(11)(14)(15) =
1

2
(4.34e)

f(12)(13)(16) = f(14)(15)(16) =

√
3

2
(4.34f)

f(17)(18)(19) = 1 (4.34g)

f(17)(20)(23) = f(18)(20)(22) = f(19)(20)(21)

= −f(17)(21)(22) = −f(19)(22)(23) =
1

2
(4.34h)

f(20)(21)(24) = f(22)(23)(24) =

√
3

2
(4.34i)

Perlu diingat bahwa konstanta struktur antisimterik terhadap
pertukaran indeksnya, oleh karena itu hasil permutasi siklik
dari indeksnya konstanta struktur yang telah dituliskan pada
(4.34), tidak diperlu dituliskan lagi. Serta yang tidak ditulisk-
an dari permutasi siklik dalam (4.34) bernilai 0 [19] [20].

Untuk generator dari subgrup SU(3)× SU(3)L × SU(3)R
dan generator berbentuk Tαap serta Tαap memenuhi persama-
an komutasi berikut:

[TA, Tαap] = −
1

2
(λA)

β
αTβap, [TA, T

αap] =
1

2
(λA)

α
βT

βap (4.35)

[TL
A , Tαap] = −

1

2
(λA)

b
aTαbp, [T

L
A , T

αap] =
1

2
(λA)

a
bT

αbp (4.36)
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[TR
A , Tαap] = −

1

2
(λA)

q
pTβaq, [T

R
A , T

αap] =
1

2
(λA)

p
qT

βaq (4.37)

yang membentuk subaljabar tersendiri. Sedangkan, persama-
an komutasi antara generator berbentuk Tαap dan Tαap seba-
gai berikut,

[Tαap, Tβbq] = ǫαβγǫabcǫpqrT
γcr (4.38)

[Tαap, T βbq] = −ǫαβγǫabcǫpqrTγcr (4.39)

[Tαap, Tβbq] =(λA)
α
βδ

a
b δ

p
qTA + δαβ (λA)

a
bδ

p
qT

L
A

+ δαβ δ
a
b (λA)

p
qT

R
A (4.40)

Sehingga, hubungan komutasi antara generator yang berasal
dari subgrup SU(3) × SU(3)L × SU(3)R dan generator yang
memiliki bentuk (4.29a) dapat dihitung menjadi,

[TA, Tk ] = [TA,
1

2
(Tαap + Tαap)]

= [TA,
1

2
Tαap] + [TA,

1

2
Tαap]

=
1

2
([TA, Tαap] + TA, Tαap])

=
1

2
(−1

2
(λA)

β
αTβap +

1

2
(λA)

α
βT

βap)

=
1

4
((λA)

β
αTβap + (λA)

α
βT

βap).

(4.41)

Untuk mendemonstrasikan persamaan (4.41) ini diberikan con-
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toh komutasi antara T1 dan T25 sebagai berikut,

[T1, T25 ] = [TA,
1

2
(T111 + T 111)]

= [T1,
1

2
T111] + [T1,

1

2
T 111]

=
1

2
([T1, T111] + T1, T111])

=
1

2
(−1

2
(λ1)

β
1Tβ11 +

1

2
(λ1)

1
βT

β11)

=
1

4
((λ1)

β
1Tβ11 + (λ1)

1
βT

β11)

=
1

4
(T211 + T 211)

= i
1

2

(T211 + T 211)

2

= i
1

2
T61 .

(4.42)

Hasil dari perhitungan (4.42) menunjukkan f1(25)(61) =
1
2 . De-

ngan menggunakan persamaan (4.35), (4.36), (4.37), (4.38),
(4.39), (4.40), (4.29a), dan (4.29b) dapat dihitung pula hasil
komutasi dengan bentuk yang lain. Sama seperti perhitungan
generator dalam representasi fundamental, perhitungan gene-
rator dalam representasi adjoin juga lebih efektif menggunak-
an aplikasi komputasi dan menggunakan skrip pada lampiran
(F). Sebagai kelengkapan seluruh generator dalam represen-
tasi ini dituliskan pada lampiran (H) [19] [20].

4.2 Representasi Spinor Grup E6

4.2.1 Representasi Spinor Grup E6

Vektor dari Representasi Spinor Representasi spinor dari
grup E6 bekerja ke suatu vektor yang berbentuk matrik ok-
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tonionik χ berukuran (3×3). Karena vektor χ adalah elemen
ruang O

3×3 tempat representasi spinor E6 bekerja, vektor ini
bersifat hermitian. Oleh karena itu χ memiliki bentuk,

χ =





p a c̄
ā m b
c b̄ n



 . (4.43)

Lalu, sama seperti representasi spinor lainnya, transforma-
si dari representasi ini perlu mempertahankan determinan χ.
Oleh karena itu nilai determinannya 1. Berdasarkan nilai de-
terminannya yang 1, beranggotakan oktonion, dan memiliki
ukuran 3×3 grup dari representasi ini disebut SL(3,O) [14].
Pada (4.43), a, b, dan c merupakan oktonion (a, b, c ∈ O), dan
p,m, dan n merupakan bilangan real (p,m, n ∈ R). Didalam
matrik χ terdapat vektor X yang merupakan matrik oktonion
hermitian berukuran 2×2, spinor oktonion θ ∈ (O ⊕ O) yang
dapat dituliskan sebagai matrik kolom dengan 2 komponen,
dan dual spinor oktonion θ† ∈ (O⊕O)∗ yang dituliskan seba-
gai konjugat hermitian dari spinor θ [14].

4.2.2 Penanaman SL(2,O)

Grup SL(2,O) merupakan subgrup dari SL(3,O). Pada
bagian (3.4.6) telah dibahas transformasi yang berada da-
lam SL(2,2O). Oleh karena itu, dapat dilakukan penanaman
SL(2,O) kedalam SL(3,O). Sebelum ditanamkan matrik tran-
sformasinya, perlu dibahas terlebih dahulu penanaman matrik
X kedalam χ. Terdapat 3 cara ditanamkannya X kedalam χ
yang dapat dilihat pada gambar (4.2). Pada setiap cara pe-
nanamannya, matrik χ terpecah sehingga memiliki struktur
blok yang menyisakan submatrik berukuran 2×1 dan 1×2,
serta merupakan konjugat hermitian satu sama lain. Kedua
submatrik ini diidentifikasi (secara berurutan) sebagai spinor
dan dual-spinor [14].
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Lokasi 1:

(
X θ

θ† ·

)

=





t+ z a c̄
ā t− z b

c b̄ n





Lokasi 2 :

(
· θ†

θ X

)

=





p a c̄
ā t+ z b

c b̄ t− z





Lokasi 3 :





X22 θ2 X21

θ̄2 · θ̄1
X21 θ1 X11



 =





t− z a c̄

ā m b

c b̄ t+ z





Gambar 4.2: Penanaman X, θ, dan θ† dalam χ

Sesuai dengan bentuk transformasi spinor (4.7), dual spi-
nor (4.8), dan vektor (3.165), setiap transformasi lorentz R ∈
SL(2,O) diekspresikan sebagai nesting terhadap matrik tran-
sformasi M1,M2, . . . ,Mn. Maka dapat dituliskan R,

R(X) =Mn(. . . (M2(M1XM1
†)M2

†) . . . )Mn
†, (4.44a)

R(θ) =Mn(. . . (M1θ) . . . ), (4.44b)

R(θ†) = (. . . (θ†M1
†) . . . )Mn

†. (4.44c)

Bila diperlakukan submatrik 2×2 kiri-atas sebagai vektor se-
perti dalam Lokasi 1 dalam gambar (4.2), dan M adalah sebu-
ah matrik 2×2 yang ditanamkan di kiri-atas submatrik 2×2
dari sebuah matrik N yang berukuran 3×3 dan elemen N33 =
1, maka konjugasi χ oleh N menghasilkan struktur blok seba-
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gai berikut,

χ→ NχN †

,

(
X θ

θ† ·

)

→
(
M 0

0 1

)(
X θ

θ† ·

)(
M 0

0 1

)†
,

=

(
MXM † Mθ

(Mθ)† n

)

.

(4.45)

Sehingga jika dilakukan transformasi sebanyak n kali χ ber-
transformasi,

χ→ Nn(. . . (N1χN1
†) . . . )Nn

†

=

(
Mn(. . . (M1XM1

†) . . . )Mn
† Mn(. . . (M1θ) . . . )

(. . . (θ†M1
†) . . . )Mn

† n

)

,

=

(
R(X) R(θ)

R(θ†) n

)

.

(4.46)

Dapat dilihat pada (4.46) bahwa submatrik dalam χ bertan-
sformasi sesuai dengan (4.44). Hasil ini dapat dilihat pula bila
digunakan lokasi submatrik X lain dalam gambar (4.2) [14].

Konstruksi matrik χ berdasarkan ketiga lokasi dalam gam-
bar (4.2) dapat digeneralisasikan. Misalkan suatu pemetaan

T (a) := O
2×2 → O

3×3 (4.47)

yang menanamkan matrik 2×2 ke matrik 3×3 yang mengha-
silkan,

T (1)(M) =

(
M 0

0 1

)

, (4.48a)

T (2)(M) =

(
1 0

0 M

)

, (4.48b)
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T (3)(M) =





M22 0 M21

0 1 0

M12 0 M11



 , (4.48c)

dengan a=1,2, dan 3. Pemetaan semacam ini disebut pemeta-
an diskrit. Suatu matrik M berukuran 2×2 yang mengalami
pemetaan T (a), untuk mempermudah penulisan, dapat disikat
menjadi M (a). Sedangkan, bila transformasi Lorentz R yang
memiliki matrik transformasi M (a) dapat dituliskan sebagai
R(a) yang dibaca ”Tranformasi tipe a” [14].

4.2.3 Notasi Transformasi Baru untuk Kategori
3

Penanaman SL(2,O) kedalam SL(3,O) menyebabkan ter-
dapat 135 jenis transformasi yang koresponden dengan 135
generator. Namun, pada grup E6 hanya terdapat 78 genera-
tor saja. Mengingat dalam suatu grup, generator koresponden
dengan transformasi yang tidak gayut atau independen seca-
ra linear antara satu sama lain. Sehingga, diantara 135 jenis
tranformasi dalam representasi spinor ini terdapat transfor-
masi yang dibentuk dari jenis transformasi lainnya. Menurut
Wangberg, untuk mempermudah mendapatkan jenis transfor-
masi ini dapat diperkenalkan notasi tranformasi baru untuk
transformasi dalam kategori 3. Jika q adalah unit imajiner
oktonion, notasi baru transformasi kategori 3 dapat ditulisk-
an sebagai Aq, Gq, dan Sq. Untuk menunjukkan hubungan
antara notasi baru ini dengan transformasi dalam notasi la-
ma, digunakan unit imajiner oktonion l, maka bentuk Al, Gl,
dan Sl,

Al(α) = Ril,i(α) ◦Rjl,j(−α), (4.49)

Gl(α) = Ril,i(α) ◦Rjl,j(α) ◦Rkl,k(−2α), (4.50)

Sl(α) = Ril,i(α) ◦Rjl,j(α) ◦Rkl,k(α). (4.51)
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Tabel 4.2: Pasangan Bidang Transformasi dalam Notasi Baru
Unit
Imajiner

Pasangan Bidang Imajiner ke-n
1 2 3

i (j, k) (kl, jl) (l, il)
j (k, i) (il, kl) (l, jl)
k (i, j) (jl, il) (l, kl)
kl (jl, i) (j, il) (k, l)
jl (i, kl) (il, k) (jl, l)
il (kl, j) (k, jl) (i, l)
l (il, i) (jl, j) (kl, k)

Urutan komposisi transformasi dalam (4.49), (4.50), dan
(4.51) tidak mempengaruhi hasil perhitungan, atau komuta-
tif. Komutatifnya komposisi ini dikarenakan setiap transforasi
yang dikomposisikan menghasilkan rotasi pada bidang yang
saling ortogonal. Pasangan bidang yang dirotasikan oleh seti-
ap transformasi lorentz dalam notasi baru dapat dilihat dalam
Tabel (4.2). Berdasakan notasi baru ini dapat dibangun kem-
bali transformasi dalam notasi lama, contohnya :

Ril,i(6α) = Al(3α) ◦Gl(α) ◦ Sl(2α). (4.52)

Digunakan 3α, 2α dan α supaya rotasi pada bidang selain
(il, i) saling menghapus satu sama lain [14].

4.2.4 Generator dari grup SL(3,O)

Generator ga dari suatu grup Lie secara umum dapat dihu-
bungkan dengan anggota grup Lie U berdasarkan persamaan
(3.12), atau,

ga =
∂U

∂αa

∣
∣
α=0

. (4.53)

Namun, pada representasi spinor E6 yaitu SL(3,O) terdapat
tranformasi kategori 3 yang memiliki bentuk nesting. Menu-



114

rut Wangberg, generator dihitung dengan melakukan trasfor-
masi R ke ruang O

3×3 terlebih dahulu. Kemudian dihitung
turunannya. Oleh karena itu, generator tranformasi R dari
representasi spinor dapat dihitung,

∂R(α)

∂α
(χ)
∣
∣
α=0

. (4.54)

Untuk mempermudah penulisan, generator dari transformasi
R dalam representasi ini dituliskan menjadi Ṙ [14].

Untuk mendemonstrasikan cara menghitung generator tran-
sformasi dalam representasi ini dihitung generator dari tran-

sformasi Al
(1), Ȧ

(1)
l . Pertama-tama, dihitung terlebih dahulu

pengaruh transformasi Al
(1) terhadap matrik χ,

Al
(1)(α)(χ) =

(
Rjl,j

(1)(−α) ◦Ril,i
(1)(α)

)
(χ),

=





t+ z a′ c̄′

ā′ t− z b′

c′ b̄′ n



 ,
(4.55)

dengan,

a′ = (e−lα
2 (jl))

[
(jl){(elα2 (il))[(il)a(−il)]((−il)e−lα

2 )}(−jl)
]

((−jl)e−lα
2 ),

(4.56a)

b′ = (e−lα
2 (jl))

[
(jl){(elα2 (il))[(il)a]}

]
, (4.56b)

c′ =
[
{[a(−il)]((−il)e−lα

2 )}(−jl)
]
((−jl)elα2 ). (4.56c)

Nilai a′ dapat dihitung dengan memisahkan suku-sukunya a
kedalam subaljabar kompleknya yang pasangannya diambil se-
suai dengan pasangan bidang dalam tabel(4.2),

a = a1e
lθ1 + a2e

lθ2(il) + a3e
lθ3(jl) + a4e

lθ4(kl). (4.57)
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Lalu dihitung untuk setiap sukunya, pada suku pertama

a1(e
lα
2 (il))[(il)elθ1(−il)]((−il)e−lα

2 ),

= a1(e
lα
2 (il))e−lθ1((−il)e−lα

2 ),

= a1(cos(
α

2
)(il) + sin(

α

2
)i)e−lθ1(−cos(α

2
)(il)− sin(α

2
)i),

= a1(cos
2(
α

2
)elθ1 + sin2(

α

2
)elθ1) + (−1

2
sin(α)lelθ1 +

1

2
sin(α)lelθ1),

= a1e
lθ1 ,

(4.58a)

a1(e
−lα

2 (jl))[(jl)e−lθ1(−jl)]((−jl)elα2 ),
= a1(cos(

α

2
)(jl) + sin(

α

2
)(−j))e−lθ1(cos(

α

2
)(−jl) + sin(

α

2
)(j)),

= a1(cos
2(
α

2
)elθ1 + sin2(

α

2
)elθ1) + (−1

2
sin(α)lelθ1 +

1

2
sin(α)lelθ1),

= a1e
lθ1 .

(4.58b)

Dapat pula dilakukan hal yang sama untuk suku lainnya. Se-
hingga hasil perhitungannya a′ adalah

a′ = a1e
lθ1 + a2e

lθ2+α(il) + a3e
lθ3−α(jl) + a4e

lθ4(kl). (4.59)

Dengan cara yang sama dapat dihitung pula nilai b′ dan c′

yaitu,

b′ = b1e
lθ1 + b2e

lθ2+α(il) + b3e
lθ3−α(jl) + b4e

lθ4(kl), (4.60)

c′ = c1e
lθ1 + c2e

lθ2+α(il) + c3e
lθ3−α(jl) + c4e

lθ4(kl). (4.61)

Generatornya dapat dihitung menjadi,

Ȧ
(1)
l =

∂

∂α





t+ z a′ c̄′

ā′ t− z b′

c′ b̄′ n





α=0

=





0 a′1 c̄′1
ā′1 0 b′1
c′1 b̄′1 0



 ,

(4.62)
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dengan,

a′1 =
∂

∂α

(
a1e

lθ1 + a2e
lθ2+α(il) + a3e

lθ3−α(jl) + a4e
lθ4(kl)

)

α=0
,

(4.63a)

b′1 =
∂

∂α

(
b1e

lθ1 + b2e
lθ2+α(il) + b3e

lθ3−α(jl) + b4e
lθ4(kl)

)

α=0
,

(4.63b)

c′1 =
∂

∂α

(
c1e

lθ1 + c2e
lθ2+α(il) + c3e

lθ3−α(jl) + c4e
lθ4(kl)

)

α=0
.

(4.63c)

Nilai a′1 dapat dihitung yaitu,

a′1 = a2le
lθ2(il)− a3lelθ3(jl),

= a2ie
−lθ2 − a3je−lθ3 ,

= a2(cos(θ)i− sin(θ)(il))− a3(cos(θ)j − sin(θ)(jl)),
= −ai(il) + aili− ajlj + aj(jl).

(4.64)

Pada (4.64) diambil permisalan,

ai = a2sin(θ),

ail = a2cos(θ),

ajl = a3cos(θ),

aj = a3sin(θ).

(4.65)

Menggunakan cara yang sama dapat diketahui pula nilai b′1
dan c′1 yaitu,

b′1 = −bi(il) + bili− bjlj + bj(jl), (4.66)

c′1 = −ci(il) + cili− cjlj + cj(jl). (4.67)

Indek dari suku setiap permisalan diambil dari unit imajiner
yang dimilikinya ketika sebelum diturunkan terhadap α. Per-
lu diperhatikan pula pengaruh transformasi ke elemen matrik
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a, b, dan c tidak secara umum sama, karena ketiganya bertran-
sformasi sesuai dengan (secara berurutan) vektor X, spinor θ,
dan dual spinor θ†. Berdasarkan cara yang ditunjukkan da-
lam contoh ini, dapat dihitung seluruh generator dalam rep-
resentasi ini. Sebagai kelengkapan seluruh generator dalam
representasi ini dituliskan dalam Lampiran (I) [14].

4.2.5 Kebergantungan Linear

Seperti yang telah dibahas dalam bagian (4.2.3), terdapat
kebergantungan linear antara transformasi pada representasi
spinor E6 yaitu SL(3,O) yang dibangun dari SL(2,O). Meng-
gunakan hasil perhitungan generator pada lampiran (I), dapat
diperhatikan kebergantungan linearnya [14].

Perhatikan generator dalam kategori 3. Dari ke-21 tran-
sformasi (setiap tipe dihitung transformasi berbeda) Aq, Gq,
dan Sq dapat dilihat bahwa berlaku,

Ȧ(1)
q = Ȧ(2)

q = Ȧ(3)
q , (4.68)

Ġ(1)
q = Ġ(2)

q = Ġ(3)
q . (4.69)

untuk setiap unit imajiner oktonion q. Hal ini menunjukkan
bahwa transformasi Aq dan Gq tidak bergantung tipenya (type
independent), yang memperbolehkan dihapusnya notasi tipe
pada generator, dan ditulis secara simpel menjadi Ȧq dan Ġq.
Keempat belas transformasi ini membangun subgrup G2 =
Aut(O), yang merupakan grup eksepsional terkecil. Sifat type
independent ini disebabkan oleh sifat trialitas oktonion. Saat
menambahkan keempat belas tranformasi G2 kepada ketujuh

transformasi S
(a)
q untuk setiap tipe a (dengan a = 1, 2, dan

3), terbentuk subgrup SO(7) (terdapat 3 SO(7)). Namun

tranformasi S
(a)
q tidak type independent, karena generatornya

memenuhi,
Ṡ(1)
q + Ṡ(2)

q + Ṡ(3)
q = 0. (4.70)
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Maka, gabungan dari dua subgrup SO(7) mengandung yang

ketiga. Secara spesifik, dapat digunakan transformasi S
(a)
q

tipe 1 dan 2 untuk menghasilkan transformasi tipe 3 S
(3)
q .

Kebergantungan linear ini telah mengurangi tranformasi yang
telah dihitung dari 145 menjadi 100 [14].

Pada transformasi kategori 2, terdapat hubungan

Ṙ(1)
xq + Ṙ(2)

xq + Ṙ(3)
xq = 0. (4.71)

Hubungan ini memperbolehkan dieliminasinya 7 trnasformasi
lagi, dan dapat dipilih untuk mempetahankan transformasi ti-

pe 1 dan 2. Transformasi Ṙ
(a)
xq tipe a bila ditambahkan dengan

tranformasi tipe a dalam grup SO(7) membentuk subgrup
SO(8). Tetapi kebergantungan antara tiap tipe transformasi

Ṙ
(a)
xq mengindikasikan Ṙ

(3)
xq dapat diperoleh dari transformasi

grup Ṙ
(1)
xq dan Ṙ

(2)
xq . Sehingga, gabungan dari SO(8) tipe 1

dan 2 mengandung grup SO(8) tipe 3 [14].
Kebergantungan linier lainnya terdapat pada transformasi

kategori 2 dan kategori 3 yang mengeliminasi 14 transforma-
si lagi, dan mengabungkan semua tipe SO(8) menjadi satu.
Setelah mengeleminasi tranformasi Sq dan Rxq tipe 3, keber-
gantungan linier ini menyebabkan transformasi tipe 2 sebagai
kombinasi linear dari transformasi tipe 1. Generator transfor-
masi tipe 2 memenuhi hubungan,

Ṙ(2)
xq = −1

2
Ṙ(1)

xq +
1

2
Ṡ(1)
q , (4.72)

Ṡ(2)
q = −3

2
Ṙ(1)

xq −
1

2
Ṡ(1)
q . (4.73)

Maka, dapat dituliskan transformasi Ṙ
(2)
xq dan Ṡ

(2)
q dalam tran-

sformasi Ṙ
(1)
xq dan Ṡ

(1)
q yang terdapat dalam subgrup SO(8)

tipe 1. Oleh karena itu, hanya terdapat 1 subgrup SO(8) sa-
ja. Jadi dalam subgrup SO(8) ini terdapat 3 subgrup SO(8)
[14].
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Sejauh ini 135 transformasi telah dikurangi menggunakan
hubungan kebergantungan linier sebanyak 56, dan menyisak-
an 79 tranformasi. Hubungan kebergantungan linier terakhir
terdapat pada tranformasi boost dalam kategori 1 yang me-
menuhi,

Ḃ
(1)
tz + Ḃ

(2)
tz + Ḃ

(3)
tz = 0. (4.74)

Dari ketiga tipe boost Ḃ
(1)
tz , Ḃ

(2)
tz , dan Ḃ

(3)
tz dapat dipilih untuk

mempertahankan Ḃ
(1)
tz dan Ḃ

(2)
tz [14].

Berdasarkan kebergantungan linier yang telah didapat, ter-
sisa 78 generator tranformasi SL(3,O). Oleh karena itu, dapat
diketahui seluruh generator ini sudah tidak saling bergantung
satu sama lain lagi [14].
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Bab 5

Penutup

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan pengerjaan Tugas Akhir ini dapat disimpulk-
an bahwa:

1. Representasi Fundamental (27) dari grup E6 didapatk-
an menggunakan pembangunan dari subgrup maksimal
SU(3) × SU(3) × SU(3). Menggunakan metode tensor
dapat dilakukan pembangunan representasinya berda-
sarkan bentuk cara bertransformasinya. Representasi
ini memiliki bentuk matrik berukuran 27 × 27 dengan
elemen matrik berupa bilangan komplek (C). Represen-
tasi ini dapat digunakan dalam menjelaskan pola keter-
belitan bipartit dalam dua qutrit dalam Teori Gravitasi
Super atau Supergravity Theory di 5-dimensi.

2. Representasi Adjoint (78) dari grup E6 didapatkan de-
ngan cara yang sama dalam mendapatkan representasi
fundamental (27) yaitu menggunakan subgrup maksi-
mal SU(3) × SU(3) × SU(3). Dengan menghitung ko-
mutasi antara generator dalam representasi (27), dapat
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diketahui konstanta struktur yang merupakan represen-
tasi adjoint (78) tersebut. Representasi ini memiliki
bentuk matrik berukuran 78×78 dengan elemen matrik
berupa bilangan komplek (C). Representasi ini dapat
digunakan dalam mempelajari sifat-sifat partikel boson
yang menjadi mediator gaya-gaya fundamental dalam
Teori Kemanunggalan Agung atau Grand Unified The-
ory.

3. Representasi Spinor dari grup E6 isomorfik dengan grup
SL(3,O). Representasi ini dapat dibagun dengan mena-
namkan grup SL(2,O) yang merupakan representasi spi-
nor dari transformasi Lorentz. Lalu untuk menghindari
kebergantungan linier antara transformasi diperhatikan
generator dari masing-masing transformasinya. Repre-
sentasi ini memiliki bentuk matrik berukuran 3 × 3 de-
ngan elemen matrik berupa bilangan oktonion (O). Rep-
resentasi ini dalam fisika dapat digunakan dalam Teori
Kemanunggalan Agung atau Grand Unified Theory da-
lam menjelaskan simetri tera atau gauge symmetry yang
mendasari partikel-partikel yang ada di alam semesta.

5.2 Saran

Pada tugas akhir ini masih terdapat beberapa masalah
yang belum diteliti. Penelitian selanjutnya dapat lebih men-
dalami dalam aspek komputasi yang melibatkan bilangan hi-
perkomplek dalam aljabar hurwitz. Selain itu dapat diteliti
lebih lanjut representasi diferensial dari grup E6 dan bentuk
persamaan yang simetrik dibawah grup ini. Sedangkan dalam
aspek fisika,serta penggunaan grup E6 sebagai simetri dalam
sistem fisis misalnya ”Teori Kemanunggalan Agung”.
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Lampiran A

Bukti Persamaan Euler

Diketahui ekspansi deret McLaurin suatu fungsi f(x) me-
miliki bentuk

f(x) =

∞∑

n=0

f (n)(0)
xn

n!

= f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)

k!
xk + . . . .

(A.1)

Menggunakan ekspansi McLaurin tersebut bisa didapatkan
ekspansi 3 fungsi berikut,

sin(x) =

∞∑

n=0

(−1)n
(2n+ 1)!

x(2n+1) = x− x3

3!
+
x5

5!
+ . . . (A.2)

cos(x) =
∞∑

n=0

(−1)n
(2n)!

x(2n) = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ . . . (A.3)

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= 1 + x+

x2

2!
+
x3

3!
+ . . . (A.4)
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Mensubtitusi x = i y pada persamaan (A.4) menghasilkan,

e(iy) = 1 + (iy) +
(iy)2

2!
+

(iy)3

3!
+

(iy)4

4!
+

(iy)5

5!
+ . . . ,

= 1 + iy − y2

2!
− iy

3

3!
+
y4

4!
+ i

y5

5!
− . . .

=

(

1− y2

2!
+
y4

4!
+ . . .

)

︸ ︷︷ ︸

ekspansi dari cos(y)

+i

(

y − y3

3!
+
y5

5!
+ . . .

)

︸ ︷︷ ︸

ekspansi dari sin(y)

= cos(y) + i sin(y).

(A.5)

Sehigga, terbukti Persamaan Euler (2.9).



Lampiran B

Bukti Sifat dari
Determinan Eksponen
Matrik

Untuk membuktikan sifat det(eA) = etr(A), didiagonalisa-
sikan matriks eA menjadi,

eA = PeDP−1. (B.1)

Bila diambil determinannya maka,

det(eA) = det(P )det(eD)det(P−1)

= det(eD) (B.2)

Misalkan matriks A memiliki nilai eigen λ1, λ2, . . . , λn,

det(eD) = eλ1eλ2 . . . eλn

= eλ1+λ2+···+λn

= etr(D). (B.3)
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Sekarang diambil nilai trace dari matriks A yang telah didia-
gonalisasi,

tr(A) = tr(PDP−1)

= tr(P−1PD)

= tr(D) (B.4)

Dengan mensubtitusi (B.4) ke (B.3) didapatkan,

det(eA) =etr(A) (B.5)

(terbukti)



Lampiran C

Notasi Bra-Ket Dirac

Di dalam mekanika kuantum sistem fisis dinyatakan oleh
vektor keadaan di dalam ruang vektor kompleks. Untuk pe-
nyedernaan dan kemudahan Dirac memperkenalkan notasi ket
dengan |α〉 yang dibaca ket-α. Dua vektor ket |α〉, |β〉 dapat
ditambahkan

|α〉+ |β〉 = |γ〉 (C.1)

vektor ket ini berada dalam ruang vektor yang disebut ruang
ket.

Dual vektor dari |α〉 merupakan 〈α| yang dibaca sebagai
bra-α. 〈α| memiliki hubungan dengan vektornya,

〈α| = |α〉† (C.2)

Dual vektor ini dapat dikatakan berada dalam ruang cermin
dari ruang ket, yang disebut sebagai ruang bra. Selanjutya
didefenisikan perkalian dalam (inner product) antara bra dan
ket dapat dituliskan

(〈β|)(|α〉) = 〈β|α〉 (C.3)
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Perkalian dalam jelas tidak sama dengan perkalian skalar dari
dua vektor ā dan b̄ karena ā·b̄ = b̄·ā, sedangkan pada perkalian
dalam 〈β|α〉 merupakan dual dari 〈α|β〉.

Bila suatu |α〉 koresponden dengan suatu keadaan eigen
dari operator A. Maka, |α〉membentuk basis dari ruang vektor
keadaannya. Perkalian dalam antara dua keadaan eigen 〈α|β〉
dapat dituliskan menjadi,

〈α|β〉 = δαβ (C.4)

δij merupakan delta kroneker yang memiliki sifat,

δij =

{

1 jika i = j

0 jika i 6= j
(C.5)

Basis yang memenuhi hubungan ini disebut sebagai basis or-
tonormal.



Lampiran D

Transformasi dalam
Grup SL(2,H)

Pada grup SL(2,H), vektor X (3.150) bertransformasi de-
ngan bentuk,

X →MuvXMuv
† (D.1)

. Dengan bentuk M merupakan transformasi pada bidang
(u,v). Berikut adalah bentuk matrik M untuk setiap transfor-
masi,

Mtx =

(
cosh(α2 ) sinh(α2 )
sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (D.2)

Mti =

(
cosh(α2 ) −i sinh(α2 )
i sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

(D.3)

Mtj =

(
cosh(α2 ) −j sinh(α2 )
j sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

(D.4)

Mtk =

(
cosh(α2 ) −k sinh(α2 )
k sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

(D.5)
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Mtz =

(
e

α

2 0

0 e−
α

2

)

(D.6)

Mxz =

(
cos(α2 ) −sin(α2 )
sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (D.7)

Mxi =

(
ei

α

2 0

0 e−iα
2

)

, (D.8)

Mxj =

(
ej

α

2 0

0 e−j α

2

)

, (D.9)

Mxk =

(
ek

α

2 0

0 e−kα

2

)

, (D.10)

Mzi =

(
cosα2 −i sinα

2
i sinα

2 cosα2

)

, (D.11)

Mzj =

(
cosα2 −j, sinα

2
j sinα

2 cosα2

)

, (D.12)

Mzk =

(
cosα2 −k, sinα

2
k sinα

2 cosα2

)

, (D.13)

Mij =

(
ek

α

2 0

0 ek
α

2

)

, (D.14)

Mjk =

(
ei

α

2 0

0 ei
α

2

)

, (D.15)

Mki =

(
ej

α

2 0

0 ej
α

2

)

. (D.16)



Lampiran E

Transformasi dalam
Grup SL(2,O)

Pada grup SL(2,O), vektor X (3.161) bertransformasi de-
ngan bentuk,

X →
{

Mu,vXMu,v
† untuk kategori 1 dan 2

M2u,v(M1u,vXM1u,v
†)M2u,v

† untuk kategori 3

(E.1)

Dengan bentukMu,v merupakan transformasi pada bidang
(u,v). Berikut adalah bentuk matrik M untuk setiap transfor-
masi yang dikelompokan berdasarkan kategorinya.

Kategori 1 : Boost

Mt,x(α) =

(
cosh(α2 ) sinh(α2 )
sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.2)

Mt,i(α) =

(
cosh(α2 ) −i sinh(α2 )
i sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.3)

Mt,j(α) =

(
cosh(α2 ) −j sinh(α2 )
j sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.4)
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Mt,k(α) =

(
cosh(α2 ) −k sinh(α2 )
k sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.5)

Mt,kl(α) =

(
cosh(α2 ) −(kl) sinh(α2 )

(kl) sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.6)

Mt,jl(α) =

(
cosh(α2 ) −(jl) sinh(α2 )

(jl) sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.7)

Mt,il(α) =

(
cosh(α2 ) −(il) sinh(α2 )

(il) sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.8)

Mt,l(α) =

(
cosh(α2 ) −l sinh(α2 )
l sinh(α2 ) cosh(α2 )

)

, (E.9)

Mt,z(α) =

(
e

α

2 0

0 e−
α

2

)

(E.10)

Mx,z(α) =

(
cos(α2 ) −sin(α2 )
sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.11)

Mx,i(α) =

(
ei(

α

2
) 0

0 e−i(α
2
)

)

, (E.12)

Mx,j(α) =

(
ej(

α

2
) 0

0 e−j(α
2
)

)

, (E.13)

Mx,k(α) =

(
ek(

α

2
) 0

0 e−k(α
2
)

)

, (E.14)

Mx,kl(α) =

(
e(kl)(

α

2
) 0

0 e−(kl)(α
2
)

)

, (E.15)

Mx,jl(α) =

(
e(jl)(

α

2
) 0

0 e−(jl)(α
2
)

)

, (E.16)

Mx,il(α) =

(
e(il)(

α

2
) 0

0 e−(il)(α
2
)

)

, (E.17)

Mx,l(α) =

(
el(

α

2
) 0

0 e−l(α
2
)

)

, (E.18)
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Mz,i(α) =

(
cos(α2 ) −i sin(α2 )
i sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.19)

Mz,j(α) =

(
cos(α2 ) −j, sin(α2 )
j sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.20)

Mz,k(α) =

(
cos(α2 ) −k, sin(α2 )
k sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.21)

Mz,kl(α) =

(
cos(α2 ) −(kl), sin(α2 )

(kl) sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.22)

Mz,jl(α) =

(
cos(α2 ) −(jl), sin(α2 )

(jl) sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.23)

Mz,il(α) =

(
cos(α2 ) −(il), sin(α2 )

(il) sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.24)

Mz,l(α) =

(
cos(α2 ) −l, sin(α2 )
l sin(α2 ) cos(α2 )

)

, (E.25)

M1 i,j(α) =

(
−i 0
0 −i

)

,

M2 i,j(α) =

(
cos(α2 )i+ cos(α2 )j 0

0 cos(α2 )i+ cos(α2 )j

)

,

(E.26)

M1 k,i(α) =

(
−k 0
0 −k

)

,

M2 k,i(α) =

(
cos(α2 )k + cos(α2 )i 0

0 cos(α2 )k + cos(α2 )i

)

,

(E.27)

M1 i,kl(α) =

(
−i 0
0 −i

)

,

M2 i,kl(α) =

(
cos(α2 )i+ cos(α2 )kl 0

0 cos(α2 )ik + cos(α2 )kl

)

,

(E.28)
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M1 jl,i(α) =

(
−jl 0
0 −jl

)

,

M2 jl,i(α) =

(
cos(α2 )jl + cos(α2 )i 0

0 cos(α2 )jl + cos(α2 )i

)

,

(E.29)

M1 il,i(α) =

(
−il 0
0 −il

)

,

M2 il,i(α) =

(
cos(α2 )il + cos(α2 )i 0

0 cos(α2 )il + cos(α2 )i

)

,

(E.30)

M1 i,l(α) =

(
−i 0
0 −i

)

,

M2 i,l(α) =

(
cos(α2 )i+ cos(α2 )l 0

0 cos(α2 )i+ cos(α2 )l

)

,

(E.31)

M1 j,k(α) =

(
−j 0
0 −j

)

,

M2 j,k(α) =

(
cos(α2 )j + cos(α2 )k 0

0 cos(α2 )j + cos(α2 )k

)

,

(E.32)

M1 kl,j(α) =

(
−kl 0
0 −kl

)

,

M2 kl,j(α) =

(
cos(α2 )kl + cos(α2 )j 0

0 cos(α2 )kl + cos(α2 )j

)

,

(E.33)

M1 kl,j(α) =

(
−kl 0
0 −kl

)

,

M2 kl,j(α) =

(
cos(α2 )kl + cos(α2 )j 0

0 cos(α2 )kl + cos(α2 )j

)

,

(E.34)
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M1 jl,j(α) =

(
−jl 0
0 −jl

)

,

M2 jl,j(α) =

(
cos(α2 )jl + cos(α2 )j 0

0 cos(α2 )jl + cos(α2 )j

)

,

(E.35)

M1 j,il(α) =

(
−j 0
0 −j

)

,

M2 j,il(α) =

(
cos(α2 )j + cos(α2 )il 0

0 cos(α2 )j + cos(α2 )il

)

,

(E.36)

M1 j,l(α) =

(
−j 0
0 −j

)

,

M2 j,l(α) =

(
cos(α2 )j + cos(α2 )l 0

0 cos(α2 )j + cos(α2 )l

)

,

(E.37)

M1 kl,k(α) =

(
−kl 0
0 −kl

)

,

M2 kl,k(α) =

(
cos(α2 )kl + cos(α2 )k 0

0 cos(α2 )kl + cos(α2 )k

)

,

(E.38)

M1 k,jl(α) =

(
−k 0
0 −k

)

,

M2 k,jl(α) =

(
cos(α2 )k + cos(α2 )jl 0

0 cos(α2 )k + cos(α2 )jl

)

,

(E.39)

M1 il,k(α) =

(
−il 0
0 −il

)

,

M2 il,k(α) =

(
cos(α2 )il + cos(α2 )k 0

0 cos(α2 )il + cos(α2 )k

)

,

(E.40)
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M1 k,l(α) =

(
−k 0
0 −k

)

,

M2 k,l(α) =

(
cos(α2 )k + cos(α2 )l 0

0 cos(α2 )k + cos(α2 )l

)

,

(E.41)

M1 kl,jl(α) =

(
−kl 0
0 −kl

)

,

M2 kl,jl(α) =

(
cos(α2 )kl + cos(α2 )jl 0

0 cos(α2 )kl + cos(α2 )jl

)

,

(E.42)

M1 il,kl(α) =

(
−il 0
0 −il

)

,

M2 il,kl(α) =

(
cos(α2 )il + cos(α2 )kl 0

0 cos(α2 )il + cos(α2 )kl

)

,

(E.43)

M1 l,kl(α) =

(
−l 0
0 −l

)

,

M2 l,kl(α) =

(
cos(α2 )l + cos(α2 )kl 0

0 cos(α2 )l + cos(α2 )kl

)

,

(E.44)

M1 jl,il(α) =

(
−jl 0
0 −jl

)

,

M2 jl,il(α) =

(

cos(
(α
2
)

2 )jl + cos(α2 )il 0
0 cos(α2 )jl + cos(α2 )il

)

,

(E.45)
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M1 l,jl(α) =

(
−l 0
0 −l

)

,

M2 l,jl(α) =

(
cos(α2 )l + cos(α2 )jl 0

0 cos(α2 )l + cos(α2 )jl

)

.

(E.46)



142

Halaman ini sengaja dikosongkan



Lampiran F

Skrip MATLAB
Representasi
Fundamental dan
Adjoint Grup E6

Representasi fundamental dan adjoint dari grup E6 dapat
dihitung menggunakan aplikasi komputasi MATLAB.

Pada awalnya dibuat terlebih dahulu skrip fungsi yang da-
pat bekerja seperti delta kronecker δa,b,

1 function y=delta(a,b)

2 if a==b

3 y=1;

4 else

5 y=0;

6 end

143
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Serta, tensor levi civita ǫabc,

1 function [n]= levi_civita(a) % a=[i j k

...]

2 if sum(sort (a)~=(1: length(a)))>0

3 n=0;

4 else

5 n=(-1)^mod(permutation_count(a) ,2);

6 end

7
8 % Menghitung permutasi objek

9 function n=permutation_count(a)

10 [b,n]= bubble_sort(a);

11
12 % a bubble sort with a permutation count

13 function [b,n]= bubble_sort(a) % n = jumlah

permutasinya

14 b=a;

15 n=0;

16 m=length(a);

17 if m>1

18 for i=1:m-1

19 if b(i)>b(i+1)

20 c=b(i);b(i)=b(i+1);b(i+1)=c;

21 n=n+1;

22 end

23 end

24 [c,k]= bubble_sort(b(1:m-1));

25 b=[c b(m)];

26 n=n+k;

27 end
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Setelah itu, didefenisikan pula matrik Gell-Mann berda-
sarkan (3.86) sebagai objek berbentuk matrik dengan ukuran
(3× 3× 8),

1 lambda (:,:,1)=[0 1 0; 1 0 0; 0 0 0];

2 lambda (:,:,2)=[0 -i 0; i 0 0; 0 0 0];

3 lambda (:,:,3)=[1 0 0; 0 -1 0; 0 0 0];

4 lambda (:,:,4)=[0 0 1; 0 0 0; 1 0 0];

5 lambda (:,:,5)=[0 0 -i; 0 0 0; i 0 0];

6 lambda (:,:,6)=[0 0 0; 0 0 1; 0 1 0];

7 lambda (:,:,7)=[0 0 0; 0 0 -i; 0 i 0];

8 lambda (:,:,8)=1/ sqrt (3) *[1 0 0; 0 1 0; 0 0

-2];

Lalu, digunakan matrik L,M,N untuk membentuk vektor
ψµ seperti pada (4.4),

1 L=sym(✬L%d%d✬ ,[3,3]);

2 M=sym(✬M%d%d✬ ,[3,3]);

3 N=sym(✬N%d%d✬ ,[3,3]);

4 psi=[ reshape(L.✬,9,1);reshape(M.✬,9,1);

reshape(N.✬,9,1)];

Kemudian, didefenisikan matrik ’gen’ berukuran (27×27×
78) sebagai tempat hasil perhitungan generatornya. Serta di-
defenisikann indeks h sebagai indeks urutan generatornya.

1 gen=zeros (27 ,27 ,78);

2 h=0;

Dalam notasi bra-ket Dirac dapat dihitung pengaruh ge-
nerator pada vektor |ψµ〉. Untuk generator yang berasal dari
dekomposisi

(8,1,1) + (1,8,1) + (1,1,8),
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dilakukan transformasi sesuai dengan (4.9a), (4.9b), dan (4.9c).
Untuk mendapat matrik generator ’gen’ hasil dekomposisi ini,
digunakan sifat ortonormal bra-ket sesuai dengan (4.22),

1 for A=1:8

2 h=h+1

3 L1 =1/2* lambda(:,:,A)*L;

4 M1=zeros(size(M));

5 N1=-1/2*N*lambda(:,:,A);

6 psin=[ reshape(L1.✬,9,1);reshape(M1

.✬,9,1);reshape(N1.✬,9,1)];

7 for i=1:27

8 for j=1:27

9 if psin(j)==0

10 gen(j,i,h)=0;

11 elseif psi(i)== psin(j)/coeffs(

psin(j),psi(i))

12 gen(j,i,h)=coeffs(psin(j),psi(i));

13 else

14 gen(j,i,h)=0;

15 end

16 end

17 end

18 end

19 for A=1:8

20 h=h+1

21 L1=-1/2*L*lambda(:,:,A);

22 M1 =1/2* lambda(:,:,A)*M;

23 N1=zeros(size(N));

24 psin=[ reshape(L1.✬,9,1);reshape(M1

.✬,9,1);reshape(N1.✬,9,1)];

25 for i=1:27

26 for j=1:27

27 if psin(j)==0
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28 gen(j,i,h)=0;

29 elseif psi(i)== psin(j)/coeffs(

psin(j),psi(i))

30 gen(j,i,h)=coeffs(psin(j),psi(i))

;

31 else

32 gen(j,i,h)=0;

33 end

34 end

35 end

36 end

37 for A=1:8

38 h=h+1

39 L1=zeros(size(L));

40 M1=-1/2*M*lambda(:,:,A);

41 N1 =1/2* lambda(:,:,A)*N;

42 psin=[ reshape(L1.✬,9,1);reshape(M1

.✬,9,1);reshape(N1.✬,9,1)];

43 for i=1:27

44 for j=1:27

45 if psin(j)==0

46 gen(j,i,h)=0;

47 elseif psi(i)== psin(j)/coeffs(

psin(j),psi(i))

48 gen(j,i,h)=coeffs(psin(j),psi(i))

;

49 else

50 gen(j,i,h)=0;

51 end

52 end

53 end

54 end
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Sedangkan, generator yang berasal dari dekomposisi

(3,3,3)+ (3̄, 3̄, 3̄), (F.1)

melakukan transformasi sesuai dengan (4.13a),(4.13b), dan
(4.13c). Lalu hasil transformasi dimasukkan kedalam sifat
ortonarmalitas (4.22) untuk mendapatkan elemen dari matrik
generator ’gen’.

1 for alpha =1:3

2 for a=1:3

3 for p=1:3

4 L1=sym(zeros (3));M1=L1; N1=L1;

5 for beta =1:3

6 for b=1:3

7 for gamma =1:3

8 L1(beta ,b)=L1(beta ,b)+levi_civita

([alpha beta gamma ])*delta(a,b)

*N(p,gamma);

9 end

10 end

11 end

12 for b=1:3

13 for q=1:3

14 for c=1:3

15 M1(b,q)=M1(b,q)+levi_civita ([a b c

])*delta(p,q)*L(alpha ,c);

16 end

17 end

18 end

19 for q=1:3

20 for beta =1:3

21 for r=1:3

22 N1(q,beta)=N1(q,beta)+levi_civita

([p q r])*delta(alpha ,beta)*M(a
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,r);

23 end

24 end

25 end

26 psin=[ reshape(L1.✬,9,1);reshape(M1

.✬,9,1);reshape(N1.✬,9,1)];

27 h=h+1

28 for ii =1:27

29 for jj =1:27

30 if psin(jj)==0

31 gen(jj ,ii ,h)=0;

32 elseif psi(ii)== psin(jj)/coeffs(

psin(jj),psi(ii))

33 gen(jj ,ii ,h)=coeffs(psin(jj),psi(

ii));

34 else

35 gen(jj ,ii ,h)=0;

36 end

37 end

38 end

39 end

40 end

41 end

42 for alpha =1:3

43 for a=1:3

44 for p=1:3

45 L1=sym(zeros (3));M1=L1; N1=L1;

46 for beta =1:3

47 for b=1:3

48 for c=1:3

49 L1(beta ,b)=L1(beta ,b)-levi_civita

([a b c])*delta(beta ,alpha)*M(c

,p);
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50 end

51 end

52 end

53 for b=1:3

54 for q=1:3

55 for r=1:3

56 M1(b,q)=M1(b,q)-levi_civita ([p q

r])*delta(b,a)*N(r,alpha);

57 end

58 end

59 end

60 for q=1:3

61 for beta =1:3

62 for gamma =1:3

63 N1(q,beta)=N1(q,beta)-levi_civita

([ alpha beta gamma])*delta(q,p

)*L(gamma ,a);

64 end

65 end

66 end

67 psin=[ reshape(L1.✬,9,1);reshape(M1

.✬,9,1);reshape(N1.✬,9,1)];

68 h=h+1

69 for ii =1:27

70 for jj =1:27

71 if psin(jj)==0

72 gen(jj ,ii ,h)=0;

73 elseif psi(ii)== psin(jj)/coeffs(

psin(jj),psi(ii))

74 gen(jj ,ii ,h)=coeffs(psin(jj),psi(

ii));

75 else

76 gen(jj ,ii ,h)=0;



151

77 end

78 end

79 end

80 end

81 end

82 end

Sifat hermitian pada generator dari dekomposisi (F) ter-
jamin dibangun dari matrik Gell-Mann yang hermitian. Se-
dangkan generator dari dekomposisi (F.1) tidak terjamin. Un-
tuk menjamin sifat hermitiannya diambil notasi baru sesuai
dengan persamaan (4.29a) dan (4.29b),

1 for h=25:51

2 genk(:,:,h)=0.5*( gen(:,:,h)+gen(:,:,h

+27));

3 genk(:,:,h+27) =0.5i*(gen(:,:,h)-gen

(:,:,h+27));

4 end

5 gen (: ,: ,25:78)=genk (: ,: ,25:78);

Sehingga sudah didapatkan semua Generator dalam rep-
resentasi ini fundamental.

Generator dalam representasi adjoint bisa didapatkan meng-
gunakan konstanta struktur yang telah dibahas pada bagian
(??). Untuk mempermudah proses komputasi dari konstanta
struktur, digunakan sifat (4.30) dan (4.32),

3 = tr( Tm Tm )

= tr(
[ Tk , Tl ]

ifklm
Tm )

fklm = − i
3
tr([ Tk , Tl ] Tm )

(F.2)

Maka skrip komputasi MATLABnya memiliki bentuk,
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1 for m=1:78

2 for l=1:78

3 for k=1:78

4 f(k,l,m)=tr((gen(:,:,k)*gen(:,:,l)-gen

(:,:,l)*gen(:,:,k))*gen(:,:,m);

5 end

6 end

7 end

8 f=-(i/3)*f



Lampiran G

Representasi
Fundamental Grup E6

Sebagai kelengkapan, dituliskan bentuk eksplisit dari se-
mua generator grup E6 dalam representasi fundamental
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T1 =



































0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

2
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1
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Halaman ini sengaja dikosongkan



Lampiran H

Representasi Adjoint
Grup E6

Pada lampiran ini dituliskan konstanta struktur dari grup
E6. Nilai konstanta struktur yang tidak dituliskan memiliki
nilai 0 bila tidak memiliki indeks yang merupakan permutasi
dari indeks konstanta struktur dalam lampiran ini. Sedangkan
nilai konstanta struktur sisanya dapat dituliskan menggunak-
an sifat antisimetrik dari aljabar grup E6 (4.32).
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Lampiran I

Generator Representasi
Spinor Grup E6

Berdasarkan bagian (4.2.4), dapat dihitung generator grup
E6 dalam representasi spinor. Perhitungan generator transfor-

masi dengan bentuk, Ȧ
(n)
q , Ġ

(n)
q , Ṡ

(n)
q , dan Ṙ

(n)
xq dapat diha-

silkan bentuk umum generatornya sebagai berikut,





0 an c̄n
ān 0 bn
cn b̄n 0



 (I.1)

untuk setiap unit imajiner oktonion q dan tipe transformasi n
(n = 1, , 2, 3).
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Pada Ȧ
(1)
i ,

a1 = ajk − akj − akljl + ajlkl, (I.2a)

b1 = bjk − bkj − bkljl + bjlkl, (I.2b)

c1 = cjk − ckj − ckljl + cjlkl. (I.2c)

Pada Ȧ
(2)
i ,

a2 = ajk − akj − akljl + ajlkl, (I.3a)

b2 = bjk − bkj − bkljl + bjlkl, (I.3b)

c2 = cjk − ckj − ckljl + cjlkl. (I.3c)

Pada Ȧ
(3)
i ,

a3 = ajk − akj − akljl + ajlkl, (I.4a)

b3 = bjk − bkj − bkljl + bjlkl, (I.4b)

c3 = cjk − ckj − ckljl + cjlkl. (I.4c)

Pada Ȧ
(1)
j ,

a1 = aki− aik − ailkl + aklil, (I.5a)

b1 = bki− bik − bilkl + bklil, (I.5b)

c1 = cki− cik − cilkl + cklil. (I.5c)

Pada Ȧ
(2)
j ,

a2 = aki− aik − ailkl + aklil, (I.6a)

b2 = bki− bik − bilkl + bklil, (I.6b)

c2 = cki− cik − cilkl + cklil. (I.6c)
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Pada Ȧ
(3)
j ,

a3 = aki− aik − ailkl + aklil, (I.7a)

b3 = bki− bik − bilkl + bklil, (I.7b)

c3 = cki− cik − cilkl + cklil. (I.7c)

Pada Ȧ
(1)
k ,

a1 = aij − aji− ajlil + ailjl, (I.8a)

b1 = bki− bik − bilkl + bklil, (I.8b)

c1 = cki− cik − cilkl + cklil. (I.8c)

Pada Ȧ
(2)
k ,

a2 = aij − aji− ajlil + ailjl, (I.9a)

b2 = bki− bik − bilkl + bklil, (I.9b)

c2 = cki− cik − cilkl + cklil. (I.9c)

Pada Ȧ
(3)
k ,

a3 = aij − aji− ajlil + ailjl, (I.10a)

b3 = bki− bik − bilkl + bklil, (I.10b)

c3 = cki− cik − cilkl + cklil. (I.10c)

Pada Ȧ
(1)
kl ,

a1 = ajli− aijl − ajil + ailj, (I.11a)

b1 = bjli− bijl − bjil + bilj, (I.11b)

c1 = cjli− cijl − cjil + cilj. (I.11c)
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Pada Ȧ
(2)
kl ,

a2 = ajli− aijl − ajil + ailj, (I.12a)

b2 = bjli− bijl − bjil + bilj, (I.12b)

c2 = cjli− cijl − cjil + cilj. (I.12c)

Pada Ȧ
(3)
kl ,

a3 = ajli− aijl − ajil + ailj, (I.13a)

b3 = bjli− bijl − bjil + bilj, (I.13b)

c3 = cjli− cijl − cjil + cilj. (I.13c)

Pada Ȧ
(1)
jl ,

a1 = aikl − akli− ailk + akil, (I.14a)

b1 = bikl − bkli− bilk + bkil, (I.14b)

c1 = cikl − ckli− cilk + ckil. (I.14c)

Pada Ȧ
(2)
jl ,

a2 = aikl − akli− ailk + akil, (I.15a)

b2 = bikl − bkli− bilk + bkil, (I.15b)

c2 = cikl − ckli− cilk + ckil. (I.15c)

Pada Ȧ
(3)
jl ,

a3 = aikl − akli− ailk + akil, (I.16a)

b3 = bikl − bkli− bilk + bkil, (I.16b)

c3 = cikl − ckli− cilk + ckil. (I.16c)
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Pada Ȧ
(1)
il ,

a1 = akli− aikl − akjl + ajlk, (I.17a)

b1 = bkli− bikl − bkjl + bjlk, (I.17b)

c1 = ckli− cikl − ckjl + cjlk. (I.17c)

Pada Ȧ
(2)
il ,

a2 = akli− aikl − akjl + ajlk, (I.18a)

b2 = bkli− bikl − bkjl + bjlk, (I.18b)

c2 = ckli− cikl − ckjl + cjlk. (I.18c)

Pada Ȧ
(3)
il ,

a3 = akli− aikl − akjl + ajlk, (I.19a)

b3 = bkli− bikl − bkjl + bjlk, (I.19b)

c3 = ckli− cikl − ckjl + cjlk. (I.19c)

Pada Ȧ
(1)
l ,

a1 = aili− aiil − ajlj + ajjl, (I.20a)

b1 = bili− biil − bjlj + bjjl, (I.20b)

c1 = cili− ciil − cjlj + cjjl. (I.20c)

Pada Ȧ
(2)
l ,

a2 = aili− aiil − ajlj + ajjl, (I.21a)

b2 = bili− biil − bjlj + bjjl, (I.21b)

c2 = cili− ciil − cjlj + cjjl. (I.21c)
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Pada Ȧ
(3)
l ,

a3 = aili− aiil − ajlj + ajjl, (I.22a)

b3 = bili− biil − bjlj + bjjl, (I.22b)

c3 = cili− ciil − cjlj + cjjl. (I.22c)

Pada Ġ
(1)
i ,

a1 = ajk − akj + akljl − ajlkl − 2alil + 2aill, (I.23a)

b1 = bjk − bkj + bkljl − bjlkl − 2blil + 2bill, (I.23b)

c1 = cjk − ckj + ckljl − cjlkl − 2clil + 2cill. (I.23c)

Pada Ġ
(2)
i ,

a2 = ajk − akj + akljl − ajlkl − 2alil + 2aill, (I.24a)

b2 = bjk − bkj + bkljl − bjlkl − 2blil + 2bill, (I.24b)

c2 = cjk − ckj + ckljl − cjlkl − 2clil + 2cill. (I.24c)

Pada Ġ
(3)
i ,

a3 = ajk − akj + akljl − ajlkl − 2alil + 2aill, (I.25a)

b3 = bjk − bkj + bkljl − bjlkl − 2blil + 2bill, (I.25b)

c3 = cjk − ckj + ckljl − cjlkl − 2clil + 2cill. (I.25c)

Pada Ġ
(1)
j ,

a1 = aki− aik + ailkl − aklil − 2aljl + 2ajll, (I.26a)

b1 = bki− bik + bilkl − bklil − 2bljl + 2bjll, (I.26b)

c1 = cki− cik + cilkl − cklil − 2cljl + 2cjll. (I.26c)
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Pada Ġ
(2)
j ,

a2 = aki− aik + ailkl − aklil − 2aljl + 2ajll, (I.27a)

b2 = bki− bik + bilkl − bklil − 2bljl + 2bjll, (I.27b)

c2 = cki− cik + cilkl − cklil − 2cljl + 2cjll. (I.27c)

Pada Ġ
(3)
j ,

a3 = aki− aik + ailkl − aklil − 2aljl + 2ajll, (I.28a)

b3 = bki− bik + bilkl − bklil − 2bljl + 2bjll, (I.28b)

c3 = cki− cik + cilkl − cklil − 2cljl + 2cjll. (I.28c)

Pada Ġ
(1)
k ,

a1 = aij − aji+ ajlil − ailjl − 2alkl + 2akll, (I.29a)

b1 = bki− bik + bilkl − bklil − 2blkl + 2bkll, (I.29b)

c1 = cki− cik + cilkl − cklil − 2clkl + 2ckll. (I.29c)

Pada Ġ
(2)
k ,

a2 = aij − aji+ ajlil − ailjl − 2alkl + 2akll, (I.30a)

b2 = bki− bik + bilkl − bklil − 2blkl + 2bkll, (I.30b)

c2 = cki− cik + cilkl − cklil − 2clkl + 2ckll. (I.30c)

Pada Ġ
(3)
k ,

a3 = aij − aji+ ajlil − ailjl − 2alkl + 2akll, (I.31a)

b3 = bki− bik + bilkl − bklil − 2blkl + 2bkll, (I.31b)

c3 = cki− cik + cilkl − cklil − 2clkl + 2ckll. (I.31c)
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Pada Ġ
(1)
kl ,

a1 = ajli− aijl + ajil − ailj − 2akl + 2alk, (I.32a)

b1 = bjli− bijl + bjil − bilj − 2bkl + 2blk, (I.32b)

c1 = cjli− cijl + cjil − cilj − 2ckl + 2clk. (I.32c)

Pada Ġ
(2)
kl ,

a2 = ajli− aijl + ajil − ailj − 2akl + 2alk, (I.33a)

b2 = bjli− bijl + bjil − bilj − 2bkl + 2blk, (I.33b)

c2 = cjli− cijl + cjil − cilj − 2ckl + 2clk. (I.33c)

Pada Ġ
(3)
kl ,

a3 = ajli− aijl + ajil − ailj − 2akl + 2alk, (I.34a)

b3 = bjli− bijl + bjil − bilj − 2bkl + 2blk, (I.34b)

c3 = cjli− cijl + cjil − cilj − 2ckl + 2clk. (I.34c)

Pada Ġ
(1)
jl ,

a1 = aikl − akli+ ailk − akil − 2ajl + 2alj, (I.35a)

b1 = bikl − bkli+ bilk − bkil − 2bjl + 2blj, (I.35b)

c1 = cikl − ckli+ cilk − ckil − 2cjl + 2clj. (I.35c)

Pada Ġ
(2)
jl ,

a2 = aikl − akli+ ailk − akil − 2ajl + 2alj, (I.36a)

b2 = bikl − bkli+ bilk − bkil − 2bjl + 2blj, (I.36b)

c2 = cikl − ckli+ cilk − ckil − 2cjl + 2clj. (I.36c)
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Pada Ġ
(3)
jl ,

a3 = aikl − akli+ ailk − akil − 2ajl + 2alj, (I.37a)

b3 = bikl − bkli+ bilk − bkil − 2bjl + 2blj, (I.37b)

c3 = cikl − ckli+ cilk − ckil − 2cjl + 2clj. (I.37c)

Pada Ġ
(1)
il ,

a1 = aklj − ajkl + ajlk − akjl − 2ail + 2ali, (I.38a)

b1 = bklj − bjkl + bjlk − bkjl − 2bil + 2bli, (I.38b)

c1 = cklj − cjkl + cjlk − ckjl − 2cil + 2cli. (I.38c)

Pada Ġ
(2)
il ,

a2 = aklj − ajkl + ajlk − akjl − 2ail + 2ali, (I.39a)

b2 = bklj − bjkl + bjlk − bkjl − 2bil + 2bli, (I.39b)

c2 = cklj − cjkl + cjlk − ckjl − 2cil + 2cli. (I.39c)

Pada Ġ
(3)
il ,

a3 = aklj − ajkl + ajlk − akjl − 2ail + 2ali, (I.40a)

b3 = bklj − bjkl + bjlk − bkjl − 2bil + 2bli, (I.40b)

c3 = cklj − cjkl + cjlk − ckjl − 2cil + 2cli. (I.40c)

Pada Ġ
(1)
l ,

a1 = aili− aiil + ajlj − ajjl − 2aklk + 2akkl, (I.41a)

b1 = bili− biil + bjlj − bjjl − 2bklk + 2bkkl, (I.41b)

c1 = cili− ciil + cjlj − cjjl − 2cklk + 2ckkl. (I.41c)
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Pada Ġ
(2)
l ,

a2 = aili− aiil + ajlj − ajjl − 2aklk + 2akkl, (I.42a)

b2 = bili− biil + bjlj − bjjl − 2bklk + 2bkkl, (I.42b)

c2 = cili− ciil + cjlj − cjjl − 2cklk + 2ckkl. (I.42c)

Pada Ġ
(3)
l ,

a3 = aili− aiil + ajlj − ajjl − 2aklk + 2akkl, (I.43a)

b3 = bili− biil + bjlj − bjjl − 2bklk + 2bkkl, (I.43b)

c3 = cili− ciil + cjlj − cjjl − 2cklk + 2ckkl. (I.43c)

Pada Ṡ
(1)
i ,

a1 = ajk − akj + alil − aill + akljl − ajlkl, (I.44a)

b1 =
3

2
bxi−

3

2
bi −

1

2
bjk +

1

2
bkj −

1

2
bkljl +

1

2
bjlkl

− 1

2
blil +

1

2
bill, (I.44b)

c1 = −
3

2
bxi+

3

2
ci −

1

2
cjk +

1

2
ckj −

1

2
ckljl +

1

2
cjlkl

− 1

2
clil +

1

2
cill. (I.44c)

Pada Ṡ
(2)
i ,

a2 = −
3

2
axi+

3

2
ai −

1

2
ajk +

1

2
akj −

1

2
akljl +

1

2
ajlkl

− 1

2
alil +

1

2
aill, (I.45a)

b2 = bjk − bkj + blil − bill + bkljl − bjlkl, (I.45b)

c3 =
3

2
bxi−

3

2
ci −

1

2
cjk +

1

2
ckj −

1

2
ckljl +

1

2
cjlkl

− 1

2
clil +

1

2
cill. (I.45c)
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Pada Ṡ
(3)
i ,

a3 =
3

2
axi−

3

2
ai −

1

2
ajk +

1

2
akj −

1

2
akljl +

1

2
ajlkl

− 1

2
alil +

1

2
aill, (I.46a)

b3 = −
3

2
bxi+

3

2
bi −

1

2
bjk +

1

2
bkj −

1

2
bkljl +

1

2
bjlkl

− 1

2
blil +

1

2
bill, (I.46b)

c3 = cjk − ckj + clil − cill + ckljl − cjlkl. (I.46c)

Pada Ṡ
(1)
j ,

a1 = aki− aik + ailkl − aklil + aljl − ajll, (I.47a)

b1 =
3

2
bxj −

3

2
bj −

1

2
bki+

1

2
bik −

1

2
bilkl +

1

2
bklil

− 1

2
bljl +

1

2
bjll, (I.47b)

c1 = −
3

2
cxj +

3

2
cj −

1

2
cki+

1

2
cik −

1

2
cilkl +

1

2
cklil

− 1

2
cljl +

1

2
cjll. (I.47c)

Pada Ṡ
(2)
j ,

a2 = −
3

2
axj +

3

2
aj −

1

2
aki+

1

2
aik −

1

2
ailkl +

1

2
aklil

− 1

2
aljl +

1

2
ajll, (I.48a)

b2 = bki− bik + bilkl − bklil + bljl − bjll, (I.48b)

c3 =
3

2
cxj −

3

2
cj −

1

2
cki+

1

2
cik −

1

2
cilkl +

1

2
cklil

− 1

2
cljl +

1

2
cjll. (I.48c)
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Pada Ṡ
(3)
j ,

a3 =
3

2
axj −

3

2
aj −

1

2
aki+

1

2
aik −

1

2
ailkl +

1

2
aklil

− 1

2
aljl +

1

2
ajll, (I.49a)

b3 = −
3

2
bxj +

3

2
bj −

1

2
bki+

1

2
bik −

1

2
bilkl +

1

2
bklil

− 1

2
bljl +

1

2
bjll, (I.49b)

c3 = cki− cik + cilkl − cklil + cljl − cjll. (I.49c)

Pada Ṡ
(1)
k ,

a1 = aij − aji+ ajlil − ailjl + alkl − akll, (I.50a)

b1 =
3

2
bxk −

3

2
bk −

1

2
bij +

1

2
bji−

1

2
bjlil +

1

2
biljl

− 1

2
blkl +

1

2
bkll, (I.50b)

c1 = −
3

2
cxk +

3

2
ck −

1

2
cij +

1

2
cji−

1

2
cjlil +

1

2
ciljl

− 1

2
clkl +

1

2
ckll. (I.50c)

Pada Ṡ
(2)
k ,

a2 = −
3

2
axk +

3

2
ak −

1

2
aij +

1

2
aji−

1

2
ajlil +

1

2
ailjl

− 1

2
alkl +

1

2
akll (I.51a)

b2 = bij − bji+ bjlil − biljl + blkl − bkll, (I.51b)

c3 =
3

2
cxk −

3

2
ck −

1

2
cij +

1

2
cji−

1

2
cjlil +

1

2
ciljl

− 1

2
clkl +

1

2
ckll. (I.51c)
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Pada Ṡ
(3)
k ,

a3 =
3

2
axk −

3

2
ak −

1

2
aij +

1

2
aji−

1

2
ajlil +

1

2
ailjl

− 1

2
alkl +

1

2
akll, (I.52a)

b3 = −
3

2
bxk +

3

2
bk −

1

2
bij +

1

2
bji−

1

2
bjlil +

1

2
biljl

− 1

2
blkl +

1

2
bkll, (I.52b)

c3 = cij − cji+ cjlil − ciljl + clkl − ckll. (I.52c)

Pada Ṡ
(1)
kl ,

a1 = ajli− aijl + ajil − ailj + akl − alk, (I.53a)

b1 =
3

2
bxkl −

3

2
bkl −

1

2
bjli+

1

2
bijl −

1

2
bjil +

1

2
bilj

− 1

2
bkl +

1

2
blk, (I.53b)

c1 = −
3

2
cxkl +

3

2
ckl −

1

2
cjli+

1

2
cijl −

1

2
cjil +

1

2
cilj

− 1

2
ckl +

1

2
clk. (I.53c)

Pada Ṡ
(2)
kl ,

a2 = −
3

2
axkl +

3

2
akl −

1

2
ajli+

1

2
aijl −

1

2
ajil +

1

2
ailj

− 1

2
akl +

1

2
alk (I.54a)

b2 = bjli− bijl + bjil − bilj + bkl − blk, (I.54b)

c3 =
3

2
cxkl −

3

2
ckl −

1

2
cjli+

1

2
cijl −

1

2
cjil +

1

2
cilj

− 1

2
ckl +

1

2
clk. (I.54c)
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Pada Ṡ
(3)
kl ,

a3 =
3

2
axkl −

3

2
akl −

1

2
ajli+

1

2
aijl −

1

2
ajil +

1

2
ailj

− 1

2
akl +

1

2
alk, (I.55a)

b3 = −
3

2
bxkl +

3

2
bkl −

1

2
bjli+

1

2
bijl −

1

2
bjil +

1

2
bilj

− 1

2
bkl +

1

2
blk, (I.55b)

c3 = cjli− cijl + cjil − cilj + ckl − clk. (I.55c)

Pada Ṡ
(1)
jl ,

a1 = aikl − akli+ ailk − akil + ajl − alj, (I.56a)

b1 =
3

2
bxjl −

3

2
bjl −

1

2
bikl +

1

2
bkli−

1

2
bilk +

1

2
bkil

− 1

2
bjl +

1

2
blj, (I.56b)

c1 = −
3

2
cxjl +

3

2
cjl −

1

2
cikl +

1

2
ckli−

1

2
cilk +

1

2
ckil

− 1

2
cjl +

1

2
clj. (I.56c)

Pada Ṡ
(2)
jl ,

a2 = −
3

2
axjl +

3

2
ajl −

1

2
aikl +

1

2
akli−

1

2
ailk +

1

2
akil

− 1

2
ajl +

1

2
alj, (I.57a)

b2 = bikl − bkli+ bilk − bkil + bjl − blj, (I.57b)

c3 =
3

2
cxjl −

3

2
cjl −

1

2
cikl +

1

2
ckli−

1

2
cilk +

1

2
ckil

− 1

2
cjl +

1

2
clj. (I.57c)
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Pada Ṡ
(3)
jl ,

a3 =
3

2
axjl −

3

2
ajl −

1

2
aikl +

1

2
akli−

1

2
ailk +

1

2
akil

− 1

2
ajl +

1

2
alj, (I.58a)

b3 = −
3

2
bxjl +

3

2
bjl −

1

2
bikl +

1

2
bkli−

1

2
bilk +

1

2
bkil

− 1

2
bjl +

1

2
blj, (I.58b)

c3 = cikl − ckli+ cilk − ckil + cjl − clj. (I.58c)

Pada Ṡ
(1)
il ,

a1 = aklj − ajkl + akjl − ajlk + ail − ali, (I.59a)

b1 =
3

2
bxil −

3

2
bil −

1

2
bklj +

1

2
bjkl −

1

2
bkjl +

1

2
bjlk

− 1

2
bil +

1

2
bli, (I.59b)

c1 = −
3

2
cxil +

3

2
cil −

1

2
cklj +

1

2
cjkl −

1

2
ckjl +

1

2
cjlk

− 1

2
cil +

1

2
cli. (I.59c)

Pada Ṡ
(2)
il ,

a2 = −
3

2
axil +

3

2
ail −

1

2
aklj +

1

2
ajkl −

1

2
akjl +

1

2
ajlk

− 1

2
ail +

1

2
ali, (I.60a)

b2 = bklj − bjkl + bkjl − bjlk + bil − bli, (I.60b)

c3 =
3

2
cxil −

3

2
cil −

1

2
cklj +

1

2
cjkl −

1

2
ckjl +

1

2
cjlk

− 1

2
cil +

1

2
cli. (I.60c)
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Pada Ṡ
(3)
il ,

a3 =
3

2
axil −

3

2
ail −

1

2
aklj +

1

2
ajkl −

1

2
akjl +

1

2
ajlk

− 1

2
ail +

1

2
ali, (I.61a)

b3 = −
3

2
bxil +

3

2
bil −

1

2
bklj +

1

2
bjkl −

1

2
bkjl +

1

2
bjlk

− 1

2
bil +

1

2
bli, (I.61b)

c3 = cklj − cjkl + ckjl − cjlk + cil − cli. (I.61c)

Pada Ṡ
(1)
l ,

a1 = aili− aiil + ajlj − ajjl + aklk − akkl, (I.62a)

b1 =
3

2
bxl −

3

2
bl −

1

2
bili+

1

2
biil −

1

2
bjlj +

1

2
bjjl

− 1

2
bklk +

1

2
bkkl, (I.62b)

c1 = −
3

2
cxl +

3

2
cl −

1

2
cili+

1

2
ciil −

1

2
cjlj +

1

2
cjjl

− 1

2
cklk +

1

2
ckkl. (I.62c)

Pada Ṡ
(2)
l ,

a2 = −
3

2
axl +

3

2
al −

1

2
aili+

1

2
aiil −

1

2
ajlj +

1

2
ajjl

− 1

2
aklk +

1

2
akkl, (I.63a)

b2 = bili− biil + bjlj − bjjl + bklk − bkkl, (I.63b)

c3 =
3

2
cxl −

3

2
cl −

1

2
cili+

1

2
ciil −

1

2
cjlj +

1

2
cjjl

− 1

2
cklk +

1

2
ckkl. (I.63c)
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Pada Ṡ
(3)
l ,

a3 =
3

2
axl −

3

2
al −

1

2
aili+

1

2
aiil −

1

2
ajlj +

1

2
ajjl

− 1

2
aklk +

1

2
akkl, (I.64a)

b3 = −
3

2
bxl +

3

2
bl −

1

2
bili+

1

2
biil −

1

2
bjlj +

1

2
bjjl

− 1

2
bklk +

1

2
bkkl, (I.64b)

c3 = cili− ciil + cjlj − cjjl + cklk − ckkl. (I.64c)

Pada Ṙ
(1)
xi ,

a1 = axi− ai, (I.65a)

b1 = −
1

2
bxi+

1

2
bi −

1

2
bjk +

1

2
bkj −

1

2
bkljl +

1

2
bjlkl

− 1

2
blil +

1

2
bill, (I.65b)

c1 = −
1

2
bxi+

1

2
ci +

1

2
cjk −

1

2
ckj +

1

2
ckljl −

1

2
cjlkl

+
1

2
clil −

1

2
cill. (I.65c)

Pada Ṙ
(2)
xi ,

a1 = −
1

2
axi+

1

2
ai +

1

2
ajk −

1

2
akj +

1

2
akljl −

1

2
ajlkl

+
1

2
alil −

1

2
aill, (I.66a)

b1 = bxi− bi, (I.66b)

c1 = −
1

2
cxi+

1

2
ci −

1

2
cjk +

1

2
ckj −

1

2
ckljl +

1

2
cjlkl

− 1

2
clil +

1

2
cill. (I.66c)
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Pada Ṙ
(3)
xi ,

a1 = −
1

2
axi+

1

2
ai −

1

2
ajk +

1

2
akj −

1

2
akljl +

1

2
ajlkl

− 1

2
alil +

1

2
aill, (I.67a)

b1 = −
1

2
bxi+

1

2
bi +

1

2
bjk −

1

2
bkj +

1

2
bkljl −

1

2
bjlkl

+
1

2
blil −

1

2
bill, (I.67b)

c1 = cxi− ci. (I.67c)

Pada Ṙ
(1)
xj ,

a1 = axj − aj , (I.68a)

b1 = −
1

2
bxj +

1

2
bj −

1

2
bki+

1

2
bik −

1

2
bilkl +

1

2
bklil

− 1

2
bljl +

1

2
bjll, (I.68b)

c1 = −
1

2
cxj +

1

2
cj +

1

2
cki−

1

2
cik +

1

2
cilkl −

1

2
cklil

+
1

2
cljl −

1

2
cjll. (I.68c)

Pada Ṙ
(2)
xj ,

a1 = −
1

2
axj +

1

2
aj +

1

2
aki−

1

2
aik +

1

2
ailkl −

1

2
aklil

+
1

2
aljl −

1

2
ajll, (I.69a)

b1 = bxj − bj , (I.69b)

c1 = −
1

2
cxj +

1

2
cj −

1

2
cki+

1

2
cik −

1

2
cilkl +

1

2
cklil

− 1

2
cljl +

1

2
cjll. (I.69c)
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Pada Ṙ
(3)
xj ,

a1 = −
1

2
axj +

1

2
aj −

1

2
aki+

1

2
aik −

1

2
ailkl +

1

2
aklil

− 1

2
aljl +

1

2
ajll, (I.70a)

b1 = −
1

2
bxj +

1

2
bj +

1

2
bki−

1

2
bik +

1

2
bilkl −

1

2
bklil

+
1

2
bljl −

1

2
bjll, (I.70b)

c1 = cxj − cj . (I.70c)

Pada Ṙ
(1)
xk ,

a1 = axk − ak, (I.71a)

b1 = −
1

2
bxk +

1

2
bk −

1

2
bij +

1

2
bji−

1

2
bjlil +

1

2
biljl

− 1

2
blkl +

1

2
bkll, (I.71b)

c1 = −
1

2
cxk +

1

2
ck +

1

2
cij −

1

2
cji+

1

2
cjlil −

1

2
ciljl

+
1

2
clkl −

1

2
ckll. (I.71c)

Pada Ṙ
(2)
xk ,

a1 = −
1

2
axk +

1

2
ak +

1

2
aij −

1

2
aji+

1

2
ajlil −

1

2
ailjl

+
1

2
alkl −

1

2
akll, (I.72a)

b1 = bxk − bk, (I.72b)

c1 = −
1

2
cxk +

1

2
ck −

1

2
cij +

1

2
cji−

1

2
cjlil +

1

2
ciljl

− 1

2
clkl +

1

2
ckll. (I.72c)
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Pada Ṙ
(3)
xk ,

a1 = −
1

2
axk +

1

2
ak −

1

2
aij +

1

2
aji−

1

2
ajlil +

1

2
ailjl

− 1

2
alkl +

1

2
akll, (I.73a)

b1 = −
1

2
bxk +

1

2
bk +

1

2
bij −

1

2
bji+

1

2
bjlil −

1

2
biljl

+
1

2
blkl −

1

2
bkll, (I.73b)

c1 = cxk − ck. (I.73c)

Pada Ṙ
(1)
x(kl),

a1 = axkl − akl, (I.74a)

b1 = −
1

2
bxkl +

1

2
bkl −

1

2
bjli+

1

2
bijl −

1

2
bilj +

1

2
bilj

− 1

2
bkl +

1

2
blk, (I.74b)

c1 = −
1

2
cxkl +

1

2
ckl +

1

2
cjli−

1

2
cijl +

1

2
cilj −

1

2
cilj

+
1

2
ckl −

1

2
clk. (I.74c)

Pada Ṙ
(2)
x(kl),

a1 = −
1

2
axkl +

1

2
akl +

1

2
ajli−

1

2
aijl +

1

2
ailj −

1

2
ailj

+
1

2
akl −

1

2
alk, (I.75a)

b1 = bxkl − bkl, (I.75b)

c1 = −
1

2
cxkl +

1

2
ckl −

1

2
cjli+

1

2
cijl −

1

2
cilj +

1

2
cilj

− 1

2
ckl +

1

2
clk. (I.75c)
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Pada Ṙ
(3)
x(kl),

a1 = −
1

2
axkl +

1

2
akl −

1

2
ajli+

1

2
aijl −

1

2
ailj +

1

2
ailj

− 1

2
akl +

1

2
alk, (I.76a)

b1 = −
1

2
bxkl +

1

2
bkl +

1

2
bjli−

1

2
bijl +

1

2
bilj −

1

2
bilj

+
1

2
bkl −

1

2
blk, (I.76b)

c1 = cxkl − ckl. (I.76c)

Pada Ṙ
(1)
x(jl),

a1 = axjl − ajl, (I.77a)

b1 = −
1

2
bxjl +

1

2
bjl −

1

2
bkil +

1

2
bilk −

1

2
bikl +

1

2
bkli

− 1

2
bjl +

1

2
blj, (I.77b)

c1 = −
1

2
cxjl +

1

2
cjl +

1

2
ckil −

1

2
cilk +

1

2
cikl −

1

2
ckli

+
1

2
cjl −

1

2
clj. (I.77c)

Pada Ṙ
(2)
x(jl),

a1 = −
1

2
axjl +

1

2
ajl +

1

2
akil −

1

2
ailk +

1

2
aikl −

1

2
akli

+
1

2
ajl −

1

2
alj, (I.78a)

b1 = bxjl − bjl, (I.78b)

c1 = −
1

2
cxjl +

1

2
cjl −

1

2
ckil +

1

2
cilk −

1

2
cikl +

1

2
ckli

− 1

2
cjl +

1

2
clj. (I.78c)
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Pada Ṙ
(3)
x(jl),

a1 = −
1

2
axjl +

1

2
ajl −

1

2
akil +

1

2
ailk −

1

2
aikl +

1

2
akli

− 1

2
ajl +

1

2
alj, (I.79a)

b1 = −
1

2
bxjl +

1

2
bjl +

1

2
bkil −

1

2
bilk +

1

2
bikl −

1

2
bkli

+
1

2
bjl −

1

2
blj, (I.79b)

c1 = cxjl − cjl. (I.79c)

Pada Ṙ
(1)
x(il),

a1 = axil − ail, (I.80a)

b1 = −
1

2
bxil +

1

2
bil −

1

2
bklj +

1

2
bjkl −

1

2
bkjl +

1

2
bjlk

− 1

2
bil +

1

2
bli, (I.80b)

c1 = −
1

2
cxil +

1

2
cil +

1

2
cklj −

1

2
cjkl +

1

2
ckjl −

1

2
cjlk

+
1

2
cil −

1

2
cli. (I.80c)

Pada Ṙ
(2)
x(il),

a1 = −
1

2
axil +

1

2
ail +

1

2
aklj −

1

2
ajkl +

1

2
akjl −

1

2
ajlk

+
1

2
ail −

1

2
ali, (I.81a)

b1 = bxil − bil, (I.81b)

c1 = −
1

2
cxil +

1

2
cil −

1

2
cklj +

1

2
cjkl −

1

2
ckjl +

1

2
cjlk

− 1

2
cil +

1

2
cli. (I.81c)
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Pada Ṙ
(3)
x(il),

a1 = −
1

2
axil +

1

2
ail −

1

2
aklj +

1

2
ajkl −

1

2
akjl +

1

2
ajlk

− 1

2
ail +

1

2
ali, (I.82a)

b1 = −
1

2
bxil +

1

2
bil +

1

2
bklj −

1

2
bjkl +

1

2
bkjl −

1

2
bjlk

+
1

2
bil −

1

2
bli, (I.82b)

c1 = cxil − cil. (I.82c)

Pada Ṙ
(1)
xl ,

a1 = axl − al, (I.83a)

b1 = −
1

2
bxl +

1

2
bl −

1

2
bili+

1

2
biil −

1

2
bjlj +

1

2
bjjl

− 1

2
bklk +

1

2
bkkl, (I.83b)

c1 = −
1

2
cxl +

1

2
cl +

1

2
cili−

1

2
ciil +

1

2
cjlj −

1

2
cjjl

+
1

2
cklk −

1

2
ckkl. (I.83c)

Pada Ṙ
(2)
xl ,

a1 = −
1

2
axl +

1

2
al +

1

2
aili−

1

2
aiil +

1

2
ajlj −

1

2
ajjl

+
1

2
aklk −

1

2
akkl, (I.84a)

b1 = bxl − bl, (I.84b)

c1 = −
1

2
cxl +

1

2
cl −

1

2
cili+

1

2
ciil −

1

2
cjlj +

1

2
cjjl

− 1

2
cklk +

1

2
ckkl. (I.84c)
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Pada Ṙ
(3)
xl ,

a1 = −
1

2
axl +

1

2
al −

1

2
aili+

1

2
aiil −

1

2
ajlj +

1

2
ajjl

− 1

2
aklk +

1

2
akkl, (I.85a)

b1 = −
1

2
bxl +

1

2
bl +

1

2
bili−

1

2
biil +

1

2
bjlj −

1

2
bjjl

+
1

2
bklk −

1

2
bkkl, (I.85b)

c1 = cxl − cl. (I.85c)

Sedangkan, untuk sisa generatornya tidak mengikuti ben-

tuk umum (I.1). Maka pada Ḃ
(1)
tz ,





p 0 −1
2 c̄

0 −m −1
2 b̄

1
2c −1

2 b̄ 0



 . (I.86)

Pada Ḃ
(2)
tz ,





0 1
2a

1
2 c̄

1
2 ā m 0
−1

2c 0 −n



 . (I.87)

Pada Ḃ
(3)
tz ,





−p −1
2a 0

−1
2 ā 0 1

2b
0 1

2 b̄ n



 . (I.88)

Pada Ḃ
(1)
tx ,





ax t 1
2b

t ax
1
2 c̄

1
2 b̄

1
2c 0



 . (I.89)
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Pada Ḃ
(2)
tx ,





0 1
2 c̄

1
2a

1
2c t bx
1
2 ā bx t



 . (I.90)

Pada Ḃ
(3)
tx ,





t 1
2 b̄ cx

1
2b 0 1

2 ā
cx

1
2a t



 . (I.91)

Pada Ḃ
(1)
ti ,





ai t i 1
2 i b

−t i ai −1
2 ic̄

−1
2 b̄ i

1
2c i 0



 . (I.92)

Pada Ḃ
(2)
ti ,





0 −1
2 c̄ i

1
2a i

1
2 i c bi t i
−1

2 i ā −t i bi



 . (I.93)

Pada Ḃ
(3)
ti ,





ci −1
2 i b̄ −t i

1
2b i 0 −1

2 ā i
i t 1

2 i a ci



 . (I.94)

Pada Ḃ
(1)
tj ,





aj t j 1
2j b

−t j aj −1
2jc̄

−1
2 b̄ j

1
2cxi 0



 . (I.95)

Pada Ḃ
(2)
tj ,





0 −1
2 c̄ j

1
2a j

1
2j c bj t j
−1

2j ā −t j bj



 . (I.96)
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Pada Ḃ
(3)
tj ,





cj −1
2j b̄ −t j

1
2b j 0 −1

2 ā j
j t 1

2j a cj



 . (I.97)

Pada Ḃ
(1)
tk ,





ak t k 1
2k b

−t k ak −1
2kc̄

−1
2 b̄ k

1
2c k 0



 . (I.98)

Pada Ḃ
(2)
tk ,





0 −1
2 c̄ k

1
2a k

1
2k c bk t k
−1

2k ā −t k bk



 . (I.99)

Pada Ḃ
(3)
tk ,





ck −1
2k b̄ −t k

1
2b k 0 −1

2 ā k
k t 1

2k a ck



 . (I.100)

Pada Ḃ
(1)
t(kl),





akl t (kl) 1
2(kl) b

−t (kl) akl −1
2(kl)c̄

−1
2 b̄ (kl)

1
2c (kl) 0



 . (I.101)

Pada Ḃ
(2)
t(kl),





0 −1
2 c̄ (kl)

1
2a (kl)

1
2(kl) c bkl t (kl)
−1

2(kl) ā −t (kl) bkl



 . (I.102)

Pada Ḃ
(3)
t(kl),





ckl −1
2(kl) b̄ −t (kl)

1
2b (kl) 0 −1

2 ā (kl)
(kl) t 1

2(kl) a ckl



 . (I.103)
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Pada Ḃ
(1)
t(jl),





ajl t (jl) 1
2(jl) b

−t (jl) ajl −1
2(jl)c̄

−1
2 b̄ (jl)

1
2cxi 0



 . (I.104)

Pada Ḃ
(2)
t(jl),





0 −1
2 c̄ (jl)

1
2a (jl)

1
2(jl) c bjl t (jl)
−1

2(jl) ā −t (jl) bjl



 . (I.105)

Pada Ḃ
(3)
t(jl),





cjl −1
2(jl) b̄ −t (jl)

1
2b (jl) 0 −1

2 ā (jl)
(jl) t 1

2(jl) a cjl



 . (I.106)

Pada Ḃ
(1)
t(il),





ail t (il) 1
2(il) b

−t (il) ail −1
2(il)c̄

−1
2 b̄ (il)

1
2cxi 0



 . (I.107)

Pada Ḃ
(2)
t(il),





0 −1
2 c̄ (il)

1
2a (il)

1
2(il) c bil t (il)
−1

2(il) ā −t (il) bil



 . (I.108)

Pada Ḃ
(3)
t(il),





cil −1
2(il) b̄ −t (il)

1
2b (il) 0 −1

2 ā (il)
(il) t 1

2(il) a cil



 . (I.109)
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Pada Ḃ
(1)
tl ,





al t l 1
2 l b

−t l al −1
2 lc̄

−1
2 b̄ l

1
2c l 0



 . (I.110)

Pada Ḃ
(2)
tl ,





0 −1
2 c̄ l

1
2a l

1
2 l c bl t l
−1

2 l ā −t l bl



 . (I.111)

Pada Ḃ
(3)
tl ,





cl −1
2 l b̄ −t l

1
2b l 0 −1

2 ā l
l t 1

2 l a cl



 . (I.112)

Pada Ṙ
(1)
xz ,





−ax z −1
2b

z ax
1
2 c̄

−1
2 b̄

1
2c 0



 . (I.113)

Pada Ṙ
(2)
xz ,





0 −1
2 c̄

1
2a

−1
2c −bx z

1
2 ā z bx



 . (I.114)

Pada Ṙ
(3)
xz ,





cx
1
2 b̄

1
2b 0 −1

2 ā
z −1

2a −cx



 . (I.115)

Pada Ṙ
(1)
zi , 



ai −z i 1
2 i b

i z −ai 1
2 ic̄

−1
2 b̄ i −1

2c i 0



 . (I.116)
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Pada Ṙ
(2)
zi , 



0 −1
2 c̄ i −1

2a i
1
2 i c bi −i z
1
2 i ā i z −bi



 . (I.117)

Pada Ṙ
(3)
zi , 



−ci 1
2 i b̄ i z

−1
2b i 0 −1

2 ā i
−i z 1

2 i a ci



 . (I.118)

Pada Ṙ
(1)
zj ,





aj −z j 1
2j b

z j −aj 1
2jc̄

−1
2 b̄ j −1

2c j 0



 . (I.119)

Pada Ṙ
(2)
zj ,





0 −1
2 c̄ j −1

2a j
1
2j c bj −z j
1
2j ā z j −bj



 . (I.120)

Pada Ṙ
(3)
zj ,





−cj 1
2j b̄ z j

−1
2b j 0 −1

2 ā j
−j z 1

2j a cj



 . (I.121)

Pada Ṙ
(1)
zk , 



ak −z k 1
2k b

z k −ak 1
2kc̄

−1
2 b̄ k −1

2c k 0



 . (I.122)

Pada Ṙ
(2)
zk , 



0 −1
2 c̄ k −1

2a k
1
2k c bk −z k
1
2k ā z k −bk



 . (I.123)
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Pada Ṙ
(3)
zk , 



−ck 1
2k b̄ z k

−1
2b k 0 −1

2 ā k
−k z 1

2k a ck



 . (I.124)

Pada Ṙ
(1)
z(kl),





akl −z (kl) 1
2(kl) b

z (kl) −akl −1
2(kl)c̄

−1
2 b̄ (kl)

1
2c (kl) 0



 . (I.125)

Pada Ṙ
(2)
z(kl),





0 −1
2 c̄ (kl) −1

2a (kl)
1
2(kl) c bkl −z (kl)
1
2(kl) ā z (kl) −bkl



 . (I.126)

Pada Ṙ
(3)
z(kl),





−ckl 1
2(kl) b̄ z (kl)

−1
2b (kl) 0 −1

2 ā (kl)
−(kl) z 1

2(kl) a ckl



 . (I.127)

Pada Ṙ
(1)
z(jl),





ajl −z (jl) 1
2(jl) b

z (jl) −ajl 1
2(jl)c̄

−1
2 b̄ (jl) −1

2c (jl) 0



 . (I.128)

Pada Ṙ
(2)
z(jl),





0 −1
2 c̄ (jl) −1

2a (jl)
1
2(jl) c bjl −z (jl)
1
2(jl) ā z (jl) −bjl



 . (I.129)



279

Pada Ṙ
(3)
z(jl),





−cjl 1
2(jl) b̄ z (jl)

−1
2b (jl) 0 −1

2 ā (jl)
−(jl) z 1

2(jl) a cjl



 . (I.130)

Pada Ṙ
(1)
z(il),





ail −z (il) 1
2(il) b

z (il) −ail 1
2(il)c̄

−1
2 b̄ (il) −1

2c (il) 0



 . (I.131)

Pada Ṙ
(2)
z(il),





0 −1
2 c̄ (il) −1

2a (il)
1
2(il) c bil −z (il)
1
2(il) ā z (il) −bil



 . (I.132)

Pada Ṙ
(3)
z(il),





−cil 1
2(il) b̄ z (il)

−1
2b (il) 0 −1

2 ā (il)
−(il) z 1

2(il) a cil



 . (I.133)

Pada Ṙ
(1)
zl , 



al −z l 1
2 l b

z l −al 1
2 lc̄

−1
2 b̄ l −1

2c l 0



 . (I.134)

Pada Ṙ
(2)
zl , 



0 −1
2 c̄ l −1

2a l
1
2 l c bl −z l
1
2 l ā z l −bl



 . (I.135)
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Pada Ṙ
(3)
zl , 



−cl 1
2 l b̄ z l

−1
2b l 0 −1

2 ā l
−l z 1

2 l a cl



 . (I.136)
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