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Abstrak

Penyakit malaria adalah salah satu penyakit endemik, jika
tidak ada upaya penanggulangan penyebarannya akan
mewabah dan memakan banyak korban. Oleh sebab itu,
dibutuhkan upaya untuk mengurangi penyebaran peyakit
tersebut. Untuk mengatasi permasalahan tersebut, diperlukan
adanya pengendalian terhadap populasi manusia dan populasi
malaria. Pada penelitian ini, diterapkan teori kendali optimal
dalam melakukan pengobatan ke masyarakat dan isektisida
pada daerah tersebut menggunakan metode Prinsip
Pontryagin Minimum. Dari hasil penelitian ini ditunjukkan
bahwa populasi manusia yang terinfeksi oleh malaria dan
populasi malaria yang terinfeksi oleh parasit plasmodium
semakin menurun.

Kata Kunci: Penyakit Malaria, Kendali Optimal, Prinsip
Pontryagin Minimum



I. Pendahuluan

1. Latar Belakang

2. Rumusan Masalah

3. Batasan Masalah

4. Tujuan

5. Manfaat



Latar Belakang

Malaria

Permasalahan
Kesehatan [2]

Penyakit
Endemik [1]

Permasalahan
Sosial Ekonomi

[2]
Jenis Malaria [5]



Rumusan Masalah

• Bagaimana menentukan kestabilan lokal dari titik kesetimbangan
bebas penyakit dan kestabilan lokal dari titik kesetimbangan endemik, 
dan bilangan reporduksi dasar

• Bagaiamana bentuk kendali optimal pada model upaya mengurangi
penyebaran penyakit malaria dengan pengobatan dan insektisida



Batasan Masalah

• Model dinamik penyebaran penyakit Malaria pada populasi manusia
(host), malaria resisten dan malaria sensitif (vector).

• Variabel pengendali berupa upaya pengobatan kepada masyarakat
dan insektisida (fogging).

• Penyelesaian kendali optimal dengan menggunakan Prinsip
Pontryagin Maksimum.

• Simulasi menggunakan software Matlab.



Tujuan

• Mendapatkan jenis kestabilan pada model upaya mengurangi
penyebaran penyakit Malaria.

• Mendapatkan bentuk kendali optimal dalam upaya mengurangi
penyebaran penyakit Malaria dengan melakukan pengobatan dan
melakukan penyemprotan insektisida (fogging)



Manfaat

• Membantu mempelajari dampak dari ditentukannya kestabilan dari
setiap titik kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar, dan kendali
optimal menggunakan Prinsip Pontryagin Minimum.

• Diperoleh pengetahuan dalam mengintrepetasikan hasil analisis dan
simulasi pada model penyebaran penyebaran penyakit Malaria pada
suatu populasi dan menerapkan teori kendali optimal menggunakan
Prinsip Pontryagin Minimum dalam upaya mengurangi penyebaran
penyakit Malaria secara optimal. 



III. Metode Penelitian

Identifikasi masalah
dan studi literatur

Mencari titik
kesetimbangan dan
bilangan reproduksi

dasar

Menganalisis
kestabilan lokal dari

setiap titik
kesetimbangan

Menyelesaikan
permasalahan

kendali optimal

Melakukan simulasi

Analisis hasil
simulasi

Penarikan
kesimpulan



Identifikasi Masalah dan Studi Literatur

Dalam tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan dengan mecari
referensi tentang upaya menguragi penyebaran penyakit Malaria pada
suatu populasi serta teori kendali optimal dan analisis kestabilan dan
penyelesaiannya menggunakan Prinsip Pontryagin Minimum.
Pembelajaran lebih mendalam mengenai hal tersebut diperoleh baik
melalui buku-buku literatur, jurnal, paper, maupun artikel dari internet.



Mencari Titik Kesetimbangan dan Bilangan
Reproduksi Dasar
Dari model dinamik yang diperoleh akan dicari titik kesetimbangan
bebas penyakit (𝐼 = 0) dan titik kesetimbangan endemik (𝐼 ≠ 0) yang
selanjutnya dapat ditentukan nilai eigen dari matriks Jacobian tersebut
sehingga dapat ditentukan bilangan reproduksi dasar (ℛ0).



Menganalisis Kestabilan Lokal dari Setiap Titik
Kesetimbangan
Pada tahap ini akan dicari kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemik dengan memasukkan nilai
kesetimbangan kedalam matriks Jacobian, sehingga didapatkan nilai
akar-akar karakteristik dari matriks Jacobiannya untuk mengetahui
kestabilan asimtotik lokal pada titik-titik tersebut.



Menyelesaikan Permasalahan Kendali Optimal

Pada tahap ini, dilakukan penyelesaian kendali optimal yang telah
diformulasikan pada tahapan sebelumnya. Metode yang digunakan
dalam penyelesaian masalah tersebut adalah Prinsip Pontryagin
Minimum. Langkah-langkah yang harus dilakukan dalam tahap ini
antara lain:

• Membentuk fungsi Hamiltonian,

• Menentukan persamaan state dan costate,

• Menentukan kondisi batas yang harus dipenuhi,

• Menentukan pengendali optimal.



Melakukan Simulasi dengan Menggunakan
Software Matlab
Dalam tahap ini dicari solusi numeric dari permasalahan kendali
optimal dengan memanfaatkan persamaan state dan costate,
persamaan pengendali optimal serta kondisi-kondisi yang harus
terpenuhi menggunakan software Matlab. Kemudian disimulasikan
untuk melihat performansi grafik yang dihasilkan.



Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil simulasi yang telah
dilakukan pada tahap sebelumnya.



Penarikan Kesimpulan

Tahap akhir dalam penelititan ini adalah penarikan kesimpulan dari
hasil analisis dan pembahasan yang telah dilakukan mengenai kendali
optimal dalam upaya mengurangi penyebaran penyakit malaria.



IV. Analisis dan Pembahasan

1. Titik Kesetimbangan

2. Kestabilan Titik Kesetimbangan

3. Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

4. Analisis Hasil Simulasi



Titik Kesetimbangan

• Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Pada titik kesetimbangan bebas penyakit diasumsikan bahwa tidak ada
populasi manusia dan populasi malaria yang terinfeksi. Artinya 𝐼𝐻𝑠 =
𝐼𝐻𝑟 = 𝐼𝑉𝑠 = 𝐼𝑉𝑟 = 0 dan 𝑢1 = 𝑢2 = 0 . Sehingga diperoleh titik
kesetimbangannya.

𝐼0 = 𝑁𝐻 , 0,0,0,
𝛬

𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿
,

𝜂𝛬

𝛿𝑉 𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿
, 0,0



Titik Kesetimbangan (lanjutan)

• Titik Kesetimbangan Endemik Resisten

Pada titik kesetimbangan endemik resisten diasumsikan bahwa tidak
ada populasi manusia yang terinfeksi malaria sensitif dan populasi
malaria yang sensitif terinfeksi oleh parasit plasmodium. Artinya 𝐼𝐻𝑠 =
𝐼𝑉𝑠 = 0 dan 𝑢1 = 𝑢2 = 0. Sehingga diperoleh titik kesetimbangannya.

𝐼1
𝑟 = (𝑆𝐻

∗, 0, 𝐼𝐻𝑟
∗, 𝑅𝐻

∗, 𝐿𝑉
∗, 𝑆𝑉

∗, 0, 𝐼𝑉𝑟
∗)



Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Dengan:

𝑆𝐻
∗ =

𝑁𝐻𝛿𝑉(𝛿𝐻𝑁𝐻(𝛿𝐻+𝛼)+𝛼𝛾𝑟𝐼𝐻𝑟
∗)(𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟

∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

(𝛿𝐻+𝛼)(𝜆𝐻𝑟𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟
∗𝜂𝛬+𝑁𝐻𝛿𝐻𝛿𝑉(𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟

∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿))

𝐼𝐻𝑟
∗ =

(𝐶𝛿𝐻𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛼 −𝐴𝐵𝛿𝑉𝑁𝐻)

𝐴𝐶+𝐴𝐵𝜆𝑉𝑟−𝐶𝛼𝛾𝑟

𝑅𝐻
∗ =

𝛾𝑟𝐼𝐻𝑟
∗

(𝛿𝐻+𝛼)

𝐿𝑉
∗ =

𝛬

(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

𝑆𝑉
∗ =

𝜂𝛬𝑁𝐻

(𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟
∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

𝐼𝑉𝑟
∗ =

𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟
∗

𝛿𝑉

𝜂𝛬

(𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟
∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

Dimana:

𝐴 = (𝛿𝐻+𝛾𝑟)(𝛿𝐻 + 𝛼)

𝐵 = 𝑁𝐻𝛿𝐻𝛿𝑉(𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿)
𝐶 = 𝜆𝑉𝑟𝜂𝛬𝜆𝐻𝑟



Titik Kesetimbangan (lanjutan)

• Titik Kesetimbangan Endemik Sensitif

Pada titik kesetimbangan endemik resisten diasumsikan bahwa tidak
ada populasi manusia yang terinfeksi malaria resisten dan populasi
malaria yang resisten terinfeksi parasit plasmodium. Artinya 𝐼𝐻𝑟 =
𝐼𝑉𝑟 = 0 dan 𝑢1 = 𝑢2 = 0. Sehingga diperoleh titik kesetimbangannya.

𝐼1
𝑠 = (𝑆𝐻

∗, 𝐼𝐻𝑠
∗, 0, 𝑅𝐻

∗, 𝐿𝑉
∗, 𝑆𝑉

∗, 𝐼𝑉𝑠
∗, 0)



Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Dengan:

𝑆𝐻
∗ =

𝑁𝐻𝛿𝑉(𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠
∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿) 𝛿𝐻𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛼 +𝛼𝛾𝑠𝐼𝐻𝑠

∗

𝛿𝐻+𝛼 𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠𝜂𝛬+𝑁𝐻𝛿𝐻𝛿𝑉(𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠
∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

𝐼𝐻𝑠
∗ =

𝐶𝛿𝐻𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛼 −𝐴𝐵𝛿𝑉𝑁𝐻

𝐴𝐶+𝐴𝐵𝜆𝑉𝑠−𝐶𝛼𝛾𝑠

𝑅𝐻
∗ =

𝛾𝑠𝐼𝐻𝑠
∗

(𝛿𝐻+𝛼)

𝐿𝑉
∗ =

𝛬

(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

𝑆𝑉
∗ =

𝜂𝛬𝑁𝐻

(𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠
∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

𝐼𝑉𝑠
∗ =

𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠𝜂𝛬

𝛿𝑉(𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠
∗+𝛿𝑉𝑁𝐻)(𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿)

Dimana:

𝐴 = 𝛿𝐻 + 𝛾𝑠 𝛿𝐻 + 𝛼

𝐵 = 𝑁𝐻𝛿𝐻𝛿𝑉(𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿)
𝐶 = 𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑠𝜂𝛬



Kestabilan Titik Kesetimbangan

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan, terlebih dahulu dicari matriks Jacobian. 
Misal didefinisikan:

𝐴 𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟 = 𝛿𝐻𝑁𝐻 − 𝜆𝐻𝑠
𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 𝛿𝐻𝑆𝐻 + 𝛼𝑅𝐻

𝐵(𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟) = 𝜆𝐻𝑠
𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑠)𝐼𝐻𝑠

𝐶 𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟 = 𝜆𝐻𝑟
𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑟)𝐼𝐻𝑟

𝐷 𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟 = 𝛾𝑠𝐼𝐻𝑠 + 𝛾𝑟𝐼𝐻𝑟 − (𝛿𝐻 + 𝛼)𝑅𝐻
𝐸 𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟 = Λ − (𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿)𝐿𝑉
𝐹 𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟 = 𝜂𝐿𝑉 − 𝜆𝑉𝑠

𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − 𝜆𝑉𝑟

𝐼𝐻𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − 𝛿𝑉𝑆𝑉

𝐺 𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟 = 𝜆𝑉𝑠
𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − 𝛿𝑉𝐼𝑉𝑠

𝐻 𝑆𝐻 , 𝐼𝐻𝑠, 𝐼𝐻𝑟 , 𝑅𝐻 , 𝐿𝑉 , 𝑆𝑉 , 𝐼𝑉𝑠, 𝐼𝑉𝑟 = 𝜆𝑉𝑟
𝐼𝐻𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − 𝛿𝑉𝐼𝑉𝑟



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Secara umum matriks Jacobian dari fungsi nonlinear adalah:



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Sehingga diperoleh matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Pada titik kesetimbangan 𝐼0 = 𝑁𝐻 , 0,0,0,
𝛬

𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿
,

𝜂𝛬

𝛿𝑉 𝜂+𝜀𝐿+𝛿𝐿
, 0,0

didapatkan matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen diperoleh dari det 𝐽 𝐼0 − 𝜆𝐼 = 0. Dengan 𝐽 adalah matriks Jacobian, 𝜆
adalah nilai eigen dan 𝐼 adalah matriks identitas. Sehingga diperoleh

𝜆1 = −𝛿𝐻 < 0

𝜆2 = (𝛿𝐻+𝛾𝑠)
𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻

𝑁𝐻
2𝛿𝑉(𝛿𝐻+𝛾𝑠)

− 1

𝜆3 = (𝛿𝐻+𝛾𝑟)
𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻

𝑁𝐻
2𝛿𝑉(𝛿𝐻+𝛾𝑟)

− 1

𝜆4 = − 𝛿𝐻 + 𝛼 < 0

𝜆5 = − 𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿 < 0

𝜆6 = 𝜆7 = 𝜆8 = −𝛿𝑉 < 0

Nilai eigen 𝜆2 akan bernilai negatif jika
𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻

𝑁𝐻
2𝛿𝑉(𝛿𝐻+𝛾𝑠)

< 1

Nilai eigen 𝜆5 akan bernilai negatif jika
𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻

𝑁𝐻
2𝛿𝑉(𝛿𝐻+𝛾𝑟)

< 1



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Pada titik kesetimbangan 𝐼1
𝑟 = (𝑆𝐻

∗, 0, 𝐼𝐻𝑟
∗, 𝑅𝐻

∗, 𝐿𝑉
∗, 𝑆𝑉

∗, 0, 𝐼𝑉𝑟
∗)

diperoleh matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen diperoleh dari det 𝐽 𝐼1
𝑟 − 𝜆𝐼 = 0. Dengan 𝐽 adalah matriks

Jacobian, 𝜆 adalah nilai eigen dan 𝐼 adalah matriks identitas. Sehingga
diperoleh

𝜆1 = −𝛿𝐻 +
𝜆𝐻𝑟𝐼𝑉𝑟

𝛿𝐻
2
+𝛿𝐻(𝛾𝑟+𝛼)

𝛿𝐻+𝛼

𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑟 −1+
𝜆𝑉𝑟𝜆𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻𝛿𝑉𝑁𝐻

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝛿𝑉𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑟

𝜆2 = 𝛿𝐻 + 𝛾𝑠
𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻

𝑁𝐻
2 𝛿𝐻+𝛾𝑠

− 1

𝜆3 =
𝛿𝐻+𝛾𝑠 𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝜆𝑉𝑟𝑁𝐻 +𝜆𝐻𝑟𝜆𝑉𝑟

2 𝐼𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝛿𝑉𝑁𝐻

𝜆𝑉𝑟𝜆𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻(𝛿𝑉𝑁𝐻
2 (𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝜆𝑉𝑟𝑁𝐻))

𝑁𝐻
2 𝛿𝑉𝑁𝐻

2 𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝛿𝑉𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑠 +𝜆𝐻𝑟𝜆𝑉𝑟
2 𝐼𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻

− 1

𝜆4 = − 𝛿𝐻 + 𝛼 < 0

𝜆5 = − 𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿 < 0

𝜆6 = 𝛿𝑉
𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻𝛿𝑉
− 1

𝜆7 = 𝜆8 = −𝛿𝑉 < 0



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen 𝜆1 bernilai negatif jika
𝜆𝑉𝑟𝜆𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻𝛿𝑉𝑁𝐻

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝛿𝑉𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑟

< 1

Nilai eigen 𝜆2 bernilai negatif
𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻

𝑁𝐻
2 𝛿𝐻+𝛾𝑠

< 1

Nilai eigen 𝜆3 bernilai negatif jika
𝜆𝑉𝑟𝜆𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻(𝛿𝑉𝑁𝐻

2 (𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝜆𝑉𝑟𝑁𝐻))

𝑁𝐻
2 𝛿𝑉𝑁𝐻

2 𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑟+𝛿𝑉𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑠 +𝜆𝐻𝑟𝜆𝑉𝑟
2 𝐼𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻

< 1

Nilai eigen 𝜆4 bernilai negative jika
𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻𝛿𝑉
< 1



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Pada titik kesetimbangan 𝐼1
𝑠 = (𝑆𝐻

∗, 𝐼𝐻𝑠
∗, 0, 𝑅𝐻

∗, 𝐿𝑉
∗, 𝑆𝑉

∗, 𝐼𝑉𝑠
∗, 0)

Didapatkan matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen diperoleh dari det 𝐽 𝐼1
𝑠 − 𝜆𝐼 = 0. Dengan 𝐽 adalah matriks

Jacobian, 𝜆 adalah nilai eigen dan 𝐼 adalah matriks identitas. Sehingga
diperoleh

𝜆1 = −𝛿𝐻 +
𝜆𝐻𝑠𝐼𝑉𝑠

𝛿𝐻
2
+𝛿𝐻(𝛾𝑠+𝛼)

𝛿𝐻+𝛼

𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑠 −1+
𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻𝛿𝑉

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠+𝛿𝑉𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑠

𝜆2 =
𝛿𝐻+𝛾𝑠 𝛿𝑉𝑁𝐻

2 𝛿𝑉𝑁𝐻+𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠 +𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑠
2 𝐼𝐻𝑟𝑆𝑉𝑆𝐻

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝛿𝑉𝑁𝐻+𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠

𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻(𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝛿𝑉𝑁𝐻+𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠 )

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝛿𝑉𝑁𝐻

2 𝛿𝑉𝑁𝐻+𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠 𝛿𝐻+𝛾𝑠 +𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑠
2 𝑆𝑉𝑆𝐻

− 1

𝜆3 = 𝛿𝐻 + 𝛾𝑟
𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝛿𝐻+𝛾𝑟

− 1

𝜆4 = − 𝛿𝐻 + 𝛼 < 0

𝜆5 = − 𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿 < 0

𝜆6 = −
𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
− 𝛿𝑉 < 0

𝜆7 = 𝜆8 = −𝛿𝑉 < 0



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen 𝜆1 bernilai negatif jika
𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻𝛿𝑉

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠+𝛿𝑉𝑁𝐻 𝛿𝐻+𝛾𝑠

< 1

Nilai eigen 𝜆2 bernilai negatif

jika
𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻(𝛿𝑉𝑁𝐻

2 𝛿𝑉𝑁𝐻+𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠 )

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝛿𝑉𝑁𝐻

2 𝛿𝑉𝑁𝐻+𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠 𝛿𝐻+𝛾𝑠 +𝜆𝐻𝑠𝜆𝑉𝑠
2 𝑆𝑉𝑆𝐻

< 1

Nilai eigen 𝜆3 bernilai negatif jika
𝜆𝑉𝑠𝜆𝐻𝑠𝑆𝑉𝑆𝐻

𝛿𝑉𝑁𝐻
2 𝛿𝐻+𝛾𝑟

< 1



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Tujuan dari kendali optimal adalah untuk meminimalkan jumlah
populasi manusia yang terifeksi oleh malaria dan populasi malaria yang 
terinfeksi oleh parasit plasmodium. Dan diberikan fungsi objektifnya
adalah

𝐽 𝑢1, 𝑢2 =  
0

𝑡𝑓

𝐼𝐻𝑠 + 𝐼𝐻𝑟 + 𝐼𝑉𝑠 + 𝐼𝑉𝑟 +
𝑐1
2
𝑢1
2 +

𝑐2
2
𝑢2
2 𝑑𝑡
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State:
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
= 𝛿𝐻𝑁𝐻 − 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝐻𝑠

𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 𝛿𝐻𝑆𝐻 + 𝛼𝑅𝐻

𝑑𝐼𝐻𝑠

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝐻𝑠

𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1)𝐼𝐻𝑠

𝑑𝐼𝐻𝑟

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1)𝐼𝐻𝑟

𝑑𝑅𝐻

𝑑𝑡
= 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1 𝐼𝐻𝑠 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1 𝐼𝐻𝑟 − (𝛿𝐻 + 𝛼)𝑅𝐻

𝑑𝐿𝑉

𝑑𝑡
= Λ − (𝜂 − 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿)𝐿𝑉

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
= 𝜂𝐿𝑉 − 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝑉𝑠

𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝑉𝑟

𝐼𝐻𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − (𝜀𝑉𝑢2 + 𝛿𝑉)𝑆𝑉

𝑑𝐼𝑉𝑠

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝑉𝑠

𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − (𝜀𝑉𝑢2 + 𝛿𝑉)𝐼𝑉𝑠

𝑑𝐼𝑉𝑟

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝜀𝑉𝑢2 + 𝛿𝑉)𝐼𝑉𝑟
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Dan kondisi batas
0 ≤ 𝑢1 ≤ 1, 0 ≤ 𝑢2 ≤ 1
𝑆𝐻 0 = 𝑆𝐻0
𝐼𝐻𝑠 0 = 𝐼𝐻𝑠0
𝐼𝐻𝑟 0 = 𝐼𝐻𝑟0
𝑅𝐻 0 = 𝑅𝐻0
𝐿𝑉 0 = 𝐿𝑉0
𝑆𝑉 0 = 𝑆𝑉0
𝐼𝑉𝑠 0 = 𝐼𝑉𝑠0
𝐼𝑉𝑟 0 = 𝐼𝑉𝑟0



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan fungsi
Hamiltonian, yaitu:

𝐻 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡, 𝜆 = 𝑓 𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡 + 𝜆𝑔(𝑥 𝑡 , 𝑢 𝑡 , 𝑡)

𝐻 = 𝐼𝐻𝑠 + 𝐼𝐻𝑟 + 𝐼𝑉𝑠 + 𝐼𝑉𝑟 +
𝑐1
2
𝑢1
2 +

𝑐2
2
𝑢2
2 + 

𝑖=0

8

𝜆𝑖𝑔𝑖

Dimana 𝑔𝑖 adalah nilai ruas kanan dari persamaan state.
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Kondisi Stasioner

• Untuk kendali optimal 𝑢1
∗

𝜕𝐻

𝜕𝑢1
= 0

𝑢1 𝑡 =
△1+△2+△3

𝑐1𝑁𝐻

𝑢1
∗ =

0, 𝑢1 ≤ 0
△1 + △2 + △3

𝑐1𝑁𝐻
, 0 < 𝑢1 < 1

1, 𝑢1 ≥ 1

Dimana:

△1= 𝑝1𝜆𝐻𝑠𝐼𝑉𝑠𝑆𝑉 𝜆2 − 𝜆1 + 𝑝2𝜆𝐻𝑟𝐼𝑉𝑟𝑆𝐻 𝜆3 − 𝜆1

△2= 𝑝1𝜆𝑉𝑠𝐼𝐻𝑠𝑆𝑉 𝜆7 − 𝜆6 + 𝑝2𝜆𝑉𝑟𝐼𝐻𝑠𝑆𝑉 𝜆8 − 𝜆6

△3= 𝜇𝑠𝐼𝐻𝑠𝑁𝐻 𝜆2 − 𝜆4 + 𝜇𝑟𝐼𝐻𝑟𝑁𝐻 𝜆3 − 𝜆4

Sehingga didapat:

𝑢1
∗ = min max

△1 + △2 + △3

𝑐1𝑁𝐻
, 0 , 1
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Kondisi Stasioner
• Untuk kendali optimal 𝑢2

∗

𝜕𝐻

𝜕𝑢2
= 0

𝑢2 𝑡 =
𝜀𝑉(𝜆6𝑆𝑉+𝜆7𝐼𝑉𝑠+𝜆8𝐼𝑉𝑟)

𝑐2

𝑢2
∗ =

0, 𝑢2 ≤ 0
𝜀𝑉(𝜆6𝑆𝑉+𝜆7𝐼𝑉𝑠+𝜆8𝐼𝑉𝑟)

𝑐2
, 0 < 𝑢2 < 1

1, 𝑢2 ≥ 1
Sehingga didapat:

𝑢2
∗ = min max

𝜀𝑉(𝜆6𝑆𝑉+𝜆7𝐼𝑉𝑠+𝜆8𝐼𝑉𝑟)

𝑐2
, 0 , 1



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Persamaan co-state
 𝜆𝑖 𝑡 = −

𝜕𝐻

𝜕𝑥𝑖(𝑡)
 𝜆1 = 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝐻𝑠

𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆2 + 𝛿𝐻𝜆1 + (1 − 𝑢1𝑝2)𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆3

 𝜆2 = −1 + 𝛿𝐻𝜆2 + 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1 𝜆2 − 𝜆4 + (1 − 𝑢1𝑝1)𝜆𝑉𝑠
𝑆𝑉

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆7

 𝜆3 = −1 + 𝛿𝐻𝜆3 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1 𝜆3 − 𝜆4 + (1 − 𝑢1𝑝2)𝜆𝑉𝑟
𝑆𝑉

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆8

 𝜆4 = −𝛼𝜆1 + (𝛿𝐻 + 𝛼)𝜆4
 𝜆5 = 𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿 𝜆5 − 𝜂𝜆6
 𝜆6 = 𝛿𝑉 + 𝜀𝑉𝑢2 𝜆6 + 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝑉𝑠

𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆7 + (1 − 𝑢1𝑝2)𝜆𝑉𝑟

𝐼𝐻𝑟

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆8

 𝜆7 = −1 + 𝛿𝑉 + 𝜀𝑉𝑢2 𝜆7 + 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝐻𝑠
𝑆𝐻

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆2

 𝜆8 = −1 + 𝛿𝑉 + 𝜀𝑉𝑢2 𝜆8 + 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝐻𝑟
𝑆𝐻

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆3
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Dengan mensubstitusikan 𝑢1
∗ dan 𝑢2

∗ pada persamaan state dan co-
state akan didapatkan 16 sistem persamaan diferensial, yaitu:

𝑆𝐻
∗ = 𝛿𝐻𝑁𝐻 − 1 − 𝑢1

∗𝑝1 𝜆𝐻𝑠
𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 1 − 𝑢1

∗𝑝2 𝜆𝐻𝑟
𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 𝛿𝐻𝑆𝐻 + 𝛼𝑅𝐻

𝐼𝐻𝑠
∗ = 1 − 𝑢1

∗𝑝1 𝜆𝐻𝑠
𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1

∗)𝐼𝐻𝑠

𝐼𝐻𝑟
∗ = 1 − 𝑢1

∗𝑝2 𝜆𝐻𝑟
𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1

∗)𝐼𝐻𝑟

𝑅𝐻
∗ = 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1

∗ 𝐼𝐻𝑠 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1
∗ 𝐼𝐻𝑟 − (𝛿𝐻 + 𝛼)𝑅𝐻
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𝐿𝑉
∗ = Λ − (𝜂 − 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿)𝐿𝑉

𝑆𝑉
∗ = 𝜂𝐿𝑉 − 1 − 𝑢1

∗𝑝1 𝜆𝑉𝑠
𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − 1 − 𝑢1

∗𝑝2 𝜆𝑉𝑟
𝐼𝐻𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − (𝜀𝑉𝑢2

∗ + 𝛿𝑉)𝑆𝑉

𝐼𝑉𝑠
∗ = 1 − 𝑢1

∗𝑝1 𝜆𝑉𝑠
𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − (𝜀𝑉𝑢2

∗ + 𝛿𝑉)𝐼𝑉𝑠

𝐼𝑉𝑟
∗ = 1 − 𝑢1

∗𝑝2 𝜆𝐻𝑟
𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝜀𝑉𝑢2

∗ + 𝛿𝑉)𝐼𝑉𝑟
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 𝜆1
∗
= 1 − 𝑢1

∗𝑝1 𝜆𝐻𝑠
𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆2 + 𝛿𝐻𝜆1 + (1 − 𝑢1

∗𝑝2)𝜆𝐻𝑟
𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆3

 𝜆2
∗
= −1 + 𝛿𝐻𝜆2 + 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1

∗ 𝜆2 − 𝜆4 + (1 − 𝑢1
∗𝑝1)𝜆𝑉𝑠

𝑆𝑉

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆7

 𝜆3
∗
= −1 + 𝛿𝐻𝜆3 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1

∗ 𝜆3 − 𝜆4 + (1 − 𝑢1
∗𝑝2)𝜆𝑉𝑟

𝑆𝑉

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆8

 𝜆4
∗
= −𝛼𝜆1 + (𝛿𝐻 + 𝛼)𝜆4



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

 𝜆5
∗
= 𝜂 + 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿 𝜆5 − 𝜂𝜆6

 𝜆6
∗
= 𝛿𝑉 + 𝜀𝑉𝑢2

∗ 𝜆6 + 1 − 𝑢1
∗𝑝1 𝜆𝑉𝑠

𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆7 + (1 − 𝑢1

∗𝑝2)𝜆𝑉𝑟
𝐼𝐻𝑟

𝑁𝐻
𝜆6 − 𝜆8

 𝜆7
∗
= −1 + 𝛿𝑉 + 𝜀𝑉𝑢2

∗ 𝜆7 + 1 − 𝑢1
∗𝑝1 𝜆𝐻𝑠

𝑆𝐻

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆2

 𝜆8
∗
= −1 + 𝛿𝑉 + 𝜀𝑉𝑢2

∗ 𝜆8 + 1 − 𝑢1
∗𝑝2 𝜆𝐻𝑟

𝑆𝐻

𝑁𝐻
𝜆1 − 𝜆3



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Pada simulasi ini akan dibuat 4 kondisi, yaitu:

• Tanpa kendali 𝑢1 dan 𝑢2
• Tanpa kendali 𝑢2
• Tanpa kendali 𝑢1
• Dengan kendali 𝑢1 dan 𝑢2



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Parameter Nilai Parameter Nilai

𝛿𝐻 0.00003914 𝜆𝑉𝑠 0.27

𝛼 0.00274 𝜆𝑉𝑟 0.27

𝜇𝑠 0.25 𝜆𝐻𝑠 0.3

𝜇𝑠 0.048 𝜆𝐻𝑟 0.3

Λ 1000 𝛾𝑠 0.01

𝛿𝐻 0.4 𝛾𝑟 0.01

𝜀𝐿 0.4 𝑝1 0.3

𝜂 0.07142 𝑝2 0.6

𝛿𝑉 0.07142 𝑐1 50

𝜀𝑉 0.1 𝑐2 20

Parameter komputasi Nilai

𝑡𝑓 100

𝑆𝐻 0 700

𝐼𝐻𝑠 0 500

𝐼𝐻𝑟 0 400

𝑅𝐻 0 300

𝐿𝑉 0 1000

𝑆𝑉 0 950

𝐼𝑉𝑠 0 500

𝐼𝑉𝑟 0 400



Analisis Hasil Simulasi

• Tanpa kendali 𝑢1 dan 𝑢2



Analisis Hasil Simulasi

• Dengan kendali 𝑢1



Analisis Hasil Simulasi

• Dengan kendali 𝑢2



Analisis Hasil Simulasi

• Dengan kendali 𝑢1 dan 𝑢2



Analisis Hasil Simulasi

• Grafik pengendalian 𝑢1 dan 𝑢2



Kesimpulan dan Saran

• Kesimpulan

Dengan menerapkan teori kendali optimal menggunakan Prinsip
Maksimum Pontryagin diperoleh pengendalian optimal dalam
melakukan upaya pengobatan ke masyarakat sebesar 𝑢1 = 1 dan
dalam melakukan upaya insekstisida pada selang waktu 0 ≤ 𝑡 < 42
sebesar 𝑢2 = 1 dan pada selang waktu 𝑡 ≥ 42 mengalami penurunan
sampai pada nilai 0 pada hari 𝑡 = 100.



Kesimpulan dan Saran

• Kesimpulan

Penurunan jumlah populasi manusia dan malaria yang terinfeksi
sangat tinggi ketika diberikan pengendalian berupa pengobatan ke
masyarakat. Namun adanya kenaikan jumlah populasi malaria yang 
rentan terinfeksi dapat memungkinkan timbul penyebaran malaria 
kembali. Oleh sebab itu, dengan diberikan pengendalian pengobatan
ke masyarakat dan insektisida dapat mengurangi jumlah populasi
yang terinfeksi dan mencegah timbulnya penyebaran malaria.



Kesimpulan dan Saran

• Kesimpulan

Dengan melakukan upaya pengobatan ke masyarakat dan insektisida
dapat meminimumkan jumlah populasi manusia dan nyamuk malaria 
yang terinfeksi. Didapatkan jumlah manusia yang terinfeksi malaria 
sensitif (𝐼𝐻𝑠) pada hari ke-100 sebesar 0,001519, jumlah populasi
manusia yang terinfeksi malaria resisten (𝐼𝐻𝑟) sebesar 4,529, jumlah
populasi malaria yang sensitive terinfeksi parasit plasmodium (𝐼𝑉𝑠) 
sebesar 0,004326, dan jumlah populasi malaria yang resisten
terinfeksi parasit plasmodium sebesar 3,264.



Kesimpulan dan Saran

• Saran

Adapun saran dari penelitian ini adalah untuk penelitian selanjutnya
dapat membandingkan hasil penyelesaian numerik antara Masalah
Nilai Batas dengan Metode Beda Hingga. Selain itu, dapat dianalisis
pula penurunan jumlah populasi yang terinfeksi pada periode tertentu
dengan menambahkan faktor pengendalian atau upaya yang baru
untuk mengurangi penyebaran penyakit malaria.



V. Jadwal Kegiatan

No Kegiatan

Bulan

1 2 3

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 Identifikasi masalah dan studi literatur

2 Mencari titik kesetimbangan dan bilangan reproduksi dasar

3 Menganalisis kestabilan lokal dari setiap titik kesetimbangan

4 Menyelesaikan permasalahan kendali optimal

5 Melakukan simulasi dengan menggunakan software Matlab

6 Analisis hasil simulasi

7 Penarikan kesimpulan
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II. Tinjauan Pustaka

1. Model Matematika

2. Kestabilan Sistem

3. Teori Kendali Optimal



Model Matematika

Model Matematika upaya mengurangi penyebaran penyakit malaria [2]:
𝑑𝑆𝐻

𝑑𝑡
= 𝛿𝐻𝑁𝐻 − 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝐻𝑠

𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − 𝛿𝐻𝑆𝐻 + 𝛼𝑅𝐻

𝑑𝐼𝐻𝑠

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝐻𝑠

𝐼𝑉𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1)𝐼𝐻𝑠

𝑑𝐼𝐻𝑟

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝛿𝐻 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1)𝐼𝐻𝑟

𝑑𝑅𝐻

𝑑𝑡
= 𝛾𝑠 + 𝜇𝑠𝑢1 𝐼𝐻𝑠 + 𝛾𝑟 + 𝜇𝑟𝑢1 𝐼𝐻𝑟 − (𝛿𝐻 + 𝛼)𝑅𝐻

𝑑𝐿𝑉

𝑑𝑡
= Λ − (𝜂 − 𝜀𝐿 + 𝛿𝐿)𝐿𝑉 (2.1)

𝑑𝑆𝑉

𝑑𝑡
= 𝜂𝐿𝑉 − 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝑉𝑠

𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝑉𝑟

𝐼𝐻𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − (𝜀𝑉𝑢2 + 𝛿𝑉)𝑆𝑉

𝑑𝐼𝑉𝑠

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝1 𝜆𝑉𝑠

𝐼𝐻𝑠

𝑁𝐻
𝑆𝑉 − (𝜀𝑉𝑢2 + 𝛿𝑉)𝐼𝑉𝑠

𝑑𝐼𝑉𝑟

𝑑𝑡
= 1 − 𝑢1𝑝2 𝜆𝐻𝑟

𝐼𝑉𝑟

𝑁𝐻
𝑆𝐻 − (𝜀𝑉𝑢2 + 𝛿𝑉)𝐼𝑉𝑟

dengan 0 ≤ 𝑝1 + 𝑝2 ≤ 1 dan 0 ≤ 𝑢𝑖 ≤ 1, 𝑖 = 1,2



Kestabilan Sistem

Stabilitas sistem dapat ditentukan dari nilai eigen:

• Sistem dikatakan stabil jika dan hanya jika akar karakteristiknya adalah
real dan negatif

• Sistem dikatakan stabil asimtotis jika akar karakteristiknya real negatif
atau mempunyai bagian real negatif

• Sistem dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika akar karakteristiknya
adalah real positif atau mempunyai paling sedikit satu akar
karakteristik dengan bagian real positif



Teori Kendali Optimal

Prosedur menyelesaikan masalah kendali optimal dengan
menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin adalah sebagai berikut:

Diberikan persamaan state pada persamaan (2.1)

Diberikan index performance

𝐽 𝑢1, 𝑢2 =  
0

𝑡𝑓

𝐼𝐻𝑠 + 𝐼𝐻𝑟 + 𝐼𝑉𝑠 + 𝐼𝑉𝑟 +
𝑐1
2
𝑢1

2 +
𝑐2
2
𝑢2

2 𝑑𝑡

Dan kondisi batas 𝑥 0 = 700, 500, 400, 300, 1000, 950, 500, 400
dan 𝑥 𝑡𝑓 = 𝑥𝑓 bebas



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

Langkah-langkah penyelesaiannya adalah:

• Langkah 1

Bentuk fungsi Hamiltonian yang disimbolkan 𝐻, yaitu:
𝐻 = 𝐻 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝝀 𝑡 , 𝑡

= 𝐻 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡 + 𝝀′ 𝑡 𝒇 𝒙 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝑡

Dengan tanda ′ menyatakan suatu transpose.



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

• Langkah 2

Minimumkan 𝐻 terhadap 𝒖 𝑡 dengan cara:
𝜕𝐻

𝜕𝑢(𝑡)
= 0

sehingga diperoleh kondisi stasioner 𝒖∗ 𝑡



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

• Langkah 3

Dengan menggunakan 𝒖∗ 𝑡 yang telah dihasilkan pada langkah 2, akan
didapatkan fungsi Hamiltonian baru yang optimal, 𝐻∗, yaitu:

𝐻∗ = 𝐻 𝒙∗ 𝑡 , 𝒖∗ 𝑡 , 𝝀∗(𝑡), 𝑡 ≤ 𝐻 𝒙∗ 𝑡 , 𝒖 𝑡 , 𝝀∗(𝑡), 𝑡



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

• Langkah 4

Selesaikan 2n persamaan, dengan n adalah jumlah variable keadaan:

 𝒙∗ 𝑡 =
𝜕𝐻∗

𝜕𝝀
Dan persamaan costate yaitu:

 𝝀∗ 𝑡 =
𝜕𝐻∗

𝜕𝒙
Dengan kondisi batas diberikan oleh keadaan awal dan keadaan akhir yang disebut transversality.

Kondisi batas secara umum yaitu:

𝐻∗ +
𝜕𝑆

𝜕𝑡
𝑡𝑓

𝛿𝑡𝑓 +
𝜕𝑆

𝜕𝑥
∗

− 𝝀∗

∗𝑡𝑓

𝛿𝑥𝑓 = 0



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

• Langkah 5

Substitusi hasil-hasil yang diperoleh pada langkah 4 kedalam persamaan 𝒖∗ 𝑡 pada
langkah 2 untuk mendapatkan kendali optimal yang dicari.

Adapun sistem yang digunakan dalam Tugas Akhir ini adalah waktu akhir ditentukan dan
state pada waktu akhir tidak ditentukan. Dalam sistem tersebut, karena 𝑡𝑓 ditentukan
maka 𝛿𝑡𝑓 bernilai nol karena 𝒙 𝑡𝑓 tidak ditentukan maka 𝛿𝑥𝑓 bernilai sebarang, sehingga
batas untuk sistem ini adalah [8]:

𝜕𝑆

𝜕𝑥
∗

− 𝝀∗

𝑡𝑓

= 0

𝝀∗ 𝑡𝑓 =
𝜕𝑆

𝜕𝑥
∗𝑡𝑓


