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Abstrak

Penyakit malaria adalah salah satu penyakit endemik, jika
tidak ada upaya penanggulangan penyebarannya akan
mewabah dan memakan banyak korban. Oleh sebab itu,
dibutuhkan upaya untuk mengurangi penyebaran peyakit
tersebut. Untuk mengatasi permasalahan tersebut, diperlukan
adanya pengendalian terhadap populasi manusia dan populasi
malaria. Pada penelitian ini, diterapkan teori kendali optimal
dalam melakukan pengobatan ke masyarakat dan isektisida
pada daerah tersebut menggunakan metode Prinsip
Pontryagin Minimum. Dari hasil penelitian ini ditunjukkan
bahwa populasi manusia yang terinfeksi oleh malaria dan
populasi malaria yang terinfeksi oleh parasit plasmodium
semakin menurun.

Kata Kunci: Penyakit Malaria, Kendali Optimal, Prinsip
Pontryagin Minimum
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Rumusan Masalah

* Bagaimana menentukan kestabilan lokal dari titik kesetimbangan
bebas penyakit dan kestabilan lokal dari titik kesetimbangan endemik,
dan bilangan reporduksi dasar

* Bagaiamana bentuk kendali optimal pada model upaya mengurangi
penyebaran penyakit malaria dengan pengobatan dan insektisida



Batasan Masalah

* Model dinamik penyebaran penyakit Malaria pada populasi manusia
(host), malaria resisten dan malaria sensitif (vector).

 Variabel pengendali berupa upaya pengobatan kepada masyarakat
dan insektisida (fogging).

* Penyelesaian kendali optimal dengan menggunakan Prinsip
Pontryagin Maksimum.

e Simulasi menggunakan software Matlab.



Tujuan

* Mendapatkan jenis kestabilan pada model upaya mengurangi
penyebaran penyakit Malaria.

* Mendapatkan bentuk kendali optimal dalam upaya mengurangi
penyebaran penyakit Malaria dengan melakukan pengobatan dan
melakukan penyemprotan insektisida (fogging)



Manfaat

* Membantu mempelajari dampak dari ditentukannya kestabilan dari
setiap titik kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar, dan kendali
optimal menggunakan Prinsip Pontryagin Minimum.

* Diperoleh pengetahuan dalam mengintrepetasikan hasil analisis dan
simulasi pada model penyebaran penyebaran penyakit Malaria pada
suatu populasi dan menerapkan teori kendali optimal menggunakan

Prinsip Pontryagin Minimum dalam upaya mengurangi penyebaran
penyakit Malaria secara optimal.
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ldentifikasi Masalah dan Studi Literatur

Dalam tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan dengan mecari
referensi tentang upaya menguragi penyebaran penyakit Malaria pada
suatu populasi serta teori kendali optimal dan analisis kestabilan dan
penyelesaiannya menggunakan Prinsip  Pontryagin  Minimum.
Pembelajaran lebih mendalam mengenai hal tersebut diperoleh baik
melalui buku-buku literatur, jurnal, paper, maupun artikel dari internet.



Mencari Titik Kesetimbangan dan Bilangan
Reproduksi Dasar

Dari model dinamik yang diperoleh akan dicari titik kesetimbangan
bebas penyakit (I = 0) dan titik kesetimbangan endemik (I # 0) yang
selanjutnya dapat ditentukan nilai eigen dari matriks Jacobian tersebut
sehingga dapat ditentukan bilangan reproduksi dasar (R,).



Menganalisis Kestabilan Lokal dari Setiap Titik
Kesetimbangan

Pada tahap ini akan dicari kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas
penyakit dan titik kesetimbangan endemik dengan memasukkan nilai
kesetimbangan kedalam matriks Jacobian, sehingga didapatkan nilai
akar-akar karakteristik dari matriks Jacobiannya untuk mengetahui
kestabilan asimtotik lokal pada titik-titik tersebut.



Menyelesaikan Permasalahan Kendali Optimal

Pada tahap ini, dilakukan penyelesaian kendali optimal yang telah
diformulasikan pada tahapan sebelumnya. Metode yang digunakan
dalam penyelesaian masalah tersebut adalah Prinsip Pontryagin
Minimum. Langkah-langkah yang harus dilakukan dalam tahap ini

antara lain:

* Membentuk fungsi Hamiltonian,

* Menentukan persamaan state dan costate,

* Menentukan kondisi batas yang harus dipenubhi,

* Menentukan pengendali optimal.



Melakukan Simulasi dengan Menggunakan
Software Matlab

Dalam tahap ini dicari solusi numeric dari permasalahan kendali
optimal dengan memanfaatkan persamaan state dan costate,
persamaan pengendali optimal serta kondisi-kondisi yang harus

terpenuhi menggunakan software Matlab. Kemudian disimulasikan
untuk melihat performansi grafik yang dihasilkan.



Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil simulasi yang telah
dilakukan pada tahap sebelumnya.



Penarikan Kesimpulan

Tahap akhir dalam penelititan ini adalah penarikan kesimpulan dari
hasil analisis dan pembahasan yang telah dilakukan mengenai kendali
optimal dalam upaya mengurangi penyebaran penyakit malaria.
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Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal
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Analisis Hasil Simulasi




Titik Kesetimbangan

* Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Pada titik kesetimbangan bebas penyakit diasumsikan bahwa tidak ada
populasi manusia dan populasi malaria yang terinfeksi. Artinya Iy, =
Iy, =1y, =1, =0 dan u; =u, =0. Sehingga diperoleh titik
kesetimbangannya.

A nA

IO = (NH’ O’O’O’ (77+8L+5L) ’ SV(T’+8L+6L) ’ O’O)




Titik Kesetimbangan (lanjutan)

* Titik Kesetimbangan Endemik Resisten

Pada titik kesetimbangan endemik resisten diasumsikan bahwa tidak
ada populasi manusia yang terinfeksi malaria sensitif dan populasi
malaria yang sensitif terinfeksi oleh parasit plasmodium. Artinya Iy, =
Iy = 0 danu; = u, = 0. Sehingga diperoleh titik kesetimbangannya.

I{ — (SH*J O' IHT*' RH*» LV*J SV*’ O, IVT*)



Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Dengan:
G * = NySy(SuNy(Su+a)+ayrlyy ) (Avrlgy +8yNy)(n+ep+381)
H

S+ ArAvelgy MA+Ny Sy Sy Ayrlpy " +8yNy)(m+eL+61))
* (CSyNy(byg+a)—ABSyNg)

Tt
RH* __ VriHr

IHr

~ (6g+a)

L, =—2

V' T (n+eL+éL)
S * — UANH

4 (/'lVrIHr:+5VNH)(77+€L+5L)
I * _ Avrlgy nA

r v (Ayrlar +8yNp)(m+ep+681)
Dimana:

A= (Oy+yr)(0y + a)

B = Nyoyoy(n+ €, +6L)
C = AyrnAAyy



Titik Kesetimbangan (lanjutan)

* Titik Kesetimbangan Endemik Sensitif

Pada titik kesetimbangan endemik resisten diasumsikan bahwa tidak
ada populasi manusia yang terinfeksi malaria resisten dan populasi
malaria yang resisten terinfeksi parasit plasmodium. Artinya [y, =
Iy, = 0 dan u; = u, = 0. Sehingga diperoleh titik kesetimbangannya.

If — (SH*' IHS*' O' RH*’ LV*J SV*J IVS*’ O)



Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Dengan:
S — NySy(Avslgs +8yNp)(M+eL+81)(6uNy(Sy+a)+aysiys)
H

 (Sg+a)(AgsAysigsnA+NySydy (Ayslys™ +8yNy)(m+eL+81))
* CéyNy(Sy+a)—ABSyNy

I
Hs (AC+ABAys—Cays)
VSIHS*
R, = =2
H ™ (sp+a)
L, =—24
V' T (m+eL+8L)
S * — TIANH
4 (AvsIgs +6yNp)(m+eL+81)
I * AvsIgsnA
Vs Sv(Ayslys +0yNp)(n+ep+61)
Dimana:

A= (64 tvys)(6y+a)

B = Nyopoy(n + €, +6L)
C = ApsAysnd



Kestabilan Titik Kesetimbangan

Untuk menentukan kestabilan titik kesetimbangan, terlebih dahulu dicari matriks Jacobian.
Misal didefinisikan:

Iys Iy,
A(SHJ IHSJ IHT' RH' LV' SV; IVS' IVT) — 5HNH _ AHS NLHSH _ AHT NLHSH _ 5HSH T+ aRH
Iy
B(Sy, Iys, Iyr, Ry, Ly, Sy, Iys, Iyy) = Ays NLHSH — (6 + ¥s)lys
Iy
C(Sy, Iys, Iyr, Ry, Ly, Sy, Iys, Iyy) = Agy NLHSH — 6y + Vi) lyr

D(Sy, Iys, Iur, Ry, Ly, Sy, Iys, Iyy) = Vslys + Velyr — (6y + @)Ry
E(Sy, Ius) Iy Ry, Ly, Sy, Iys, Iyy) = A—(n + SIL + 6.)Ly 1
F(SHI IHs; IHT) RH! LV; SV; IVs; IVT) — nLV — )I'VS NL;SV — /1V7‘ NLI:SV _ 5VSV

Igs
G(SH'IHS' Iy, RH»LV;SVr lys, IVr) — /1Vs NLHSV — 5VIVs

I'yr
H(Sy, Iys, Iny, Ry, Ly, Sy, Iys, Iyy) = Ay NLHSV — Oy lyr



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Secara umum matriks Jacobian dari fungsi nonlinear adalah:



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Sehingga diperoleh matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

A nA 00

Pada titik kesetimbangan I, = (NH, 0,0,0, (1,36 Sy (nrerion)’ )

didapatkan matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen diperoleh dari det(J(Iy) — AI) = 0. Dengan J adalah matriks Jacobian, 1
adalah nilai eigen dan I adalah matriks identitas. Sehingga diperoleh

/11 — _61_1 < 0
_ AsAvsSvSu

_ HsAvrSySH
A3 = (Outr) (NH25V(5H+)/r) 1)

/’142_(5H+a)<0
Ae=—(Mm+¢e, +6,)<0
/’{6:/’17:/’18:_5v<0

ol o - e o AHSAVSSVSH
Nilai eigen A, akan bernilai negatif jika >

5125V(5H+Ys)
HsAvrSyvSH

Ny*8y(Su+vr)

Nilai eigen A5 akan bernilai negatif jika



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Pada titik kesetimbangan I = (S47, 0,1y, ,Ry", Ly, S,",0,1,,-7)
diperoleh matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen diperoleh dari det(J(I{ ) — AI) = 0. Dengan J adalah matriks
Jacobian, A adalah nilai eigen dan [ adalah matriks identitas. Sehingga

diperoleh

5H2+5H(Yr+a)
)LHTIVT (6H+a)

Ay A Sy S Sy N
NH(5H+Yr)<—1= AvrAnrSvSuOyNp )
SyNy“(Ayrlgr+8yNy)(Sy+vr)

AvsAHsSySH
A, = (6, + ( s 1
2 ( H yS) NH2(5H+VS) , ,
1a = ((5H+Vs)(AVrIHr+/1VrNH)+lHr/1Vr1Hr5V5H) AvrAurSySu(Oy Ny (Avrlar+AvrNH)) _1
3 =
5VNH2 (AVTIHY‘+6VNH) NH2<(5VNH2 (AVTIHT'l'(SVNH))(6H+YS)+AHTA‘2/1*IHTSVSH>

/11 - _6H+

/14=—(5H+0()<0
AS=_(77+8L+6L)<0
Avslns

A6=6v(u—1)

Nyéy
A7=18=_5V<0



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

AvrAgrSy SOy Ny <1
SyNu*(Ayrlgr+8yNyg)(Sy+yr)
AVSZ/lHSSVSH < 1
Np“(8H+vs)

Nilai eigen A3 bernilai negatif jika
AvrAurSySH(SYNE (Ayrlgr+AvrNg)) <1

NHZ((5VNH2(/1Vr1Hr+5VNH))(5H+Vs)+7LHr/112/r1Hr5VSH)

Nilai eigen A; bernilai negatif jika

Nilai eigen A, bernilai negatif

Ayl
VsiHs < 1
Nydy

Nilai eigen A, bernilai negative jika



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Pada titik kesetimbangan I = (Sg ", Iys ,0, Ry, Ly, Sy, Iys ,0)
Didapatkan matriks Jacobiannya adalah



Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

Nilai eigen diperoleh dari det(J(I;) — AI) = 0. Dengan J adalah matriks
Jacobian, A adalah nilai eigen dan [ adalah matriks identitas. Sehingga

diperoleh

5H2+5H(Ys+a)
)"HSIVS (6H+a)
A =—0p+ Ay Ap<SySps
NH(SH_l_yS)(_lL Vs*HsPV2HOV >

" SyNp2( VsIHs+<§VNH)(5H+ s)
1. = <(5H+Ys)(5VNH (ByNu+Ayslys) |4+ AgsAy Il grSySH
, =

AvsAusSySu(Sy N (SyNy+Aysiys)) 1
SyNg*(SyNy+2Ayslys)

5VNH2((5VNH2 (5VNH+1Vs1Hs))(5H+Ys)+7leﬂ‘2/SSVSH>

— AvsAusSySu _
/13 - (5H + yr) (5VNH2(5H+V1~) 1)
/14_=_(5H+a)<0
/15:_(77+€L+5L)<0

Ayl
A6=_‘;VS—HHS_6‘/<O

A7=18=_5V<0




Kestabilan Titik Kesetimbangan (lanjutan)

AvsAHsSySHOY <1
SyNy*(Ayslgs+SyNy)(Sy+ys)

Nilai eigen A; bernilai negatif jika
Nilai eigen A, bernilai negatif
Ay sAusSySu(SyNf(SyNy+2Ayslhs))

<1
5VNH2((5VNH2(5VNH+7LV51HS))(5H+Vs)+lel12155V5H>

jika

AyAgcSyS
Vs 2Hs VOoOH < 1
SyNy“(Sy+vr)

Nilai eigen A3 bernilai negatif jika



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Tujuan dari kendali optimal adalah untuk meminimalkan jumlah
populasi manusia yang terifeksi oleh malaria dan populasi malaria yang

terinfeksi oleh parasit plasmodium. Dan diberikan fungsi objektifnya
adalah

o €1 €2
J (uy,uz) = j (Ins + Iy + Iys + Iy +—ruf + =13 ) de
0



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

State:

as Iys lyr

d—f = 8yNy — (1 — u1p1)/1HsNLSH - (1- U1P2)/1HrNL5H — O0ySy + aRy
dlys < !

lys
ar (1 —uyp1)Ays NLSH — Oy + s + usuq)Iys
H

" = (1= wip2) Ay o= S = Bn + ¥ + iytin) iy

% = (ys + usu)Iys + (v + u) Iy, — (8 + )Ry
%=A—(n—eL+5L)LV

% =nly — (1= ulpl)AVSjVL;SV -(1- U1P2)sz{_gsv — (eyuy + 0y)Sy
d;‘;s =(1- u1p1)/1sti—;SV — (gyu, + 8y) 1y

d;zr =1 - U1P2)/1Hrj\‘,/—;5y — (gyuy + 6p)1y,



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Dan kondisi batas
0<uy; <1, 0<u, <1
Su(0) = SHO

Iys(0) = IHS()

Iy (0) = IHrO

Ry (0) = RHO
Ly(0) = LVO
Sy(0) = SVO

Iys(0) = IVSO
IVT(O) — IVTO



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan fungsi
Hamiltonian, yaitu:

H(x (), u(®),t, 1) = f (0, u(®), 1) + 2g (x (), u(®), t)
H=1Iy+ 1y +I.+] C1 u? C—zuz Z A,
Hs Hr Vs Vr 2 B igdi

Dimana g; adalah nilai ruas kanan dar| persamaan state.



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Kondisi Stasioner

* Untuk kendali optimal u;
OH

o, = 0
_ A1tAxtAs
1= e (0 <0
) u]_ —_
A+ A, + A
u; = ! 2 2, o<y <1
c1Ny
L u; =1
Dimana:

A1= P1AgslysSy(Ay — A1) + P2 Ay Iy Sy (A3 — A1)
Ay= D1 AyslysSy (A7 — Ag) + P2 Ay IysSy (Ag — 4¢)
Az= UglysNy(A; — Ay) + pp gy Ny (A3 — A4)

Sehingga didapat:

. _ ( <A1 + Ay + Ag ) )
u; = min (| max ,01,1
1Ny



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Kondisi Stasioner
* Untuk kendali optimal u;

o _
letz(t) _ &v(4eSvtAzlystAglyy)
(0, €2 U, <0
uh = 4 SV(/16SV+/1C7ZIVS+ASIVT)’ 0<u, <1
1 u, =1

Sehingga didapat:
U, = min (max(

ey (AeSy+A71lystAglyy) O) 1)
Cz ) )



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Persamaan co-state

y OH
MO = 5o

. Iys lyr

=1~ ulpl)/leNLH(Al —A2) + 6y + (11— U1P2)/1HrNLH (A1 — 43)
: S

Ay = =1+ 8y, + (ys + pusug)) (A —2A4) + (1 — ulpl)AVsﬁ (A6 — A7)

A3 = =1+ 6yd3 + (rr + ru) (A3 — A4) + (1 — ulpz)/lwi,_z (A6 — 4g)

Ay = —adqy + (0 + )y

As = (n + e, + 8,)45 — 146

Ae = (8y + eyuz)le + (1 — u1p1)AstI_; (A — A7) + (1 — ulpz)AVrI;—I: (A6 — Ag)
A7 = =1+ 6y + eyux)d; + (1 — ulpl)/lefl_Z(Al —12)

Ag = =1+ (6y + eyuz)dg + (1 — u1pz)/1Hrf,_I:I(/11 — A3)




Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Dengan mensubstitusikan u; dan u; pada persamaan state dan co-
state akan didapatkan 16 sistem persamaan diferensial, yaitu:

Sy = 6yNy — (1 — u;{pl)AHSIIVL;SH — (1 —u1p2)Anr j\‘;—;SH — OpSy + aRy
Iy = (1 - UIP1)/1HSIIVL;SH — Oy +vs + tsui)lys

Iy = (1 - uipz)ﬂﬁrj\‘,/_;slq — Oy +vr + e u)

Ry" = (¥s + usulus + O + ru)lyy — (6u + @)Ry



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Ly"=A—(—¢&, +6)Ly
* % I'ys * Iy *

Sy =nLly — (1 —uip)Ays NLHSV — (1 - U1P2)/1VrNLHSV — (gyuy + 6y)Sy
X k I S ES

Iys” = (1 —uipy)Ays ;_HSV — (&yuy + oy)lys

Iy, = (1- U1P2)/1HrNLHSH — (eyuy + oy)ly,



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

. X " I S * I r

M =0- u1P1)/1Hs NLH (A4 — ) + 0y + (1 — U1P2)/1HrNLH (A4 — 43)
e 3k % % S

Ay = =148y, + (ys + usui)(Ay — A4) + (1 — U1P1)AVSN_‘; (Ag — 17)
o k % % S

A3 = =14+ 83+ (v + prul)( A3 —44) + (1 — U1P2)/1VrN—Z (A — 1)

X, = —al, + (84 + )y



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

/1.5* =M +e, +6.)5 —nig
. X * * Iys * Iy
Ag = (Oy +eyuz)ie + (1 — U1P1)AV5A7—H (e — A7) + (1 — U1P2)/1VrNLH (A6 — 1)

o Xk % % S
A; =—=1+(6y +guz)d, + (1 — U1P1)/1HSN_Z (A1 — 1)

¢ X s % S
Ag = =1+ (6y +&puz)lg + (1 — U1P2)7LH1~N—Z (A1 — 43)



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Pada simulasi ini akan dibuat 4 kondisi, yaitu:
* Tanpa kendali u; dan u,
* Tanpa kendali u,

* Tanpa kendali u4

* Dengan kendali u; dan u,



Formulasi dan Penyelesaian Kendali Optimal

Parameter Nilai Parameter Nilai
Oy 0.00003914 Avs 0.27
a 0.00274 Avr 0.27
Hs 0.25 Ays 0.3
Us 0.048 Ayr 0.3
A 1000 Y 0.01
On 0.4 Vr 0.01
&L 0.4 D1 0.3
n 0.07142 D> 0.6
Oy 0.07142 C1 50
&y 0.1 Cy 20

Parameter komputasi

Nilai

Ly
51 (0)
I115(0)
Iy, (0)
R (0)
Ly (0)
Sv(0)
Iys(0)
Iy-(0)

100
700
500
400
300
1000
950
500
400




Analisis Hasil Simulasi

* Tanpa kendali u; dan u,



Analisis Hasil Simulasi

* Dengan kendali u4



Analisis Hasil Simulasi

* Dengan kendali u,



Analisis Hasil Simulasi

* Dengan kendali u; dan u,



Analisis Hasil Simulasi

* Grafik pengendalian u; dan u,



Kesimpulan dan Saran

e Kesimpulan

v'Dengan menerapkan teori kendali optimal menggunakan Prinsip
Maksimum Pontryagin diperoleh pengendalian optimal dalam
melakukan upaya pengobatan ke masyarakat sebesar u; = 1 dan
dalam melakukan upaya insekstisida pada selang waktu 0 <t < 42
sebesar u, = 1 dan pada selang waktu t = 42 mengalami penurunan

sampai pada nilai O pada harit = 100.



Kesimpulan dan Saran

e Kesimpulan

v'Penurunan jumlah populasi manusia dan malaria yang terinfeksi
sangat tinggi ketika diberikan pengendalian berupa pengobatan ke
masyarakat. Namun adanya kenaikan jumlah populasi malaria yang
rentan terinfeksi dapat memungkinkan timbul penyebaran malaria
kembali. Oleh sebab itu, dengan diberikan pengendalian pengobatan
ke masyarakat dan insektisida dapat mengurangi jumlah populasi
vang terinfeksi dan mencegah timbulnya penyebaran malaria.



Kesimpulan dan Saran

e Kesimpulan

v'Dengan melakukan upaya pengobatan ke masyarakat dan insektisida
dapat meminimumkan jumlah populasi manusia dan nyamuk malaria
vang terinfeksi. Didapatkan jumlah manusia yang terinfeksi malaria
sensitif (/) pada hari ke-100 sebesar 0,001519, jumlah populasi
manusia yang terinfeksi malaria resisten (Iy,-) sebesar 4,529, jumlah
populasi malaria yang sensitive terinfeksi parasit plasmodium (I )
sebesar 0,004326, dan jumlah populasi malaria yang resisten
terinfeksi parasit plasmodium sebesar 3,264.



Kesimpulan dan Saran

e Saran

Adapun saran dari penelitian ini adalah untuk penelitian selanjutnya
dapat membandingkan hasil penyelesaian numerik antara Masalah
Nilai Batas dengan Metode Beda Hingga. Selain itu, dapat dianalisis
pula penurunan jumlah populasi yang terinfeksi pada periode tertentu
dengan menambahkan faktor pengendalian atau upaya yang baru
untuk mengurangi penyebaran penyakit malaria.
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Model Matematika

Model Matematika upaya mengurangi penyebaran penyakit malaria [2]:

dS I S I T
d_f = 6yNy — (1 — u1p1)/1HsN_VHSH -(1- U1P2)/1HrNLH5H — 0ySy + aRy
dI S I S
d—lz = (1 — uyp1)ys NLHSH — (6 + Vs + tsuq) Iy
dI T I Tr
d—PtI = (1 —wip2) Ay ;_HSH — (6 + v + pug) Iy,
dR
d_tH — (ys + .usul)IHs + (Vr + .urul)IHr - (5H + a)RH
%:A—(U_SL‘F&)LV
dSV IHS IHT
ar nLy — (1- u1p1)/1Vs N_HSV -(1- u1pz)/1VrN_HSV — (gyuy + 6y)Sy
d‘; =(1- U1p1)/1VsNLHSV — (gyuy + 6y)lys
dI T I T
d—: = (1 —uip2)Ayr NLSH — (eyuy + 6y)ly,
H

dengan0 <p; +p, <1dan0<y; <1,i=1,2

(2.1)



Kestabilan Sistem

Stabilitas sistem dapat ditentukan dari nilai eigen:

* Sistem dikatakan stabil jika dan hanya jika akar karakteristiknya adalah
real dan negatif

e Sistem dikatakan stabil asimtotis jika akar karakteristiknya real negatif
atau mempunyai bagian real negatif

* Sistem dikatakan tidak stabil jika dan hanya jika akar karakteristiknya
adalah real positif atau mempunyai paling sedikit satu akar
karakteristik dengan bagian real positif



Teori Kendali Optimal

Prosedur menyelesaikan masalah  kendali optimal dengan
menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin adalah sebagai berikut:

Diberikan persamaan state pada persamaan (2.1)

Diberikan index performance
C1 C2

tf
](ul,uz) — f (IH + IH + IV + IV +_u12 +_u22) dt
0 S r S r 2 2

Dan kondisi batas x(0) = (700,500, 400,300,1000,950,500,400)
dan x(tf) = Xr bebas



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

Langkah-langkah penyelesaiannya adalah:

* Langkah 1

Bentuk fungsi Hamiltonian yang disimbolkan H, yaitu:
H = H(x(t), u(t),A(t),t)

= H(x(), u(t),t) + A'(¢) fx(t), u(t),t)

Dengan tanda ' menyatakan suatu transpose.



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

* Langkah 2
Minimumkan H terhadap u(t) dengan cara:
0H
=0
ou(t)

sehingga diperoleh kondisi stasioner u*(t)



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

* Langkah 3

Dengan menggunakan u*(t) yang telah dihasilkan pada langkah 2, akan
didapatkan fungsi Hamiltonian baru yang optimal, H", yaitu:

H* = H(x*(t),u"(t),A"(t),t) < H(x*(t),u(t), A*(t), t)



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

* Langkah 4
Selesaikan 2n persamaan, dengan n adalah jumlah vgriable keadaan:
H*
x*(t) = —==—
) =—
Dan persamaan costate yaitu:
27(t) = Gl
- Ox

Dengan kondisi batas diberikan oleh keadaan awal dan keadaan akhir yang disebut transversality.
Kondisi batas secara umum vyaitu:

m+ 2 st +((Z) -a] sy =0
at) °F 7\ \ax) T

tf *tf



Teori Kendali Optimal (lanjutan)

* Langkah 5

Substitusi hasil-hasil yang diperoleh pada langkah 4 kedalam persamaan u*(t) pada
langkah 2 untuk mendapatkan kendali optimal yang dicari.

Adapun sistem yang digunakan dalam Tugas Akhir ini adalah waktu akhir ditentukan dan
state pada waktu akhir tidak ditentukan. Dalam sistem tersebut, karena t¢ ditentukan

maka otr bernilai nol karena x tf) tidak ditentukan maka 0x; bernilai sebarang, sehingga

batas untuk sistem ini adalah [8]:
dS 2+ _ 0
0x ) B

f



