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Abstrak

Apa yang telah dikerjakan?

Mengapa mengerjakannya?

Bagaimana mengerjakannya?

Hasil yang diperoleh
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Latar Belakang Masalah

TUGAS AKHIR
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Rumusan Masalah

Bagaimana keberadaan dan ketunggalan titik tetap pada 
pemetaan kontraktif lemah dan pemetaan Kannan lemah di 

ruang metrik parsial.
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Batasan Masalah

Hanya membahas teorema titik tetap  pada pemetaan 
kontraktif lemah dan pemetaan Kannan lemah di ruang metrik 

parsial 0,1 ⊂ ℝ.

HOME



Tujuan

Menyelidiki keberadaan dan ketunggalan titik tetap pada ruang 
metrik parsial dengan menggunakan teorema titik tetap pada 

pemetaan kontraktif lemah dan pemetaan Kannan lemah di ruang 
metrik parsial.

TUGAS AKHIR
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Manfaat

• Memperluas pengetahuan tentang konsep ruang metrik parsial
dan teorema-teorema titik tetap pada ruang metrik parsial
lengkap

• Sebagai bahan acuan dalam melakukan penelitian selanjutnya
yang berkaitan dengan perluasan ruang metrik parsial dan
teorema titik tetap pada ruang metrik parsial.

• Sebagai landasan dalam pembuatan aplikasi di bidang
matematika maupun di luar bidang Matematika yang
membutuhkan konsep ruang metrik parsial dan teorema titik
tetap pada ruang metrik parsial.
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Ruang Metrik

TUGAS AKHIR

Ruang Metrik Parsial

VS
𝑥 𝑥

𝒅 𝒙, 𝒙 = 𝟎

𝑥 𝑥

𝒑 𝒙, 𝒙 ≠ 𝟎
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Ruang Metrik Ruang Metrik Parsial

𝑑 𝑥, 𝑦 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦 Jika 𝑝 𝑥, 𝑦 = 0 maka 𝑥 = 𝑦. Hal ini tidak 
berlaku untuk kondisi sebaliknya

Definisi Ruang Metrik ParsialDefinisi Ruang Metrik
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PROPOSAL TUGAS AKHIR
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Ruang Metrik
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Definisi 2.2.1 [3]

Diberikan himpunan tak kosong 𝑋. Fungsi 𝑑: 𝑋 x 𝑋 → ℝ dikatakan
metrik pada 𝑋 jika untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 memenuhi
(D1) 𝑑(𝑥, 𝑦) ≥ 0;
(D2) 𝑑 𝑥, 𝑦 = 0 jika dan hanya jika 𝑥 = 𝑦;
(D3) 𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝑑 𝑦, 𝑥 ;
(D4) 𝑑 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 + 𝑑 𝑦, 𝑧 .
Pasangan 𝑋, 𝑑 dikatakan sebagai ruang metrik.
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Ruang Metrik

TUGAS AKHIR

Contoh 2.2.2 [3]

Diberikan himpunan ℝ . Fungsi 𝑑:ℝ x ℝ → ℝ yang didefinisikan
sebagai 𝑑 𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 untuk setiap x, y ∈ ℝ adalah metrik pada ℝ.
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Ruang Metrik

TUGAS AKHIR

Definisi 2.2.3 [3]

Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik. Pemetaan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dinamakan
pemetaan kontraktif jika terdapat  𝛼 ∈ ℝ , 0 ≤  𝛼 < 1 sedemikian
hingga 𝑑 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ≤  𝛼𝑑(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
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Ruang Metrik
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Definisi 2.2.4 [5]

Diberikan (𝑋,𝑑) ruang metrik. Pemetaan 𝑓:𝑋→𝑋 dinamakan pemetaan 
kontraktif lemah jika terdapat 𝛼 ̅:𝑋 x 𝑋→ )0,1 sedemikian hingga 
untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏, 

sup  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1
dan

𝑑 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ≤  𝛼 𝑥, 𝑦 𝑑(𝑥, 𝑦)
untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
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Ruang Metrik
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Definisi 2.2.5 [6]

Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik. Pemetaan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dinamakan
pemetaan Kannan jika terdapat  𝛼 ∈ ℝ, 0 ≤  𝛼 < 1 sedemikian hingga

𝑑 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ≤
 𝛼

2
𝑑 𝑥, 𝑓(𝑥) + 𝑑 𝑦, 𝑓(𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

NEXT



Ruang Metrik
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Definisi 2.2.6 [7]

Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik. Pemetaan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dinamakan
pemetaan Kannan lemah jika terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 →  )0,1 sedemikian
hingga untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏,

sup  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑑 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1
dan

𝑑 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ≤
 𝛼 𝑥, 𝑦

2
𝑑 𝑥, 𝑓(𝑥) + 𝑑 𝑦, 𝑓(𝑦)

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

NEXT



Ruang Metrik
Parsial 
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Definisi 2.3.1 [4]

Diberikan himpunan tak kosong 𝑋. Fungsi 𝑝: 𝑋 x 𝑋 → ℝ +dikatakan
metrik parsial pada 𝑋 jika untuk setiap 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋 memenuhi
(P1) 𝑥 = 𝑦 jika dan hanya jika 𝑝 𝑥, 𝑥 = 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑝 𝑦, 𝑦 ;
(P2) 𝑝(𝑥, 𝑥) ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ;
(P3) 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑝 𝑦, 𝑥 ;
(P4) 𝑝 𝑥, 𝑧 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 + 𝑝 𝑦, 𝑧 − 𝑝 𝑦, 𝑦 .
Pasangan 𝑋, 𝑝 dikatakan sebagai ruang metrik parsial.
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Ruang Metrik
Parsial 
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Contoh 2.3.2 [2]

Diberikan himpunan ℝ + . Fungsi 𝑝:ℝ + x ℝ+ → ℝ + didefinisikan
sebagai 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 untuk setiap x, y ∈ ℝ+ adalah metrik
parsial pada ℝ+.
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Ruang Metrik
Parsial 
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Definisi 2.3.3 [4]

Diberikan 𝑋, 𝑝 adalah ruang metrik parsial dan {𝑥𝑛} adalah
barisan pada 𝑋 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ, maka
i. {𝑥𝑛} konvergen ke titik 𝑥 ∈ 𝑋 pada 𝑋, 𝑝 jika dan hanya jika

𝑝 𝑥, 𝑥 = lim
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ;

ii. {𝑥𝑛} disebut barisan Cauchy pada 𝑋, 𝑝 jika lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚)

ada dan berhingga untuk setiap 𝑛,𝑚 ∈ ℕ;
iii. 𝑋, 𝑝 dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchy {𝑥𝑛} pada

𝑋 konvergen ke titik 𝑥 ∈ 𝑋 sehingga 𝑝 𝑥, 𝑥 =
lim

𝑛,𝑚→∞
𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) untuk setiap 𝑛,𝑚 ∈ ℕ.
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Ruang Metrik
Parsial 
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Definisi 2.3.4 [4]

Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial. Pemetaan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dinamakan
pemetaan kontraktif jika terdapat  𝛼 ∈ ℝ , 0 ≤  𝛼 < 1 sedemikian
hingga 𝑝 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ≤  𝛼𝑝(𝑥, 𝑦) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
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Teorema Titik 
Tetap
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Teorema 2.4.1 [3]

Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik lengkap. Jika 𝑓: 𝑋 → 𝑋 adalah pemetaan
kontraktif, maka 𝑓 memiliki titik tetap yang tunggal.
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Teorema Titik 
Tetap
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Teorema 2.4.2 [5] 

Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik lengkap. Jika 𝑓: 𝑋 → 𝑋 adalah pemetaan
kontraktif lemah, maka 𝑓 memiliki titik tetap yang tunggal 𝑥∗ dan
𝑓𝑛 𝑥 𝑛∈ℕ konvergen ke 𝑥∗ untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋.
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Teorema Titik 
Tetap
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Teorema 2.4.3 [6] 

Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik lengkap. Jika 𝑓: 𝑋 → 𝑋 adalah pemetaan
Kannan, maka 𝑓 memiliki titik tetap yang tunggal 𝑥∗ dan 𝑓𝑛 𝑥 𝑛∈ℕ

konvergen ke 𝑥∗ untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋.
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Teorema Titik 
Tetap
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Teorema 2.4.4 [7]

Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik lengkap. Jika 𝑓: 𝑋 → 𝑋 adalah pemetaan
Kannan lemah, maka 𝑓 memiliki titik tetap yang tunggal 𝑥∗ dan
𝑓𝑛 𝑥 𝑛∈ℕ konvergen ke 𝑥∗ untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑋.
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Teorema Titik 
Tetap
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Teorema 2.4.5 [4] 

Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial lengkap. Jika 𝑓: 𝑋 → 𝑋 adalah
pemetaan kontraktif, maka 𝑓 memiliki titik tetap yang tunggal.
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Teorema 4.1.1
Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial. Jika fungsi 𝑑𝑝: 𝑋 x 𝑋 → ℝ dengan 

𝑑𝑝 𝑥, 𝑦 = 2𝑝 𝑥, 𝑦 − 𝑝 𝑥, 𝑥 − 𝑝 𝑦, 𝑦 (4.1)

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, maka 𝑑𝑝 adalah  metrik pada 𝑋.

Bukti:

 (P2) dan (P3) → (D1) 

 (P2), (P3) dan (P1) → (D2) 

 (P3) → (D3)

 (P4) → (D4)

TUGAS AKHIR
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Lemma 4.1.2

Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial dan 𝑋, 𝑑𝑝 ruang metrik, dengan 𝑑𝑝

adalah metrik yang didefinisikan pada (4.1). Barisan {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ adalah barisan
Cauchy pada 𝑋, 𝑝 jika dan hanya jika {𝑥𝑛} adalah barisan Cauchy pada
𝑋, 𝑑𝑝 .
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Lemma 4.1.3
Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial dan 𝑋, 𝑑𝑝 ruang metrik, dengan 𝑑𝑝

adalah metrik yang didefinisikan pada (4.1). 𝑋, 𝑝 dikatakan lengkap jika dan
hanya jika 𝑋, 𝑑𝑝 lengkap. Sehingga, jika diberikan barisan {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ pada
𝑋, 𝑝 maka untuk 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑑𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 jika dan hanya jika 𝑝 𝑥, 𝑥 =

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛,𝑚→∞

𝑝(𝑥𝑛, 𝑥𝑚).

TUGAS AKHIR
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Teorema 4.1.4
Diberikan 𝑋, 𝑑 ruang metrik. Jika fungsi 𝑝𝑑: 𝑋 x 𝑋 → ℝ + dengan

𝑝𝑑 𝑥, 𝑦 =
𝑥 + 𝑦 + 𝑑 𝑥, 𝑦

2

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, maka 𝑝𝑑adalah metrik parsial pada 𝑋. 

Bukti:

 (D2) → (P1) 

 (D1) dan (D2) → (P2) 

 (D3) → (P3)

 (D4) → (P4)
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Definisi 4.2.1
Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial. Pemetaan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dinamakan pemetaan
kontraktif lemah jika terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 →  )0,1 sedemikian hingga untuk setiap
0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏,

𝑠𝑢𝑝  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1

dan
𝑝 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ≤  𝛼 𝑥, 𝑦 𝑝(𝑥, 𝑦)

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.

TUGAS AKHIR
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Contoh 4.2.2
Diberikan 𝑝 metrik parsial, dengan 𝑝: 0,1 x 0,1 → 0,1 didefinisikan sebagai
𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 . Jika fungsi 𝑓: 0,1 →

0,1 dengan 𝑓 𝑥 =
𝑥2

2
untuk setiap 𝑥 ∈ 0,1 dan fungsi  𝛼: 0,1 x 0,1 →  )0,1

dengan  𝛼 𝑥, 𝑦 =
1

2
untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 , maka 𝑓 merupakan pemetaan

kontraktif lemah pada ruang metrik parsial 0,1 , 𝑝

TUGAS AKHIR
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Contoh 4.2.3
Diberikan fungsi 𝑑𝑝: 0,1 x 0,1 → 0,1 dengan 𝑑𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 untuk
setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 dan 𝑝 adalah metrik parsial, 𝑝: 0,1 x 0,1 → 0,1 yang
didefinisikan sebagai 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 . Jika fungsi

𝑓: 0,1 → 0,1 dengan 𝑓 𝑥 =
𝑥2

2
untuk setiap 𝑥 ∈ 0,1 dan fungsi

 𝛼: 0,1 x 0,1 →  )0,1 dengan  𝛼 𝑥, 𝑦 =
1

2
untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 , maka 𝑓

bukan merupakan pemetaan kontraktif lemah pada ruang metrik 0,1 , 𝑑𝑝 .
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Definisi 4.2.4
Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial. Pemetaan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 dinamakan
pemetaan Kannan lemah jika terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 →  )0,1 sedemikian hingga
untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏,

𝑠𝑢𝑝  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1

dan 

𝑝 𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦) ≤
 𝛼 𝑥, 𝑦

2
𝑝 𝑥, 𝑓(𝑥) + 𝑝 𝑦, 𝑓(𝑦)

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋.
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Contoh 4.2.5
Diberikan 𝑝 metrik parsial, dengan 𝑝: 0,1 x 0,1 → 0,1 yang didefinisikan
sebagai 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 . Jika fungsi 𝑓: 0,1 →

0,1 dengan 𝑓 𝑥 =
𝑥2

𝑥+1
untuk setiap 𝑥 ∈ 0,1 dan fungsi  𝛼: 0,1 x 0,1 →

 )0,1 dengan

 𝛼 𝑥, 𝑦 =  

𝑝 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦

𝑝 𝑥, 𝑦
,𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 ≠ 0

0 ,𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 = 0

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 , maka 𝑓 merupakan pemetaan Kannan lemah pada
ruang metrik parsial 0,1 , 𝑝 .
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Contoh 4.2.6
Diberikan 𝑑𝑝 metrik, dengan 𝑑𝑝: 0,1 x 0,1 → 0,1 didefinisikan sebagai 
𝑑𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑥 − 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 . Jika fungsi 𝑓: 0,1 → 0,1 dengan

𝑓 𝑥 =
𝑥2

𝑥+1
untuk setiap 𝑥 ∈ 0,1 dan fungsi  𝛼: 0,1 x 0,1 →  )0,1 dengan 

 𝛼 𝑥, 𝑦 =  

𝑝 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦

𝑝 𝑥, 𝑦
, 𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 ≠ 0

0 ,𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 = 0

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 dengan 𝑝 metrik parsial, 𝑝: 0,1 x 0,1 → 0,1 yang
didefinisikan sebagai 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 , maka 𝑓
bukan merupakan pemetaan Kannan lemah pada ruang metrik 0,1 , 𝑑𝑝 .

TUGAS AKHIR
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Lemma 4.3.1
Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial lengkap dan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 merupakan
pemetaan sedemikian hingga terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 → 0,1 dengan
𝑠𝑢𝑝  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1 untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏, dan

𝑝 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦 ≤  𝛼 𝑥, 𝑦 𝑚𝑎𝑥 𝑝 𝑥, 𝑦 ,
1

2

𝑝 𝑥, 𝑓 𝑥

+𝑝 𝑦, 𝑓 𝑦

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 . Jika 𝑥 ∈ 𝑋 memenuhi barisan 𝑥𝑛 dengan 𝑥𝑛 =
𝑓 𝑥𝑛−1 = 𝑓𝑛 𝑥0 , maka

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 ≤  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛

untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ.

TUGAS AKHIR
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Lemma 4.3.2

Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial lengkap dan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 merupakan
pemetaan sedemikian hingga terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 → 0,1 dengan
𝑠𝑢𝑝  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1 untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏, dan

𝑝 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦 ≤  𝛼 𝑥, 𝑦 𝑚𝑎𝑥 𝑝 𝑥, 𝑦 ,
1

2

𝑝 𝑥, 𝑓 𝑥

+𝑝 𝑦, 𝑓 𝑦

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Jika 𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 𝑛∈ℕ barisan pada 𝑋 dengan 𝑥𝑛 =
𝑓 𝑥𝑛−1 = 𝑓𝑛 𝑥0 dan 𝑥𝑛 ≠ 𝑥𝑛+1 , maka 𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 𝑛∈ℕ konvergen ke
bilangan real 𝑝 = 0 dengan kata lain 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 = 0.
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Lemma 4.3.3

Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial lengkap dan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 merupakan
pemetaan sedemikian hingga terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 → 0,1 dengan
𝑠𝑢𝑝  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1 untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏, dan

𝑝 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦 ≤  𝛼 𝑥, 𝑦 𝑚𝑎𝑥 𝑝 𝑥, 𝑦 ,
1

2

𝑝 𝑥, 𝑓 𝑥

+𝑝 𝑦, 𝑓 𝑦

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 . Fungsi 𝑓 dikatakan memiliki titik tetap 𝑥∗ ∈ 𝑋 jika
𝑝 𝑥∗, 𝑓 𝑥∗ = 0 sehingga berakibat 𝑥∗ = 𝑓 𝑥∗ .
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Lemma 4.3.4
Diberikan 𝑋, 𝑝 ruang metrik parsial lengkap dan 𝑓: 𝑋 → 𝑋 merupakan
pemetaan sedemikian hingga terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 → 0,1 dengan
𝑠𝑢𝑝  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1 untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏, dan

𝑝 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦 ≤  𝛼 𝑥, 𝑦 𝑚𝑎𝑥 𝑝 𝑥, 𝑦 ,
1

2

𝑝 𝑥, 𝑓 𝑥

+𝑝 𝑦, 𝑓 𝑦

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Fungsi 𝑓 dikatakan memiliki titik tetap tunggal 𝑥∗ =
𝑓 𝑥∗ ∈ 𝑋 jika terdapat titik tetap yang lain, misal 𝑧 ∈ 𝑋, sedemikian hingga
𝑝 𝑥∗, 𝑧 = 0 atau 𝑧 = 𝑥∗ = 𝑓 𝑥∗ ∈ 𝑋.
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Teorema 4.3.5 (Teorema Pemetaan Kontraktif Lemah dan
Pemetaan Kannan Lemah pada Ruang Metrik Parsial)

Diberikan 𝑋 ≠ ∅. Jika 𝑋, 𝑝 adalah ruang metrik parsial lengkap dan 𝑓: 𝑋 → 𝑋
merupakan pemetaan sedemikian hingga terdapat  𝛼: 𝑋 x 𝑋 → 0,1 dengan
𝑠𝑢𝑝  𝛼 𝑥, 𝑦 : 𝑎 ≤ 𝑝 𝑥, 𝑦 ≤ 𝑏 < 1 untuk setiap 0 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏, sehingga

𝑝 𝑓 𝑥 , 𝑓 𝑦 ≤  𝛼 𝑥, 𝑦 𝑚𝑎𝑥 𝑝 𝑥, 𝑦 ,
1

2

𝑝 𝑥, 𝑓 𝑥

+𝑝 𝑦, 𝑓 𝑦
(4.19)

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, maka 𝑓 memiliki titik tetap yang tunggal 𝑥∗ ∈ 𝑋 dan
barisan 𝑓𝑛 𝑥0 𝑛∈ℕ konvergen ke 𝑥∗ ∈ 𝑋 untuk setiap 𝑥0 ∈ 𝑋 sehingga
𝑝 𝑥∗, 𝑥∗ = 0.
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Bukti:

Langkah 1: 

Ditunjukkan bahwa untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 memenuhi (4.19). Diambil sembarang
𝑥0 ∈ 𝑋. Didefinisikan barisan 𝑥𝑛 dengan 𝑥𝑛 = 𝑓 𝑥𝑛−1 = 𝑓𝑛 𝑥0 dan 𝑥𝑛 ≠
𝑥𝑛+1 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ. Misalkan, 𝑥𝑛 = 𝑓 𝑥𝑛−1 = 𝑓 𝑥 dan 𝑥𝑛+1 = 𝑓 𝑥𝑛 =
𝑓 𝑓 𝑥𝑛−1 = 𝑓 𝑓 𝑥 = 𝑓 𝑦 , maka berdasarkan Lemma 4.3.1, diperoleh
bahwa 𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 ≤  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 dengan 0 ≤  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 1 ,
artinya untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 memenuhi (4.19). Karena 0 ≤  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 1,
akibatnya barisan 𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 𝑛∈ℕ tidak naik, sehingga barisan tersebut
konvergen ke bilangan real 𝑝 = inf 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 𝑛∈ℕ = 0.
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Langkah 2:

ditunjukkan bahwa barisan 𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 𝑛∈ℕ konvergen ke 𝑝 = 0 . Jika
𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 𝑛∈ℕ barisan pada 𝑋 dengan 𝑥𝑛 = 𝑓 𝑥𝑛−1 = 𝑓𝑛 𝑥0 dan 𝑥𝑛 ≠

𝑥𝑛+1, maka dari Lemma 4.3.2, terlihat bahwa 𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 𝑛∈ℕ konvergen ke 𝑝 =
0 dengan kata lain lim

𝑛→∞
𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 = 0.
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Langkah 3:

Ditunjukkan bahwa 𝑥𝑛 adalah barisan Cauchy pada 𝑋, 𝑝 . Terlebih dahulu,
ditunjukkan bahwa 𝑥𝑛 adalah barisan Cauchy pada 𝑋, 𝑑𝑝 dengan 𝑑𝑝 adalah metrik
yang didefinisikan pada (4.1). Berdasarkan Lemma 4.3.2, lim

𝑛→∞
𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 = 0 ,

sehingga lim
𝑛→∞

𝑑𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 = 0 sebab

𝑑𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 ≤ 2𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ.         (4.20)

Karena 𝑝 adalah metrik parsial, maka 𝑝 memenuhi (P2) sehingga untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ,

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 , (4.21)

maka diperoleh lim
𝑛→∞

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 = 0.
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𝑑𝑝 adalah metrik sehingga memenuhi (D4). Dari (4.15) dan (4.20), maka untuk
𝑘 ∈ ℕ,

𝑑𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+𝑘 ≤ 𝑑𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1 + ⋯+ 𝑑𝑝 𝑥𝑛+𝑘−1, 𝑥𝑛+𝑘 ≤ 2𝑝 𝑥0, 𝑥1

sup
 𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 :

0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1

𝑛

+ ⋯+ 2𝑝 𝑥0, 𝑥1

sup
 𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 :

0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1

𝑛+𝑘−1

≤ 2𝑝 𝑥0, 𝑥1

 

𝑡=𝑛

𝑛+𝑘−1

sup
 𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 :

0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1

𝑡

≤ 2𝑝 𝑥0, 𝑥1

sup
 𝛼 𝑥𝑛−1,𝑥𝑛 :

0≤𝑝 𝑥𝑛−1,𝑥𝑛 ≤𝑝 𝑥0,𝑥1

𝑛

1−sup
 𝛼 𝑥𝑛−1,𝑥𝑛 :

0≤𝑝 𝑥𝑛−1,𝑥𝑛 ≤𝑝 𝑥0,𝑥1
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dengan 

sup  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 : 0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1
𝑛

1 − sup  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 : 0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1
𝑝 𝑥0, 𝑥1

merupakan jumlahan dari semua suku deret geometri 

 

𝑡=𝑛

𝑛+𝑘−1

sup
 𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 :

0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1

𝑡

𝑝 𝑥0, 𝑥1

yang memiliki suku awal, yaitu
sup  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 : 0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1

𝑛𝑝 𝑥0, 𝑥1

dan rasionya adalah sup  𝛼 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 : 0 ≤ 𝑝 𝑥𝑛−1, 𝑥𝑛 ≤ 𝑝 𝑥0, 𝑥1 < 1).

Hal ini menunjukkan bahwa 𝑥𝑛 adalah barisan Cauchy pada 𝑋, 𝑑𝑝 untuk setiap 𝑛 ∈
ℕ. Berdasarkan Lemma 4.1.2, diperoleh bahwa 𝑥𝑛 adalah barisan Cauchy 𝑋, 𝑝
untuk setiap 𝑛 ∈ ℕ.
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Langkah 4:

Ditunjukkan bahwa 𝑥𝑛 konvergen ke 𝑥∗ ∈ 𝑋 pada 𝑋, 𝑝 . Karena 𝑋, 𝑝 adalah ruang metrik
parsial lengkap, dari Lemma 4.1.3, diperoleh bahwa 𝑋, 𝑑𝑝 merupakan ruang metrik lengkap,
sehingga lim

𝑛→∞
𝑑𝑝 𝑥𝑛, 𝑥∗ = 0 jika dan hanya jika

𝑝 𝑥∗, 𝑥∗ = lim
𝑛→∞

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥∗ = lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑚 (4.22)

untuk setiap 𝑛,𝑚 ∈ ℕ. Hal ini menunjukkan bahwa 𝑥𝑛 konvergen ke 𝑥∗ ∈ 𝑋 pada 𝑋, 𝑝 untuk
setiap 𝑛 ∈ ℕ . Karena 𝑥𝑛 adalah barisan Cauchy pada 𝑋, 𝑑𝑝 , maka diperoleh
lim

𝑛,𝑚→∞
𝑑𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑚 = 0 untuk 𝑛,𝑚 ∈ ℕ. Dari (4.21), diperoleh lim

𝑛→∞
𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑛 = 0, dan dari definisi

𝑑𝑝 pada (4.1), diperoleh lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑚 = 0 sehingga (4.22) menjadi 𝑝 𝑥∗, 𝑥∗ =

lim
𝑛→∞

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥∗ = lim
𝑛,𝑚→∞

𝑝 𝑥𝑛, 𝑥𝑚 = 0 untuk setiap 𝑛,𝑚 ∈ ℕ.
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Langkah 5:

Dibuktikan bahwa 𝑓 memiliki titik tetap pada 𝑋, 𝑝 . Karena 𝑓 memenuhi (4.19)
untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, maka berdasarkan Lemma 4.3.3, 𝑓 memiliki titik tetap 𝑥∗ ∈
𝑋 sedemikian hingga 𝑝 𝑥∗, 𝑓 𝑥∗ = 0 sehingga berakibat 𝑥∗ = 𝑓 𝑥∗ . Karena 𝑓
memiliki titik tetap 𝑥∗ ∈ 𝑋, maka barisan 𝑥𝑛 = 𝑓𝑛 𝑥0 𝑛∈ℕ konvergen ke 𝑥∗ ∈ 𝑋
untuk setiap 𝑥0 ∈ 𝑋 atau 𝑝 𝑥∗, 𝑥∗ = 0.
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Langkah 6:

Dibuktikan bahwa 𝑓 memiliki titik tetap tunggal 𝑥∗ = 𝑓 𝑥∗ ∈ 𝑋 pada 𝑋, 𝑝 .
Karena 𝑓 memenuhi (4.19) untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, maka berdasarkan Lemma
4.3.4, 𝑓 memiliki titik tetap yang tunggal 𝑥∗ = 𝑓 𝑥∗ ∈ 𝑋.
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Contoh 4.3.6

Diberikan 0,1 , 𝑝 ruang metrik parsial lengkap dengan 𝑝: 0,1 x 0,1 → 0,1
yang didefinisikan sebagai 𝑝 𝑥, 𝑦 = 𝑚𝑎𝑥 𝑥, 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 . Jika
fungsi 𝑓: 0,1 → 0,1 dengan 𝑓 𝑥 =

𝑥

8
untuk setiap 𝑥 ∈ 0,1 dan fungsi

 𝛼: 0,1 x 0,1 → 0,1 dengan  𝛼 𝑥, 𝑦 =
1

2
untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 0,1 , maka 𝑓

memiliki titik tetap tungggal 𝑥∗ = 0 ∈ 0,1 .
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Kesimpulan
 Jika diberikan 𝑋 ≠ ∅ dan 𝑝 adalah metrik parsial pada 𝑋, maka fungsi 𝑑𝑝 ∶
𝑋 x 𝑋 → ℝ dengan

𝑑𝑝 𝑥, 𝑦 = 2𝑝 𝑥, 𝑦 − 𝑝 𝑥, 𝑥 − 𝑝 𝑦, 𝑦

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 adalah metrik pada 𝑋.

 Jika diberikan 𝑋 ≠ ∅ dan 𝑑 adalah metrik pada 𝑋, maka fungsi 𝑝𝑑 ∶ 𝑋 x 𝑋 →
ℝ + dengan

𝑝𝑑 𝑥, 𝑦 =
𝑥 + 𝑦 + 𝑑 𝑥, 𝑦

2

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 adalah metrik parsial pada 𝑋.
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Kesimpulan
 Pemetaan kontraktif lemah dan pemetaan Kannan lemah pada ruang metrik
parsial menjamin keberadaan dan ketunggalan titik tetap.

 Jika terdapat pemetaan kontraktif lemah pada ruang metrik parsial, maka
belum tentu pemetaan tersebut juga merupakan pemetaan kontraktif lemah
pada ruang metrik.

 Jika terdapat pemetaan Kannan lemah pada ruang metrik parsial, maka belum
tentu pemetaan tersebut juga merupakan pemetaan Kannan lemah pada ruang
metrik.
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Saran
 Perlu ditambahkan contoh metrik parsial 𝑝 selain yang didefinisikan sebagai
𝑝:ℝ +x ℝ + → ℝ +, 𝑝 𝑥, 𝑦 = max 𝑥, 𝑦 untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ +.

 Perlu diberikan contoh pemetaan yang memberikan analogi antara pemetaan
kontraktif dan pemetaan kontraktif lemah serta analogi antara pemetaan
Kannan dan pemetaan Kannan lemah.
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