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Abstrak

Dalam tugas akhir ini dibahas tentang gelombang
gravitasi yang dibangkitkan oleh benda tegar yang berotasi
dengan tiga sumbu utama. pada bagian pertama dibahas secara
singkat mengenai persamaan medan einstein. Pada bagian kedua,
dibahas mengenai teori dasar gelombang gravitasi yang terdiri
dari medan gravitasi lemah, transformasi latar Lorentz,
transformasi gauge, persamaan medan Einstein yang terlinearisai,
perambatan gelombang gravitasi, serta pembangkitan gelombang
gravitasi dengan pendekatan quadrupol. Pada bagian ketiga
dibahas mengenai pembangkitan gelombang gravitasi oleh benda
tegar yang berotasi yang memiliki tiga sumbu utama.

Kata kunci: gelombang gravitasi, persamaan Einstein yang
terlinearisasi, benda tegar dengantiga sumbu

Vi



“Halaman ini sengaja dikosongkan™

viii



GENERATION OF GRAVITATIONAL WAVE FROM
ROTATING RIGID TRIAXIAL BODY
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M.Si
Abstract

In this project we discussed the radiation of gravitational
wave from rotating rigid triaxial body. In the first part, a brief
review about Einstein’s field equation is discussed. In the second
part, the basic theory of gravitational wave involving the general
relativity formalism of its propagation, gravitational weak field,
background Lorentzian transformation, gauge transformation, and
generation of gravitational wave from same sources are discussed.
In the end, we discussed generation of gravitational wave from
rotating rigid triaxial body is discussed.

Keywords: gravitational wave, linearized Einstein field equation,
rigid triaxial body
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BAB |
PENDAHULUAN

1.1. Latar Belakang

Teori relativitas umum secara umum merupakan teori
fisika yang mengkaji mengenai gejala berat dan pengaruhnya
terhadap berbagai hukum fisika lainnya. Teori ini dirumuskan
oleh fisikawan Jerman, Albert Einstein. Einstein menganggap
bahwa timbulnya gaya berat ini karena ruang-waktu bermatra
(berdimensi) empat di sekitar benda tersebut melengkung.
Pernyataan mendasar yang menjadi landasan teori ini
sebenarnya adalah bahwa semua hukum fisika bersifat mutlak
atau tak ubah terhadap setiap pengamat, termasuk yang
bergerak dengan percepatan.

Implikasi dari teori relativitas umum ini adalah makin
besar massa dari sebuah benda maka semakin besar pula
kelengkungan ruang-waktu di sekitar benda tersebut. Massa
yang bergerak dalam ruang-waktu akan menyebabkan
kelengkungan ruang-waktu yang dilewatinya berubah.
Perubahan kurvatur ini dapat dianalogikan seperti riak yang
terjadi ketika batu dilemparkan ke permukaan kolam. Saat
batu mengenai permukaan air, maka air yang berada di
sekeliling batu akan terganggu dan menyebar keluar dari
sumber. Hal yang sama juga dapat diterapkan pada kurvatur
ruang-waktu, diaman riak yang merambat dengan kecepatan
cahaya dalam kurvatur ruang-waktu disebut sebagai
gelombang gravitasi. Di alam semesta ini terdapat berbagai
sumber gelombang gravitasi. Beberapa diantaranya adalah
sistem bintang ganda, ledakan supernova, tumbukan antara
dua blackhole, dan big bang

Secara fisika, gelombang gravitasi membawa energi
yang harganya menentukan kuat lemahnya pancaran atau
radiasi gelombang gravitasi. Sayangnya, jumlah energi yang
dipancarkannya sangat kecil. Namun diperlihatkan bahwa
besar kecilnya jumlah energi yang dipancarkan bergantung
pada massa (jumlah zat) dan juga kecepatan putar sumber
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pemancarnya. Para ahli astronomi dengan demikian berharap
bahwa sumber pemancar gelombang gravitasi yang paling
mungkin adalah sumber astronomi seperti bintang mampat
(bintang neutron) yang berputar cepat sekali pada sumbunya
yang dikenal sebagai bintang pulsar, juga bintang ganda yang
anggotanya saling mengorbit dan bintang meledak yang
disebut supernova.

Setelah inti neutron terbentuk dengan kerapatan yang
amat tinggi (270 triliun gram/cm®) runtuhnya materi ke inti
bintang ditahan oleh inti neutron tadi sehingga timbullah suatu
gelombang kejut yang memantul ke arah permukaan bintang.
Proses pemantulan ini, yang berlangsung sangat cepat,
membuat bintang meledak hancur dan meninggalkan inti tadi
yang kemudian diberi nama bintang neutron.

Salah satu langkah awal untuk mempelajari pancaran
gelombang gravitasi dari bintang neutron adalah dengan
mempelajari pembangkitan dari pendekatan model paling
sederhana dari bintang neutron yaitu benda tegar dengan tiga
sumbu yang berotasi. Oleh karena itulah dalam tugas akhir ini
akan dikaji pembangkitan gelombang gravitasi yang berasal
dari rotasi benda tegar dengan tiga sumbu.

1.2. Rumusan Masalah

Dengan latar belakang di atas, rumusan masalah yang
perlu diajukan adalah bagaimana efek gelombang gravitasi
yang dibangkitkan oleh rotasi benda tegar dengan tiga sumbu.

1.3. Ruang Lingkup Kajian
Untuk menjawab rumusan masalah di atas akan

penulis kaji hal-hal sebagai berikut:

e Gravitasi terlinearisasi

e Perambatan gelombang gravitasi

e Pembangkitan gelombang gravitasi

e Radiasi gelombang gravitasi dari rotasi benda

tegar dengan tiga sumbu



1.4.  Tujuan Penulisan

Tujuan yang hendak penulis capai melalui penulisan
ini adalah untuk membuat suatu model yang dapat
menggambarkan efek gelombang gravitasi yang dibangkitkan
oleh benda tegar dengan tiga sumbu.

1.5. Metode dan Teknik Pengumpulan Data

Metode yang penulis gunakan adalah metode deskriptif
analitis, dimana teori dasar dan data yang diambil dari studi
pustaka akan dianalisis. Dan untuk mengumpulkan data,
penulis melakukan studi pustaka dari berbagai literatur yang
meliputi referensi dari beberapa jurnal internasional, buku-
buku sumber, maupun informasi dari berbagai media lain
sebagai penunjang
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BAB II
PERSAMAAN MEDAN EINSTEIN

Dalam limit Newtonian teori relativitas umum akan
tereduksi menjadi hukim gravitasi Newton pada medan
gravitasi lemah. Sifat ini dikenal sebagai asas korespondensi.
dalam ruang-waktu yang berisi medan gravitasi, geometri
yang digunakan adalah geometri Riemann, sedangkan dalam
ruang-waktu tanpa medan gravitasi, geometri yang digunakan
adalah geometri Euclid. Pada ruang Euclid, metrik ruang-
waktu diberikan oleh metrik Minkowski yang dirumuskan
sebagai:

ds? = n,,dx*dxY = —c?dt* + dx* + dy* +

dz? @)

Karena itu dalam medan gravitasi lemah, metrik ruang
—waktu yang digunakan tidak berbeda jauh dari metrik diatas.
Tensor metrik g,, dalam medan gravitasi lemah dapat
didekati dengan bentuk:

Gu =Ny + huv 22)

Dengan 7, adalah tensor metrik Minkowski dan h,, <« 1.

Ditinjau sebuah partikel yang bergerak dalam medan
gravitasi. Partikel tersebut akan ruang-waktu menempuh
lintasan yang dinamakan sebagai lintasan geodesik. Persamaan
geodesik lintasan tersebut dirumuskan sebagai

d2xH L dx® dxP 3 (2.3)
ds? af ds ds

Dengan menggunakan hubungan

ds? = —dt? (2.4)



Persamaan (2.3) berubah menjadi :

d2xH ph dx® dxP 3 (2.5)
dt? af dr dr

Dimana dt merupakan waktu proper, yaitu didefinisikan
sebagai selang waktu yang diukur oleh jam pengamat yang
diam terhadap kejadian. Dengan menentukan a =8 =10
diperoleh:

d2xH dt\?
- u _ — (2.6)
2z T Too¢ (dr) 0

Karena medan tersebut bersifat stasioner, yaitu tidak
berubah terhadap waktu, maka seluruh turunan g, terhadap
waktu akan lenyap, sehingga persamaan (2.6) dapat berubah
menjadi:

1
F(l)lo = _Eg#vavhoo (27)

Dengan demikian persamaan (2.6) diatas dapat dipecahkan
menjadi dua persamaan yaitu:

d2X 1 /dt\
—=—_cl=) vn (2.8)
dr? 26<dr) 00
Dan
cd?t
=0 (2.9)
dt?

Persamaan (2.9) menyatakan bahwa dt/dt bernilai konstan.
Dengan membagi kedua ruas persamaan (2.8) dengan
(dt/dr)? , maka diperoleh percepatan gerak benda:



d?X 1
_d‘[z = EVhoo.

(2.10)

Di sisi lain, jika ¢ adalah potensial gravitasi Newton
pada jarak r dari tititk massa M yang besarnya:

¢ = _ (2.11)

r

Maka percepatan benda tersebut sama dengan —V¢. Jika kita
bandingkan dengan persamaan (2.10), maka akan diperoleh
hasil yaitu:

hoo = —2¢ + konstanta (2.12)

Pada tempat yang jauh dari sumber medan gravitasi,
sistem koordinatnya menjadi koordinat Minkowski. Hal ini
diakibatkan karena pada jarak yang jauh medan gravitasi yang
dirasakan oleh benda akan sangat kecil sehingga mendekati
ruang-waktu datar. Oleh karena itu hyy, menjadi lenyap. Begitu
juga dengan ¢ pada persamaan (2.11) sehingga tetapan diatas
bernilai nol. Maka akan diperoleh persamaan berbentuk:

oo = —(1+ 2¢) (2.13)

Sedangkan pasangan kontravariannya adalah:
9% =—-(1+2¢)7" (2.14)

Seperti yang telah dijelaskan di awal bahwa hukum
gravitasi Einstein dapat direduksi menjadi hukum gravitasi
Newton pada medan gravitasi lemah dan distribusi materi
bersifat statik. Dari proses pereduksian ini akan terlihat kaitan
antara konstanta x (gravitasi Einstein) dan konstanta G
(gravitasi Newton).



Selanjutnya akan ditinjau bentuk tensor Riemann-
Christoffel dalam medan lemah seperti yang diberikan pada
persamaan tensor metrik (2.2). nilai simbol Christoffel dari
tensor metrik tersebut adalah:

1 dg ag ag
a 1 _ap(%98u vB _ MV) _
F‘W Zg (6x" + oxH oxh
l aﬁ (6hﬁu 6hvﬁ . ahw)
2 n axv doxt oxB

(2.15)

Jika nilai perkaalian h,, diabaikan, maka nilai tensor Ricci
untuk u = u = 0 bernilai:

Roo = aorgv — 3,T0
— 1 B (ahﬁﬂ Ohvg ahm/) _
= 0o <2n oxV + dx° oxB
1 ap (ahﬁ’o Ohop ahoo)
Oy <217 x0 + ox0 oxh

= =0 (890 Ohyg + 0, 0phoo — Bodphoy —
do0yhop)

(2.16)

Jika distribusi materi bersifat statis maka h,, bukan
merupakan fungsi t atau

dohyy =0 (2.17)

Sehingga persamaan (2.16) menjadi

Roo = %Tlvﬁavaﬁhoo = %(77113161 +1%20,0, +

o L (2.18)
n°°0303)hoo = ;Vhoo



Dengan

0?2 9% 02
=—+—+—

0x?  dy? 0z?
Dalam gravitasi newton, potensial medan gravitasi dapat
dituliskan dalam bentuk persamaan Poisson

2 (2.19)

V¢ = 4nGp(7) (2.20)

Dengan menggunakan persamaan (2.13) dan persamaan
(2.20), persamaan (2.18) dapat dituliskan menjadi:

Dalam hal ini , materi di alam semesta dianggap sebagai fluida
sempuna dengan densitas p dan tekanan P, sehingga Tensor
energi-momentum untuk fluida sempurna dirumuskan sebagai
Tw = (p + P)V,uVV + g P (2.22)
Karena distribusi materi bersifat statik maka, yaitu
materi dianggap sebagai kumpulan debu/dust, maka materi
tersebut bisa dianggap tidak memiliki tekanan internal P
sehingga persamaan (2.22) tereduksi ke bentuk
T = pV.W (2.23)
Selain itu vektor kecepatan-4 adalah

v, = (-1,0) (2:24)

Sehingga seluruh komponen Ty, lenyap kecuali Tyo = p.
Skalar T dapat dihitung dengan perkalian dalam antara tensor
metrik kontravarian dan tensor energi-momentum kovarian
untuk dust sebagai:
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p
T =gMT,, = g°°Ty = — T+ 29 (2.25)

Dengan digunakannya geometri Riemann maka
potensial gravitasi dalam persamaan Einstein harus diperluas.
Dalam teori relativitas umum potensial gravitasi dapat
diperluas menjadi kelengkungan ruang-waktu yang tertuang
dalam tensor Einstein, yaitu

1
Guv = Ryy — ngR (2.26)

Adapun rapat massa yang menimbulkan potensial medan
gravitasi dapat diperluas menjadi tensor energi-momentum
T,,, dengan rapat massa-energi termasuk salah satu komponen
di dalamnya.

Melihat bentuk persamaan (2.20) yang menyatakan
bahwa potensial medan gravitasi sebanding dengan rapat
massa sumber medan, maka dapat dilakukan perluasan bahwa
kelengkungan ruang-waktu sebanding pula dengan tensor
energi momentum yang dirumuskan sebagai:

1
Ry — Eg#vR = —kTy, (2.27)

RAV _ % GHVR = —iTH (228)

Dan bentuk campuran dari persamaan medan Einstein
u 1 u u 2.29
RV—E&,R:—KTV (2.29)

Persamaan diatas menampilkan hukum gravitasi Einstein
dengan k berupa suatu tetapan positif yang ada hubungannya
dengan G. dengan mengambil trace persamaan (2.27) dan
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(2.29) maka persamaan medan Einstein dapat pula ditulis
kedalam bentuk:

1
RMV =K (EguvT - TMV) (2.30)

Dengan menggunakan persamaan diatas maka nilai dari Ry,
adalah:

Roo =k (%gooT - Too) =K E{—(l +
200~ 2=} - p| == 2xp

1+2¢

(2.31)

Jika dibandingkan dengan persamaan (2.21) maka akan
diperoleh:

_ 8nG

K = ? (2.32)
Sehingga persamaan gravitasi Einstein(2.27) menjadi:
1 8nG
Ryv — EguvR == C_4Tuv (2:33)
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BAB Il
TEORI DASAR GELOMBANG GRAVITASI

3.1 Medan gravitasi lemah
3.1.1 Ruang-waktu mendekati datar

Karena ruang-waktu datar akibat dari tidak adanya
medan gravitasi, maka medan gravitasi lemah dapat
didefinisikan dari ruang-waktu mendekati datar (nearly flat
space-time). Yang dimaksud mendekati disini adalah Kkita
dapat menemukan sistem koordinat yang mempunyai metrik

Gap = Nap + ha[)’ (3.1)
Dimana

Nep = diag(—1,1,1,1) (3.2)

Merupakan metrik Minkowski pada relativitas khusus, dan
|hep| < 1 untuk semua a dan B. Sistem koordinat yang
memenuhi persamaan (3.1) dan (3.2) disebut sistem koordinat
mendekati Lorentz.

Dalam beberapa sistem koordinat, bisa jadi memiliki
komponen-komponen yang sangat kompleks dibandingkan
sistem koordinat yang lain. Hal pertama yang dilakukan untuk
menemukan solusi dari persamaan dalam teori relativitas
umum adalah memilih sistem koordinat yang mewakili
pemilihan yang terbaik untuk sistem koordinat, seperti
persamaan (3.2) mewakili bentuk paling sederhana yang dapat
kita temukan dalam ruang-waktu datar, jadi persamaan (3.1)
juga harus mewakili komponen metrik dari ruang-waktu yang
mendekati datar dalam bentuk sesederhana mungkin.

Sistem koordinat yang dapat menyatakan komponen
metrik dari ruang-waktu mendekati datar dalam bentuk
persamaan (3.1) dan (3.2) tidaklah unik. Jika Kkita bisa
mengidentifikasikan sebuah sistem koordinat maka kita akan
mendapatkan dalam jumlah yang tak terbatas turunan sistem
koordinat jika kita melakukan transformasi koordinat. Dalam
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sub bab ini akan ditentukan sistem koordinat yang dapat
menjaga sifat-sifat dari persamaan (3.1) dan (3.2). sistem
koordinat ini masing-masing adalah transformasi latar Lorentz
dan transformasi gauge.

3.1.2 Transformasi latar Lorentz

Diasumsikan  kita bekerja pada ruang-waktu
Minkowski dari relativitas khusus, dan didefinisikan kerangka
inersia, S, dengan koordinat (ct,x,y,z). kemudian diasumsikan
juga hasil transformasi dari kerangka inersia, S’. dibawah
transformasi Lorentz, S mempunyai koordinat yang diberikan
pada matriks berikut

Yy —vw 0 0
! r ! r —v
(ct,x,y,z>f=( o o 1 8>(ct,x,y,z>T (3.3)
0 0 01

Dimana = (1—v2/02)_% . bentuk ini kita dapat tuliskan
dalam bentuk yang lebih sederhana

1o — A1, B e 0K B
x'%=Ngx o FX (3.4)

Invers matriks Lorentz diberikan oleh

Yy v 0 0
T _— vy Y 0 0 1o 1 INT

(ct,x,y,2)' =| g o 71 o]Cthx.y,z)" @9

0 0 0 1
Atau

a

a — a ’ﬂ(ﬁ Iﬁ 3.6

X B _ax,ﬁx ( )

Sekarang diasumsikan bahwa di dalam ruang-waktu
mendekati datar, koordinat Lorentz (ct,x,y,z) memenuhi
persamaan (3.1) dan (3.2). kemudian koordinat Lorentz
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tersebut  ditransformasikan ke sistem koordinat baru
(ct’,x’,y’,2’) yung dirumuskan

x'* = ’gxﬁ (3.7)

Yaitu dimana matriks transformasi identik dengan persamaan
(3.3) untuk kecepatan v. Dalam sistem koordinat baru ini
komponen matrik akan mengambil bentuk

, ox# oxV
9ap = A’;uA}/?rgyv = ax_raax_/[ggyv (3.8)
Dengan mensubtitusikan persamaan (3.1) ke dalam persamaan
(3.8) maka akan didapatkan:

, oxH* oxY oxH axY 39
9ap = 5w gup o ¥ g e BV
Oleh karena komponen metrik Minkowski bernilai sama dalam
setiap kerangka Lorentz maka:

., dx* 6x"h _ B (3.10)
gaﬁ—ﬂaﬁ‘l'ax—,aax—,ﬁ w =Nap T Nap :
Dengan demikian, asalkan dipertimbangkan hanya
transformasi dari bentuk persamaan (3.3), komponen h,,
bertransformasi seolah-olah adalah komponen tensor (0,2)
yang didefinisikan pada latar ruang-waktu datar.

Oleh karena itu, sistem koordinat mendekati Lorentz
yang asli akan tetap berbentuk mendekati Lorentz pada sistem
kooridant yang baru. Dengan kata lain, sebuah ruang-waku
yang terlihat mendekati datar pada seorang pengamat masih
terlihat mendekati datar oleh pengamat lain dalam gerak relatif
seragam terhadap pengamat pertama.
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3.1.3 Transformasi gauge

Sekarang diasumsikan diberikan perubahan sangat
kecil pada sistem koordinta denganmenerapkan sebuah
transformasi koordinat yang berbentuk

X' = x% + E%(xF) (3.11)

dimana komponen merupakan fungsi dari koordinat (x?).
Maka:

0x'¢
;7 = 65+ % (3.12)

Dari persamaan (3.11) kita juga dapat menuliskan:
X% = ' _ f“(xﬂ) (3.13)
Jika nilai dari £* kecil, adalah masuk akal jika

|E“ﬂ| « 1 untuk semua a, B (3.19)

Kemudian dengan dalil rantai diperoleh

dx“ N oxP a&a u
——— _—— =~ — fa
ax'"Y Y ax'Y 9xB 14 ¥ (3.15)

Dimana orde diatas orde pertama akan diabaikan pada
nilai yang kecil. Digunakan pula fakta bahwa komponen delta
Kronecker bernilai sama pada setiap sistem koordinat

Telah diasumsikan bahwa komponen-komponen dari
sistem koordinat g,z memenuhi persamaan (3.1) dan (3.2).
maka berikut akan diselidiki apakah g'nz juga memenuhi
persamaan (3.1) dan (3.2).

Karena metrik merupakan tensor maka g,z dapat
dituliskan dalam bentuk:
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, oxH oxVY
9'ap = g 0P I .

Dengan mensubtitusi persamaan (3.1) dan (3.15) ke dalam
persamaan (3.16), maka untuk orde pertama akan didapatkan:

! _ u u
9'ap = (040 — € 0 =& ”,135“)"#’”: (317)
5L50 N,

Persamaan diatas dapat disederhanakan lebih jauh menjadi
g’aﬁ =MNap + ha/? - fa,ﬁ - fﬁ,a (3.18)

Pada persamaan 3.18 didefinisikan bahwa

$a = nava (3.19)

Kemudian persamaan (3.18) mempunyai bentuk yang sama
seperti persamaan (3.1) asalkan:

Wap = hap —Sap —$pa (3.20)

Hasil-hasil diatas menunjukkan bahwa sekali diidentifikasikan
sebuah sistem koordinat yang bersifat hampir Lorentzian,
maka dapat ditambahkan vektor kecil &, pada koordinat x,
tanpa merubah validitas dari asumsi awal bahwa ruang-waktu
adalah hampir datar. Oleh karena itu kita bisa memilih
komponen dari &, untuk membuat persamaan medan Einstein
sesederhana mungkin. Proses ini disebut sebaga pemilihan
gauge dan transformasi koordinat yang diberikan pada
persamaan (3.20) disebut juga sebagai transformasi gauge.



18

3.2 Persamaan medan Einstein untuk medan gravitasi
lemah
Dalam persamaan medan Einstein, tensor Einstein
dirumuskan sebagai:

— %T (3.21)

G.. =
uv v

Yang menghubungkan geometri ruang-waktu yang dinyatakan
dalam suku tensor Einstein G, dengan sumber dari medan

gravitasi yang direpresentasikan oleh tensor energi-momentum

T,. Komponen dari tensor Einstein G,, dibangun dari

komponen tensur kurvatur-Riemann yang menjelaskan
geometri ruang-waktu.

Pertama-tama didefinisikan simbol Christoffel FC‘(‘B,

yang tergantung pada komponen metrik ruang-waktu dan
turunan pertamanya.

Thg = %g“v (0agpy + 0apGva + Oy Fap) (322)
Tensor kurvatur Riemann mempunyai komponen
Ruvpo = 9pa(0u1V5 — 0,I —TA T —TATL)  (329)
Kemudian berikutnya diperkenalkan tensor simetris Ricci
Ry = 9P Rouqy (3.24)
Dan trace dari tensor tersebut disebut dengan skalar Ricci

R = gt'Ry, (3.25)
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Maka, tensor Einstein didefinisikan sebagai

1
G ¥R, —=g"'R (3.26)
uv uv 2 9

Jika kondisi (3.1) dipenuhi, maka persamaan medan
Einstein dapat dilinierkan dengan bergantung pada h,, . Proses
ini dimulai dengan terlebih dahulu melinierkan simbol

Christoffel Fgﬁ. Untuk persamaan (3.1) simbol Christoffel

akan berbentuk:

1
Ty = 20 Qubgy + Opha + uheg) 62D

1
= 5 @uhfy + Oghiy + 1" 9y hap) (3.28)

Karena simbol Christoffel merupakan kuantitas orde pertama,
maka satusatunya yang memiliki kontribusi pada tensor
Riemann terlinearisasi adalah turunan dari simbil Christoffel.
Menggunakan persamaan (3.23) dan persamaan (3.28)
didapatkan:

1
Ruvps = E(ava,,hw + 050, hyp — 050,hy,
— 0,0, hyg)

(3.29)

Dari tensor kurvatur Riemann terlinearisasi kemudian
didefinisikan tensor Ricci. Menggunakan persamaan (3.29)
diperoleh:

1
Ry = i(aaaﬂhg + 040,h% — 0,0,h — Ohy,)  (330)

Dimana h adalah trace dari metrik perturbasi h,,,,
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h < n® hy, (3.31)

Dan diperkenalkan juga operator d’Alembert o dalam ruang-
waktu datar Minkowski

1
0¥ 90,0, = -0+ 0" +9," +0,° (332
Kemudian skalar Ricci yang terlinearisasi
R =n*R,, = 9,0,h*Y — Oh (3.33)

Dengan komponen-komponen tensor Einstein terlinearisasi
yang telah diturunkan sebelumnya maka diperoleh tensor
Einstein:

Guy = 5 (0,00 + 0,04h5f — 0,0,h = hyy +

(3.34)
n(oh — 0,05h%F))

Ruas kanan dari persamaan (3.34) dapat disederhanakan lebih
jauh dengan memperkenalkan kuantitas

_ 1
hyy € hyy — E”#vh (3:35)

Dari definisi persamaan (3.35) didapatkan

_ 1 -
hyy = hyy — Enlﬂ/h (336)
Dimana h & n®Fh,y
) ~ B _
Gy =5 (9,04h% + 0,0, hff — Bhy, — (3.37)

nwaaaﬁl_l“ﬁ)
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Persamaan (3.37) disebut sebagai tensor Einstein terlinearisasi
dalam bentuk trace reversed. Dari persamaan ini dapat
diturunkan persamaan medan Einstein yang terlinearisasi.

3.2.1 Persamaan medan Einstein yang terlinearisasi
Dari persamaan (3.21) dan persamaan (3.37) maka
akan didapatkan persamaan medan Einstein terlinearisasi:

T T T T 167G
0,0ah + 0,0ahff — Ohyy — 0,y 050ph™F = =2T,,  (3:39)

Pada sub bab 3.1.3 telah dijelaskan bahwa dapat
dipilih komponen &, untuk membuat persamaan Einstein
menjadi sesederhana mungkin. Dengan alasan tersebut maka
dapat dipilih kondisi Lorentz gauge yang memenuhi:

9gh®f =0 (3.39)
Kondisi (3.39) dapat juga ditulis dalam bentuk
nﬁyaﬁﬁya =0 (3.40)

Jika kondisi di atas terpenuhi maka tiga suku selain oh,
dalam tensor Einstein terlinearisasi G, akan lenyap. Sehingga
tensor Einstein terlinearisasi akan tereduksi menjadi;

1 1. r:
Gy = =5 0hyn 3.41)

Dengan demikian, dalam gauge Lorentz tensor Einstein akan
tereduksi menjadi operator gelombang yang bekerja pada
metrik gangguan trace reversed. Sehingga persamaan medan
Einstein yang terlinearisasi akan mengambil bentuk yang lebih
sederhana yaitu:
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_ 16nG

Ry = 3.42)

ct uwv
Persamaan (3.24) disebut juga dengan nama persamaan medan
Einstein yang terlinearisasi. Arti terlinearisasi disini adalah
bahwa sejak awal suku h,z yang merupakan metrik perturbasi
telah dijaga agar tetap linier sejak awal. Hal ini mengakibatkan
ruas kiri yang tidak lain adalah tensor Einstein yang pada
awalnya terdiri dari tensor Ricci, tensor metrik, dan scalar
Ricci tereduksi menjadi operator gelombang yang bekerja
terhadap metrik perturbasi dalam bentuk trace-reversed i_zw.

3.3 Perambatan gelombang gravitasi

Dalam ruang vakum tensor energi-momentum akan
lenyap, T,, =0, dan persamaan medan Einstein yang
terlineaisasi dalam gauge Lorentz akan tereduksi ke dalam
bentuk persamaan gelombang homogen untuk semua
komponen metrik perturbasi h,,:

Ohyy =0 '3.43)

Solusi bergantung waktu dari persamaan gelombang ini dapat
ditafsirkan sebagai gelombang gravitasi lemah yang merambat
sepanjang wilayah dari ruang-waktu dimana persamaan (3.43)
bernilai benar, yaitu dimana metrik ruang-waktu adalah
mendekati Minkowskian.

Solusi paling sederhana dari persamaan (3.43)
merupakan gelombang datar

hyy = Ayvexp(ikex®) '3.44)

Dimana A, dan k, dikenal sebagai masing-masing sebagai
amplitudo gelombang dan vektor gelombang. Jika persamaan
(3.44) dimasukkan ke dalam persamaan (3.43) maka akan
didapatkan bahwa persamaan (3.44) merupakan solusi dari
persamaan (3.43) asalkan memenuhi:
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ko k® =0 '3.45)

Yang merupakan vektor null. Dari hal ini dapat ditafsirkan
bahwa gelombang gravitasi merambat dengan kecepatan
cahaya.

Metrik h,, pada awalnya memiliki 16 komponen,
namun karena kesimetrisan diantara komponen-komponennya
maka jumlah komponen dapat tereduksi menjadi 10
komponen. Namun kesepuluh komponen tersebut dapat
direduksi lebih jauh lagi dengan gauge Lorentz, transformasi
gauge, dan transformasi latar Lorentz.

Pertama-tama dimulai dengan menerapkan gauge
Lorentz pada persamaan (3.44), maka akan didapatkan:

Auek® =0 '3.46)

Hal ini berarti bahwa A, harus tegak lurus terhadap vektor k.
Persamaan (3.46) pada faktanya terdiri dari empat persamaan
linier. Hal ini berarti bahwa ada cukup kebebasan untuk
menetapkan nilai dari empat komponen dari A,, , yang
kemudian mereduksi jumlah komponen dari 10 ke 6
komponen independen dari A,,,,.

Kita masih bisa membatasi lebih jauh komponen dari
A, dengan menggunakan pemilihan transformasi gauge.

Kondisi gauge Lorentz mensyaratkan bahwa ¢&#
memenuhi

1 92 _
-4 V2 & = h(old)#v‘v '3.47)

Namun, untuk setiap set komponen ¢&H*  yang
memenuhui persamaan (3.47), kita dapat menambahkan
komponen yY# untuk mendefiniskan transformasi baru:
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xl# - x# + Cll — x# + f# + 1!)# :348)

Dan asalkan y* memenuhi:

1 0%
e+ |yt =0 '3.49)

2
<_ la_ + V2> * = E(old)uv'v '3.50)

Oleh karena itu metrik perturbasi termodifikasi
TT ld .
h/Sv ) = h;(;:/ ) - (u,v - (v,u 3.51)

Masih menyatakan tensor Einstein dalam bentuk sederhana,
bentuk gauge Lorentz dari persamaan (3.43).

Label ‘(TT)’ merupakan singkatan dari Transverse
Traceles, dan transformasi gauge ¥* (atau setara dengan ¢*)
mendefinisikan Transverse Traceless gauge.

Persamaan (3.49) memberikan persamaan tambahan
yang komponen-komponennya dapat diatur sedemikian rupa
pada transformasi gauge yang telah dipilih sebelumnya,
dengan tujuan untuk memilih sistem koordinat yang membuat
Em, dan juga A, sesederhana mungkin. Faktanya, dapat
ditunjukkan bahwa kebebasan yang dipertahankan dalam
memilih #, sementara masih memuaskan dalam gauge
Lorentz, membolehkan kita untuk membatasi lebih jauh A,
dengan memasangkan lagi nilai dari empat komponen yang
lainnya, hingga mereduksi komponen A,,, menjadi tinggal dua
komponen.

Lebih spesifiknya, jika U kecepatan-4 tertentu dengan
komponen U, maka ada cukup kebebasn dalam memilih
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komponen dari 1 untuk memastikan bahwa tensor amplitudo
gelombang memenuhi

AaﬁUﬁ =0 3.52)
Bahkan, dapat juga dipilih komponen vy sehingga
Ay =" A, =0 3.53)
Yaitu, bahwa trace A dapat diatur agar bernilai nol.
Diasumsikan  sebuah  partikel ~ uji ~ mengalami
gelombang gravitasi pada salah satu bagian ruang-waktu
mendekati datar. Diasumsikan pula bahwa transformasi ke
kerangka latar Lorentz yang mana partikel tersebut dalam
keadaan diam, yaitu pada saat kecepatan-4 nya mempunyai
komponen (1,0,0,0), yang juga dapat dituliskan seperti
berikut:

UB = 5f '3.54)

Persamaan (3.52) dan (3.54) kemudian mengakibatkan:
Age = 0 untuk semua «a 3.55)

Selanjutnya sumbu koordinat ruang diorientasikan sedemikian
rupa sehingga gelombang merambat pada arah z, yaitu

kt = w, kK*=kY=0, k?=w '3.56)
Dan
ki = —w, ky =k, =0, k,=w '3.57)

Yang kemudian menyebabkan persamaan (3.46)
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A, = 0 untuk semua a 3.58)

Yang berarti bahwa tidak ada komponen metrik perturbasi
dalam arah perambatan gelombang. Hal ini menjelaskan asal
kata ‘Transverse’ dari ‘Transverse Traceless gauge’; dalam
gauge ini metrik perturbasi sepenuhnya transverse pada arah
perambatan dari gelombang gravitasi.

Ringkasnya, di dalam Transverse Traceless gauge
persamaan (3.44) dapat disederhanakan menjadi:

Effv” = AI(;T) cos[w(t — 2)] 3.59)

Persamaan (3.55) dan (3.58), dikombinasikan dengan simetri
dari A,,, menyiratkan bahwa komponen tidak nol dari 4,
hanyalah Ay, Ay,, Ay, =A,,. Bahkan, pada kondisi
traceless, persamaan (3.53), mengakibatkan A, = —A,,.
Karenanya, komponen dari A,, dalam Transverse Traceless
gauge adalah

o O 0 0\
0 TP AT

(TT) .
A = | 3.60)
v (TT) TT '
0 AX)’ _Aa(cx ) 0
0 0 0 0
Yang juga mengakibatkan:
/ X —((T)T) —((T)T) 0\
_ 0 h h 0
TT '
R = | pied Xy | 3.61)

0 Ry RGP
0 o 0

Dimana:
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AT = 47D cos[w(t — 2)] 3.62)
Dan
K= ADetoe—n] 5o

Akhirnya, harus dicatat bahwa dalam Transverse Traceless
gauge adalah trivial untuk mengaitkan komponen dari l_z,w
terhadap metrik perturbasi yang asli  hy,,. Dengan
mensubtitusi persamaan (3.35) ke dalam persamaan (3.31)
maka didapatkan:

_ BT B 1
h =1 hep =0 hag = 5Naph 3.64)
=h-2h=-h

Jelas bahwa untuk kasus khusus pada Transverse Traceless
gauge, h dan h kedua-duanya identik bernilai nol. Maka untuk
semua a, 8

T _ ) :
hGy) =hig). 3.65)

3.4 Efek gelombang gravitasi pada partikel bebas
3.4.1 Deviasi geodesik dari partikel uji

Dalam medan gravitasi lemah, partikel yang bergerak
memenuhi persamaan geodesik:

9%&e .
ez = Ritx = —€Rx 3.66)
Subtitusi persamaan (3.29) ke dalam persamaan (3.66) dan
dengan mempertahankan bahwa masih dalam Transverse
Traceless gauge, maka didapatkan:
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_ _ —(TT) '
?xt - nxxthxt - - 2 hxx tt 3.67)
y _ —(TT) '
Rixe = 1Y Rytxe = — hxy tt 3.68)

Karenanya, dua partikel yang awalnya terpisah oleh e pada
arah x, mempunyai vektor deviasi geodesik yang mematuhi:

2zx
%% 1.9 yan 3.69)
at? 2 ot ¥
Dan
2gy
9% =l a_h(TT) '3.70)
9tz 2 a2
dengan cara yang sama dapat didapatkan untuk arah y
2zx
07¢ 16 0 . am) '3.71)
at? 2 odt2 %
Dan
2zy
07¢ 1 0® R '3.72)

otz 2592 x

3.4.2 Cincin partikel uji: polarisai gelombang gravitasi
Persamaan (3.69) sampai (3.72) dapat diperluas lebih
jauh lagi untuk menentukan deviasi geodesik dari dua partikel,
(yang satu berada pada titik asal dan yang lain berada pada
koordinat x = ecosf, y = esinf, z = 0, yaitu pada sebuah
bidang datar x-y) ketika gelombang gravitasi merambat dalam
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arah z. dapat ditunjukkan bahwa é&é*dan &Y mematuhi
persamaan:

0%¢* 1 > ony 1 . 0% (o)
5¢2 = E ecos b6 thx + EE sin @ thy 3.73)
Dan
0%y 1 0% (rr) . N
F = E ecosf thy — E essin @ m hxx ~3'74)

Dengan mensubtitusi persamaan (3.63) dan (3.65) ke dalam
persamaan (3.73) dan (3.74), maka didapatkan solusi:

¥ = ecos@+%ecos€A;§T)cosa)t+ )
1. (TT) 3.75)
S €sin 0 Ay, ’ cos wt
Dan
&Y = esinf + 2 cos BAg,T) cos wt —
2 '3.76)

% esinf A;ZT) cos wt

Diasumsikan 6 bervariasi antara 0 sampai 2m,
sehingga keadaan awal pada cincin partikel berbentuk
lingkaran sempurna pada bidang x-y yang mengakibatkan
jarak setiap partikel uji terhadap titik asal bernilai sama satu-
sama lain. Gambar 3.1 menunjukkan efek dari gelombang
gravitasi yang merambat melalui sumbu z pada cincin partikel
uji.

Panel atas menunjukkan kasus dimana metrik
perturbasi mempunyai AL, # 0 dan A{,” = 0. Dalam kasus
ini solusi untuk &* dan & tereduksi menjadi
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1
&*¥ = €cosf (1 + EAS;CT) cos wt) '3.77)
Dan
, 1 o ,
&Y = €sinf (1 — EA” cos a)t) 3.78)

Keadaan ini disebut juga sebagai polarisai ‘+’

407 %0 Polarisasi ‘+'
- I - e -
A =0 Polarisasi ‘X’
T B N 1

s

Gambar 3.1: ilustrasi yang menunjukkan efek gelombang gravitasi pada cincin
partikel uji. Panel atas menunjukkan gelombang pada AT % 0 dan
A% =0, yang menunjukkan polarisai™+’. Panel bawah

menunjukkan gelombang pada AJ” #0 dan A% =0, yang
menunjukkan polarisai “x’.

Panel bawah menunjukkan kasus dimana metrik

perturbasi mempunyai AL, # 0 dan AL, = 0. Dalam kasus
ini solusi untuk é* dan &Y tereduksi menjadi
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1
&¥ = €ecosO + € sin @ Ag,T) cos wt 3.79)
Dan
. 1 (TT) .
§Y = esin6 +§ec059Axy cos wt 3.80)

Keadaan ini disebut juga sebagai polarisai ‘X’

Kedua solusi tersebut, untuk A%, # 0 dan AL, # 0
masing-masing merepresentasikan dua keadaan polarisasi dari
gelombang gravitasi, dan keadaan ini biasnya dilambangkan
dengan masing-masing ‘+’ dan ‘X’. secara umum, setiap
gelombang gravitasi yang merambat sepanjang sumbu z dapat
dinyatakan sebagai kombinasi linier dari polarisai ‘+* dan “x’,
yaitu :

h = ae, + bey 3.81)

Dimana a dan b merupakan konstanta skalar dan tensor
polarisasi e, dan ey adalah:

00 0 0
(o1 0 o ,
¢+=l0 0 -1 0 382)
00 0 0
Dan
00 0 0
o [0 0 10
x=lo 1 0 o0
00 0 0
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3.5 Pembangkitan gelombang gravitasi
3.5.1 Sumber medan lemah dengan kecepatan tertentu

Persamaan medan Einstein yang terlinearisasi
ditunjukkan oleh persamaan (3.42)

— l6mG
h —

D = —_—,—
uv kW

3.83)

Dimana T,, adalah tensor energi momentum dari materi.
Dalam hal ini masih berada dalam gauge Lorentz, E)l‘i_z,w =0,
dan T,, memenuhi hukum konservasi 9#T,, = 0. Persamaan
(3.83) adalah linier dalam hy, dan dapat diselesaikan dengan

metode fungsi Green: jika G(x —x') adalah solusi dari
persamaan:

0,G(x —x') = §*(x — x) 3.84)
Maka solusi yang terkait dengan persamaan (3.83) adalah:

l6nG
c4

Buv(x) = - fd4X’G(X - x’)Tw(x’) '3.85)

Solusi dari persamaan (3.84) tentunya tergantung dari kondisi
batas yang diterapkan. Untuk masalah radiasi, solusi yang
sesuai adalah retarded Green’s function:

1

- 5%, —x"° 3.86)
47T|x—x’| ( ret )

Gx—x")=

Dimana x'® = ct’, x%, = ct e, dan
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!
|x — x| 3.87)

tret =t —
ret c

Yang disebut retarded time. Maka solusi untuk persamaan
(3.83) adalah:

— / |x—x'] it
R (6,%) = =23 [ dx ’|T’“’ (t-E=x) asy)

Diluar dari sumber, solusi ini dapat diterapkan Transverse
Traceless gauge menggunakan:

(T7) _ = .
h;; Ajjkihir = Aijkihi 3.89)
Dimana A;;,; merupakan tensor lambda yang akan membuat

hy, berada dalam kondisi transverse traceless gauge. Maka,
untuk diluar sumber, persamaan (3.88) menjadi:

hTT(t ) - l] kl(n)fd3
e

T (£ -
= "' “ 3.90)

Dimana digunakan notasi X = ., dan juga |x| =r. Jika
radius dari sumber dilambangkan d, maka pada r > d:

! I = d2
[x —x'|=r—x".nn+0 - '3.91)
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Gambar 3.2: ilustrasi untuk persamaan (3.91)

Kita tentunya tertarik pada nilai i_zi]- pada jarak yang sangat
jauh dari sumber, dimana detektor gelombang gravitasi berada.
Jadi diterapkan limit r — oo pada t tetap, dan hanya pada orde
1. Maka persamaan (3.90) pada jarak yang sangat jauh
menjadi:

> 14G ~
hil (%) = === Nija () [ d*x'Tyy

o 3.92)
X (t - =+ —',x’)
[ C

Ditambah suku orde dua yang diabaikan. Sekarang Tj; dapat
ditulis dalam bentuk transformasi Fourier

X d*k TN p—iwt+ikx ‘
Ty (t,X) = WTkl(w,k)e '3.93)
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Setelah ditransformasikan maka akan didapatkan:

oo dw

hif (t,%) = Aija@) [ Tkl(w w ) 3.94)

. T
e—Lw(t—E)

Secara umum, komponen Fourier dari tensor energi-
momentum dari sumber akan bernilai besar di sekitar nilai ws,
dan karakteristik dari kecepatan dimana pergerakan massa
dalam jumlah besar pada sumber adalah v~w¢d. Karena
sebelumnya tidak diasumsikan bahwa w.d < c. Maka
persamaan (3.49) berlaku untuk sumber relativistik dan
sumber non-relativistik, sepanjang teori terlinearisasi masih
diterapkan.

Persamaan untuk total energi yang diradiasikan per
satuan luas adalah:

dE c3
dA 16nG

f dt(hy + hy) 3.95)

Dengan mengatur dA = r2d(), maka total energi per satuan
sudut ruang adalah:

'3.96)
dQ 32nG
Dengan memasukkan persamaan (3.94) maka didapatkan:
dE G n
E 27.[2(:7 lj kl(n) f d(l)(l) ij(w! wz) 3.97)
Tkl (w, a);)

sumber biasanya meradiasikan dalam waktu At.
Dalam kasus ideal dari sumber monokromatik, radiasi
bertahan dalam jangka waktu At = oo dan total energi yang
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diradiasikan secara formal berlainan. Maka, untuk sumber
monokromatik, daya radiasi yang dipancarkan merupakan
kuantitas yang lebih berguna. Untuk sumber tersebut, radiasi

dalam frekuensi w,, dituliskan T;;(w, k) untuk @ positif
sebagai:

Tij((x), I_C)) = Hij(a), ]_C))ZT[(S((U - (1)0) (3.98)
Dan persamaan (3.97) menjadi:

dE _ Gwg? ~ n
o= %Aij,qul)eij(wo: o) (3.99)

% n
0 ij(wo'woz)T
Telah digunakan 2mé(w = 0) =T, diaman T adalah total
waktu (secara formal tak terhingga). Dibagi dengan T maka

diperoleh daya yang dipancarkan
dE _ Gwy? ~ n
o= H_C(;Aij,kl(ri)eij(woj wo7) (3.100)

% n

0 ij(wo'wo ;)

Total daya diperoleh dengan mengintegralkan sepanjang dQ.
Untuk melakukan integral dapat digunakan identitas

aQ 1

f;ninj = E(SU (3.101)
daq 1

f;ninjnknz =T (6011 + 6k 6

+8u1j1)

(3.102)
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Identitas (3.102) dapat digeneralisasi menjadi:

[Zn np, =——6; . 6
4 20 7 (2u41)n hal2Tisls (3.103)
6121—1121

3.5.2 Ekspansi kecepatan rendah

Untuk melakukan ekspansi multipol untuk radiasi
gravitasi, dimulai dengan pernyataan h{/ pada ruang tak
berhingga yang diberikan pada persamaan (3.92)

hTT(t X) = —146 Agjja (@) [ d>x'Ty (t—“"
R (3.104)
u x,)
c )
Dan Ty, dituliskan dalam transformasi Fourier
r x'A
Tkl (t - E + T,x,) = f 2t Tkl(w k) (3.105)

—lw(t——+—')+ikxl
e c c

Untuk sumber non-relativistik, Ty (w, E) adalah puncak di
sekitar frekuensi w,. Dengan wgd « c. Disisi lain, tensor
energi momentum tidak lenyap hanya pada bagian dalam dari
sumber, jadi integral pada persamaan (3.98) dibatasi hingga
|x'| <d. Maka kontribusi paling dominan pada h{; datang
dari frekuensi w yang memenuhi

<1 (3.106)

Dan karena itu eksponensial pada persamaan (3.99) dapat
diekspansi menjadi:
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i r x'a r
B N
e c c)=¢ ( c>><[1—1;x’n‘+

2 .o
1 . W i i
E(—L;) x"'x""nint + ]

(3.107)

Persamaan (3.101) setara dengan:

I ~
Tkl (t—£+¥,x’) ETkl (t—g,x,)‘}‘

P
x'nt

< a.OTk.l + (3.108)
Lo i 2

ﬁx’ xn'nJ 0y Ty

+...

Dimana semua turunan dievaluasi pada titik (t — E,x’) . maka
dapat didefinisikan momentum dari tensor stress T

SU(t) = f d3xTY (t,x) (3.109)
SUk(t) = fd3xTij(t,x)xk (3.110)
SUKL(t) = jd3xTij(t,x)xkxl (3.111)

Dan sama untuk semuah momenta dengan orde yang lebih
tinggi. Pada cara penulisan ini, tanda koma memisahkan
indeks ruang yang berasal dari T¥ dan dari indeks yang
berasal dari x™* ...x*N. Tensor energi-momentum dari materi
yang muncul pada persmaan (3.53) diperoleh dari variasi
perilaku materi terhadap metrik, jadi dalam bentuk simetri
TY =T/
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Dengan memasukkan ekspansi (3.102) ke persamaan
(3.98) maka didapatkan:

RIT(6 %) = =228 Ay (@) x [+

(3.112)
—nmSklm + —nmnpS” ey ]

Makna fisis dari suku yang berbeda dari ekspansi
menjadi  jelas ketika momenta dari T;; dieliminasi.

Didefinisikan momenta dari % oleh:

M = cizf d3xTO0(t, x) (3.113)

Mt = cizf d3xTO0(¢t, x)x* (3.114)
MU = cizf d3xTO0(t, x)x'x/ (3.115)
MUk = clzf d3xTO0(t, x)xix/ xk (3.116)

Dan begitu juga momenta dari kerapatan momentum (%) TO!
dinyatakan oleh:

. 1 .
Pl = C—Zf d3xTO(t, x) (3.117)

P = 1 d3xT O (t, x)x/ (3.118)
== : :
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- 1 ; .
puik = C—Zf d3xT O (t, x)x) xk (3.119)

Untuk beberapa suku awal orde rendah dari momenta dari T°°
didapatkan:

M=0 (3.120)

M! = pi (3.121)

MY = pij 4 pii (3.122)
MUk = pijk 4 piki 4 pkij (3.123)

Sementara untuk momenta T %t memenuhi:

Pi=0 (3.124)
pij = gij (3.125)
pijk = gijk 4 gik,j (3.126)

Persamaan M = 0 dan P! = 0 merupakan konservasi massa
dan total momentum dari sumber. Identitas lain yang menarik
adalah P%/ + pJt = §U — §Jt = 0, yg berasal dari persamaan
(3.119) menggunakan fakta bahwa S%merupakan tensor
simetrik.

Dengan mengkombinasikan identitas-identitas diatas
maka didapatkan identitas dari ¥ yaitu:

Sij = % W0, (3.127)
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Dengan mengkombinasikan persamaan (3117) dan persamaan
(3.120) didapatkan:

MUk = 2(SUk 4 Stk 4 gikiy (3.128)

Dari persamaan (3.120) dan persamaan (3.122) didapatkan
bahwa:

Stk — Z jjiik 4 Z (pUk 4 pikj 4 piki (3.129)
c +3( + + pIkt)
3.5.3 Formula quadrupol

Menggunakan persamaan (3.121), suku pertama pada
ekspansi (3.106) adalah:

[hTT(t e)] = EEA A)MK(t — r (3.130)
ij (LX quad 7 4 ij (M c) :

Dengan menggunakan notasi:

p= CLZTOO (3.131)

Untuk orde terendah dalam % p menjadi rapat massa.

Kemudian diperkenalkan momen quadrupol
i oser gt — Lstip . = [ d3xp(t, x)(xix) —
Q - K e = J d3xp(t, x)( (3.132)
57" 6”)

Maka persamaan (3.124) menjadi:

. 126 .. 1
(A} D], 0 = 7 or Apa @ -2 613

quad



42

N 126G .. TT T
[n{] (¢, %)] poper il ST o) (3.134)

quad 7 ¢

Untuk memperoleh bentuk gelombang dalam arah i,
harus dimasukkan bentuk eksplisit tensor lambda ke dalam
persamaan (3.134) dan dilakukan kontraksi dengan Q*!. Jika
arah rambatan gelombang gravitasi . sama dengan 2, P;;
adalah matriks diagonal (1,1,0) yaitu P;; merupakan pada

bidang (xy). dituliskan lambda tensor untuk matriks
sembarang Ay,

1
Aijjadia = PucPji = 5 PijPra| A (3.135)

1
Aij kA = (PAP);; — EPijTr(PA) (3.136)

Dimana P mempunyai bentuk

1 0 O
P=(0 1 0 (3.137)
0 0 O
Dan didapatkan
Ajp Az O
PAP =1 A4,; Ay, 0 (3.138)
0 0 o0

Dimana Tr(PA) = A1 + Ay,. Maka

Ay Az O 1 0 O
A11+4z;
AijiiAir = | Az1 Az 0)————|0 1 0 (3.139)

o o0 o % \oo o
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(A1 +45,)/2 Aq,p 0
Ay — (A1 +43)/2 0 (3.140)
0 0 0/ ;
Kemudian, ketika 11 = Z, dan A, digani dengan M;,;, maka
(Mll + M22)/2 M12 0
AijaMi = M,y —(My, + M) /2 0 (3.141)
0 0 0/

Dari sini dapat secara langsung diperoleh dua amplitudo
polarisasi.

16, .. ..
h+ = ;C_4-(M11 - Mzz) (3142)
2G ..
hx = = Iy, (3.143)

Gambar 3.3: relasi antara kerangka (x’,y’, z") dan kerangka

(4, v, n). Vektor u berada dalam bidang (X, ¥).
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Diperkenalkan dua vektor satuan @ dan v , tegak lurus dengan
7 dan satu sama lain. Maka i x v =n (karena tadi telah
dipilih n = Z maka dapat diambil & = X dan ¥ = y, kemudian
kerangka (x’,y’,z") merupakan sumbu dalam arah (Q,V,1),
maka gelombang gravitasi merambat sepanjang arah sumbu z’

16 . .
h(t, 1) = ;c_‘*(M 11— M'32) (3.144)

hy (t, 1) = 2o My, (3.145)
’ rct

Dimana M’U merupakan komponen dari momen massa orde
dua dalam kerangka (x',y’,z"). Hal ini dapat dihubungkan
dengan Mi]- pada kerangka (x,y,z) dengan memperkenalkan

matriks rotasi R. Dimana matriks R secara eksplisit diberikan
oleh

cos¢p sing 0\ /1 0 0
R = (—sin(,b cos ¢ 0) (O cosf sin 9) (3.146)
0 0 1/ \0 —sinf cos@
Dan M’ij serta M, terhubung dengan relasi
M'i; = RyRj My (3.147)
Dengan menyelesaikan M’ij kemudian mensubtitusikannya ke

dalam persamaan (3.142) dan (3.143) maka akan diperoleh
amplitude gelombang gravitasi yang merambat dalam arah fi
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h,(t;0,¢) = [Mll(cos ¢ — sin? ¢ cos? 9)
+ M,,(sin? ¢ — cos? ¢ cos? 6)
- 1\'/'133 sin? @ (3.148)
- M12 sin2¢ (1 + cos? 9)
+ M13 sin ¢ sin 26

+ M3 cos ¢ sin 29]
dan

16 .. ..
hy(t;0,¢) = ;C—4M11 — M;, sin2¢ cos 6

+ 2M,, cos 2¢) cos 6
— 2M 3 cos ¢ sin 6

(3.149)

3.5.4 Energi yang diradiasikan

Dengan memasukkan persamaan (3.128) pada
persamaan

(3.150)

dt 3216

maka didapatkan daya radiasi per satuan sudut ruang, dalam
pendekatan quadrupol:

3

(Z_g) 3Cz7z(; (hijf hijf (3.151)
quad
ap G -
(E) d ~ 8ncs Ay (@)(Quj Q) (3.152)
qua

Dimana , rata-rata disini adalah rata-rata waktu sepanjang
beberapa periode dari gelombang gravitasi, dan dipahami
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bahwa Q;; harus dievaluasi pada waktu retarded ¢ — g Integral
angular dapat diterapkan dengan mengamati bahwa
ketergantungan terhadap 7 hanya pada A;j ;. Menggunakan
persamaan (3.101) dan persamaan (3.102) didapatkan

21
f A0 = T2 116,8; — 460y + 88 (3153)

Maka total daya radiasi (atau dalam istilah astrofisika adalah
total luminositas gravitasi £ dari sumber) dalam pendekatan
quadrupol adalah:

G . .
Pguaa = @(QijQij) (3.154)

Dimana, sekali lagi, Qij harus dievaluasi terhadap waktu
retarded —E . ini merupakan formula Quadrupol yang

diturunkan oleh Einstein. Kdang-kadang, untuk perhitungan
yang eksplisit, lebih praktis untuk menggunakan M;; daripada

Q;;. Subtitusikan QY & MY —§6"ka,{ pada persamaan
(3.138) maka didapatkan:

G .. .. 1.... 2
Pquad = @(MijMij — §(Mkk) ) (3.155)

Hasil yang sama dapat diperoleh dengan mengamati bahwa

dengan A;jM;;M,,, karena kontraksi terhadap A;;x; dengan
d;; (atau dengan &;;) menghasilkan nol. Bagaimanapun juga,

ketika digunakan A;; . M;;jM,; setelah diintegrasikan dalam
dQ, pada ruas kanan dari persamaan (3.138) suku —48;;6;

(yang menghasilkan nol nketika dikontraksi dengan Q;;Qk;)
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sekarang berpengaruh, karena M;; tidak traceless, dan kembali
ke bentuk persamaan (3.140).

Energi yang diradiasikan per satuan sudut ruang
diperoleh dengan mengintegrasikan daya pada persamaan
(3.137), terhadap waktu. Momen quadrupol dituliskan dalam
bentuk transformasi fourier,

©do —iwt
Qi;(t) = EQij(w)e (3.156)

Integralkan persamaan (3.137) terhadap waktu, maka
didapatkan

(Z_fz)quad 87;(:5 ”kl(n)fo dww6QlJ(w)

ij(w)

(3.157)

Diaman integral dalam dw dari —oo hingga oo dituliskan
dua kali dari nol hingga oo menggunakan Qij(—w) =
Q*ij(w). Integralkan sepanjang sudut ruang maka
didapatkan total energi yang diradiasikan:

G [(“ ~ 5"
Equad = %fo dwwQ;(w)Q ;(w) (3.158)

Dan karena itu spektrum energi diperoleh dengan
mengintegralkan persamaan (3.143) sepanjang sudut ruang

dE
— = w0
(dﬂ)quad 5mc® Ql] ((‘))Q ij (w) (3.159)

Untuk sumber monokromatik, radiasi pada frekuensi wqy > 0,
untuk w positif:
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Qij(w) = q;j216(w — wy) (3.160)

Masukkan persamaan (3.145) kedalam persamaan (3.142) dan
dengan menggunakan 2mé(w =0) =T, dimana T
merupakan total interval waktu (tak terhingga). Daya
yang dibangkitkan oleh sumber monokromatik diperoleh
dengan membagi dengan T

( dp ) _ G(U(G) (A * )6( (3.161)
dQdw quad = 4mcs u,quijq Kl w— wgy) G
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BAB IV
PEMBANGKITAN GELOMBANG GRAVITASI DARI
BENDA DENGAN TIGA SUMBU UTAMA
(TRIAXIAL BODY)

Pembangkitan gelombang gravitasi dari benda tegar
yang berotasi merupakan hal yang sangat penting, khususnya
pada gelombang gravitasi yang dibangkitkan dari bintang
neutron yang berotasi.

Benda tegar dicirikan dengan tensor inersianya

1Y = fd3xp(5c’)(r26ij —xtx)) (4.1)

Dimana p adalah densitas massa. Karena setiap matriks
Hermitian dapat didiagonalkan dengan rotasi yang sesuai,
terdapat kerangka orthogonal dimana /Y diagonal. Sumbu
yang sesuai disebut sumbu utama dari benda tersebut, dan nilai
eigen I, I,, I disebut sebagai momen inersia utama.

I, = fd3xp(£')(x'22 +x'5° 4.2)
I, = f d3xp(E)(x'1% + x'5° (4.3)
Iy = fd3xp(f’)(x’12 +x',° (4.4)

Dari pernyataan eksplisit diatas dapat dilihat bahwa
I; + I, = I5. Karena itu momen inersia utama harus lebih kecil
atau sama dengan jumlah dua yang lainnya. Identitas I; + I, =
15 hanya berlaku jika p(%)~6&(x3).

Bentuk geometri sederhana adalah ellipsoid dengan
semiaksis a, b, ¢, dengan densitas seragam dan massa m.
dalam kasus ini persamaan (4.1)-(4.4) memberikan:
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I, = %(bz +c2) (4.5)
I3 = %(a2 +c?) (4.6)
I = %(a2 + b?) @4.7)

Jika benda berotasi dengan kecepatan angular w, maka
momentum angularnya adalah:

Ji = lijw; (4.8)

Energi kinetik rotasi diberikan oleh:

1
Erot = EIU(UL(UJ (49)

Untuk kerangka benda dapat disederhanakan menjadi:
1
Eyor = E(Ilw’lz + L'y + Lo's? (4.10)

Jika & adalah vektor satuan dalam arah dari sumbu
rotasi , maka @ = w®, dan E,,; = (1/2)Iw? dimana
I =1;;0;@; yang disebut dengan momen inersia terhadap
sumbu rotasi.

4.1 Gelombang gravitasi dari rotasi pada sumbu utama
Pertama-tama diasumsikan bahwa benda tegar berotasi
pada salah satu dari sumbu utama. Sebuah koordinat pada
benda tegar dinyatakan dengan (x';,x',, x'3). Kerangka acuan
ini merekat pada benda tegar dan berotasi bersamanya. Sumbu
rotasi diasumsikan berada berhimpit dengan sumbu x5, yaitu
x3 = x'3. Kecepatan angular disimbolkan dengan w,q¢.
Diperkenalkan juga kerangka acuan tetap yaitu (xq,xy,x3).
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kedua kerangka acuan tersebut terhubung melalui matriks
rotasi bergantung waktu yaitu ®;;.

X,i = Rijxj (411)
COS Wyprt  SiNWyport 0O

Rij = <— SinWyor t  COS Wypr t 0) (4.12)
0 0 1

ij

Gambar 4.1: sumbu utama (x4, x',, x3), yang berotasi dengan
benda tegar, dan sumbu tetap (x4, x5, x3)

Tensor inersia pada sistem koordinat (x';, x’,, x'3) dinyatakan
dengan I';; = diag(ly,15,13), dan I;; komponennya dalam
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kerangka (xq,x,,x3). Jadi, I';; adalah matriks konstan
sementara I;; bergantung waktu. Fakta bahwa momen inersia
adalah tensor mengakibatkan:

I'ij = RxRjil

= (RIRT), (4.13)
Diamana RT adalah matriks transpose dan karena itu
I =RTIR (4.14)
Yang memberikan
L -1
L1 =1+ I €0S? Wygst (4.15)
L =1
112 - 1 2 z 11 Sin2 wTOt t (416)
I =1
Iy =1——=—21,c052 Wpy t (4.17)
I3z =I5 (4.18)

Sementara [;3 = I,3 = 0. Pendekatan quadrupol untuk
gelombang gravitasi tergantung pada momen kedua dari
densitas massa MY.hubungan antara MY dan IY diberikan
oleh:

Mij = _Iij+cij (419)

Dimana c;; adalah konstanta. Dalam perhitungan amplitude
gelombang gravitasi hanya turunan kedua dari M;; yang
diikutkan dan karenanya nilai eksplisit dari konstanta tidak
lagi relevan, sehingga dapat dituliskan:
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I —1
11=- L2 0s2 wro¢ t + konstanta (4.20)
L—1I
M, = — sin2 wyo¢ t + konstanta (4.21)
L—1
M,, =+ C0S2 wyo¢ t + Konstanta (4.22)

Gambar 4.2: benda tegar berotasi sepanjang sumbu xs; ¢
merupakan sudut antara garis pandangan dengan
sumbu x5

Sementara M, 3, M,3, dan M35 bernilai konstan. Dapat diamati
bahwa, karena pengaturan awal bahwa benda tegar berotasi
pada sumbu utama x';,maka makan ada momen massa
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berubah terhadap waktu hanya jika I; # I,. Dapat dilihat pula
bahwa M;; merupakan fungsi periodik terhadap 2w,,.t, maka
dapat dipahami mengapa gelombang gravitasi dihasilkan
dengan frekuensi wg,, = 2wyo¢-

Dengan memasukkan pernyataan (4.20)-(4.22) pada
M;; dan mempertimbangkan bahwa M3 = M,3 = M35 = 0,
maka akan didapatkan :

2 2
hy = 22000t (1, - ) P 052 gt (4.23)
2
hy = %% (I; — I,) cos tSin2 wyo; t (4.24)
1+cos?t

Fakta bahwa h, sebanding dengan — sedangkan hy

sebanding dengan cost, daalah hasil yang sama dengan yang
didapatkan untuk amplitudo gelombang gravitasi dari sistem
bintang ganda pada orbit lingkaran.

Didefinisikan eliptisitas atau kepepatan € sebagai

L—1
e=—22= (4.25)
I3

Misalnya untuk ellipsoid homogen dengan setengah sumbu
utama a,b danc, dalam dalam limit asimetri kecil yaitu
a = b, persamaan (4.2)-(4.4) memberikan:

b—a
a

€= (4.26)
Kecepatan angular dari sumber dituliskan sebagai w,;.,; =
2nfroe dan diperkenalkan f,,, = 2f.o¢, Yyang merupakan
frekuensi dari gelombang gravitasi. Jika dinyatakan dalam f;,,
dan €, hasil untuk amplitude gelombang gravitasi diats dapat
ditulis ulang sebagai:
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1+ cos?i
h, = hOTcos(angwt) (4.27)
Dan
hy = hy cos¢sin(2nfgwt) (4.28)
Dimana
20 [.f2
_ 4G g (4.29)
0 4
c r

Selanjutnya akan dihitung daya yang diradiasikan
dalam gelombang gravitasi. Dengan memasukkan persamaan
(4.20)-(4.22) kedalam formula quadrupol maka didapatkan:

326G
P= ?ezlfa)émt (4.30)

Dan penurunan energi rotasi akibat dari pancaran dari
gelombang gravitasi adalah:

dE. 32G
= Tty (4.31)

Karena rotasi dari benda tegar yang berotasi pada
sumbu utama adalah E,,; = (1/2)Isw?,,: jika pancaran
gelombang gravitasi merupakan mekanisme yang dominan
dalam kehilangan energi rotasi, maka penurunan frekuensi
rotasi dari rotasi benda tegar yang berotasi pada salah satu
sumbu utama adalah:

326G

Wrot = _¥6213w rot (4'32)



56

4.2 Gerak presisi benda tegar

Secara umum, sumbu rotasi objek astronomi tidak
berhimpit dengan sumbu utama dan sebagai konsekuensinya,
pergerakan dari benda tegar adalah perpaduan dari rotasi pada
sumbu utama dan gerak presisi.

Gambar 4.3: definisi dari sudut Euler (, 8,y)

Untuk  menghitung  pembangkitan  gelombang
gravitasi, seperti pada persamaan (4.11)-(4.13), pertama-tama
diperkenalkan kerangka acuan tetap (xq,x;,x3). Dalam

kerangka inersia ini momentum angular f dari benda tegar
merupakan besaran konservatif. Dan sumbu x5 dipilih dalam

arah f Berikutnya diperkenalkan kerangka benda, yaitu
kerangka acuan yang melekat pada benda yang berotasi,
dengan koordinat (x';,x',,x'3), yang sumbunya berhimpit
dengan sumbu utama dari benda tegar. Hubungan antara dua
kerangka diberikan oleh sudut Euler (a,B,y) Yyang
ditunjukkan pada gambar 4.2.
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Matriks rotasi R diberikan oleh:

cosy siny 0\ /1 0 0 cosff sinf 0
R= <—siny cosy O) (0 cosa  sin a) (— sinf cosf 0) (433)
1

0 0 1/\0 —sina cosa 0 0

Gerak dari benda tegar ditentukan jika kita dapat mengetahui
bagaimana «a, 8, y berubah seiring waktu.

Dari gambar 4.2 dapat terlihat bahwa momentum
angular oleh (J'1,J',,J'3) adalah:

J'1 =Jsinasiny
J's =]sinacosy (4.34)
J's =Jcosa

Disisi lain, (J'1,]'5,J'3) dapat dituliskan dalam suku d, S,y
menggunakan gambar 4.2 dan diamatai bahwa, sebagai vektor,
kecepatan angular da/dt diarahkan sepanjang garis node, jadi
komponen dari kerangka benda adalah:

da
e (& cosy,asiny,0) (4.35)

Demikian pula, df/dt diarahkan sepanjang sumbu x5, jadi
komponen dalam kerangka benda adalah:

d . . .
d_‘[z:ﬁsinasiny,ﬁsinacosy,ﬁcosa (4.36)

Sementara dy/dt diarahkan sepanjang sumbu x';, jadi dalam
kerangka benda dy/dt = (0,0,y). Total kecepatan angular w
adalah penjumlahan vektor dari kecepatan angular tersebut,
w = da/dt + dB/dt + dy/dt, maka komponen w'; dalam
kerangka benda adalah:
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w'y = dcosy + fsinasiny
w', = —asiny + fsinacosy (4.37)

w'3=y+pfcosa

Dalam kerangka benda tensor inersia adalah diagonal, dengan
nilai eigen I;,I, dan I3, jadi J'; = Lw'y, J'; = Lw', dan
J's = Lw's . dengan membandingkan persamaan (4.34) dan
(4.37) maka akan didapatkan:

11(0'c cosy +Bsinasiny) = Jsinasiny (4.38)
12(—'a siny + 8 sin a cos y) = Jsina cosy (4.39)
13(]'/ + B cos a) =Jcosa (4.40)

Ini adalah persamaan orde pertama dalam variable (a,f,7),
dan adalah integral pertama dari persamaan gerak yang
diperoleh dari konservasi momentum angular.

4.3 Radiasi goyangan dari benda tegar simetri sumbu

Diasumsikan sebuah benda simetri sumbu, yang
sumbu x';-nya membentuk sudut a dengan sumbu momentum
angular x3. Sudut a sering disebut dengan wobble angle atau
sudut goyangan yang terkait dengan pancaran radiasi gravitasi
yang disebut wobble radiation atau radiasi goyangan.

Ketika I; = I,, solusi analitik dari persamaan (4.38)-
(4.40) menjadi sangat sederhana. Dengan mengalikan
persmaan pertama dengan cosy dan persamaan yang kedua
dengan siny dan mengurangkannya, maka akan didapatkan:

@=0 (4.41)



59

Hal ini menunjukkan bahwa inklinasi dari sumbu x'; terhadap

momentum angular f adalah konstan. Dengan mengalikan
persamaan pertama dengan siny dan persamaan yang kedua
dengan cos y dan menjumlahkannya, maka akan didapatkan

LBsina = Jsina (4.42)

Hal ini menunjukkan bahwa a # 0, sumbu x'; berotasi

konstan terhadap kecepatan angular B = J/I, pada arah J.
Didefinisikan:

Q& p== (4.43)

Akhirnya didapatkan bahwa a dan B keduanya adalah
konstan, bahkan persmaan (4.40) bersama dengan | = I;/3;
memberikan:

-1

wp, & -y = Qcosa (4.44)

3

tanda minus dalam definisi w,, = —y dipilih sehingga, untuk
benda pepat (I3 > I;), yang mana merupakan bentuk normal
dari benda astrofisis, w,, > 0. Menggunakan persamaan (4.37)
dapat dilihat bahwa komponen dari kecepatan angular pada
kerangka benda adalah:

w'i=a cos(a)pt)
w'y = asin(wpyt) (4.45)

0),3:b



60

Dimana a = Qsina dan b = —w, + Qsina adalah sebuah
konstanta. Hal ini menunjukkan bahwa, dalam kerangka
benda, kecepatan angular berotasi pada bidang (x';, x',), yaitu
gerak presisi di sekitar sumbu x';, dengan kecepatan angular
wp. Gerak presisi ini berlawan dengan arah jarum jam jika
wy > 0.

4.4 Gelombang gravitasi dari rotasi benda tegar dengan
gerak presisi

Sekarang dapat dihitung bagaimana tensor inersia dari
benda tegar berevolusi terhadap waktu, dalam kerangkat tetap
dengan koordinat (xq,x,,x3). Seperti sebelumnya, tensor
inersia pada kerangka benda dinyatakan sebagai ' , jadi
I' = diag(ly, I 13) adalah matriks konstan, sementara pada
kerangka tetap dinyatakan sebagai I;;. Berikutnya, seperti
persamaan (4.14),  I;; = (RTIR);;, tetapi sekarang R
diberikan oleh persamaan (4.33).

Perhitungan eksplisit dapat disederhanakan jika
matriks rotasi (4.33) dituliskan sebagai R = A(y)B(a)C(B),
maka dapat terlihat bahwa:

RTI'R = (CTBTAT)I'(ABC)
(4.46)
= (CTBTI'(BC)
Karena, ketika I; = I,, matriks A komutatif dengan matriks I’,
dan ATA = 1 karena merupakan matriks orthogonal. Karena

itu, sudut y dikeluarkan dari /;;, dan perkalian matriks yang
tersisa memberikan:

I = %(11 — I3) sin? a cos 2 + konstanta (4.47)

1
I, = 5 (I; — I3) sin? a cos 28 (4.48)
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1
I, = — 5 (I; — I3) sin? @ cos 23 + konstanta ~ (4.49)

I3 =—(; —I3)sinacosasinf (4.50)
I,3 = (I; — I3) sina cos a sin (4.51)
I3 = Konstanta (4.52)

Karena y dikeluarkan dari persamaan dan nilai dari « adalah
konstanta, maka sifat bergantung waktu dari pernyataan ini
hanya datang dari £, yang pada persamaan (4.43) adalah
B(t) = Q(t). Seperti persamaan (4.19), M;; = —I;;, ditambah
suku konstan yang memberikan nol jika diturunkan, maka
didapatkan:

My, = 2(1; — I3)Q? sin? a cos(20t) (4.53)
My, = 2(I; — I3)Q? sin? a sin(2Qt) (4.54)
My, = —2(I; — I3)Q? sin? a cos(2Qt) (4.55)
Mi; = —(I; — I3)9? sin & cos a sin(Qt) (4.56)
M,3 = (I; — I3)92? sin a cos a sin(Qt) (4.57)
M3 =0 (4.58)

Dapat terlihat bahwa elemen matriks Mij berosilasi pada
sin(2Qt) atau pada cos(2Qt), sementara yang lain pada
sin(Qt) atau cos(Qt). Dari sini, dapat dipahami bahwa
pancaran gelombang gravitasi berada pada dua frekuensi,
wgy = 20 dan wg,, = Q.

Perhitungan amplitude gelombang gravitasi yang
dipancarkan dalam arah yang terkait dengan sudut polar
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(6 =1,¢ =0). Dengan menggunakan persamaan (3.128)
didapatkan:

hy = Ay cos(Qt) + A, ; cos(20t) (4.59)
hy = Ay 1sin(Qt) + Ay , sin(2Qt) (4.60)
Dimana:
Aiq = hgsin2asintcost
Ay, =2hosin? a(1 + cos? 1)
(4.61)
Ay 1 = h'ysin2a sint
Ay, = 4h'ysin? a cost
Dan
_ 2
py = - & Us = L0 (4.62)
c* r

Ruas kanan pada persamaan (4.59) dan (4.60), t sebenarnya
adalah waktu retarded.
Dengan fakta bahwa M;; = 0 dan ¥, My, = 0, maka
didapatkan pancaran total gelombang gravitasi:
_ 26 206 cin2 2
Pguad = ;(ll — 13)“Q° sin“ a (cos* a + (4.63)
16 sin? a)
4.5 Gelombang gravitasi dari rotasi dan gerak presisi
benda tiga sumbu
Sumbu dari kerangka benda dipilih sehingga I; < I, <
I3. Momen inersia bergantung waktu I;; dihitung dari I;; =
(RTI’R)U-, evolusi dari komponen kecepatan angular pada
kerangka benda diberikan oleh:
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w'y = acn(t,m) (4.64)
/2
L — )]
w=a|——= sn(t,m (4.65)
: hm—m (wm
w'y = bdn(t,m) (4.66)

Dimana cn, sn dan dn adalah fungsi elliptik, dan T merupakan
variable skala waktu

T=bt [—’1(’3”2)(’3"1)]1/2 (4.67)
Ioly

Parameter m dari fungsi elliptik diberikan oleh

_ 2
m= M (4.68)
(I3 — I;)I3b?

Dan a,b adalah nilai awal dari w’; dan w's,

a=w'(0), b =w'3(0) (4.69)

Komponen dari kecepatan angular adalah periodik dengan
periode:

_ 4K (m) LI, 1/2

(4.70)
b U3 —1)U3—1)

Untuk menghitung I;;, dibutuhkan sudut Euler bergantung
waktu. Solusi untuk a dan y adalah

I3b
cosa (t) = 37 dn(z, m) (4.71)
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1,(Is — 1)]* en(z, m)
12(13 _11) Sn(T,m)

tany(t) = [ (4.72)

Dimana Kedua-duanya bersifat periodik terhadap T. solusi
untuk g sebaliknya

21
B() = Tt B () (4.73)
Dimana
T'" I T wy(incy)
1
2t _ ] 2b 11(13—12)(13—11)]5
T I, K(m) LI @75)

Yomq lf:n sinh(2mnc;)
Dimana 1+, adalah jacobian dari fungsi theta, c¢; didefinisikan
untuk setiap solusi dari persamaan

) il3b
sn[2ic;K(m),m] = — (4.76)
Lia
Dan
—nK(1 - m)}

q= exp{ K(m) (4.77)

Tetapi fungsi B;(t) dapat dituliskan sebagai rasio dari fungsi
theta

B1 (t) = T SN (4.78)

Dan membolehkan adanya ekspansi deret
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B1(t) = 2[ - ]sin (47;nt> 4.79)

B1(t) adalah periodik dengan periode g Fakta bahwa y

periodik dengan periode T menunjukkan 2?” sebagai frekuensi
angular yang terkait dengan gerak presisi, jadi didefinisikan

2m
ap =22 (4.80)
1/2
o wb L —1)(I5 — D] (4.81)
P 2K (m) LI

Frekuensi angular terkait dengan rotasi sepanjang sumbu x;
sebagai gantinya

Zn 2w (4.82)

ert = F T

Telah diberikan solusi yang kompleks namun eksplist untuk
a(t), B(t),y(t). Hasil ini secara prinsip dapat dimasukkan ke
dalam matriks rotasi R;; untuk memperoleh momen inersia

dalam kerangka yang telah ditentukan, dan karenanya bentuk
gelombang. Diberikan orde kedua dari m yaitu:

hy = Ay g cos(Wyep) + Ay 1 cOS[(@ror

(4.83)
+cup)t] + A+,Zcos[(wmt + wp)t]

hy =440 sin(wror) + Aiq Sin[(wrot +

4.84
wp)t] +A+‘zsin[(wmt + wp)t] (4.84)
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Dimana:

1
Aro=hg (E) (1 + cos?v)
Aty = 2h'gg(ap) sint cost
— op! 2
Ay =2h 4g(ag)(1 + cos*v) (4.85)
Ay o = hycost
Ay 1 = 2R gg(ay) sint
Ay, = 4h' g% (ag) cost
Amplitudo h, dan k', diberikan pada persamaan berikut:

14Gw?,,
ho = r C4TO (h—1y) (4.86)

2
0= — I3 —

T c* 2
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BAB V
PEMBAHASAN

Pada bagian ini formulasi pembangkitan gelombang
gravitasi oleh rotasi benda tegar dengan tiga sumbu utama
akan diuji akurasinya dengan menggunakan parameter-
parameter fisis yang bisa diperkirakan dari benda-benda
astronomis.

Bintang neutron sebagai salah satu benda astronomis
yang bentuknya diperkirakan dapat didekati menggunakan
bentuk benda tegar dengan tiga sumbu diperkirakan
mempunyai massa m = 1 x 1038kg m2. Nilai dari elliptisitas
tergantung dari sifat-sifat dari bintang neutron, dan khususnya
tekanan yang dapat diberikan oleh lapisan kerak dari bintang
neutron tersebut. Hal ini belum dapat dipastikan namun, nilai
yang paling memungkinkan adalah dalam jangkauan € <
1076, walaupun nilai yang lebih besar dari e = 10> dapat
dipertimbangkan. Dengan memasukkan nilai dari parameter-
parameter tersebut dan jarak galaksi diambil sebesar r =
10kpc, persamaan (4.29) memberikan

ho = 106 x 1075 () (i) (129) (S} (5.0)

10~ 1038kgm? r 1kHz

Dapat diamati bahwa bintang neutron yang berotasi lebih
cepat akan memproduksi sinyal gelombang gravitasi yang

lebih kuat, karena h0~fgW2.
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*“Halaman ini sengaja dikosongkan”
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BAB VI
KESIMPULAN

pada bab ini, disimpulkan bahwa hasil yang telah
dikerjakan pada bab-bab sebelumnya diperoleh dari benda
tegar. Untuk penerapannya pada bintang neutron, model yang
lebih realistis dari bagian dalam bintang neutron harus
dibangun (contohnya benda fluida dengan lapisan kerak
elastis)
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“Halaman ini sengaja dikosongkan™
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LAMPIRAN

A. Tensor Einstein terlinearisasi
a. Symbol Christoffel terlinearisasi

Simbol Chrisoffel dalam persamaan medan Einsein
diberikan oleh persamaan:

1
F‘gﬁ = Eg#v(aagﬁv + aaﬁgva + avgaﬁ) (A1)

Jika persamaan persamaan simbol Christoffel diatas
memenuhi kondisi:

Gap = Nap + haﬁ (A2)

Maka simbol Christoffel dapat direduksi dengan mengabaikan
suku —suku hgp yang berorde dua atau lebih. Pertama-tama

persamaan (A.2) disubtitusikan ke dalam salah satu suku yang
berada dalam kurung pada persamaan (A.1)

ag[gv 0

ax@ = 5 ey + hgy)
_ aT)ﬁv ahﬁv
T 0x®  0x%

on (A.3)

_ Bv
=0+ I

(?gﬁv _ 6hﬁv

0x%  Jx“

Dimana turunan dari metrik Minkowski pasti bernilai nol
karena metrik Minkowski diberikan oleh
ngy = diag(—1,1,1,1).
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Untuk memperoleh bentuk dari simbol Christoffel
yang terlinearisasi, maka perlu juga untuk mengetahui bentuk
dari g"v. Dimulai dengan mengamati apakah indeks dapat
dinaik-turunkan menggunakan metrik Minkowski

hH*V = n““n"ﬁhaﬁ (A.4)

Harus diingat pula bahwatensor metrik memenuhi :
gaﬁgﬁy = 5}1’ (A.5)
Persamaan (A.5) juga berlaku untuk metrik Minkowski.
Bentuk linier dari metrik dengan indeks atas akan sama
dengan metrik dengan indeks bawah tetapi pertama-tama

diasumsikan bahwa g,z berbeda dengan gP" dengan
kosntanta pembeda a. Maka g#" dapat dituliskan menjadi:

Dengan mengabaikan orde dua keatas dari h,g maka
persamaan (A.5) akan menjadi:

8t = (na[; + ha[,») + (nPY + ahPY)
= NapnP? + angphP’ + 1PV hop + ahyghPY
= Ua/;nﬁy 4+ anaﬂhﬁy + nﬁyhaﬁ (A7)
=87 + anaﬁhﬁy + nﬂyhaﬁ

Agar persamaan (A.7) benar, maka dua suku terakhir harus
bernilai 0

anaﬁhﬂ” = _nﬁyhaﬁ (A.8)
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Dikerjakan untuk ruas Kiri
anaghf’ = anggnf nYhy,
= a5o’}77y”h/w (A.9)
=an"’hge
Karena indeks o bagaimanapun merupakan indeks palsu
(dummy indeks), maka o dapat diganti dengan £ dan
dimasukkan kembali ke dalam persamaan (A.8) maka akan
didapatkan:
an?hy, = _nﬁyhaﬁ (A.10)
Dapat dilihat bahwa nilai dari a = —1 yang berarti bahwa
kedua ruas identik. Maka dapat disimpulkan bahwa g#Vdapat
dituliskan sebagai:

gtV =n* + (A.11)

Dengan menggunakan persamaan (A.3) dan (A.11) maka akan
didapatkan:

[l = (" + h¥")@ghgy + Oghye + Oyhag)  (A12)

= ~0*(Oahgy + Ophya + 0yhqp)

Suku h*Vdapat diabaikan karena bernilai lebih dai orde 1.
Maka dapat disimpulkan bahwa simbol Christoffel yang
terlinearisai adalah:

1
1“53 = ;U’“’(aahgv + 0ghyq + 0y hep) (A.13)
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b. Tensor Riemann Christoffel terlinearisasi
Tensor Riemann-Christoffel memiliki komponen:

Ruvpo = 9pa (0,00 — 0T + T4 TN —TATL)  (Al4)

Karena simbol Christoffel merupakan kuantitas orde pertama
maka yang berkontribusi terhadap tensor Riemann terlinearisai
hanyalah turunan dari simbol Christoffel. Dua suku terakhir
dapat diabaikan karena merupakan kuantitas orde dua.

Ruvpa = gpl(aur&a - avriilcr) (A15)

Dengan mensubtitusi persamaan (A.13) ke dalam persamaan
(A.15) maka akan didapatkan:

Ruvpos =5 9pa(8u0yh% + 8,051 — n*8,8,h,,,)
~(8,0,h% + 8,0,h} — n*3,8,h,,)

(A.16)
1
=2 (040, + 050, Ry — 050yhy, —
0,0, hye)
Maka akan didapatkan Tensor Riemann Christoffel:
1
Ruvpo = 5 (0y0phyg + 50,1y — 050y hyy = (A17)

0,0, hye)

c. Tensor Ricci terlinearisai dan skalar kurvatur

dengan mengkontraksikan tensor Riemann Christoffel
dan dengan mendefinisikan h sebagai trace dari metrik
perturbasi hy,

h & n%hye (A.18)
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Dan juga diperkenalkan operator d’Alembertian o dalam
ruang-waktu datar Minkowski

2

0 & T]Hvayav = —Clzatz + sz + ayz + 0, (A.19)

Maka akan didapatkan tensor ricci yang terlinearisasi:
Ruv = 5 (0a0,h + 020,h% — 8,0,h — Ohy,)  (A20)

Dengan mengkontraksikan tensor Ricci maka didapatkan pula
skalar Ricci:

R = ¥Ry, = 0,0,h* — Oh (A.21)

d. Tensor Einstein terlinearisai
Tensor Einstein mempunyai komponen:

f 1 A.22
Guv & Ry =5 9*'R (A.22)

Dengan memasukkan persamaan-persamaan (A.20), (A.11),
(A.21) dan mengabaikan h,, yang lebih dari orde satu maka
akan didapatkan tensor Einstein ternilearisasi :

Guy = > (0u0ah + 0,00h5f — 0,0,h — hyy +

(A.23)
N (0h — 9,05h%F))

Dengan memprekenalkan matriks trace reversed f_l,w-
Persamaan (A.23) dapat disederhanakan lebih lanjut.

1

Ew “ hyy — Enl“’h (A.24)
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Dari definisi persamaan (A.24) didapatkan:

— 1 —
huv = h;w - Enuvh (A.25)

dimana:
h & r;“ﬁ}_laﬁ (A.26)

Dengan menggunakan persamaan (A.25) dan persamaan
(A.26) maka akan didapatkan tensor Einstein Terlinearisasi

Guv = 5 (040208 + 0,0,7% — Oy, —

4 (A.27)
n#v Oa 6[; haﬁ)

B. Kondisi Lorentz gauge B

Pertama-tama ditunjukkan bahwa, jika h*¥ , =0,
maka tiga suku selain suku DE,W pada persamaan (3.38) akan
lenyap.

haﬁ'aﬁ = (naynﬁaﬁya)'aﬁ

= (MayMpon™nPeRY 1)
(B.1)
= 5I8ERY7 4,

= nuynaanar}_ﬁ/a,w (B.2)
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= Ny v = nuy(ﬁyaﬁ),v =0

hva,u‘a = NvyNao (E‘yo"#)’a

= NvyNach ar,_lya'm_
) (B.3)
= nvy(sghya_m-

= nwi_lya,lw = ”vy(ﬁya.d),u =0

Jada dapat terlihat bahwa tiga suku selain suku DE,W pada
persamaan (3.38) akan lenyap asalkan h#¥ , = 0

Diasumsikan untuk sembarang komponen metrik

perturbasi hl(ﬁ,ld) # 0 didefinisikan:

h;%/c) = h;(i?/ld) - fu,v - fv,u (B-4)

Dimana komponen &* merupakan komponen yang akan dicari.
Dapt juga didefinisikan:

— 1
(LG) _ . (LG) (LG)
hI»W - hﬂv - Enuvnaﬁhaﬁ

= h;(g/ld) - ’f,u,v - Ev,u
1 (B.5)
(old)
- Enyv [Tlaﬁ (ha[g - fa,,[)’ - S(B,a)]

ld 1
= hp(g/ )~ gmwh("ld) —$uv—Suut
nuvnaﬂfrx,ﬁ
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7(old
= h;(t?/ ) - fu,v - fv,u + nuvgﬁ,l;
Sekarang

T 7 (old
RO = quanvh [RED — £ p —Epq +

naﬁfo-la]
(B.6)
= plolduv _ U““’?Vﬁfa,ﬁ —
n* NP Eap +naps® ,
Dan
E(LG)HV'V = ;‘l(old)uv'v - nVﬁEH,Bv — n““{”ﬂ + (B.7)
n,uvea . !
Maka
E(LG)“V,V = E(Old)uvlv - nVﬁgu’Bv (B.8)

Maka dapat dipastikan bahwa A9’ =0 asalkan dapat
ditemukan komponen gauge &#* yang memenuhi

_ 9°
h(old)uv’v = nVﬁg#’Bv = <_F + V2> &M (B.9)

C. Solusi Vakum dari persamaan medan Einstein
terlinearisai
Dalam ruang vakum (T, = 0), persamaan Einstein

yang terlinearisasi akan tereduksi menjadi:

Ohyy = 0 (C.1)
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Bentuk transformasi fourier dari persamaan (C.1) adalah:
(V2 + kHhy, (%, 0) =0 (C.2)

Karena tidak ada sumber ataupun batas, maka sistem akan
berbentuk bola dan simetris. Sebagai hasilnya, h,, btidak akan
bergantung pada w, sehingga persamaan (C.2) dapat tereduksi
menjadi:

10 , 0hy _
T'_Za_r<r2 ) + kzhﬂv =0

27 —
oz 1 0 Ry =0
(C.3)
190°, _ _
;W(Th#v) + kzhl“, =0

* _
a?(rh#v) + kzhuv =0

Dan persamaan terakhir merupakan persamaan gelombang
satu dimensi untuk . Jika dimisalkan rh,,, = x dan k = b.
Maka persamaan (C.3) akan menjadi

X"+b2X =0 (C.4)

(% + ib) (% — ib) X=0 (C.5)

Jika dimisalkan

(— _ ib)X — A (C.6)
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Dan

(%— ib)A —0 C.7)

Persamaan (C.7) diselesaikan terlebih dahulu:

dA
—+ibA=0 (C.8)
dx
dA
— = —ibdx (C.9)
1
deA = —fibAdx (C.10)
logA = —ibx + ¢4 (C.11)
A = cje™ibx (C.12)

Subtitusi persamaan (C.12) ke persamaan (C.6) akan
menghasilkan

ax .
— — ibX = cye” ¥ (C.13)
dx

Untuk menyelesaikan persamaan (C.13) maka digunakan
faktor integrasi

] = ef(—lb)dx = g~ ibx (C.14)

Kalikan kedua ruas persamaan (C.13) dengan factor integrase
(C.14)



83

o dX . .
e—lbe_x — ibe~tbxy = Cle—Zbe (C.]_S)
a(e‘“’xX) = ¢ e 2ibx (C.16)

Integralkan kedua sis persamaan (C.16)

fd(e‘“”‘X) = clfe‘zu’xdx (C.17)
emibxy — ¢ — %e—zibx + (C.18)
e Xy = (— ZCle) e=?* 4 ¢ c, (C.19)
X= (— ZCle) e~ 4+ (cic,)ett* (C.20)
Dengan memisalkan A; = —-= dan A, =c,c, maka

2ib
persamaan (C.20) akan menjadi:

X =Ae* + A,eth* (C.20)

Jika dikembalikan pada rh,,, = x, maka:

rhyy = Aje™P* + Aye't* (C.21)
_ A e—ibx A eibx
Ry = — —+ Zr (C.22)

Dimana dalam bab Il yang dipergunakan adalah solusi real.
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Py = %e—ibx (C.23)
Ry = Ae™ib% (C.23)

D. Pembuktian k k* = 0

0 = Ohy, (D.1)

0 =nP%3,30,hy, (D.2)
0 =nP*0p(ikohyy) (D.3)
0 = —nfkpkyhy, (D.4)
0= ~kok"hy, (D.5)

dari persamaan (D.5) dapat terlihat bahwa agar persamaan

(3.44) menjadi solusi dari persamaan (3.43) maka k, k% harus
bernilai nol

kok® =0 (D.6)

E. Pembuktian 4,,k* =0

Dengan menerapkan kondisi gauge terhadap solusi
dari persamaan medan lemah Einsteinmaka akan didapatkan:

0 = d h (E.1)
0= Oa[Auaexp(ik“xa)] (E.2)
0 = iA, k%exp(ik%x,) (E.3)

Dari persamaan (E.3) dapat terlihat bahwa kondisi
gauge menjadi benar asalkan nilai dari A,,k“ adalah nol
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Auak® =0 (E.4)

F. Tensor Inersia

Untuk menghitung energi kinetik dari benda tegar,
dapat dilakukan seperti pada sistem partikel diskrit dan
memasukkannya kedalam

T = Z%mvz (F.1)

dimana menjumlahkan seluruh partikel pada benda tegar
tersebut. Untuk benda tegar yang berotasi kecepatan benda
merupakan penjumlahan dari kecepatan translasi dan
kecepatan angular

v=V+4+wXr (F.2)

Dimana V merupakan kecepatan translasi dan w merupakan
kecepatan angular. Dengan mensubtitusikan persamaan (F.2)
kedalam persamaan (F.1) maka akan diperoleh:

T = Z%m(V+(o X r)?
(F.3)
= Z%mV2 +Z%mV.(o>< r+2%(m(0 X 1)?

kecepatan V dan w adalah sama untuk setiap titik pada benda.
Pada suku pertama, %VZ dapat dikeluarkan dari tanda sigma,

dan ), m hanyalah massa benda, yang dinyatakan dengan .
Padasuku kedua mV.wo Xxr=Ymr.Vxw =V X w.Y mr
karena asal dari gerak sistem berada pada pusat massa, suku
ini menjadi nol, karena ), mr = 0. Yang terakhir, pada suku
ketiga kuadrat dari perkalian vektor diekspansikan
menghasilkan
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T = Z%MVZ + %Z m[w?r? — (w.r)?] (F.4)

Jadi energi kinetik benda tegar dapat dituliskan
sebagai penjumlahan dari dua bagian. Suku pertama pada (F.4)
merupakan energi kinetik dari gerak translasi, dan merupakan
bentuk yang sama jika seluruh massa benda terkonsentrasi
pada pusat massa. Suku kedua merupakan energi kinetik dari
rotasi dengan kecepatan angular  terhadap sumbu yang
melewati pusat massa. Harus ditekankan disini bahwa
pembagian energi kinetik menjadi dua bagian hanya
memungkinkan jika titik asal dari sistem koordinat melekat
pada benda dan menjadi pusat massa benda.

Energi kinetik rotasi dapat ditulis ulang dalam bentuk
tensor, yaitu dalam bentuk komponen x; dan w; pada vektor r
dan w.

T = 1 202 _ o
rot 2 m(wl Xi (*)lxl(*)kxk)
1
= Ez M(w; w8 X% — 0;X; W X)) (F.5)

1
= 5 WiWk Z m(x 8 — xixx.)

Disini  digunakan identitas w; = §;,wy, dimana &
merupakan unit tensor, yang bernilai 1 jika i = k dan nol jika
i # k. Dalam bentuk tensor

lix = z m(x, 28 — x;xy) (F.6)

maka energi kinetik untuk benda tegar dinyatakan oleh:

1 1
T = ZE,UVZ + Elikwiu)k (F7)
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Lagrangian untuk benda tegar diperoleh dari
persamaan (F.7) dikurangkan dengan energi potensial.

1 1
T= ZE”VZ + 5l = U (F.8)

Potensial energi secara umum merupakan fungsi dari enam
nvariabel yang mendefinisikan posisi benda tegar, yaitu tiga
koordinat X,Y,Z dari pusat massa dan tiga sudut yang
menentukan orientasi relatif gerak dan sumbu koordinat tetap.

Tensor I;;, disebut tensor inersia dari benda. Bersifat
simetri yaitu:

i = Iy (F.9)

Untuk lebih jelasnya diberikan komponen-komponen Iy,
secara eksplisit:

Ym(y?—z%)  —Ymxy — Y mxz
L= —Xmyx Y m(x? — z?) — Y myz (F.10)
— Y mzx — Y mzy Ym(x?—y)

Komponen-komponen Iy, I, I,, disebut dengan momen inersia
untuk sumbu yang terkait.

Tensor inersia jelas merupakan penjumlahan: momen
inersia benda merupakan penjumlahan bagian-bagiannya.

Jika benda dianggap kontinu, maka penjumlahan pada
definisi (F.6) menjadi integral seluruh volume benda:

ti = [ p (28 = xm)dv (F.11)

G. Tensor Lambda
Diperkenalkan tensor

Pl](ﬁ) = 611 - Tlile (Gl)
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Dimana tensor ini bersifat simetrik, transverse (yaitu
n'P;;(f) = 0, projector (PyPy; = P;;), dan tracenya bernilai
2. Dengan dengan bantuan P;;(7) dapat dibangun tensor
lambda

1
Al-j,kl(n) = Pikle - EPikle (GZ)
Dimana masih bersifat projector, dalam arti bahwa

Aij ki kmn = Aijmn (G.3)

Kemudian tensor lambda juga bersifat transverse pada semua
indeks n'A;j k(1) = 0, dan traceless tergantung pada (ij) dan

(k, 1)

Secara eksplisit tensor lambda diberikan oleh bentuk

~ 1
Ajjr(R) = 848, — 50 — Sy — Nyl
1 1 1 (G.4)
+omen 6 + o nindig + S nimngn,

H. Fluks Energi

Fluks energi merupakan besarnya energi yang
dipancarkan per satuan waktu per satuan luas pada jarak
tertentu dari sumber. Dimulai dengan konservasi tensor

stress-energi, d, t*V = 0, yang mengakibatkan,
f d3x(9,t°° + 9;t°°) = 0 (H.1)
14

Dimana V merupakan volume ruang pada daerah yang
jauh, dibatasi oleh permukaan S. energi gelombang
gravitasi didalam volume V adalah
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Ey =f d3xt°0, (H.2)
v

Maka persamaan (H.1) dapat dituliskan sebagai

1dE, .
R S . H.3
c dt JV ot (H3)

_ f 0An, O (H.4)
S

Dimana n; adalah vektor normal terhadap permukaan dan
dA adalah elemen permukaan. Lebih jauh lagi, diluar
sumber, dapat diterapkan TT gauge. Diambil S
merupakan permukaan bola pada jarak r dari sumber.
Elemen permukaannya adalah dA =7r2d(Q, dan
normalnya i = # adalah vektor satuan dalam arah radial,
maka persamaan (H.4) memberikan

dE
i f dAL" (H.5)
Diamana
i 0 (H.6)
or — 0 .
t 327 G(a hu pm h

Gelombang gravitasi yang merambat keluar secara radial, pada
jarak r mempunyai bentuk umum

Wi () = fi(t —r/c) (H.7)
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Dimana f;;(t — r/c) merupakan sebuah fungsi dari waktu
retarded t,..t —r/c. Dapat dibuktikan bahwa hasil ini

setara dengan hasil yang didaptkan pada gelombang
electromagnet.

R = =5 fy (e =) + 1 ft =5 (H8)

Pada fungsi kombinasi t — r/c dapat diperoleh

7] r
Efij (t _Z) - catfl]( B ) (H.9)
Dan lebih jauh
a T
—h{[(t,r) = =0,h{] (t,7) (H.10)
oar
= —aOthjT(t, ) (H.11)

Maka, dari persamaan (H.6), dapat terlihat bahwa pada jarak
yang jauh, t° = +¢°°, dan energi didalam volume V
memenuhi

dEy
—=— At H.12
1t cfd t ( )

Fakta bahwa penurunan E, berarti bahwa gelombang
gravitasi merambat keluar dengan membawa fluks energi

dE

A= +ct%0 (H.13)
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3

= 3216

(hTTRIT (H.14)

Atau jika dituluskan dalam bentuk dA = r2dQ

dE c3 N
— TT j TT
dt 326 f AUhj hj (H19)

Dalam suku h., dan h,, dapat dituliskan sebagai

dE c3

aadt ~ 3znG M+ ) (19

Dengan total energi yang mengalir sepanjang dA antara
t = —oo dan t = +oo adalah

dE c3
dA ~ 16nG

j ) dt(h? + h2) (H.17)
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“Halaman ini sengaja dikosongkan”
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