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ABSTRAK

DIMENSI METRIK MONOFONIK LOKAL GRAF DEGREFE SPLITTING

Nama Mahasiswa / NRP : Muhammad Yusti Permana Satriadi / 5002201151

Departemen :  Matematika FSAD -ITS
Dosen Pembimbing . Dr. Dra. Rinurwati, M.Si.
Abstrak
Misalkan G = (V. E) adalah graf terhubung dengan himpunan simpul V
dan himpunan sisi E, W = {v,vy,...,v} C V adalah himpunan terurut, dan

u,v € V. Representasi monofonik mr(v|W) dari v terhadap W adalah k-tuple
(dm(v,v1), dm(v.vy). ....,dm(v,v)), dengan dm(v,v;),i € {1,2,...k} adalah jarak
monofonik dari simpul v ke simpul v;. Himpunan W disebut himpunan pembeda
monofonik dari G jika mr(u|/W) # mr(v|W). Himpunan W disebut himpunan pembeda
monofonik lokal jika simpul-simpul yang bertetangga dari ¢ memiliki representasi
monofonik yang berbeda terhadap W. Himpunan pembeda monofonik lokal dengan

banyaknya elemen minimal disebut himpunan pembeda monofonik lokal minimal untuk
(G, dan kardinalitasnya disebut dimensi metrik monofonik lokal dari G, mdim;(G). Graf
degree splitting adalah graf dengan V' = 5;US5;US53U...US5,UT dan T =V —UJ; 5, dengan
setiap S; adalah himpunan simpul berderajat sama dan banyak elemennya minimal dua.
Graf degree splitting dari G, DS(G), diperoleh dari G dengan menambahkan simpul-
simpul wy, w,, ..., w; dan menghubungkan w; ke setiap simpul di S; untuk 1 < j < £,
dengan £ banyaknya derajat simpul-simpul di G. Dalam Tugas Akhir ini ditentukan
dan dianalisis dimensi metrik monofonik lokal dari graf-graf khusus dan graf degree
splitting. Dari penelitian ini diperoleh: mdim;(P,) = 1; mdim;(C,,) = 1 jika n genap dan
mdimy(C,) = 2 jika n ganjil; mdimy(S,) = 1; mdimy(K,) = n — 1; mdim(K,,,) = 1:
mdimy(DS(P,)) = 1 untuk n ganjil kecuali 5 dan mdim;(DS(P,)) = 2 jika n genap
atau n = 5; mdim(DS(C,)) = 2;: mdim(DS(K,)) = n; mdimi(DS5(S,)) = 1.
mdim;(DS(Kmnn) = 1 jika m # n dan mdim(DS(K.n) = 2 jika m = n.

Kata kunci: dimensi metrik; dimensi metrik lokal; dimensi metrik monofonik; dimensi
metrik monofonik lokal; graf degree splitting






ABSTRACT

MONOPHONIC LOCAL METRIC DIMENSION OF DEGREE
SPLITTING GRAPHS

Student Name / NRP : Muhammad Yusti Permana Satriadi / 5002201151

Departement . Mathematics SCIENTICS - ITS
Advisor . Dr. Dra. Rinurwati, M.Si.
Abstract
Let G = (V,E) be a connected graph with vertex set V and edge set E, W =
{vi,v2,..., v} C V is an ordered set, and u,v € V. The monophonic representation
mr(v|W) of v with respect to W is the k-tuple (dm(v, v,),dm(v,v3),...,dm(v,v;)), where
dm(v,v;), i € {1,2, ..., k}, is the monophonic distance from vertex v to vertex v;. The set

W is called a monophonic resolving set of G if mr(u|W') # mr(v|W). The set W is called
a local monophonic resolving set if the adjacent vertices of G have different monophonic
representations with respect to W. A local monophonic resolving set with the minimum
number of elements is called a minimal local monophonic resolving set for G, and its
cardinality is called the local monophonic metric dimension of G, denoted by mdim;(G).
A degree splitting graph is a graph with V' = 5;US;US3U.. . U5, UT and T =V —J; 5;,
where each S; is a set of vertices with the same degree and has at least two elements. The
degree splitting graph of G, denoted by DS(G), is obtained from G by adding vertices
wy, Wy, ..., w; and connecting w; to every vertex in S; for 1 < 3 < k., where £ is the
number of degrees of the vertices in G. In this Thesis, the local monophonic metric
dimension of special graphs and degree splitting graphs are determined and analyzed.
The results of this research are as follows: mdim,;(P,) = 1; mdim;(C,,) = 1 if n is even
and mdim(C,) = 2 if n is odd; mdim,(S,) = 1; mdim(K,) = n — 1; mdim(K,,,) = 1:
mdimy(DS(P,)) = 1 for odd n except 5 and mdim;(DS(P,)) = 2 if n is even or n = 5;
mdimy(DS(C,)) = 2; mdimy(DS(K,)) = n: mdim(DS(S,)) = 1; mdimy(DS(K,,») =1
if m # n and mdim;(DS(Knn) = 2 if m = n.

Keywords: metric dimension; local metric dimension; monophonic metric dimension;
local monophonic metric dimension; degree splitting graph
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Dimensi metrik merupakan salah satu bidang kajian penelitian dalam teori graf.
Dimensi metrik pada graf pertama kali diperkenalkan secara terpisah oleh Slater pada
1975 dengan istilah bilangan lokasi untuk graf terhubung dan oleh Harary dan Melter
pada 1976 dengan istilah dimensi metrik (Chartrand, Eroh, Johnson, & Oellermann,
2000). Dimensi metrik, sebagai ukuran yang menggambarkan jarak atau kedekatan antara
simpul-simpul dalam suatu graf, memainkan peran penting dalam pemahaman struktur
dan sifat graf. Jarak antara simpul w dan v dalam graf terhubung G, d(u,v) adalah
panjang dari lintasan u-v terpendek dalam G (P. Santhakumaran & Mahendran, 2013).
Lintasan u — v pada graf disebut sebagai lintasan monofonik jika merupakan lintasan
tanpa tali busur. Panjang lintasan monofonik terpanjang dari u — v disebut sebagai jarak
monofonik dari u ke v, dm(u,v). Lintasan u— v dengan panjang sama dengan dm/(u,v)
dikenal sebagai lintasan monofonik u — v (P. Santhakumaran & Mahendran, 2013).

Dimensi metrik adalah konsep dalam teori graf yang mengukur kardinalitas minimal
dari himpunan pembeda pada graf (Avadayappan, Bhuvaneshwari, & Gandhi, 2017).
Dalam konteks dimensi metrik, himpunan W dapat berperan sebagai himpunan pembeda.
Representasi suatu simpul v terhadap W yang dinotasikan r(v|W) merupakan urutan
vang terdiri dari k£ elemen, dimana masing-masing elemen dalam urutan tersebut
merupakan jarak antara simpul v dan masing-masing elemen dalam himpunan W.
Himpunan W disebut himpunan pembeda jika setiap simpul berbeda representasinya
terhadap W, dan setiap himpunan pembeda dengan banyaknya elemen minimal disebut
sebagai basis untuk G, kardinalitasnya disebut dimensi metrik dim(G)(Chartrand et al.,
2000). Dimensi metrik lokal, pertama kali diperkenalkan oleh Okamoto, dkk. pada 2010,
didefinisikan sebagai jumlah minimal simpul-simpul yang diperlukan untuk membedakan
simpul-simpul yang bertetangga(Okamoto, Crosse, Phinezy, Zhang, & Kalamazoo, 2010),
sedangkan dimensi metrik monofonik diperkenalkan oleh J. Suji Priva dan T. Muthu Nesa
Beula pada tahun 2023. Dimensi metrik monofonik adalah kardinalitas minimal dari
himpunan pembeda monofonik yang dinotasikan dengan mdim(G), dan selanjutnya jika
konsep ini dikombinasikan dengan konsep lokal maka himpunan W disebut himpunan
pembeda monofonik lokal dari GG, yaitu jika representasi monofonik dari setiap simpul
vang bertetangga berbeda, dan kardinalitas minimal dari himpunan pembeda monofonik
lokal tersebut adalah dimensi metrik monofonik lokal yang disimbolkan dengan mdim;(G)
(Priya & Beula, 2023).

Dalam Tugas Akhir ini Penulis mengembangkan konsep dengan mengkombinasikan
konsep lintasan monofonik dan lokal dalam dimensi metrik pada graf dengan degree
splitting. Topik ini dipilih karena beberapa alasan: pertama, konsep dimensi metrik
monofonik lokal masih belum banyak dieksplorasi, sehingga penelitian ini berpotensi
memberikan kontribusi baru dalam bidang teori graf. Kedua, pemahaman yang lebih baik
tentang dimensi metrik monofonik lokal dapat diterapkan dalam berbagai bidang seperti
jaringan komputer, biologi, dan ilmu sosial, dimana analisis graf sering digunakan. Ketiga,



penelitian ini menawarkan tantangan intelektual yang signifikan dalam memahami dan
mengkarakterisasi graf berdasarkan dimensi metriknya.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan uraian latar belakang di atas, masalah vang dibahas dalam penelitian
ini adalah:

1. Bagaimana cara menghitung dimensi metrik monofonik lokal dari graf degree
splitting?

2. Bagaimana pola representasi monofonik dari graf - graf dengan degree splitting?

3. Bagaimana analisis pola dan hasil perhitungan dimensi metrik monofonik lokal pada
eraf degree splitting?

1.3 Batasan Masalah

Ruang lingkup permasalahan dalam Tugas Akhir ini dibatasi pada graf terhubung
berordo n > 4. Graf yang ditentukan dimensi metrik monofonik lokalnya yaitu beberapa
egraf khusus antara lain graf lintasan P,. siklus C),, lengkap K., bintang S,, dan graf
bipartit lengkap K,,, beserta graf hasil degree splittingnya.

1.4 Tujuan

1. Mengetahui cara mendapatkan dimensi metrik monofonik lokal pada graf khusus.
dan graf dengan degree splitting.

2. Mendapatkan pemahaman terkait pola representasi antar simpul pada graf degree
splitting.

3. Dapat mengeksplorasi struktur graf dengan memahami analisis pola dan hasil
dimensi metrik monofonik lokal pada grat degree splitting.

1.5 Manfaat

Penelitian ini diharapkan dapat memberikan wawasan baru tentang dimensi metrik
lokal, khususnya dalam konteks lintasan monofonik, yang dapat diterapkan dalam
pemodelan dan analisis jaringan kompleks. Hasil penelitian ini dapat mendukung
perkembangan teori graf dan aplikasi di berbagai bidang seperti jaringan sosial.
transportasi, dan ilmu komputer.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Penelitian Terkait Terdahulu

Subbab ini menjabarkan hasil penelitian yang telah dilakukan oleh peneliti terdahulu
vang berkaitan dengan dimensi metrik biasa, monofonik, dan lokal. Chartrand dkk.
adalah peneliti yang pertama kali melakukan penelitian mengenai dimensi metrik pada
tahun 2000. Pada tahun 2009 Okamoto, Phinezy, and Zhang memperkenalkan konsep
dimensi metrik lokal, dan sampai saat ini baru J. Suji Priya dan T. Muthu Nesa Beula
mengangkat konsep dimensi metrik monofonik pada suatu graf. Dalam Tugas Akhir ini
dikembangkan suatu konsep dengan menggabungkan konsep lokal dan monofonik pada
dimensi metrik suatu graf yang disebut dimensi metrik monofonik lokal. Adapun graf
vang ditentukan dimensi metrik monofonik lokalnya adalah graf khusus dan graf dengan
degree splitting. selanjutnya dianalisis pola yang dihasilkan.

2.2 Terminologi Dasar Graf

Perlu diperhatikan dahulu terkait beberapa terminologi dasar dalam teori graf vang
menggambarkan simpul dan sisi pada graf tak berarah. Graf G didefinisikan sebagai
pasangan himpunan (V. F) ditulis G = (V. E), dengan V adalah himpunan simpul
tidak kosong, sedangkan E adalah himpunan sisi, mungkin kosong vang menghubungkan
sepasang simpul. Jika u dan v adalah simpul-simpul pada suatu graf, maka sisi yang
menghubungkan simpul u dan v dinyatakan dengan pasangan (u,v) atau dilambangkan
dengan e = wuv (Avadayappan et al., 2017). Dua buah graf yang sama tetapi secara
geometri berbeda disebut graf yang saling isomorfik dan dikatakan isomorfik jika
terdapat korespondensi satu-satu antara titik-titik keduanya dan antara sisi-sisi keduanya
sedemikian sehingga hubungan kebersisian tetap terjaga. Jika v adalah simpul dalam
suatu graf G, maka derajat simpul v adalah banyaknya sisi yvang berhubungan langsung
dengan simpul v. Dua simpul u dan v pada suatu grat G disebut bertetangga jika u dan v
adalah simpul ujung dari suatu sisi e dari G. Sisi e yang demikian disebut bersisian dengan
simpul © dan v, dan dikatakan e menghubungkan « dan v dalam graf G (Chartrand &
Zhang, 2012).

Graf G disebut bipartit jika himpunan simpul V' dapat dibagi menjadi dua himpunan
saling asing V] dan V5 sedemikian rupa sehingga setiap sisi dalam graf menghubungkan
simpul dari V] dengan simpul dari V5, dengan kata lain bahwa tidak ada sisi dalam G
vang menghubungkan dua simpul dalam V] atau dua simpul dalam V5. Jika kondisi
ini terpenuhi, maka pasangan (V;.V5) disebut suatu bipartisi dari himpunan simpul
V.(Chartrand, Lesniak, & Zhang, 2016). Dalam teori graf, lintasan adalah urutan
sisi vang berbeda dalam graf dimana setiap sisi terhubung secara berurutan. Dengan
kata lain, lintasan adalah urutan simpul vy, vs. ..., v, dalam graf sehingga setiap simpul
v; terhubung dengan simpul v;;; untuk setiap ¢ € {1,2,....k — 1}. Selanjutnya ada
kardinalitas, dimana istilah ini merujuk pada jumlah elemen dalam suatu himpunan.
Istilah ini dapat digunakan dalam berbagai konteks terkait dengan graf, seperti jumlah



simpul, jumlah sisi, dan jumlah himpunan bagian dari himpunan simpul atau himpunan
sisi tertentu (Trudeau, 1993).

2.3 Jenis - Jenis Graf

Berikut graf-graf yang digunakan dalam penelitian ini :

Definisi 2.1. (Trudeau, 1993) Graf lintasan P, merupakan graf dengan ordo n dan size
n — 1, dengan simpul dinotasikan sebagai vy, vs. .. .. v, untuk n > 1 dan sisi v;v;4; untuk

ie{1,2,..n—1)}. -
Contoh 2.1. Graf lintasan dengan lima simpul, ditunjukkan pada Gambar 2.1.

Gambar 2.1 Graf P;

Definisi 2.2. (Trudeau, 1993) Graf siklus C, merupakan graf dengan ordo n dan size
n, dengan simpul dinotasikan sebagai vi,va,...,v, untuk n > 3 dan sisi viv, dan vivi+1

untuk i € {1,2,..,n — 1}.
Contoh 2.2. Graf siklus dengan lima simpul, ditunjukkan pada Gambar 2.2.

Gambar 2.2 Graf Cs

Definisi 2.3. (Aldous & Wilson, 2000) Graf lengkap K,, merupakan graf yang setiap dua
simpulnya bertetangga.

Graf lengkap dengan n buah simpul dilambangkan dengan K,,. Setiap simpul di K,
memiliki{der?jat n — 1. Banyvaknya sisi pada graf lengkap vang terdiri dari n buah simpul
adalah "%,

2

Contoh 2.3. Graf lengkap dengan lima simpul, ditunjukkan pada Gambar 2.3.

Gambar 2.3 Graf K



Definisi 2.4. (Chartrand et al., 2016) Graf bintang merupakan graf pohon dengan n
simpul, satu simpul mempunyai derajat n — 1 dan n — 1 simpul mempunyai derajat 1.

Graf bintang berordo n dinotasikan sebagai .S,,, graf ini isomorfik dengan graf bipartit
lengkap K ,-;.

Contoh 2.4. Graf bintang dengan lima simpul, ditunjukkan pada Gambar 2.4.

Gambar 2.4 Graf S5

Definisi 2.5. (Aldous & Wilson, 2000) Graf bipartit lengkap merupakan graf bipartit yang
setiap simpul di V, terhubung pada setiap simpul di V5 oleh sebuah sisi.

Contoh 2.5. Graf bipartit lengkap dengan lima simpul, ditunjukkan pada Gambar 2.5.

V11 V21
Vi2 Va2a
V13 Va3

Gambar 2.5 Graf Kj3

2.4 Lintasan dan Jarak Monofonik

Sebuah tali busur dari lintasan dalam graf terhubung G adalah sisi u;u; dengan
7 > i1+ 2. Lintasan u — v disebut sebagai lintasan monofonik jika merupakan lintasan
tanpa tali busur. Panjang lintasan monofonik terpanjang dari u — v disebut sebagai jarak
monofonik dari u ke v, dm(u,v). Lintasan monofonik u — v dengan panjangnya sama
dengan dm(u,v) disebut lintasan monofonik u — v(Titus & Santhakumaran, 2017).

Untuk setiap dua simpul u dan v di G, jarak d(u,v) dari u ke v didefinisikan sebagai
panjang lintasan u — v terpendek di G. Eksentrisitas e(v) dari simpul v di G adalah
jarak maksimal dari v ke simpul di G. Jari-jari rad(G) dari G adalah eksentrisitas
minimal di antara simpul-simpul di G, sedangkan diameter diam G dari G adalah
eksentrisitas maksimal di antara simpul-simpul di . Jarak antara dua simpul adalah
konsep fundamental dalam teori graf, dan jarak ini adalah metrik pada himpunan simpul
G(Titus & Santhakumaran, 2018).

Pada tahun 2011, Santhakumaran dan Titus memperkenalkan dan mempelajari
konsep-konsep jarak monofonik pada graf. Untuk setiap dua simpul u dan v di GG, lintasan
u — v adalah lintasan monofonik u — v jika tidak memuat tali busur. Jarak monofonik



d(u.v) dari u ke v didefinisikan sebagai panjang dari lintasan monofonik u — v terpanjang
di G. Untuk simpul v di G, eksentrisitas monofonik dari v adalah jarak monofonik antara
v dengan simpul yang terjauh dari v di G (Santhakumaran & Titus, 2011).

Contoh 2.6. Pada Gambar 2.6 terdapat graf G dengan himpunan
simpul V(G) = {vi1,v2,v3,v4,05 06,07, v8} dan himpunan sisi E(G) =
{v1v9, V104, Va3, U3y, U4Us, UsUg, Vgl7, U7Us, UsUs }. Misalkan ingin mencari lintasan
monofonik dari simpul v; ke vg maka didapatkan v; — vy — v5 — vg — v7 — vg. Jika lintasan
yvang ditentukan berupa v, — vy — v3 — vy — v5; — vg — v7 — vg maka bukan termasuk
lintasan monofonik karena pada saat melewati v; — vy — v3 — vy terbentuk tali busur
yaitu sisi v,vy, sehingga tidak memenuhi syarat sebagai lintasan monofonik. Selanjutnya
untuk contoh dari jarak monofonik dengan menggunakan graf vang sama, misalkan
untuk menghitung jarak monofonik dari simpul v, ke wvg yvaitu dm(v,,vg). Diketahui
lintasan monofonik dari v, ke vg adalah v, — vy — v5 — v — v7 — Vg, tampak bahwa lintasan
monofonik tersebut memiliki lima sisi, sehingga didapatkan jarak monofonik dari simpul
v1 ke vg, dm(vy,vg) = 5.

2.5 Dimensi Metrik

Dimensi metrik adalah kardinalitas minimal dari himpunan pembeda pada graf G,
yang dinotasikan dengan dim(G). Jika u dan v adalah dua simpul dalam graf terhubung
(. jarak dari u ke v adalah panjang lintasan terpendek antara u dan v dalam G,
d(u,v). Jika W = {wy, wy, ..., wp} C V(G), adalah himpunan terurut. Representasi dari
simpul v terhadap W, r(v | W) = (d(v, w,),d(v,w3),...,d(v,w)). Himpunan W disebut
sebagai himpunan pembeda untuk G jika representasi dari setiap dua simpul u dan v
berbeda, r(u | W) # r(v| W). Oleh karena itu, jika W adalah himpunan pembeda dengan
kardinalitas k untuk suatu graf G berordo n, maka himpunan {r(v | W) |v € V(G)} terdiri
dari n k-vektor vang berbeda. Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimal untuk
suatu graf G disebut sebagai himpunan pembeda minimal (basis) (Barragan-Ramirez &
Rodriguez-Velazquez, 2017).

Chartrand et al. mengkarakterisasi semua graf yang mempunyai dimensi metrik 1:
n— 1 dan n — 2; dengan n menyatakan banyak simpul dari graf G. Hasil Chartrand et.al.
tersebut seperti tertuang dalam Teorema 2.1.

Teorema 2.1. (Chartrand et al., 2000) Jika G adalah graf terhubung dengan banyak

simpul n > 2, maka
(a) dim(G) =1 jika dan hanya jika G adalah graf lintasan dengan n simpul, P,.
(b) dim(G) =n — 1 jika dan hanya jika G adalah graf lengkap dengan n simpul, K.
(c) dim(G) =n — 2 dengan n > 4 jika dan hanya jika G adalah

(i) graf bipartit lengkap K, (m,n > 1); atau

(i1) graf hasil operasi join dari graf lengkap dengan r simpul dan graf kosong dengan
s simpul, K, + K, (r > 1,s > 2); atau

(iii) graf hasil operasi join dari graf lengkap dengan r simpul dan gabungan graf
trivial dan graf lengkap dengan s simpul, K, + (K, U K,) (r,s > 1).



V4 Vy Ve UE.

Gambar 2.6 Graf G

Contoh 2.7. Graf G pada Gambar 2.6 adalah contoh graf berdimensi metrik dua.
Karena, jika dipilih himpunan W = {v;, vy} maka representasi untuk simpul-simpul G
terhadap W sebagai berikut:

r(v; | W) = (0, 3)
r(ve | W) = (1.4)
r(vg | W) = (2,3)
r{vg | W)= (1,2)
r(vs | W) =(2,1)
r(ve | W) = (3,2)
r(v; | W) = (4,1)
r(vg | W) = (3,0)

Tampak bahwa representasi setiap simpul dari G terhadap W semuanya berbeda.
Kardinalitas W, |WW| = 2 adalah minimal karena G bukan graf lintasan, sehingga dimensi
metrik graf G, dim(G) = 2.

2.6 Dimensi Metrik Lokal

Dimensi metrik lokal adalah kardinalitas minimal dari himpunan pembeda lokal
pada (G, yang dinotasikan dengan dim;(G). Okamoto, Phinezy, dan Zhang pada 2010
menentukan dimensi metrik lokal dari hasil gabungan dan komposisi dari beberapa kelas
graf khusus, vaitu graf lengkap. siklus, dan lintasan. Mereka melakukan karakterisasi
semua graf terhubung nontrivial berordo n > 3 dengan dimensi metrik lokal n — k
untuk k& € {1,2}. Mereka menunjukkan bahwa graf-graf tersebut memiliki jumlah simpul
tetangga yang besar(Okamoto et al., 2010).

Teorema 2.2. (Okamoto et al., 2010) Jika G adalah graf terhubung berordo n dengan
n > 1, maka dim(G) = 1 jika dan hanya jika G adalah graf bipartit.

Contoh 2.8. Graf G pada Gambar 2.7 adalah contoh graf dengan dimensi metrik lokal
satu (Teorema 2.2), sebab G adalah graf bipartit yaitu graf terhubung berordo delapan
dengan bipartisi V) = {v1, v3,v5,v7} dan Vo = {vy, vy, v, vs}.

2.7 Graf Degree Splitting

Dimisalkan G = (V. E) merupakan graf dengan himpunan simpul V yang dapat
dibagi menjadi beberapa himpunan bagian S, S5, 53....,5; dan T'. Setiap himpunan S;
untuk ¢ € {1,2,...,¢} merupakan himpunan semua simpul berderajat sama dan banyak
elemennya minimal dua. Himpunan T adalah himpunan simpul yvang tidak termasuk
dalam himpunan-himpunan S;. vaitu T = V — |J._; S;. Graf degree splitting dari G,

n



DS(G), diperoleh dari G dengan menambahkan simpul-simpul baru zq, 2, . ... z;. Setiap
simpul baru z; dihubungkan ke setiap simpul di himpunan S; untuk 1 < i < ¢ (Priya &
Beula, 2023). Dengan demikian, graf degree splitting DS(G) memberikan struktur baru
yang memisahkan simpul-simpul berdasarkan derajatnya dengan menambahkan simpul-
simpul penghubung untuk setiap kelompok tersebut.

Contoh 2.9. Dalam graf G pada Gambar 2.7 terdapat simpul-simpul vy, v, v3, vg, V7,
dan vg yang masing-masing berderajat dua, maka simpul-simpul tersebut dikelompokkan
dalam satu himpunan S; dan ditambahkan simpul baru z; yang terhubung ke masing-
masing simpul tersebut dalam graf DS(G). Terdapat pula simpul vy dan v yang
masing-masing berderajat tiga, maka simpul-simpul tersebut dikelompokkan dalam satu
himpunan S; dan ditambahkan simpul baru ze vang terhubung ke masing-masing
simpul tersebut dalam graf DS(G). Jadi V(DS(G)) = S; U S, UT, dengan S, =
{v1, v9,v3, 6, V7, 08}, S2 = {v4,v5}, dan T = {}. Gambar 2.7 merupakan contoh hasil
degree splitting pada graf G pada Gambar 2.6:

41

Gambar 2.7 Graf Degree Splitting DS(G)



BAB 111
METODOLOGI

3.1 Tahapan Penelitian

Dalam Tugas Akhir ini, sebelum masuk tahapan penelitian dilakukan studi literatur
menggunakan referensi-referensi dari buku dan jurnal vang berkaitan dengan dimensi
metrik, dimensi metrik lokal dan dimensi metrik monofonik selanjutnva dilakukan
tahapan penelitian dengan langkah-langkah vang diuraikan sebagai berikut :

Tahap Pertama :

Menentukan nilai dimensi metrik monofonik lokal dari graf-gratf khusus antara lain
oraf lintasan, siklus, lengkap. bintang, dan bipartit lengkap. Selanjutnya dilakukan
perhitungan untuk mencari dimensi metrik monofonik lokal juga untuk graf-graf
sebelumnya vang dikenai degree splitting. Berikut langkah-langkah vang dilakukan
berlaku untuk setiap graf.

(1) Menggambarkan graf G.
(2) Melabeli simpul sedemikian sehingga label simpulnya berbeda.
(3) Memilih simpul-simpul calon elemen himpunan pembeda W.

(4) Menentukan jarak monofonik antara dua simpul berdasarkan definisi lintasan
monofonik yaitu lintasan terpanjang antara dua simpul yvang tidak memiliki tali
busur.

(5) Menentukan representasi monofonik masing-masing simpul terhadap himpunan W.

(6) Mengamati apakah untuk setiap dua simpul yang bertetangga representasi
monofoniknya sudah berbeda.

(7) Menentukan nilai dimensi metrik monofonik lokal dengan melihat kardinalitas
dari himpunan pembeda W dengan minimal anggota vang dapat menghasilkan
representasi setiap simpul sesuai dengan poin (5).

Pada tahap ini konfigurasi dan perhitungan dimensi metrik pada grafnya dilakukan
dengan menggunakan n > 4 dengan maksud untuk memastikan bahwa setiap graf yang
diuji berbeda strukturnya.

Tahap Kedua :

Pada tahap ini dilakukan analisis dan penarikan kesimpulan terkait hasil nilai
dimensi metrik monofonik lokal maupun pola hasil representasi setiap simpul pada setiap

graf.



3.2 Diagram Alir

Mulai

Y

Mengkontruksi dan melabeli simpul
sedemikian sehingga setiap simpulnya
berbeda

A

Menentukan himpunan
pembeda graf

v

Menentukan jarak monofonik
antara dua simpul

hJ

Mengamati dan menentukan masing-
masing representasi monofonik setiap
simpul terhadap himpunan pembeda

Tidak

Memeriksa
representasi
monofonik

Menentukan nilai dimensi metrik monofonik
lokal dengan melihat kardinalitas dari himpunan
pembeda minimal dan menganalisis pola yang
dihasilkan

v

Berhenti

10 Gambar 3.1 Diagram Alir



BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf Khusus

Pada bagian ini dibahas terkait hasil teorema yang diperoleh dan pembuktian dimensi
metrik monofonik lokal mdim;(G) dengan G adalah graf-graf khusus yaitu antara lain
graf lintasan P,., graf siklus C,, graf lengkap K, graf bintang S,. dan graf bipartit
lengkap K,,,. Nilai dimensi metrik monofonik lokal tidak selalu sama pada setiap
eraf bahkan pada graf vang sama antara n genap dan ganjil dapat menghasilkan nilai
berbeda, tergantung kardinalitas minimal dari himpunan pembeda monofonik lokal ketika

direpresentasikan terhadap setiap simpul pada suatu graf G.
4.1.1 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf Bipartit

Berikut ditunjukkan bahwa untuk G € {PF,,S,, K,,,} dimensi metrik monofonik
lokalnya, mdim;(G) = 1. 4.1.1.1 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf P,

Diberikan graf lintasan P, dengan himpunan simpul V(P,) = {v;,ve,...,v,}.
Dimensi metrik monofonik lokal dari grat P, dengan n > 4 ditunjukkan pada Teorema
4.1.

Gambar 4.1 Graf lintasan P,

Teorema 4.1. Jika G adalah graf lintasan P, dengan ordo n > 4, maka dimensi metrik
monofonik lokal dari graf G, mdim;(G) = 1.

Bukti. Dipilih W = {v,}, dibuktikan W merupakan himpunan pembeda monofonik lokal
dari P,. Karena simpul-simpul dalam V(P,) terhubung membentuk lintasan dengan v,
dan v, tidak terhubung, maka dm(v;,v;) = 2 — 1 untuk ¢« € {1,2,...,n}. Akibatnya
untuk setiap v;,v; € V(P,) dengan ¢.j € {1,2,...,n},i # 3 , mr(v;|W) = (dm(v1, vi)) #
(dm(v1,v;)) = mr(vj|W), sehingga W = {v1} merupakan himpunan pembeda monofonik
dari P,. Dengan demikian berarti W juga merupakan himpunan pembeda monofonik
lokal dari P,, dan |W| = 1 adalah minimal. Jadi W merupakan basis monofonik lokal
dari P,, sehingga dimensi metrik monofonik lokal P,, mdim;(P,) = 1. H

Contoh 4.1. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal mdim,;(G) dengan G adalah
P; yaitu graf lintasan dengan ordo lima (Gambar 2.1). Dipilih W = {v,}. Representasi
monofonik simpul v; € V(P5) = {vy, v2. v3, v4, v5} terhadap W sebagai berikut:

mr(vy | W) = (0)
mr(ve | W) = (1)
mr(vs | W) = (2)
mr(vy | W) = (3)
mr(vs | W)= (4)
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Himpunan W merupakan himpunan pembeda monofonik lokal dari P; karena simpul-
simpul dalam V(Ps) terhubung membentuk lintasan dengan v; dan v tidak terhubung,
maka dm(vy,v;) = ¢ — 1 untuk 7 € {1,2,...,n} karena dm(v,,v;5) = 4. Akibatnya untuk
setiap vi,v; € V(Ps) dengan i,j € {1,2,...,5},i # j . mr(v|W) = (dm(v1,vi)) #
(dm(v,,v;)) = mr(v;|W), sehingga W = {v; } merupakan himpunan pembeda monofonik
dari P5;. Dengan demikian berarti W juga merupakan himpunan pembeda monofonik
lokal dari P5, dan |W| = 1 adalah minimal. Jadi W merupakan basis monofonik lokal
dari Ps, sehingga dimensi metrik monofonik lokal grafPs, mdim;(Ps) = 1.

4.1.1.2 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf C,, dengan Ordo Genap

Diberikan graf siklus C,, dengan himpunan simpul V(C,,) = {vy,vs,....v,} (Gambar
4.2). Dimensi metrik monofonik lokal dari grat ), dengan n > 4, seperti disebutkan
dalam Teorema 4.2.

Gambar 4.2 Graf Siklus C,

Teorema 4.2. Jika G adalah graf siklus C,, dengan ordo n > 4, maka dimensi metrik
monofonik lokal dari graf G dengan ordo genap, mdim;(G) = 1.

Bukti. Untuk n genap, dipilih W = {v;}. Dibuktikan W merupakan himpunan pembeda
monofonik lokal dari C),. Representasi monofonik dari simpul-simpul di V' (C,,):

((0), jikai1 =1

gt jika 7 € {2,
me(ulw) =\ et € )

(n—44+1), jlkad<i<?

(2 — 1), jikkaf+1<i<n-—1

Tampak bahwa mr(v;|W) = mr(v,—i2|W), tetapi v; tidak bertetangga dengan
Un—is2 dikarenakan d(v;,v,_;12) = 2. Jadi hanya simpul yang tidak bertetangga saja
vang representasinya sama, sehingga setiap simpul vang bertetangga, pasti representasi
monofoniknya berbeda. Oleh karena itu W adalah himpunan pembeda monofonik lokal
dari graf C,, dan |W| = 1 adalah minimal. Jadi W adalah basis monofonik lokal dari C,
dengan n genap, sehingga dimensi metrik monofonik lokal dari C,,, mdim;(C,,) =1. 0O
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Gambar 4.3 Graf Cg

Contoh 4.2. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari Cs (Gambar 4.3).
mdimy(Cg). Dipilih W = {v;}. Dibuktikan W himpunan pembeda monofonik lokal dari
Cs. Representasi monofonik dari v; € V(Cg) = {v1, va, v3, v4, v5, 16} terhadap W sebagai
berikut:

mr(vy, | W) = (0)
mr(ve | W) = (1)
mr(vs | W) = (4)
mr(vy | W) = (3)
mr(vs | W) = (4)
mr(veg | W) = (1)

Tampak bahwa setiap simpul v; ~ vy, ¢ € {1,2,3,4,5}, simpul vg ~ vy dan mr(v;|W) #
mr(v;41|W), demikian pula mr(vg|W) # mr(v,|W). Jadi W adalah himpunan pembeda
monofonik lokal dari (. Kardinalitas W sama dengan satu adalah minimal, sehingga W
adalah basis monofonik lokal dari (s, sehingga dimensi metrik monofonik lokal dari Cg,
mdamg(cf,) = 1.

4.1.1.3 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf S,

Diberikan graf bintang S, dengan himpunan simpul V/(S,) =
{u,v1.v,...,v,}(Gambar 4.4). Dimensi metrik monofonik lokal dari graf S, dengan
n > 4 ditunjukkan pada Teorema 4.3.

Gambar 4.4 Graf Bintang S,

Teorema 4.3. Jika G adalah graf bintang S,, dengan ordo n > 4, maka dimensi metrik
monofonik lokal dari graf G, mdim;(G) = 1.

Bukti. Dipilih W = {v,}, dibuktikan W merupakan himpunan pembeda monofonik lokal
dari S,,. Representasi monofonik dari simpul-simpul di V(S,,):
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r(ﬂ) Uv=11
mr(v|W)=<(1), v=u
1(2), ve€{vvs, ..., v}

Tampak bahwa untuk simpul-simpul v; € {vs,vs, ..., v, } representasi monofoniknya
sama tetapi setiap dua simpul berbeda v;, v; € V(S,,) \ {u} tidak bertetangga. Simpul-
simpul yvang bertetangga vaitu u dengan setiap v; dan memiliki representasi monofonik
berbeda, maka W = {v; } merupakan himpunan pembeda monofonik lokal dari .S,, dengan
|[W| = 1 adalah minimal. Jadi W merupakan basis monofonik lokal dari S,,, sehingga
dimensi metrik monofonik lokal dari S,,, mdim,(S,) = 1. ]

Contoh 4.3. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal graf bintang S5 (Gambar
2.4). Dipilih W = {v,}. Representasi monofonik simpul v; € V(S5) = {u, v1, v, v3, vy, v5}
terhadap W, sebagai berikut:

mr(u | W) = (1)
mr(vy | W) = (0)
mr(vy | W) = (2)
mr(vs | W) = (2)
mr(vy | W) = (2)
mr(vs | W) = (2)

Tampak bahwa untuk simpul-simpul v; € {vs, v3, v4. U5} representasi monofoniknya sama
tetapi semuanya tidak saling bertetangga. Simpul-simpul yang bertetangga vyaitu u
dengan setiap v; € {wv;,vs,vs3,v4, v5} memiliki representasi monofonik berbeda, maka
W = {v;} merupakan himpunan pembeda monofonik lokal dari S; dengan |[W| = 1
adalah minimal. Jadi W merupakan basis monofonik lokal dari S5, sehingga dimensi
metrik monofonik lokal dari S5, mdim,;(S5) = 1.

4.1.1.4 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf K,,,

Diberikan graf bipartit lengkap K,,, (Gambar 4.5) dengan himpunan simpul
V(Hnn) = ViUV, =041, V15, oy Oign § U {007, 055, oy Ui == {000, 8851 o3 Uiy Dy 19000 U )
Dimensi metrik monofonik lokal dari grat K,,, dengan n > 4 adalah satu, seperti
disebutkan dalam Teorema 4.4.

Gambar 4.5 Graf Bipartit Lengkap K, ,

Teorema 4.4. Jika G adalah graf bipartit lengkap K,,, dengan ordo m +n > 4, maka
dimensi metrik monofonik lokal dart graf G, mdim(G) = 1.
Bukti. Dipilih W = {vy;}. Dibuktikan W merupakan himpunan pembeda monofonik

lokal dari K,,,. Representasi monofonik dari simpul-simpul di V (K, ,):
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mr(v|W) = ¢ (1), v € {va1,vV29,...,0V2,}

Tampak bahwa untuk setiap v;; € Vi C V(K,,,) dan vy; € Vo C V(K,.).
mr(vy|W) # mr(vy|W), dengan vy; bertetangga dengan vy, ¢ € {1,2,..,m}.j €
{1,2,...,m}. Jadi W adalah himpunan pembeda monofonik lokal dari K, ,,. Kardinalitas
W, |[W| = 1 adalah minimal, sehingga W adalah basis monofonik lokal dari K,,, dan
oleh karena itu dimensi metrik monofonik lokal dari K, ,, mdim;(K,,,) = 1. [

Contoh 4.4. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari K33 (Gambar 2.5).
mdimy(K33). Dipillh W = {v;;} sebagai himpunan pembeda monofonik lokal dari
K33. Representasi monofonik dari v; € V(K33) = {v11, V12, V13, V21, Vg, Ua3} terhadap
W sebagai berikut:

mr(viy | W) = (0)
mr(vis | W) = (2)
mr(viz | W) = (2)
mr(vy | W) = (1)
mr(vyy | W) = (1)

mr(veg | W) = (1)

Tampak bahwa untuk setiap vy; € V3 C V(K33) dan vy; € Vo C V(K33), mr(vy|W) #
mr(vq;|W), dengan vy; bertetangga dengan vy;, ¢, 7 € {1,2,3}. Jadi W adalah himpunan
pembeda monofonik lokal dari K33. Kardinalitas W, |W| = 1 adalah minimal, sehingga
W adalah basis monofonik lokal dari K53 dan oleh karena itu dimensi metrik monofonik

lokal dari K:;,;g._ mdim-g(Kg__g) —§& 8
4.1.2 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf C,, dengan Ordo Ganjil

Teorema 4.5. Jika G adalah graf siklus C,, dengan ordo n > 4, maka dimensi metrik
monofonik lokal dari graf G dengan ordo ganjil, mdim;(G) = 2.

Bukti. Untuk n ganjil, dipillh W = {v;,v2}. Dibuktikan W merupakan himpunan
pembeda monofonik lokal dari C),. Representasi monofonik dari simpul-simpul di V(C,,):

(0, 1); jikai=1

(1,0), jikeg=3

(n—i+1,1), jika i = 3
mr(vy|[W)=¢(n—i+1,n—i+2), jikad<i<2H

(n—i+2n—i+2), jikai=2H4+1

(i —1,i—2). jika 222 +1<i<n-—1

 (Ln—4 1), jlkai=n

Tampak bahwa untuk setiap v;,v; € V(C,) dengan v; # v;, 1.7 € {1,2,...,n},
representasi monofonik dari v; dan v; berbeda, yaitu mr(v;|W) # mr(v;|W). Akibatnya
representasi monofonik dari setiap dua simpul dari C,, yang bertetangga berbeda, sehingga
W = {wvi,vs} merupakan himpunan pembeda monofonik lokal dari C,,. Kardinalitas
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dari W, |W| = 2 adalah minimal sebab jika diambil W' = {v;} C V(C,) dengan

Wl =1< |W

V(a0 41) bertetangga. Jadi W adalah basis monofonik lokal dari C,,. sehingga dimensi
2

metrik monofonik lokal dari C,, mdim,;(C,,) = 2. O

Contoh 4.5. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari C5 (Gambar 2.2),
mdimy(Cs). Dipilih W = {v1, va} sebagai himpunan pembeda monofonik lokal dari C5.
Representasi monofonik dari v; € V(C5) = {v1, vy, v3, v4,v5} terhadap W sebagai berikut:

= 2, terdapat mr(vemey |W') = mT(U(£n+1!+l)|I’V|’) dengan v+ dan
2 2 2

mr(v, | W) = (0,1)
mr(vy | W) = (1,0)
mr(vs | W) = (3,1)
mr(vy | W) = (3, 3)
mr(vs | W) = (1, 3)

Tampak bahwa untuk setiap v;, v; € V(C,,) dengan v; # v;, i, j € {1,2, ..., n}, representasi
monofonik dari v; dan v; berbeda, yaitu mr(v;|W) # mr(v;|W). Akibatnya representasi
monofonik dari setiap dua simpul dari C5 yang bertetangga berbeda, sehingga W =
{v1.v9} merupakan himpunan pembeda monofonik lokal dari C|,. Kardinalitas dari W,
[W| = 2 adalah minimal sebab jika diambil W' = {v;} C V(C5) dengan |[W'| = 1 <
|W| = 2, terdapat mr(vs|W') = (3) = mr(vy|W') dengan v3 dan vy bertetangga. Jadi W
adalah basis monofonik lokal dari (5, sehingga dimensi metrik monofonik lokal dari C),

4.1.3 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf K,

Diberikan graf lengkap K, dengan himpunan simpul V(K,) = {vi,vs,...,v,}.
Dimensi metrik monofonik lokal dari graf K,, dengan n > 4 adalah n—1 seperti disebutkan
dalam Teorema 4.6.

Gambar 4.6 Graf Lengkap K,

Teorema 4.6. Jika G adalah graf lengkap K,, dengan ordo n > 4, maka dimensi metrik
monofonik lokal dari graf G, mdim(G) =n — 1.

Bukti. Dipilih W = {v1,vs,...,v,-1}. Dibuktikan W merupakan himpunan pembeda
monofonik lokal dari K,,. Representasi monofonik dari v;, i € {1,2,...,n} di V(K,)
adalah: mr(v;|W) = (dm(v;, v1), dm(v;, va), ..., dm(v;, v,—1)) dengan

0, jikai=3

7€41.2,....n—1
1 jikaig? S W2 }

dm(vi, vj) = {
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dan mr(v,|W) = (1,1, ...,1). Tampak bahwa representasi monofonik dari simpul-simpul
di K, semuanya berbeda dan setiap dua simpul di K, bertetangga. Jadi W himpunan
pembeda monofonik lokal dari K,,. Kardinalitas W, [W| = n — 1, minimal sebab jika
diambil W’ dengan |W'| < |W| yaitu |W'| = |W| —1 dan W' = {vy,va, ..., v,—2} maka

terdapat dua simpul di K,, dengan representasi monofonik sama yaitu simpul v,_; dan v,
dengan mr(v,_|W') = (1,1,...,1) = mr(v,|W’). Oleh karena itu W’ bukan himpunan

T

n — 2 suku

pembeda monofonik lokal dari K,,. Jadi W adalah basis monofonik lokal dari K,,, sehingga
mdim(K,) =n — 1. ]

Contoh 4.6. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal graf K; (Gambar 2.3).
mdim(K5). Dipilih W = {v, vs, v3, v4} sebagai himpunan pembeda monofonik lokal dari
K5. Didapatkan representasi monofonik dari v; € V(Kj5) = {v, v9. v3, v4, v5} terhadap W
sebagai berikut:

Tampak bahwa representasi monofonik dari setiap v; € V(K5) terhadap W berbeda dan
setiap dua simpul di K5 bertetangga. Jadi W himpunan pembeda monofonik lokal dari
K;. Kardinalitas W, |W| = 4, minimal sebab jika diambil W' dengan |W'| < |W
vaitu |[W/| = |W| — 1 dan W' = {v;,v9, v3} maka terdapat dua simpul di K5 dengan
representasi monofonik sama yaitu simpul vy dan vs, mr(vgW') = (1.1, 1) = mr(vs|W').
Oleh karena itu W' bukan himpunan pembeda monofonik lokal dari K. Jadi W adalah
basis monofonik lokal dari K5, sehingga mdim;(K;) = 4

4.2 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Graf Degree Splitting

Pada subbab ini diberikan hasil dan pembahasan dimensi metrik monofonik lokal dari
graf - graf khusus dengan degree splitting vaitu dengan menambah sisi dan simpul baru
dari hasil penarikan setiap minimal dua simpul dengan derajat vang sama. Untuk sisi-sisi
pada graf yvang baru ada setelah proses degree splitting disajikan dengan warna merah.

4.2.1 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Pada Graf DS(FP,)

Graf lintasan P, dengan degree splitting memiliki himpunan simpul V(DS(P,)) =
{v1,v2, ..., Up, 21, 22} seperti tampak pada Gambar 4.7.

Teorema 4.7. Jika G adalah graf hasil degree splitting dari graf lintasan DS(P,) dengan
ordo n > 4, maka dimensi metrik monofonik lokal dari graf G,

(1, n=2k+1.ke {3.4,5,..}
. 2k, k € {2,3,4,...}

Bukti. Dibuktikan W merupakan himpunan pembeda monofonik lokal dari DS(FP,).
Terdapat dua kasus n ganjil dan n genap yaitu untuk
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Gambar 4.7 Graf DS(P,) untuk n ganjil

1. Untuk n ganjil, dipilih W = {z;}. Representasi monofonik dari simpul-simpul di
V(DS(P,)):

(1) i € {1,n}
(n—1+1), 24_511'{_11”?_1
1] il Li<n-—1

mr(v;|W) = «

Tampak bahwa setiap simpul di graf DS(P,) memiliki representasi monofonik
vang berbeda terhadap W, sehingga untuk simpul-simpul yang bertetangga
representasinya juga pasti berbeda. Jadi W adalah himpunan pembeda monofonik
lokal dari DS(P,). Kardinalitas W sama dengan satu adalah minimal, sehingga W
adalah basis monofonik lokal dari DS(PFP,). Jadi dimensi metrik monofonik lokal
dari DS(P,), mdim;(DS(P,)) = 1.

£3

Gambar 4.8 Graf DS(F5)

Contoh 4.7. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari DS(FPs) (Gambar
4.8), mdimi(DS(Ps)). Dipilih W = {v1, z1}. Didapatkan representasi monofonik



dari v; € V(DS(Ps)) = {v1,v2, v3, v4, Us, 21, 22} terhadap W sebagai berikut:

mr(z | W) = (1,0)
mr(zy | W) = (4,3)
mr(v; | W) = (0,1)
mr(vy | W) = (1,4)
mr(vy | W) = (4,3)
mr(vy | W) = (3,4)
mr(vs | W) = (4,1)

Tampak bahwa mr(z;|W) = (4, 3) = mr(v3|W), tetapi z; dan v3 tidak bertetangga.
Jadi setiap simpul bertetangga di graf DS(P5) memiliki representasi monofonik yang
berbeda terhadap W. Kardinalitas W, |W| = 1 adalah minimal sebab jika dipilih
W' C V(DS(Ps)) dengan |W'| = 1 yaitu W' = {v;}, maka terdapat minimal dua
simpul dengan representasi sama, misalnya simpul 2z, dan v; memiliki representasi
monofonik yang sama terhadap W' = {v;} dan saling bertetangga. Oleh karena itu
W' bukan himpunan pembeda monofonik lokal dari DS(PF5), sehingga kardinalitas
W, |W| = 2 adalah minimal. Jadi W = {v;, 2, } merupakan basis monofonik lokal
dari graf DS(Ps). Oleh karena itu dimensi metrik monofonik lokal dari DS(P;).
mdim(DS(Ps)) =

&3

Gambar 4.9 Graf DS(P,) untuk n genap

2. Untuk n genap, dipilih W = {v;, z1}. Representasi monofonik dari simpul-simpul
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V(DS(P,)):

i

(1,0), i=1
(n—1+1,1), =2
— 1, n— 2 < § <8
mfr(vi|W)—<(ﬂ A L S_E_Q
(7:4); 1=35+1
(i,1—1), 5+25isn—1
[ (1,n —1), i=n

mr(z|W) = (1.0)
mr(z|W) = (4,3)

Tampak bahwa setiap simpul di graf DS(F,) memiliki representasi monofonik yang
berbeda terhadap W. Kardinalitas W, |W| = 2 adalah minimal, sebab jika dipilih
W' c V(DS(P,)) dengan |W’| = 1 yaitu W’ = {z;}, maka terdapat minimal
dua simpul dengan representasi sama, misalnya simpul vz dan vz, memiliki
representasi monofonik yang sama terhadap W' = {2;} karena dm(vs,2) = 4 =
dm-(v::?_‘_|_1._, z1). Oleh karena itu W’ bukan himpunan pembeda monofonik lokal dari
P, sehingga kardinalitas W, |[W| = 2 adalah minimal. Jadi W = {v, z; } merupakan
basis monofonik lokal dari graf DS(P,) dengan n genap. Jadi dimensi metrik
monofonik lokal dari DS(P,), mdimy(DS(P,)) = 2.

Z1

3

Gambar 4.10 Graf DS(F;)

Contoh 4.8. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari DS(Fs) (Gambar
4.10), mdim;(DS(Fs)). Dipilih W = {vy, z;}. Didapatkan representasi monofonik



dari v; € V(DS(Fs)) = {v1,v2, U3, v4, Vs, U, 21, 22} terhadap W sebagai berikut:

mr(z | W) = (1,0)
mr(zy | W) = (4, 3)
mr(v; | W) = (0,1)
mr(vy | W) = (1,5)
mr(vs | W) = (5,4)
mr(vy | W) = (4,4)
mr(vs | W) = (4,5)
mr(vg | W) = (5,1)

Tampak bahwa setiap simpul bertetangga di graf DS(FPs;) memiliki representasi
monofonik yang berbeda terhadap W. Kardinalitas W, |W| = 2 adalah minimal
sebab jika dipilih W' C V(DS(Fs)) dengan |W'| = 1 yaitu W' = {v;}, maka
terdapat minimal dua simpul dengan representasi sama, misalnya simpul z,, vy,
dan v; memiliki representasi monofonik yang sama terhadap W' = {v,} dan saling
bertetangga. Oleh karena itu W' bukan himpunan pembeda monofonik lokal dari
DS(Fs), sehingga kardinalitas W, |W| = 2 adalah minimal. Jadi W = {vy, 21}
merupakan basis monofonik lokal dari graf DS(Fs) dengan n ganjil. Oleh karena
itu dimensi metrik monofonik lokal dari DS(Fs), mdim;(DS(Fs)) = 2.

4.2.2 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Pada Graf DS(C,,)

Graf siklus C, dengan degree splitting memiliki himpunan simpul V(DS(C),)) =
{v1, v, ..., vy, 2} seperti tampak pada Gambar 4.11.

Teorema 4.8. Jika G adalah graf hasil degree splitting dari graf siklus DS(C,) dengan
ordo n > 4, maka dimensi metrik monofonik lokal dari graf G, mdim,(G) = 2.

Bukti. Terdapat dua kasus:
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Gambar 4.11 Graf DS(C),,) untuk n ganjil

1. Untuk n ganjil, dipilih W = {wv;,v,}. Representasi monofonik simpul-simpul di

(0,1) i=1
(1,0) ="
(1,n — 2) i =2
mr(v; | W)=((n—2,1) i=n—1
(n—i+1ln—i) 3<i<?2H
(2, 1) j=nt
(i — 1.4) il +1<i<n-2

Tampak bahwa setiap simpul di graf DS(C),) memiliki representasi monofonik yang
berbeda terhadap W. Kardinalitas W, |W| = 2 adalah minimal, sebab jika
dipilih W' ¢ V(DS(C,)) dengan |[W’'| = 1 yaitu W' = {v;}, maka terdapat
minimal dua simpul bertetangga dengan representasi sama, misalnya simpul v,
dan v, memiliki representasi monofonik yang sama terhadap W' = {v;} yaitu
mr(vg|W’') = (1) = mr(v,|W’). Oleh karena itu W’ bukan himpunan pembeda
monofonik lokal dari C),, sehingga kardinalitas W, |W| = 2 adalah minimal. Jadi
W = {v1, v, } merupakan basis monofonik lokal dari graf DS(C,,) dengan n ganjil.
Jadi dimensi metrik monofonik lokal dari DS(C,,), mdim;(DS(C},)) = 2.




Gambar 4.12 Graf DS(C5)

Contoh 4.9. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal graf DS(Cj).
mdim;(DS(C5)) (Gambar 4.12). Dipilih W = {v;,v5}. Didapatkan representasi
monofonik v € V(DS(C5)) = {v1, ve, v3, vy, U5, z} terhadap W sebagai berikut:

mr(z | W
rivg | W

)
)
2 | W) = (
)
)
)

~
S
=

S
S

=
-l
-

e |

ﬁﬁlﬁﬁ
o
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|
=

5 | W

=
=
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Tampak bahwa setiap simpul di graf DS(C5) memiliki representasi monofonik
yvang berbeda terhadap W, sehingga W adalah himpunan pembeda monofonik dari
DS(C5) sekaligus himpunan pembeda monofonik lokal dari DS(C5). Kardinalitas
W, |[W| = 2 adalah minimal, sebab jika dipilih W’ < V(DS(C5)) dengan
W' =1 yaitu W’ = {v;}, maka terdapat minimal dua simpul bertetangga dengan
representasi sama, misalnya simpul v3 dan v4 memiliki representasi monofonik yang
sama terhadap W' = {v,} yaitu mr(v3|W’') = (3) = mr(vy|W’). Jadi W’ bukan
himpunan pembeda monofonik lokal dari C5, sehingga kardinalitas W, |W| = 2
adalah minimal. Oleh karena itu W = {v;,v5} merupakan basis monofonik
lokal dari graf DS(C5). sehingga dimensi metrik monofonik lokal dari DS(C5).
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Gambar 4.13 Graf DS(C,,) untuk n genap

2. Untuk n genap, dipilih W = {v1,v,}. Representasi monofonik simpul-simpul di

’(011)1 =
(1,0), ¢ =n
1,n— 2), =
mr(ui|[V)=<( BB ;
(n—2. 1) r=n—=1
(R—i+1ln—i4), 3<Ii<3
(i— 13); 2+1<i<n—2

mr(z | W)= (1,1)

Tampak bahwa setiap simpul di graf DS(C,) memiliki representasi monofonik
vang berbeda terhadap W sehingga representasi monofonik untuk simpul vang
bertetangga juga berbeda. Jadi W adalah himpunan pembeda monofonik lokal
dari DS(C,). Kardinalitas W, |W| = 2 adalah minimal, sebab jika dipilih
W' c V(DS(C,)) dengan |W'| = 1 yaitu W' = {v;}, maka terdapat minimal dua
simpul bertetangga dengan representasi sama, misalnya simpul z dan v, memiliki
representasi monofonik yang sama terhadap W' = {v,} yaitu mr(z|W') = (1) =
mr(v,|W’). Oleh karena itu W’ bukan himpunan pembeda monofonik lokal dari
DS(C,), sehingga kardinalitas W, |[W| = 2 adalah minimal. Oleh karena itu
W = {wv;, v,} merupakan basis monofonik lokal dari graf DS(C,,) dengan n genap,
sehingga dimensi metrik monofonik lokal dari DS(C,,), mdim;(DS(C,)) = 2.



Gambar 4.14 Graf DS(Cs)

Contoh 4.10. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal graf DS(Cp).
mdim;(DS(Cg)) (Gambar 4.14). Dipilih W = {v;,v¢}. Didapatkan representasi
monofonik v € V(DS(Cs)) = {v1, v2, v3, v4, U5, 6, 2} terhadap W sebagai berikut:

mr(z | W)= (1,1)
mr(v, | W) =(0,1)
mr(ve | W) = (1,4)
mr(vs | W) = (4, 3)
mr(vy | W) = (3,4)
mr(vs | W) = (4,1)
mr(ve | W) = (1,0)

Tampak bahwa setiap simpul di graf DS(Cs) memiliki representasi monofonik
yvang berbeda terhadap W, sehingga W adalah himpunan pembeda monofonik dari
DS(Cg) sekaligus himpunan pembeda monofonik lokal dari DS(Cs). Kardinalitas
W, |[W| = 2 adalah minimal, sebab jika dipilih W/ C V(DS(Cs)) dengan
W' =1 yaitu W' = {v,}, maka terdapat minimal dua simpul bertetangga dengan
representasi sama, misalnya simpul vs dan z memiliki representasi monofonik yang
sama terhadap W' = {wv;} yaitu mr(vy|W') = (1) = mr(z|W'). Oleh karena itu
W’ bukan himpunan pembeda monofonik lokal dari Cg, sehingga kardinalitas W,
[W| = 2 adalah minimal. Jadi W = {v;, v} merupakan basis monofonik lokal dari
graf DS(Cj). Jadi dimensi metrik monofonik lokal dari DS(Cg), mdim;(DS(Cs))
= 2

4.2.3 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Pada Graf DS(S,)

Graf bintang S, dengan degree splitting memiliki himpunan simpul V(DS(P,)) =
{u, vy, vq, ..., v,, 2} seperti tampak pada Gambar 4.15.
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Gambar 4.15 Graf DS(S,)

Teorema 4.9. Jika G adalah graf hasil degree splitting dari graf bintang DS(S,) dengan
ordo n > 4, maka dimensi metrik monofonik lokal dari graf G, mdim;(G) = 1.

Bukti. Karena graf DS(S,,) isomorfik dengan graf bipartit lengkap K ,, dengan V(K ,,) =
V1 UV, dengan V) = {u, 2z} dan V5 = {v;, vy, ..., v, }, maka mdimy(DS(S,)) = 1 (Teorema
4.4). W

Gambar 4.16 Graf DS(S5)

Contoh 4.11. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari DS(Ss)
mdim;(DS(Ss)) (Gambar 4.16). Karena jelas bahwa graf DS(S5) adalah graf bipartit
lengkap K,,, dengan m = 2 dan n = 5 maka mdim;(DS(S;5)) = 1 (Teorema 4.4).

4.2.4 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Pada Graf DS(K,)

Graf lengkap K, dengan degree splitting memiliki himpunan simpul V(DS(K,)) =
{v1,v9, ..., vy, 2} seperti tampak pada Gambar 4.17.
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Gambar 4.17 Graf DS(K,)

Teorema 4.10. Jika G adalah graf hasil degree splitting dari graf lengkap K,,, DS(K,)
dengan ordo n > 4, maka dimensi metrik monofonik lokal dari graf G, mdim;(G) = n.

Bukti. Karena graf DS(K,) isomorfik dengan graf K, ., maka mdim;(DS(K,)) = (n +
1) — 1 =n (Teorema 4.6). ]

A
NS

Gambar 4.18 Graf DS(Kj5)

Contoh 4.12. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari DS(K5), mdim,;(G)
(Gambar 4.18). Karena graf DS(K5) isomorfik dengan graf K¢ maka mdim;(DS(K5)) =
6 — 1 =5 (Teorema 4.6).

4.2.5 Dimensi Metrik Monofonik Lokal Pada Graf DS(K,, )

Graf bipartit lengkap K,,, dengan degree splitting memiliki himpunan simpul
V(DS(Knn)) = {vin, v12, ..., v1m, V91, Ugs, ..., Ug,, 2} seperti tampak pada Gambar 4.19
dan Gambar 4.21.

Teorema 4.11. Jika G adalah graf hasil degree splitting dari graf bipartit lengkap
DS(K,,.) dengan ordo m > 2 dan n > 3, maka dimensi metrik monofonik lokal dari

1. ik |
graf G, mdim;(G) = {2 jika m # n

jikam=n
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Bukti. Terdapat dua kasus:
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Gambar 4.19 Graf DS(K,, ) dengan m =n

1. Untuk m = n, dipilih W = (vq1, v21). Dibuktikan W merupakan himpunan pembeda

monofonik lokal dari grat DS(K,,,,). Representasi monofonik dari simpul-simpul di
V(DS(K,,.)) sebagai berikut:

mr(z|W
mr (v |W
mr(va |[W
mr(vy;|[W

1 €142,3,..m=n}, vy & Uy
1 €1{2,3,..,m =n}, vy % vy

i =
B = D =
"H_.--""‘-_--"'"-—..-"‘-—_-r""‘-_--"

mr(vy;|W

Tampak bahwa representasi monofonik untuk simpul-simpul vang bertetangga
dalam DS(K,,,)berbeda. Jadi W adalah himpunan pembeda monofonik lokal
dari DS(K,,,). Kardinalitas W, |W| = 2 adalah minimal, sebab jika W' C
V(DS(K;,n)) dengan |W'| = 1, misalkan W' = {v;}, maka yang memiliki
representasi monofonik yvang sama terhadap W' adalah z dengan setiap simpul
vei, © € {1,2,...,n} yaitu mr(z|W') = (1) = mr(vy|W). Oleh karena itu, W’
bukan himpunan pembeda monofonik lokal dari DS(K,,,). Dengan demikian
kardinalitas W, dengan |WW| = 2 adalah minimal. Jadi, W = {v11, v21} merupakan
basis monofonik lokal dari graf DS(K,,,). Dengan demikian, dimensi pembeda
monofonik lokal dari DS(K,, ), mdim;(DS(K,..)) = 2.




Gambar 4.20 Graf DS(K:;!:;)

Contoh 4.13. Misalkan dicari dimensi metrik monofonik lokal dari DS(Kj3)
(Gambar 4.20), mdim;(DS(K33)). Dipilih W = {vy;,v9;}. Didapatkan representasi
monofonik dari v € V(DS (K33)) = {v11, V12, V13, U21, U22, Va3, 2 } terhadap W sebagai
berikut:

mr(z | W)= (1,1)
mr(vy | W) = (0,1)
mr(vy | W) = (1,0)
mr(vye | W) = (2,1)
mr(vyy | W) = (1, 2)
mr(vyg | W) = (2,1)
mr(veg | W) = (1, 2)

Tampak bahwa representasi monofonik untuk simpul-simpul bertetangga dalam
DS(K33), yaitu vy; dan vy, @ € {1,2,3} semuanya berbeda. Jadi W adalah
himpunan pembeda monofonik lokal untuk DS(K33). Jika dipillh W' C
V(DS(K33)) dengan |W’'| = 1, misalkan W' = {v1;}, maka ada simpul-simpul
bertetangga vang memiliki representasi monofonik yang sama yaitu z dengan setiap
voi, 1 € {1,2,3}. Oleh karena itu, W’ bukan himpunan pembeda monofonik lokal
dari DS(K33). Dengan demikian, kardinalitas W dengan |W| = 2 adalah minimal.
Jadi, W = {v;;, v2; } merupakan basis monofonik lokal dari graf DS(K33). Dengan
demikian, dimensi metrik monofonik lokal dari DS(Kj33), mdim(DS(K33)) = 2.

Gambar 4.21 Graf DS(K,, ) dengan m # n

2. Untuk m # n, graf DS(K,,,,) seperti ditunjukkan pada Gambar 4.21. Karena graf
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DS(K,,,) dengan m # n isomorfik dengan graf bipartit lengkap K41 ,+1, maka
mdim(DS (K n)) = mdimy(Kng1041) = 1 (Teorema 4.4).

V11 V31

Gambar 4.22 Graf DS(K,3)

Contoh 4.14. Karena graf DS(K,,,) dengan m = 2 dan n = 3 isomorfik dengan
graf bipartit lengkap K34, maka mdim(DS(K53)) = mdim(Ks4) = 1 (Teorema
4.4).



BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan

Dari hasil penelitian dan pembahasan vang telah dilakukan pada bab sebelumnya,
dapat diambil simpulan sebagai berikut:

1. Dimensi metrik monofonik lokal dari G, dan graf degree splittingnya dihitung dengan
mengeunakan definisi dimensi metrik monofonik lokal.

2. Pola representasi monofonik dari simpul graf degree splitting G adalah:

r(VIW) = (dm(v, w), dm(v, ws), ..., dm(v, wy))

{:]'.| 11k: l; €& W ’
JiKa 1w dan 2 < dm(v, w;) < diam(DS(G))

1, jika v ~ w;

dengan (dm(v,w;)) = {

I

3. (a) Dimensi metrik monofonik lokal dari G, mdim(G) 1 jika dan
hanya jika G € {P,;C,,n genap;S,; K. DS(P,),n ganjildann #
5; DS(S,): DS(K,un,m # n)} yaitu G graf bipartit.
(b) Dimensi metrik monofonik lokal dari G, mdim;(G) dengan G €
{C,.n ganjil; DS(P,),n genap ataun = 5;DS(C,): DS(Kun)., m = n}
adalah dua.

5.2 Saran

Dalam penelitian Tugas Akhir ini dilakukan perhitungan dan pembuktian dimensi
metrik monofonik lokal pada graf khusus dan graf hasil degree splittingnya. Penelitian
selanjutnya vang berhubungan dengan topik ini dapat dilakukan untuk mencari dimensi
metrik monofonik lokal pada graf hasil operasi yang lain.
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