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ABSTRAK

DIMENSI METRIK KETETANGGAAN LOKAL GRAF EDGE-DEGREFE
SPLITTING

Nama Mahasiswa / NRP : Affella Destyan Reginatsaya / 5002221007

Departemen . Matematika FSAD -ITS
Dosen Pembimbing : Dr. Dra. Rinurwati, M.Si
Abstrak

Dimensi metrik merupakan salah satu parameter dalam teori graf yang digunakan
untuk membedakan pasangan simpul berdasarkan representasi jaraknya terhadap
suatu himpunan pembeda. Pengembangan konsep ini menghasilkan dimensi metrik
ketetanggaan lokal yang membedakan pasangan simpul bertetangga berdasarkan
representasi ketetanggaannya terhadap suatu himpunan pembeda. Kardinalitas
minimum himpunan pembeda ketetanggaan lokal pada graf G dinotasikan dengan
dim(G). Pada penelitian ini dikonstruksi suatu operasi graf baru yang disebut
edge-degree splitting dengan notasi EDS(G), yaitu operasi yang dilakukan dengan
menambahkan sebuah sisi baru e, = ugvg, k € {1,2,...,t}yang dihubungkan dengan
seluruh sisi e, = u,v, dan e; = u,v, yang simpulnya yang termasuk dalam himpunan
sisi yang simpulnya memiliki deg(u,) = deg(u,) dan deg(v,) = deg(v,). Operasi tersebut
menghasilkan graf baru dengan struktur yang berbeda dari graf asal. Selanjutnya,
ditentukan dimensi metrik ketetanggaan lokal pada graf hasil operasi EDS(G) yang
dibangun dari graf dasar P,, C,, K,,, K, dan S,,, serta beberapa graf khusus dari operasi
korona (©), yaitu P, Q Ky, C,©Q Ky, K, © K1, Ks; © K;, dan H,. Hasil penelitian
menunjukkan bahwa diperoleh nilai dimensi metrik ketetanggaan lokal, dim 4,(FDS(G)),
pada graf dasar dan graf khusus tersebut.

Kata kunci: Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal, Representasi Ketetanggaan, Jarak
Ketetanggaan, Graf Edge-Degree Splitting, Operasi Korona.

ix






ABSTRACT

LOCAL ADJACENCY METRIC DIMENSION OF EDGE-DEGREE
SPLITTING GRAPHS

Student Name / NRP : Affella Destyan Reginatsaya / 5002221007

Departement . Mathematics SCIENTICS - I'TS
Supervisor : Dr. Dra. Rinurwati, M.Si
Abstract

The metric dimension is one of the parameters in graph theory used to distinguish
pairs of vertices based on their distance representation to a resolving set. The development
of this concept has produced the local adjacency metric dimension, which distinguishes
pairs of adjacent vertices based on their adjacency representation to a resolving set.
The minimum cardinality of a local adjacency resolving set in a graph G is denoted
by dima,(G). In this research, a new graph operation called edge-degree splitting is
constructed, denoted by EDS(G), which is performed by adding a new edge e}, = uxvy,
ke {1,2,...,t}, connected to all edges e, = u,v, and e, = u,v, whose vertices belong
to the edge set where the vertices satisfy deg(u,) = deg(u,) and deg(v,) = deg(v,).
This operation produces a new graph with a structure different from the original graph.
Furthermore, the local adjacency metric dimension of the graphs resulting from the
EDS(G) operation is determined, constructed from the base graphs P,, C,, K,, Ky,
and S,,, as well as several special graphs resulting from the corona operation (©), namely
P,0K,, C,0K, K,® K, K;; © Ky, and H,. The results show that the local adjacency
metric dimension values, dim 4, (EDS(G)), are obtained for these base graphs and special
graphs.

Keywords: Local Adjacency Metric Dimension, Adjacency Representation, Adjacency
Distance, FEdge-Degree Splitting Graphs, Corona Operation.
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BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Teori graf adalah salah satu cabang dalam matematika yang banyak digunakan
untuk merepresentasikan berbagai permasalahan nyata. Permasalahan pertama adalah
cara melintasi Jembatan Konigsberg dengan setiap jembatan hanya dilalui tepat sekali.
Permasalahan tersebut menjadi asal mula adanya teori graf yang diperkenalkan oleh
Leonhard Euler pada tahun 1735 (Levin, 2025). Sejak saat itu, teori graf berkembang
cukup pesat. Salah satu topik yang berkembang pesat dalam teori graf adalah dimensi
metrik. Dimensi metrik diperkenalkan oleh Slater pada tahun 1975 serta Harary dan
Melter pada tahun 1976. Dimensi metrik adalah suatu konsep yang digunakan untuk
mengukur suatu jarak dari sebuah graf. Seiring berjalannya waktu, terdapat beberapa
varian dimensi metrik yang muncul, seperti dimensi metrik lokal, dimensi metrik non
lokal, dan dimensi metrik ketetanggaan.

Pada tahun 2013, penelitian mengenai dimensi metrik ketetanggaan mulai
berkembang melalui kajian Rodriguez-Velazquez dan Fernau yang membahas mengenai
dimensi metrik ketetanggaan beserta variasi lokalnya pada graf hasil operasi corona dan
strong product (Rodriguez-Veldzquez & Fernau, 2013). Penelitian ini menunjukkan bahwa
struktur operasi graf memiliki pengaruh terhadap nilai dimensi metrik ketetanggaan dan
membuka akses penelitian yang lebih pada dimensi metrik ketetanggaan lokal. Pada
tahun 2017, penelitian mengenai dimensi metrik ketetanggaan lokal mulai digunakan
pada graf tertentu, salah satunya pada wheel related graphs dengan titik gantung
atau (pendant points) sebagaimana dibahas oleh (Rinurwati, Suprajitno, & Slamin,
2017). Penelitian tersebut memberikan gambaran awal mengenai bagaimana penambahan
struktur tertentu seperti pendant points memengaruhi nilai dimensi metrik ketetanggaan
lokal pada graf. Selanjutnya, pada tahun 2019, penelitian Albirri dkk. membahas dimensi
metrik ketetanggaan lokal pada graf splitting, khususnya graf yang dibentuk melalui
operasi splitting (Albirri et al., 2019). Hasil penelitian ini memberikan karakterisasi
nilai dimensi metrik ketetanggaan lokal pada berbagai kelas graf splitting seperti cycle,
path, ladder, dan triangular ladder. Perkembangan terbaru pada tahun 2025 ditunjukkan
oleh Ghalavand, Klavzar, dan Li melalui penelitian mengenai hubungan antara dimensi
metrik ketetanggaan lokal dan cligue number suatu graf (Ghalavand, Klavzar, &
Li, 2025). Penelitian tersebut memberikan batas atas umum untuk dimensi metrik
ketetanggaan lokal berdasarkan ukuran cligue number, serta mengonfirmasi beberapa
dugaan sebelumnya terkait hubungan antara struktur klika dan kemampuan pembeda
lokal dalam graf.

Selain itu perkembangan mengenai operasi disuatu graf juga berkembang seiring
berjalannya waktu, salah satunya adalah graf splitting. Pada tahun 1981, Sampathkumar
dan Walikar memperkenalkan konsep graf splitting, yaitu operasi yang menduplikat
setiap simpul pada graf G sehingga menjadi dua yakni simpul asli dan simpul hasil
splitting di mana simpul hasil splitting tetap mempertahankan hubungan ketetanggaan
dari simpul asal. Operasi ini menghasilkan graf baru dengan struktur yang lebih
kompleks sehingga perubahan tersebut memengaruhi sifat graf, termasuk pelabelan



dan karakteristik ketetanggaannya (Sampathkumar & Walikar, 1981). Perkembangan
lanjutan muncul pada tahun 2004 ketika Ponraj dan Somasundaram mengusulkan konsep
graf degree splitting, yaitu variasi dari graf splitting yang mempertimbangkan derajat
simpul, sehingga operasi splitting diterapkan berdasarkan struktur lokal dari setiap simpul
pada graf (Ponraj & Somasundaram, 2004). Kedua operasi ini menjadi dasar penting
dalam analisis bagaimana transformasi graf memengaruhi dimensi metrik dan dimensi
metrik ketetanggaannya.

Berdasarkan teori-teori mengenai dimensi metrik serta karakteristik graf degree
splitting dan graf splitting, pada penelitian ini akan dikembangkan konsep dimensi metrik
ketetanggaan lokal pada graf edge-degree splitting. Hasil penelitian ini diharapkan dapat
ikut berperan dalam perkembangan teori graf dan dapat dijadikan referensi untuk bahan
penelitian selanjutnya.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah dibahas sebelumnya, didapat rumusan
masalah pada topik ini adalah:

1. Bagaimana definisi dari graf edge-degree splitting?

2. Bagaimana cara menentukan dimensi metrik ketetanggan lokal pada graf edge-degree
splitting?

1.3 Batasan Masalah
Adapun graf yang digunakan untuk mencari dimensi metrik ketetanggan lokal dari
graf hasil operasi edge-degree splitting adalah:

1. Graf dasar antara lain:

(a) Graf lintasan P, dengan n > 2

(b) Graf Siklus C), dengan n > 4

(c¢) Graf Lengkap K, dengan n > 3

(d) Graf Bipartit Lengkap K, dengan s > 2, ¢ > 3
(e) Graf Bintang S,, dengan n > 4

2. Graf khusus antara lain:

(a) Graf Matahari C,, © K, dengan n > 4
(b) Graf Sisir P, © K; dengan n > 2

(¢) Graf K+ © Ky, dengan s > 2, ¢ > 2
(d) Graf K,,© K; dengan n > 3

(e) Graf Helm H,, dengan n >3

1.4 Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah sebelumnya, didapatkan tujuan adalah:

1. Mendefinisikan graf edge-degree splitting.

2. Menentukan dimensi metrik ketetanggan lokal pada graf edge-degree splitting.



1.5 Manfaat
Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini adalah:

1. Untuk memperluas variasi dalam teori graf, melalui penambahan variasi baru
mengenai hasil operasi graf.

2. Dapat digunakan sebagai referensi penelitian berikutnya bagi pembaca yang tertarik
dengan teori graf.






BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Penelitian Terdahulu

Pada bagian ini, akan menyampaikan hasil penelitian terdahulu terkait topik Tugas
Akhir:

Pada tahun 1735 Leonhard Euler memperkenalkan teori graf pertama kali melalui
permasalahan Jembatan Koninsberg (Levin, 2025). Sejak saat itu, perkembangan teori
graf cukup pesat. Terdapat banyak peneliti yang membahas mengenai graf dan variasi-
variasi terbarunya. Seperti, penelitian mengenai graf degree splitting dikembangkan oleh
Ponraj dan Somasundaram (2004). Dalam penelitian ini, mereka memperkenalkan graf
degree splitting sebagai variasi dari graf splitting yang didasarkan pada derajat setiap
simpul dalam graf asal. Pada operasi ini, untuk setiap himpunan simpul yang memiliki
derajat sama, ditambahkan sebuah simpul baru yang kemudian dihubungkan dengan
seluruh simpul dalam himpunan tersebut. Penelitian ini membahas bagaimana struktur
graf berubah ketika simpul-simpul baru tersebut diperkenalkan, termasuk pengaruhnya
terhadap ketetanggaan, kelompok simpul berderajat sama, serta karakteristik struktural
graf secara keseluruhan. Penelitian mereka menunjukkan bahwa graf degree splitting
dapat memberikan gambaran lebih jelas mengenai pengelompokan simpul berdasarkan
derajat dan memberikan dasar penting dalam analisis graf yang melibatkan transformasi
berbasis derajat (Ponraj & Somasundaram, 2004).

Selanjutnya, Penelitian yang dilakukan Rodriguez dan Fernau pertama kali mengkaji
mengenai dimensi metrik ketetanggaan lokal. Konsep dimensi metrik ketetanggaan lokal
merupakan gabungan dimensi metrik ketetanggaan dan dimensi metrik lokal. Pada
penelitian mereka juga mengkaji hubungan dimensi metrik, dimensi metrik lokal, dimensi
metrik ketetanggaan, dan dimensi metrik ketetanggaan lokal (Rodriguez-Velazquez &
Fernau, 2013). Dari penelitian tersebut didapatkan hasil dimensi metrik ketetanggaan
lokal yang akan dirujuk dalam penelitian Tugas Akhir:

Teorema 2.1.1. (Rodriguez-Veldzquez & Fernau, 2013) Misalkan G adalah graf dengan
V(G) = 0 berorde n. Maka dima(G) = 1, jika dan hanya jika G adalah graf bipartit yang
hanya memiliki satu komponen tak trivial G* dan memenuhi r(G*) < 2.

Teorema 2.1.2. (Rodriguez-Veldzquez & Fernau, 2013) dima(G) = n—1 jika dan hanya
jika G = K, atau G = K1 UK, _1.

Selanjutnya penelitian yang dilakukan Albirri dkk berfokus pada perkembangan
konsep dimensi metrik ketetanggaan lokal. Pada penilitian ini membahas definisi graf
sederhana dan terhubung, serta mendefinisikan representasi ketetanggaan yang berfungsi
untuk membedakan simpul-simpul bertetangga berdasarkan jarak ketetanggaannya. Pada
penelitian ini menghasilkan nilai dimensi metrik ketetanggaan lokal graf hasil operasi
splitting seperti splitting cycle graph, splitting ladder graph dan splitting triangular ladder
graph (Albirri et al., 2019).



2.2 Dasar Teori Graf
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai beberapa dasar-dasar pada teori graf.
Berikut ini disajikan definisi graf.

Definisi 2.2.1. (Levin, 2025) Sebuah graf dikatakan sebagai pasangan terurut G = (V, E)
dengan V' adalah himpunan simpul tidak kosong, dan E adalah himpunan sisi dengan
setiap sisi menghubungkan dua verteks.

Selanjutnya akan diuraikan mengenai definisi ordo, dan ukuran. Berikut ini
definisinya.
Definisi 2.2.2. (Xu, 2025) Misalkan G = (V, E) adalah sebuah graf. Banyaknya simpul
pada graf G yakni |V (G)| = n, disebut dengan ordo dari G.

Definisi 2.2.3. (Xu, 2025) Misalkan G = (V, E) adalah sebuah graf. Banyaknya sisi
pada graf G yakni |E(G)| = m disebut dengan size atau ukuran dari graf G.

Setelah definisi ordo dan ukuran, berikut penjelasan mengenai bertetangga pada
simpul dan sisi menurut (Gross, Yellen, & Zhang, 2013)

Definisi 2.2.4. Simpul v dan w dikatakan bertetangga jika simpul-simpul tersebut
memiliki sisi yang menghubungkannya.

Definisi 2.2.5. Sisi dikatakan bertetangga adalah dua sisi yang mempunyai titik ujung
yang sama.

Setelah mengetahui definisi bertetangga, akan diuraikan definisi mengenai graf
sederhana, graf terhubung.

Definisi 2.2.6. (Gross, Yellen, & Anderson, 2023) Suatu graf disebut graf sederhana
jika graf tersebut tidak memiliki loop dan tidak terdapat dua sisi atau lebih yang
menghubungkan pasangan simpul yang sama.

Definisi 2.2.7. (Diestel, 2017) Graf terhubung adalah graf yang simpul-simpulnya
terhubung melalut lintasan.

Setelah mengetahui beberapa definisi dasar mengenai teori graf, akan diberikan
contoh dari definisi-definisi yang telah diberikan sebelumnya. Berikut ini contohnya.

Contoh 2.2.1. Berikut ini graf G yang akan digunakan sebagai contoh:

() U4

U1 O
U3 Vs Vg

Gambar 2.1 Graf G

Dari gratf G pada Gambar 2.1 dapat diamati bahwa graf G adalah graf
sederhana dan terhubung yang memiliki himpunan simpul yakni {vy,vs,v3, vy, vs, v6}
sehingga ordo dari graf G, |V(G)| = 6. Graf G memiliki himpunan sisi yakni
{109, V1V3, VaV3, V3V, V3V, V4U5, VsV } sehingga ukuran graf G, |E(G)| = 7. Pada sisi v,
dan v, pada graf G dikatakan bertetangga, sedangkan sisi v, dengan v, tidak bertetangga
di graf G.
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2.3 Jenis-Jenis Graf
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai jenis-jenis graf yang akan digunakan pada
penelitian ini.

Definisi 2.3.1. (Chartrand & Zhang, 2012) Graf path atau graf lintasan P, adalah
graf dengan n simpul yang dapat diberikan penamaan vy, vs, ..., v, dengan sisi-sisi yang
menghubungkan setiap pasangan simpul berturut-turut dari vy hingga v,,.

@ @ @ @ @ cee Oo——O
U1 () U3 Uy U5 Un—1 vy

Gambar 2.2 Graf P,

Definisi 2.3.2. (Chartrand & Zhang, 2012) Graf lengkap K, adalah Setiap pasangan
simpul pada K, selalu dihubungkan oleh sisi, maka graf K, memeliki jumlah sisi

) -1
maksimum sebesar (g) = %

U vy

Gambar 2.3 Graf K,

Definisi 2.3.3. (Chartrand & Zhang, 2012) Graf siklus C,, adalah graf G yang memiliki
n > 3 simpul jika simpul-simpulnya dapat diberi penomoran vy, vs, ..., v, sehingga sisinya
terdiri atas v1vy, VoU3, ..., Up_10, SETtQ V10,,.

(%

Uy

[aly |

Gambar 2.4 Graf C,



Definisi 2.3.4. (Chartrand & Zhang, 2012) Graf bipartit lengkap K, adalah suatu graf
dimana setiap simpul (uy,us,...,us) pada himpunan pertama terhubung dengan semua
simpul (v1,vs, ...,v;) pada himpunan kedua.

U1 U2 Us—1 Us

U1 U9 t—1 Uy

Gambar 2.5 Graf K ;, s+t=n

Definisi 2.3.5. (Chartrand € Zhang, 2012) Graf star atau graf bintang S, adalah graf
bipartit lengkap dengan partisi simpul U dan W, dengan |U| = s dan |W| =t dinotasikan
dengan K, atau K, dengan salah satu dari s atau t bernilai 1.

U2
®
Up, Vs
Un—1 @ @ U4
U1
(Vd U5
o

Vg

Gambar 2.6 Graf S,

Definisi 2.3.6. (Frucht & Harary, 1970) Korona G O H dibentuk dengan cara mengambil
satu graf G, lalu membuat beberapa salinan graf H sebanyak simpul pada graf G.
Selanjutnya, simpul pada G dihubungkan dengan semua simpul pada satu salinan H yang
bersesuaian.

Pada penelitian ini akan menggunakan beberapa graf G yang akan dioperasikan
korona produk dengan K atau graf yang memiliki anting (pendant point). Berikut ini
graf-graf yang akan digunakan:

Graf sisir adalah graf yang diperoleh dengan mengoperasikan korona graf P, dengan K.
Berikut ini gambar hasil operasi P, © K.



U U2 u3 Us Us Un—1 Uy

(%] (%) U3 (1 Us Un—1 Up,

Gambar 2.7 Graf P, ® K;

Graf (K, © K1) adalah graf K, yang dioperasi korona dengan graf K;. Berikut ini gambar
hasil operasi K,, © K.

@ U3

Gambar 2.8 Graf K, © K;

Graf K,; © K, adalah graf hasil operasi korona dari graf K,; dengan graf K;. Berikut
ini gambar hasil operasi K,; © K.

b

g

Gambar 2.9 Graf K, O K,



Definisi 2.3.7. (Maulidia & Purwanto, 2021) Graf matahari adalah graf yang dibentuk
dari graf siklus pada n simpul dengan menambahkan sebuah sisi gantung pada setiap
simpul.

Gambar 2.10 Graf C,, © K;

Definisi 2.3.8. (Maulidia € Purwanto, 2021) Graf helm dinotasikan dengan H, adalah
graf yang dibentuk dari graf roda W,, dengan menambahkan sisi gantung pada setiap simpul
siklus.

Un

U+

Gambar 2.11 Graf H,

2.4 Dimensi Metrik Graf
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai dimensi metrik graf.  Berikut ini
penjelasannya.
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Definisi 2.4.1. (Simanjuntak, Uttunggadewa, € Saputro, 2013) Misalkan G adalah
sebuah graf dengan G(V,E) adalah graf terhubung. Jarak antara dua simpul w dan v
adalah panjang lintasan terpendek yang menghubungkan simpul v dan v di G, dapat
dinotasikan dengan d(u,v). Graf G memiliki simpul V(G), dan S = {uy,ug,...,ux} C
V(G) dengan S adalah himpunan pembeda. Vektor representasi dari simpul v € V(G)
terhadap S didefinisikan sebagai berikut:

r(v]S) = (d(v,ul), d(v,ug), ..., d(v,uk)),

Himpunan S disebut himpunan pembeda untuk graf G apabila untuk setiap dua
simpul berbeda t,v € V(G) memiliki representasi yang tidak sama yakni r(v | §) #
r(t | S). Basis dari graf G adalah himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum.
Banyaknya simpul dalam suatu basis graf G disebut dimensi metrik dari graf G,
dinotasikan dengan dim(G).

Berikut ini akan diberikan contoh mengenai dimensi metrik graf dari graf pada
Gambar 2.1.

Contoh 2.4.1. Dari Gambar 2.1 akan dicari dimensi metrik. Akan dipilih himpunan
pembeda berturut S = {vy,v3,v4} C V(G), sehingga kardinalitasnya |S| = 3. Dan
representasi dari simpul-simpulnya adalah:

r(vy | S)=(0,1,2), r(vs | S)=(1,0,1), r(vs|S)=1(2,1,1),
r(ve | S)=(1,1,2), r(v]S)=1(2,1,0), r(vs|S)=(3,2,2)

Dapat diamati bahwa simpul-simpul pada graf G tidak ada yang sama terhadap himpunan
pembedanya, maka S C V(G) memenuhi basis dimensi metrik dari graf G, sehingga
dim(G) = 3.

2.5 Dimensi Metrik Ketetanggan Graf
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai dimensi metrik ketetanggaan graf. Berikut
penjelasannya.

Definisi 2.5.1. (Jannesari & Omoomi, 2012) Misalkan G adalah sebuah graf terhubung
dengan himpunan simpul V(G), dan S = {uy,us,...,ux} himpunan bagian V(G) yang
terurut.  Untuk setiap v € V(G), representasi ketetanggaannya didefinisikan sebagai
vektor,

ra(v ] S) = (da(v,u), da(v,uz), .., da(v,ui)),

dengan d4(u,v) adalah jarak ketetanggaannya, yakni:

0, jika v =,
da(v,u;) =41, jika v ~ u;,

2, jika v oL u;.

dengan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan terurut bagi G jika vektor r4(v | S) #
ra(s | S) untuk setiap s,v € V(G). Kardinalitas basis ketetanggaan disebut dimensi
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metrik ketetanggaan dari graf G yang dinotasikan dengan dim4(G). Basis ketetanggaan
dari graf G adalah himpunan pembeda ketetanggaan minimal dim 4(G).

Berikut ini akan diberikan contoh mengenai dimensi metrik ketetanggaan graf.

Contoh 2.5.1. Dari Gambar 2.1 akan dicari dimensi metrik ketetanggaannya. Dipilih
himpunan pembeda berturut S = {v,v,} C V(G), sehingga kardinalitasnya |S| = 2.
Representasi dari simpul-simpul G adalah

ra(vy | S)=1(0,2), ra(vs | S)=(1,1), ra(vs|S)=1(2,1),
ra(vy | S)=1(1,2), ra(vy | S)=1(2,0), ra(vs|S)=1(2,2).

Dapat diamati bahwa, semua representasi simpul-simpul pada graf G tidak ada yang sama
terhadap himpunan pembeda terurut S, maka S himpunan bagian V' (G) memenuhi basis
ketetanggaan dari graf G sehingga dim4(G) = 2.

2.6 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai dimensi metrik ketetanggaan lokal. Berikut
definisinya.

Definisi 2.6.1. (Rinurwati et al., 2017) Misalkan G sebuah graf dengan G = (V, E)
adalah graf terhubung. Graf G memiliki himpunan simpul V(G), dan S = {s1, 2, ..., S}
himpunan bagian V(G) dengan S adalah himpunan pembeda terurut, representasi
ketetanggaan dari simpul v terhadap S didefinisikan sebagai berikut:

ra(v]S) = (da(v,uy), da(v,uz), ..., da(v,ug))

dengan da(v,u) adalah jarak ketetanggaan, yaitu:

0, jika v =s;,
dA(U7 S’i) = ]-7 ]Zka U~ Sy

2, jika v o s;.

dengan ~ menandakan bahwa simpul u; dan v bertetangga, dan % tidak bertetangga.
Suatu himpunanan S disebut himpunan pembeda ketetanggan lokal jika setiap dua simpul
bertetangga v dan v di G memiliki representasi ketetanggaan yang berbeda ra(v | S) #
ra(w | S) dengan v,w € V(G). Dimensi metrik ketetanggaan lokal dinotasikan dengan
dim 4 (G) adalah kardinalitas basis ketetanggaan lokal dari graf G. Basis ketetanggaan
lokal dari graf G adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal.

Berikut ini akan diberikan contoh mengenai dimensi metrik ketetanggaan lokal.

Contoh 2.6.1. Dari Gambar 2.1 akan dicari dimensi metrik ketetanggaan lokalnya.
Dipilih himpunan pembeda berturut S = {v;,v5} C V(G), sehingga kardinalitasnya
|S| = 2. Representasi dari simpul-simpul G adalah

ra(vi [ S)=1(0,2), ra(vs|S)=(L,1), ra(vs|S)=(20),
ra(vy | S)=1(1,2), ra(vy | S)=1(2,1), ra(ve | S)=(2,1).

Dapat diamati bahwa, semua representasi simpul-simpul pada graf G berbeda terhadap
himpunan pembeda terurut S, maka S himpunan bagian V(G) memenuhi basis
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ketetanggaan dari graf G sehingga dim 4,(G) = 2.

2.7 Graf Splitting
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai graf splitting. Berikut definisi dari graf
splitting.

Definisi 2.7.1. (Sampathkumar € Walikar, 1981) Untuk setiap simpul v € V(G), buat
sebuah simpul baru sebanyak simpul v dan notasikan dengan w, hubungkan setiap simpul
baru u ke semua simpul yang bertetangga dengan v, graf ini disebut graf splitting.

Graf yang diperoleh dengan proses ini disebut graf splitting dari G yang dinotasikan
dengan Spl(G). Berikut ini akan diberikan contoh untuk operasi splitting.

Contoh 2.7.1. Berikut ini graf hasil operasi splitting dari Gambar 2.1:

U] usz  Us

(%) U4
v
U1 0
3 Vg
U2 Uy Ug

Gambar 2.12  Graf Spl(G)

Dari Gambar 2.12 hasil operasi splitting, simpul berwarna merah dengan notasi
(uy1,ug, us, uyg, us, ug) adalah salinan simpul baru sejumlah banyaknya simpul pada graf
G, sedangkan sisi yang berwarna merah menyatakan sisi yang menghubungkan simpul
baru dengan tetangga simpul pada graf G.

2.8 Graf Degree Splitting
Pada bagian ini akan dijelaskan mengenai graf degree splitting.

Definisi 2.8.1. (Ponraj & Somasundaram, 2004) Diberikan G = (V, E) adalah sebuah

graf. Dengan himpunan simpul V' sebagai berikut:
V=5USU---USUT,

dengan setiap S; adalah himpunan simpul yang memiliki derajat sama minimal terdapat
dua simpul, dan T adalah himpunan simpul-simpul yang tidak termasuk kedalam
himpunan S;. Graf degree splitting dinotasikan dengan DS(G). DS(G) dibentuk dengan
cara menambahkan simpul baru wuy, us, ..., u; dan menghubungkan simpul baru ke setiap
simpul S;.
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Contoh 2.8.1. Berikut ini graf hasil operasi dari Gambar 2.1 dengan operasi degree
splitting:

Uy

(%) U4

U1 ©)
U3 Vs V6

Gambar 2.13  Graf DS(G)

Dari Gambar 2.12 hasil operasi degree splitting, simpul berwarna merah dengan
notasi u; adalah simpul baru yang diberikan karena adanya simpul di graf G yang
derajat simpulnya sama yakni berderajat 2 sebanyak 3 simpul (minimal harus 2 simpul
yang berderajat sama), sedangkan sisi yang berwarna merah menyatakan sisi yang
menghubungkan simpul baru dengan simpul-simpul yang memiliki derajat sama pada
simpul graf G.

14



BAB III
METODOLOGI

Pada bab ini akan dijelaskan secara umum mengenai urutan pelaksanaan Tugas Akhir

dengan langkah-langkah yang dilakukan ditunjukkan pada diagram alir.

3.1

Tahapan Penelitian

Metode penelitian yang digunakan dalam penyusunan Tugas Akhir ini dengan

membaca dan mengumpulkan penelitian-penelitian terdahulu yang berkaitan dengan
dimensi metrik ketetanggaan, dimensi metrik ketetanggaan lokal, graf splitting, dan
graf degree splitting. Setelah itu akan dijelaskan mengenai tahapan-tahapan yang akan
dilakukan dalam penyusunan Tugas Akhir ini :

Langkah I: Menentukan dan mengkontruksi graf G edge-degree splitting, dengan
graf G € {P,,Ch, Kn, Kppn, S, C, O K1, P, O Ky, K © K1, K, © K1, H,} dengan

penjelasan sebagai berikut:

1.

Menentukan graf dasar G = (V, E) yang akan digunakan sebagai graf awal dalam
proses konstruksi.

. Mengelompokkan sisi-sisi pada graf dasar ke dalam subhimpunan Fi, Fs, ..., F}

berdasarkan kesamaan derajat setiap simpul di suatu sisi, dengan setiap
subhimpunan memiliki minimal dua simpul.

. Menambahkan satu sisi baru setiap subhimpunan F; sebagai edge-degree splitting.

. Menghubungkan sisi baru dari hasil operasi edge-degree splitting dengan seluruh sisi

yang berada dalam subhimpunan Fj.

. Menentukan himpunan sisi/edge dan himpunan simpul graf hasil konstruksi serta

memastikan graf edge-degree splitting memenuhi sifat graf dan terhubung.

Langkah II: Penentuan dimensi metrik ketetanggaan lokal yang telah dioperasikan edge-
degree splitting dengan penjelasan sebagai berikut:

1.

Menentukan himpunan simpul kandidat sebagai himpunan pembeda ketetanggaan
lokal pada graf edge-degree splitting yang telah dikonstruksi.

. Menentukan representasi ketetanggaan lokal setiap simpul terhadap himpunan

pembeda yang dipilih.

. Menetapkan jarak pada setiap pasangan simpul bertetangga sesuai dengan dimensi

metrik ketetanggaan lokal.

. Memeriksa setiap simpul yang bertetangga memiliki representasi ketetanggaan lokal

yang berbeda terhadap himpunan pembeda.

. Menentukan kardinalitas minimum dari himpunan pembeda ketetanggaan lokal

yang memenuhi syarat pembeda.
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6. Menetapkan kardinalitas minimum tersebut sebagai nilai dimensi metrik
ketetanggaan lokal dari graf G (edge-degree splitting).

Langkah III: Pada tahap ini akan dilakukan penarikan kesimpulan dari analisis hasil
dimensi metrik ketetanggaan lokal graf edge-degree splitting.

3.2 Diagram Alir Langkah I
Berikut adalah diagram alir langkah 1:

=

Menentukan graf G

¥
Mengelompokkan sis1
berdasarkcan derajat sirmpul-
simpul wung yang sama (Fy,
Fa. .. Ft)

Setiap F; minimal
memilika 2 s1s1

Mengabalkan siz1 vang
berada di himpunan F

II\-Ienamha.hka.u satu =151 bara
pada sshiap Fj

}

Menghobunzkan setiap sis1
|hzzil operaz dengan seluruh

sizi dalam Fj

|

Menenfukan himpunan
simapul barn hasil operas
graf edge-degres splitting.

|

Graf edge-dsgres
splirting terbentuk

o
(o

Gambar 3.1 Diagram Alir Langkah 1
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3.3 Diagram Alir Langkah II
Berikut adalah diagram alir langkah 2:

Menggunakan graf G pada
tahap 1

¥

Menentukan himpunan pembeda
ketetanggaan lokal

w

Menentukan representasi ketetanggaan
lokal setiap simpul

a

Memeriksa pasangan simpul yang
bertetangga harus berbeda

Menentukan kardinalitas minimal
himpunan pembeda

b

Menentukan nilai dimensi metrik
ketetanggaan lokal

Selesai

Gambar 3.2 Diagram Alir Langkah 2

17






BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini diawali dengan pemaparan definisi graf edge-degree splitting. Konsep
graf edge-degree splitting merupakan pengembangan dari graf degree-splitting. Adapun
definisi graf edge-degree splitting sebagai berikut.

4.1 Definisi Graf Edge-Degree Splitting

Berdasarkan operasi graf degree splitting pada Definisi 2.8.1, pada penelitian ini
dikonstruksi suatu operasi graf baru dengan memperhatikan struktur dan karakteristik
pada graf asal. Berikut ini definisi operasi edge-degree splitting sebagai berikut.

Definisi 4.1.1. Diberikan graf G(V(G), E(G)) adalah sebuah graf yang memiliki
himpunan sisi:
E(G) = PU ( Uiz Fz)

dengan F; adalah himpunan sisi yang memiliki paling sedikit dua sisi e, = uyv, dan
eq = UgVy, deg(u,) = deg(u,) dan deg(v,) = deg(v,) dengan u, dan v, tidak harus berbeda
dan P = E(G)—UL_,F;. Graf edge-degree splitting dinotasikan dengan EDS(G) diperoleh
dengan menambahkan sisi baru €, = ugvy, k € {1,2,...,t} kemudian menghubungkan
simpul baru uy dan vy dengan semua simpul ujung dari sisi-sisi di F; dengan F; =
{ej}j':l? s> 2.

Selanjutnya akan diberikan contoh graf edge-degree splitting dari Definisi(4.1.1).

Contoh 4.1.2. Misalkan graf G pada Gambar 2.1, didapatkan graf edge-degree splitting
sebagai berikut.

Gambar 4.1 Graf EDS(G)

Gambar 4.1 adalah gambar graf FDS(G) dengan sisi berwarna merah adalah
sisi tambahan graf edge-degree splitting dan sisi berwarna hijau adalah sisi yang
menghubungkan sisi baru dengan sisi graf G, F; = {ej,eq,e3} dengan e; = wyus,
ey = v3vy, dan ez = v1v3 yang memiliki derajat simpul-simpul ujungnya sama (deg(vq) =
deg(vy) = deg(vy) = 2) dan (deg(vs) = 4). Selanjutnya akan dipaparkan dimensi metrik
ketetanggaan lokal graf edge-degree splitting graf dasar.
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4.2 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Edge-Degree Splitting Graf
Dasar
Pada bagian ini dipaparkan dimensi metrik ketetanggaan lokal graf edge-degree
splitting graf dasar seperti graf lintasan (P,), graf lengkap (K,), graf siklus (C),), graf
bipartit lengkap (K.), dan graf bintang (.S,). Berikut ini pemaparan dimensi metrik
ketetanggaan lokal graf edge-degree splitting graf dasar.

4.2.1 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf FEdge-Degree Splitting
Lintasan
Graf edge-degree splitting P, dinotasikan dengan EDS(P,) adalah graf terhubung
hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul pada graf EDS(P,) unutuk n €
{3,4}, |V(EDS(P,))| = n + 2 dengan himpunan simpul:

V(EDS(P,)) = V(P,) UV(K),)

= {uy,ug, ..., u,} U{wy, we}

Banyaknya sisi graf EDS(P,), |[E(EDS(P,)| = 3n. Selanjutnya untuk n > 5, banyaknya
simpul |V(EDS(P,))| = n + 4 dengan himpunan simpul:

V(EDS(P,)) =V(P,) UV(K,) UV(K3)

= {uy, ug, us, ug } U{wy,wa} U{zy, 225}

Banyaknya sisi graf EDS(FP,), |E(EDS(P,))| = 3n+ 7. dengan:

a. u; : simpul ke-j pada graf P,

b. w; : simpul ke-[ dari graf K3

c. x; : simpul ke-l dari graf K2

d. KJ : sisi tambahan pertama

e. K2 : sisi tambahan kedua

£ j€{1,2,3,...,n}

g. le{l,2}

Berikut ini Gambar 4.2 menunjukkan graf P, dan Gambar 4.3, Gambar 4.4 dan
Gambar 4.5 menunjukkan graf EDS(P,).

Gambar 4.2 Graf P,
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U4 U, Uy Uy Uo Uq Uy

Gambar 4.3 Graf EDS(Ps) Gambar 4.4 Graf EDS(Fy)

Gambar 4.5 Graf EDS(P,)

Gambar 4.2 adalah graf P,. Gambar 4.3, Gambar 4.4, dan Gambar 4.5 adalah graf
EDS(P,). Pada Gambar 4.3 dan Gambar 4.4 sisi berwarna biru adalah sisi tambahan
EDS dan sisi berwarna hijau adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi
graf P, dengan simpul-simpul ujungnya berderajat satu dan dua. Pada Gambar 4.5 sisi
berwarna biru adalah sisi tambahan EDS. Sisi-sisi berwarna merah adalah sisi yang
menghubungkan sisi baru dengan sisi graf P, dengan simpul-simpul ujungnya berderajat
dua. Sisi-sisi berwarna hijau adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf
P, dengan simpul-simpul ujungnya berderajat satu dan dua.

Teorema 4.2.1. Dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree splitting P,
adalah

3, untuk n € {3,4},
4, untuk n € {5,6,7},
5, untuk n € {8,9},
{”_TloJ +5, wuntukn > 10.

Bukti. Untuk n =1, dima(P1) = dim (K1) = 0 (Teorema 2.1.2.)
Untuk n = 2, dim(P2) =1 (Teorema 2.1.1.)
Untuk n > 3 terdapat empat kasus.
Kasus 1. Untuk n € {3,4}
Dipilih himpunan terurut S = {uy, ug, w1} C V(EDS(F,)).
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Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting P,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(P,) adalah

ra | S) = (da(v,w), da(v, uz), da(v,w))

dengan
0, U = Uy,
ie{1,2},
d U, Uj) = ]-7 € j+1, -1, Wy .
a(v, uy) v € {Uj1, uj—1, Wi} je{l,2,....n).
2, lainnya.

0, v=uw,, =1,

1, lainnya. je{l,2,...,n}

da(v,w;) = {

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P,)) terhadap S
untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 3 adalah minimal.

Dipilih 8" C V(EDS(P,)) dengan kardinalitas ', |S"| < |S| yaitu §" = S\{v},v € S.
Dipilih v = wy, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga wi,wy € V(EDS(P,))
dengan ry(wy; | §') = ra(we | 8) = (1,1) sehingga S’ bukan himpunan pembeda
EDS(P, ® K;), untuk menunjukkan bahwa tidak terdapat himpunan pembeda dengan
kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus |S’| = k — 1. Hal ini karena setiap
himpunan dengan kardinalitas kurang dari £ — 1 merupakan kasus yang lebih kecil.

Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran k£ — 1 saja tidak dapat menjadi
himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang lebih kecil juga
tidak dapat menjadi himpunan pembeda.. Jadi |S| = 3 adalah minimal dan S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim(EDS(P,)) = 3.

Kasus 2. Untuk n € {5,6,7}

1. Untuk n = 5, dipilih himpunan terurut S = {ug, us, x1, w1} C V(EDS(P,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting P,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(P,))

adalah
ra(ur | S)=1(2,2,2,1), ra(wy | S)=(2,1,2,0),
ra(us | S)=(1,2,1,1), ra(ws | S) =(2,1,2,1),
ra(us | S)=1(0,2,1,2), ra(z;|S)=(1,2,0,2),
ra(ug | S)=(1,1,1,1), ra(ze | S)=(1,2,1,2),

ra(us | S) =(2,0,2,1).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P,)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semuanya berbeda. Oleh
karena itu, S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,).
Selanjutnya akan ditunjukkan |S| = 4 adalah minimal.

Dipilih 8" € V(EDS(P,)) dengan kardinalitas |S’'| < |S], yaitu " = S\ {v},
untuk v € S. Dipilih v = w,, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga
wy,wy € V(EDS(P,)) dengan ra(wy | ") =ra(wy | S") = (2,1,2)
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sehingga S’ bukan himpunan pembeda EDS(P,). Jadi |S| = 4 adalah minimal dan
S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim(EDS(P,)) =
4.

2. Untuk n € {6, 7}, dipilih himpunan terurut S = {ug, uy_1,wy, 21} C V(EDS(P,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting P,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(P,))

adalah
ra(v | Si) = (da(v,ua), da(v,un1), da(v,w1), da(v, z1))
dengan
0, v=u
1, v=u,_1 dan v =uj4; je{2,n—1},
da(v,u;) = .
1, v=u;dan v =w; i€{1,2}.
2, lainnya
0, v=ux;, .
1=
da(v,z;) = {1, =u; d = X9, . 7
a(v, ;) U=u; dal v = T3 je{2,3,...,n—1}
2, lainnya.
0, v=uw;,
da(v,w;) 1 t t=1
U, w;) = ) = Uy ) .
alv, v = u; atau ws jefl2.n—1n)
2, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P,)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semuanya berbeda. Oleh
karena itu, S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,).
Selanjutnya akan ditunjukkan |S| = 4 adalah minimal.

Dipilih 8" € V(EDS(P,)) dengan kardinalitas |S’| < |S], yaitu " = S\ {v},
untuk v € S. Dipilih v = z;, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga
x1, 9 € V(EDS(P,)) dengan ra(xy | S) = ra(z2 | S') = (1,1, 2) sehingga S’ bukan
himpunan pembeda EDS(P,). Pada kasus ini, untuk menunjukkan bahwa tidak
terdapat himpunan pembeda dengan kardinalitas kurang dari k£, cukup ditinjau
kasus |S’| = k — 1. Hal ini karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari
k — 1 merupakan kasus yang lebih kecil.

Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran k£ — 1 saja tidak dapat menjadi
himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang lebih kecil
juga tidak dapat menjadi himpunan pembeda. Jadi |S| = 4 adalah minimal dan S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dima,(EDS(F,)) = 4.

Kasus 3. Untuk n € {8,9}

Dipilih himpunan terurut S = {uy, u,,_1, 1, w1, wy} C V(EDS(P,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting P,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(P,)) adalah

ra(v]S;) = (dA(U,u4),dA(v,un_1),dA(v,x1),dA(v,wl),dA(U,wg))
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dengan

07 U= U’ja
I, ve {uj*17uj+17xi}7 J € {4>n - 1}7
da(v,uj) = ~ .
1, v=w;, jika u; = uy_1, ie{1,2}.
2, lainnya,
0, v=ua;,
dav,z) =1 d =
V,T;) = s = Uj; = Lj+4+1, .
A ’ ty Gan v S 36{273a---7n_1}
2, lainnya.
0, v=uw,

i€ {1,2},
d , Wi) = 1a € B —if .
Ao, w) velwweih o 1
2, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P,)) terhadap S
untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 5 adalah minimal.

Dipilih S € V(EDS(P,)) dengan kardinalitas S’, |S'| < [S| yaitu S = S\ {v},
v € S. Dipilih v = w,, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ws,u, €
V(EDS(P,)) dengan r4(wy | S') = ra(u, | §) = (2,1,2,1) sehingga S’ bukan
himpunan pembeda EDS(P,), untuk menunjukkan bahwa tidak terdapat himpunan
pembeda dengan kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus |S'| = k£ — 1. Hal
ini karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari £ — 1 merupakan kasus yang
lebih kecil.

Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran k£ — 1 saja tidak dapat menjadi
himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang lebih kecil juga
tidak dapat menjadi himpunan pembeda.. Jadi |S| = 5 adalah minimal dan S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim(EDS(P,)) = 5.

Kasus 4. Untuk n > 10

Dipilih himpunan terurut S = {usyq | 0 < k < V_TIOJ + 2} U {xy,wy,we} C
V(EDS(F,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting P,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(P,)) adalah

ra(v ]Sy = (dA(U,%), cus adA(Uau5+4(k—3))=dA(U’Il)?‘lA(“’wl)’dA(v’w?))
dengan
0, v=uy,
1, ve{uj_1,ujr,z},

da(v,u;) =
a0, ;) 1, v =w; jika u; simpul basis terakhir dan n =2 (mod 4),

2, lainnya.
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ie{1,2},

10
je{5+4k’0§k<{n S J+2}.

Oa U = Ty,

da(v,a;) = 11 T

U7:'Ui - bl E '7 ) 9 .

A v e {2} jef2,3,. ..n—1}
2, lainnya.
0, v=ws,

i€{1,2},

da(v,w;) =<1, =u; d = w3_j, .

al ) VT dan = s je{l,2,n—1,n}
2, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P,)) terhadap S
untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = {”%H)J + 5 adalah minimal.

Misalkan k = {”’TNJ + 5 dan terdapat himpunan S’ C V(EDS(P,)) dengan |S'| <
k. Karena |S’| < k, cukup ditunjukkan bahwa himpunan dengan kardinalitas terbesar
yang masih kurang dari k, yaitu k — 1, tetap tidak dapat menjadi himpunan pembeda
ketetanggaan lokal. Pada himpunan terurut S, terdapat tiga simpul khusus, yaitu x, wy,
dan ws, yang diperlukan untuk membedakan pasangan simpul bertetangga pada bagian
khusus graf. Jika salah satu dari ketiga simpul tersebut tidak termuat dalam S’, maka
terdapat pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan sama
terhadap S’, sehingga S’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu, agar tidak langsung gagal pada bagian khusus, S’ harus memuat
ketiga simpul khusus tersebut. Akibatnya, banyak simpul pada S’ yang dapat digunakan
untuk membedakan pola utama paling banyak adalah (k — 1) —3 = k — 4. Karena
k = V_TH)J + 5, maka kK — 4 = V—ij + 1. Dengan demikian, k£ — 4 < "_Tlo +1= "T_ﬁ,
sehingga 4(k — 4) < n — 6 < n. Padahal pada pola graf awal terdapat simpul sebanyak
n yang harus dibedakan, sedangkan setiap satu simpul pembeda pada pola utama hanya
dapat membedakan paling banyak empat simpul berurutan. Akibatnya, masih terdapat
paling sedikit satu pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan
sama terhadap S” seperti ra(z; | S) = ra(zy | S). Jadi, tidak terdapat himpunan
pembeda ketetanggaan lokal dengan kardinalitas kurang dari k. Karena telah diperoleh
himpunan pembeda ketetanggaan lokal S dengan |S| = k, maka S merupakan himpunan
pembeda ketetanggaan lokal minimum. Dengan,

dimy(EDS(P,)) = {" _410J +5.

]

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(Pj).

Contoh 4.2.2. Misalkan graf EDS(P)) pada Gambar 4.5 akan ditentukan dimensi metrik
ketetanggaan lokal.
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Gambar 4.6 Graf EDS(P)

Dipilih  himpunan terurut S = {us,ug,z1, w1, wa} C V(EDS(Py)). Akan
ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(P).
Representasi ketetanggaan dari simpul-simpul EDS(Pyo) sebagai berikut:

ralur | S) =(2,2,2,1,1), raug | S) = (1,2,1,2,2),
ralug | S) =(2,2,1,1,1), ralur | S) =(2,2,1,2,2),
ra(us | S) =(2,2,1,2,2), ralus | S) =(2,1,1,2,2),
ralug | S) =(1,2,1,2,2), raug | S) = (2,0,1,1,1),
ralus | S) =(0,2,1,2,2), ra(u | S) =(2,1,2,1,1),
ra(z | S) =(1,1,0,2,2), ra(ze | S) =(1,1,1,2,2),
ra(wy | S) =(2,1,2,0,1), ra(wy | S) =(2,1,2,1,0).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul EDS(Pyg) terhadap S untuk
setiap pasangan simpul yang bertetanggga berbeda.

Dapat ditunjukkan |S| adalah minimal. Ambil sebarang S C V(EDS(Py)) dengan
|S7| < |S| yaitu §" = S\{v}, v € S. Dipilih v = wy akibatnya terdapat simpul bertetangga
wa, u1g € V(EDS(Pyp)) dengan ra(ws | S") = ra(uio | S') = (2,1,2,1) sehingga S’ bukan
himpunan pembeda EDS(Py). Jadi |S| = 5 adalah minimal dan S adalah himpunan
pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim 4,(EDS(Pyg)) = 5.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |= 4.

No. Himpunan Representasi yang Sama || No. Himpunan Representasi yang Sama

{ui, uj, up, ug} ra(wy | S) =ra(wy|S) {uwi, uj, g, 30} ra(wy | S) =ra(wy|S)

{ui7uj7uh7xa} TA(wl | S) = ral\wsz | S) {wwwj,%yfsfa} 7"A(U21'+2 | S) =14 U243 | S)

1 5

2 ( 6 ) (

3 {w, uj, up, we } ra(zi|S) =ra(zs|9) T | {®a, T3—a, wp, wi} | Ta(Uziva | S) = Ta(Usigs | S)
4 | {us vy, we,ws—g} | ra(z | S) =ra(z2|S) 8 | {us, Ty, wa, w3_o} | Ta(uizs | S) =ra(tigg | S)

Tabel 4.1 Himpunan untuk |S| = 4 graf EDS(Py).

4.2.2 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Fdge-Degree Splitting

Lengkap
Graf edge-degree splitting K,, dinotasikan dengan EDS(K,) adalah graf terhubung
hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul pada graf EDS(K,),
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|V(EDS(K,))| = n+ 2 dengan simpul-simpul:
V(EDS(K, O ) = V(K,) UV(K))
= {uy,ug,...,u} U{p1,pa}

Banyaknya sisi graf EDS(K,,), | E(EDS(K,)) |= %, dengan:

a. u; : simpul ke-j pada graf K,

b. p; : simpul ke-l dari graf K,

c. Ky : sisi tambahan

d. je{1,2,3,....n}

e. le{l,2}

Berikut ini Gambar 4.7 menunjukkan graf K, dan Gambar 4.8 menunjukkan graf
EDS(K,).

(73] U9

U3

U5 U4

Gambar 4.7 Graf K, Gambar 4.8 Graf EDS(K,,)

Gambar 4.7 adalah graf K, sedangkan Gambar 4.8 adalah graf EDS(K,). Pada
Gambar 4.8 sisi berwarna biru adalah sisi tambahan edge-degree splitting dan sisi berwarna
merah adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf K, dengan simpul-
simpul ujungnya berderajat n — 1.

Karena operasi edge-degree splitting graf lengkap K,, menghasilkan graf lengkap K, o,
maka

EDS(K,) 2 Ky

Pada graf lengkap setiap simpul pada graf tersebut saling bertetangga satu sama lain,
maka setiap simpul memiliki himpunan ketetanggaan yang hampir sama. Akibatnya,
untuk membedakan setiap pasangan simpul diperlukan paling sedikit (n — 1) simpul
pembeda, sehingga dimensi metrik ketetanggaan lokal graf (K,) adalah n — 1. Karena
graf EDS(K,) = graf K, » maka dimensi metrik ketetanggaan lokal graf EDS(K,)
sebagai berikut.

Teorema 4.2.3. Dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree splitting K,,,
untuk n > 3 adalah
dimy(EDS(K,)) =n—1+2
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Bukti. Untuk n =1, dima(K;) = 0 (Teorema 2.1.2.)

Untuk n = 2, dima(Ks2) = dima(P2) =1 (Teorema 2.1.1.)

Untuk n > 3 terdapat satu kasus.
Kasus 1.  Untuk n > 3 Dipilih himpunan terurut S = {uj,ug,...,up,p1} =
{s1,892,...,8:} CV(EDS(K,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf

edge-degree splitting K,, EDS(K,). Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(K,)) adalah

TA(U | Sl) = (dA<U7 ’LL1>, dA(U7u2)7 oo JdA(UJ un)7 dA(va1>

dengan
0, jika v = s,
da(v,s;) = ie{1,2,3,...,k}

1, jika v ~ s,

Tampak bahwa jarak simpul v € V(EDS(K,)) terhadap s; bernilai 0 untuk v = s; dan
1 untuk v ~ s; hal ini karena setiap simpul pada graf EDS(K,) semuanya bertetangga.
Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(K,,)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(K,). Selanjutnya akan
ditunjukkan | S |=n + 1 adalah minimal.

Dipilih S C V(EDS(K,)) dengan kardinalitas S’, |\S’| < |S| yaitu S = S\ {v},v € S.
Dipilih v = p;, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga py,ps € V(EDS(K,))
dengan 74(py | S") = ra(p2 | ') = (1,1,...,1) schingga S’ bukan himpunan pembeda
EDS(K,), karena pada graf ini setiap satu simpul bertetangga dengan seluruh simpul
lainnya, maka jika terdapat himpunan terurut lain S’, | S’ |< k terdapat dua simpul yang
representasinya sama. Jadi |S| = n+ 1 adalah minimal dan S adalah himpunan pembeda
ketetanggaan lokal minimal. Jadi dima (EDS(K,)) =n+ 1.

O

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(K5).

Contoh 4.2.4. Misalkan graf EDS(K}) pada Gambar 4.9 akan ditentukan dimensi metrik
ketetanggaan lokalnya.

Uo

uj Uy

Us i

Gambar 4.9 Graf EDS(K5)
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Dipilih himpunan terurut S = {uy,ug,us,uqs,us,p1} < V(EDS(K5)). Akan
ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(Kj).
Representasi ketetanggaan dari simpul-simpul EDS(K5) sebagai berikut:

ralur | S) =(0,1,1,1,1,1), ralus | S) = (1,1,1,1,0,1),
ralus | S) = (1,0,1,1,1,1), ralpr | S) =(1,1,1,1,1,0),
ralus | S) = (1,1,0,1,1,1), ralps | S) = (1,1,1,1,1,1),
ralus | S) =(1,1,1,0,1,1).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul EFDS(Kj5) terhadap S untuk
setiap pasangan simpul yang bertetanggga berbeda.

Dapat ditunjukkan |S| adalah minimal. Ambil sebarang S C V(EDS(K3)) dengan
|S7] < || yaitu 8" = S\{v}, v € S. Dipilih v = p; akibatnya terdapat simpul bertetangga
p1,p2 € V(EDS(K3)) dengan r4(py | S') = ra(pe | §') = (1,1,1,1,1) sehingga S” bukan
himpunan pembeda EDS(Kj5). Jadi |S| = 6 adalah minimal dan S adalah himpunan
pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim 4, (EDS(K35)) = 6.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |= 4.

No. Himpunan Representasi yang Sama

1 {ui,uj,umpa} TA(Uj+2 | S) = 7“A(Uj+3 | S)

2 | {p1,p2, uisun} | ra(uipe | S) =ra(uirs | S)

3 {ui7uj’uh’ug} 7”,4(]?1 | S) - TA(p2 | S)
Tabel 4.2 Himpunan untuk |S| =4 graf EDS(K5).

4.2.3 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Edge-Degree Splitting Siklus

Graf edge-degree splitting C,, dinotasikan dengan EDS(C,) adalah graf terhubung
hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul pada graf EDS(C,),
[V(EDS(C,,))| = n+ 2 dengan simpul-simpul:

V(EDS(C,)) =V(C,) UV (K>)
={uy,ug,...,u,} U{p1,pa}
Banyaknya sisi graf EDS(C,,), | E(EDS(C,,)) |= 3n + 1, dengan:
a. u; : simpul ke-j pada graf C,
b. p; : simpul ke-l dari graf K,
c. K, : sisi tambahan

d. j€{1,2,3,...,n}

@

led{l,2}

Berikut ini Gambar 4.10 menunjukkan graf ), dan Gambar 4.11 menunjukkan graf
EDS(C,,).
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Uy,

Us Ly

Gambar 4.10 Graf C,,  Gambar 4.11 Graf EDS(C,,)

Gambar 4.10 adalah graf (), sedangkan Gambar 4.11 adalah graf EDS(C,). Pada
Gambar 4.11 sisi berwarna hijau adalah sisi tambahan edge-degree splitting dan sisi
berwarna merah adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf C,, dengan
simpul-simpul ujungnya berderajat dua.

Teorema 4.2.5. Dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree splitting C,,
adalah
3, untuk n = 4,

dzmAl(EDS(Cn)) =
{”T”J , untuk n > 5.

Bukti. Untuk n =1, dim,(Cy) = dim(K;) = 0 (Teorema 2.1.2.)
Untuk n = 2, dimy(Cs) = dima(P,) = 1 (Teorema 2.1.1.)
Untuk n = 3, dim(EDS(C3)) = dima(EDS(K3)) = 4 (Teorema 4.2.3.)
Untuk n > 4, terdapat dua kasus.
Kasus 1. Untuk n =4
Dipilih himpunan terurut S = {uy,us,p1} € V(EDS(C,)). Akan ditunjukkan S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(C,,).
Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(C,,)) adalah

ra(ui [ S) =(0,1,1),
ra(us | S)=(1,0,1),
raus | S) =(2,1,1),
ra(ug | S) = (1,2,1),
ra(py | S) = (1,1,0),

ra(pa | S)=(1,1,1).
Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(C,,)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(C,,). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 3 adalah minimal.

Dipilih 8" C V(EDS(C,,)) dengan kardinalitas ', |S’| < |S| yaitu S’ = S\{v},v € S.
Dipilih v = py, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga py,ps € V(EDS(C,))
dengan r4(py | S) =ra(p2 | ') = (1,1) sehingga S’ bukan himpunan pembeda EDS(C,,).
Jadi |S| = 3 adalah minimal dan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal
minimal. Jadi dim,(EDS(C,,)) = 3.

Kasus 2. Untuk n > 5
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1. Untuk n =6
Dipilih himpunan terurut S = {uy, uq4, p1} € V(EDS(Cg)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf
EDS(Cs). Representasi ketetanggaan simpul v € V(EDS(Cg) adalah

ra(u; | S)=1(0,2,1), ra(ug | S)=1(2,0,1),
ra(uz | §) =(1,2,1), ralus | §) =(2,1,1),
ra(us [ S) =(2,1,1), ra(us | S) = (1,2,1),
ra(pi|S) = (1,1,0), ra(p2 | 8) = (1,1,1).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(Cs)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu,
S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(Cs). Selanjutnya

akan ditunjukkan |S| = VTHJ adalah minimal.

Dipilih §" € V(EDS(Cs)) dengan kardinalitas S, |S'| < |S| yaitu S = S\ {v},
v € S. Dipilih v = p;, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga pi,ps €
V(EDS(Cs)) dengan r4(py | S") = ra(pe | S7) = (1, 1) sehingga S’ bukan himpunan

pembeda EDS(Cs). Jadi | S |= VT”J adalah minimal dan S adalah himpunan

pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim,(EDS(C,,)) = VT”J
2. Untuk n # 6
Dipilih himpunan terurut S = {uj 4 |0 <k < VT”J —1}U{pm} CV(EDS(C,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf
EDS(C,). Representasi ketetanggaan simpul v € V(EDS(C,,) adalah

ra(v]S;) = (dA(UaU1)7 da(v,us), ... 7dA(U7U1+4(k71))7dA(”aPl))
dengan

O, UV = Uy, 7
ie{l+4k|0<k< VHJ -1},
da(v,u;) =<1, v e {ui1,u41,pj} 4

) 1,2
2, lainnya. jedl2}
d ( ) 07 U = Pj, ie{l,Z,...,n},
v,p;) = .
. pj 17 (NS {uiapj} J= 1

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(C,,)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu,
S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(C,,). Selanjutnya

akan ditunjukkan | S |= VT”J adalah minimal.

Misalkan k = VT”J dan terdapat himpunan S’ C V(EDS(C,)) dengan |S’'| < k.
Karena |S’| < k, cukup ditunjukkan bahwa himpunan dengan kardinalitas terbesar
yang masih kurang dari k, yaitu k—1, tetap tidak dapat menjadi himpunan pembeda
ketetanggaan lokal. Pada himpunan terurut S, terdapat satu simpul khusus, yaitu
p1, yang diperlukan untuk membedakan pasangan simpul bertetangga pada bagian
khusus graf. Jika simpul tersebut tidak termuat dalam S’, maka terdapat pasangan
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simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan sama terhadap S,
sehingga S’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu, agar tidak langsung gagal pada bagian khusus, S’ harus memuat
simpul khusus tersebut. Akibatnya, banyak simpul pada S’ yang dapat digunakan
untuk membedakan pola utama paling banyak adalah (k — 1) — 1 = k — 2. Karena
k = VT”J, maka k — 2 = VT”J — 2. Dengan demikian, k — 2 < ”T” -2 = ”T_l,
sehingga 4(k — 2) < n — 1 < n. Padahal pada pola graf awal terdapat simpul
sebanyak n yang harus dibedakan, sedangkan setiap satu simpul pembeda pada graf
awal hanya dapat membedakan paling banyak empat simpul berurutan. Akibatnya,
masih terdapat paling sedikit satu pasangan simpul bertetangga yang memiliki
representasi ketetanggaan sama terhadap S’,

ra(t, | ) =ralu,_1|S)=1(2,2,...,2).
Jadi, tidak terdapat himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan kardinalitas
kurang dari k. Karena telah diperoleh himpunan pembeda ketetanggaan lokal
S dengan |S| = k, maka S merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal
minimum. Dengan,

dima(EDS(C,)) = L” I 7J .

[]

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh

penerapan pada graf EDS(CYy).

Contoh 4.2.6. Misalkan graf EDS(C};) pada Gambar 4.12 akan ditentukan dimensi
metrik ketetanggaan lokal.

—A_
T~ (
p “‘&; S

“}Z‘}'

Gambar 4.12  Graf EDS(Ch,)

Dipilih himpunan terurut S = {uy, us,ug,p1} € V(EDS(C1)). Akan ditunjukkan

S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(Ci;).  Representasi
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ketetanggaan dari simpul-simpul £DS(C4;) sebagai berikut:

ra(u; | S)=1(0,2,2,1), ra(ug | S)=1(2,1,2,1),
ra(us | S)=1(1,2,2,1), ra(ur | S)=1(2,2,2,1),
ralus | S)=1(2,2,2,1), ra(us | S) =(2,2,1,1),
ra(ug | S)=1(2,1,2,1), ra(ug | S)=1(2,2,0,1),
ra(us | S)=(2,0,2,1), ra(uig | S) =(2,2,1,1),
ra(unn | S)=(1,2,2,1), ralpr]|S)=(1,1,1,0),

ra(pe | S)=(1,1,1,1).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul EDS(Cq;) terhadap S untuk
setiap pasangan simpul yang bertetanggga berbeda.

Dapat ditunjukkan |S| adalah minimal. Ambil sebarang S C V(EDS(C4;1)) dengan
|S7| < |S| yaitu S” = S\ {v}, v € S. Dipilih v = p; akibatnya terdapat simpul bertetangga
p1,pe € V(EDS(Chy)) dengan r4(py | ') = ra(ps | S’) = (1,1,1) sehingga S’ bukan
himpunan pembeda EDS(Cyy). Jadi |S| = 4 adalah minimal dan S adalah himpunan
pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dima,(EDS(Chy)) = 4

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |= 3

No. | Himpunan | Representasi yang Sama

U | {uiuj,pa} | Ta(ujye | S) =1aujes | S)

2 {pl,p2>ui} TA(Ui+2 | S) = TA(Uz'+3 | S)
3 | {ui,ujun} | ralpr | S) =ralpa | 9)
Tabel 4.3 Himpunan untuk |S| = 3, graf EDS(Cy;).

4.2.4 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf FEdge-Degree Splitting
Bipartit Lengkap
Graf edge-degree splitting K, dinotasikan dengan FDS(K,) adalah graf terhubung
hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul n = s + ¢ pada graf EDS(K,;),
[V(EDS(Ks;))| = n + 2 dengan simpul-simpul:

V(EDS(Ks,t)) = V(Ks,t) U V(KQ)

= {uy, ug, ..., us} U{wy,we,...,w} U{p1,p2}
Banyaknya sisi graf EDS(K:), | E(EDS(K4)) |= 3n. dengan:

a. u; : simpul ke-j pada graf K,
b. w; : simpul ke-l pada graf K,
C. pm : simpul ke-m dari graf K,
d. K, : sisi tambahan

e. j€{1,2,3,...,s}

f. 1e{1,2,3,...,t}

g. me {1,2}
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Berikut ini Gambar 4.13 menunjukkan graf K,; dan Gambar 4.14 menunjukkan graf
EDS(Ksy).

wq

Gambar 4.13 Graf K,,  Gambar 4.14 Graf EDS(K,)

Gambar 4.13 adalah graf K, ;. Gambar 4.14 adalah graf EDS(K,,). Pada Gambar
4.14 sisi berwarna biru adalah sisi tambahan edge-degree splitting dan sisi berwarna merah

adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf K,; dengan simpul-simpul
ujungnya berderajat s dan t.

Teorema 4.2.7. Untuk s,t > 2, dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree
splitting K, adalah

dimAl(EDS(KS,t)) =3

Bukti. Untuk s,t > 2
Dipilih himpunan terurut S = {uy, w1,p1} C V(EDS(Ks,)).
Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf

edge-degree splitting Ky, EDS(K,:). Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(Ks;) adalah

ra | Si) = (da(v,u), da(v,wr), da(v, p1))

dengan
07 v = ’U/i7 7/ — 1
dA('U’ui) =41, ve {wjapl}7 J € {1727 v 7t}=
2, lainnya. te{lz}
0, v=uwyj ie{1,2,...,s),
da(v,wj) =141, v € {u,p}, J=1
2, lainnya Le{l,2}

34



07 U = Di,

dA(Uapi) = . 1=1
1, lainnya

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(K,;)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(K;). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 3 adalah minimal.

Misalkan k& = 3 dan terdapat himpunan S' C V(EDS(K;)) dengan |S’| < k. Karena
|S’| < k, cukup ditunjukkan bahwa himpunan dengan kardinalitas terbesar yang masih
kurang dari k, yaitu £ — 1, tetap tidak dapat menjadi himpunan pembeda ketetanggaan
lokal. Pada himpunan terurut S, terdapat satu simpul khusus, yaitu p;, yang diperlukan
untuk membedakan pasangan simpul bertetangga pada bagian khusus graf. Jika simpul
tersebut tidak termuat dalam S’, maka terdapat pasangan simpul bertetangga yang
memiliki representasi ketetanggaan sama terhadap S’, sehingga S’ bukan himpunan
pembeda ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu, agar tidak langsung gagal pada bagian khusus, S’ harus memuat
simpul khusus tersebut. Akibatnya, banyak simpul pada S’ yang dapat digunakan untuk
membedakan pola utama paling banyak adalah (k — 1) — 1 = k — 2. Dengan demikian,
k—2<3-—2=1, sehingga (k—2) < 3—2 < s+t. Padahal pada pola graf awal terdapat
simpul sebanyak n = s+t yang harus dibedakan, sedangkan setiap satu simpul pembeda
pada graf awal hanya dapat membedakan paling banyak s atau ¢ simpul berurutan.
Akibatnya, masih terdapat paling sedikit satu pasangan simpul bertetangga yang memiliki
representasi ketetanggaan sama terhadap S, ra(w, | S") = ra(p2 | S') = (1). Jadi,
tidak terdapat himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan kardinalitas kurang dari
k. Karena telah diperoleh himpunan pembeda ketetanggaan lokal S dengan |S| = k,
maka S merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimum. Dengan,

dimq(EDS(K,,)) = 3.
O

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(Kj5).

Contoh 4.2.8. Misalkan graf EDS(K56) pada Gambar 4.15 akan ditentukan dimensi
metrik ketetanggaan lokalnya.
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Gambar 4.15 Graf EDS(K5¢)

Dipilih himpunan terurut S = {uj,wy,p1} € V(EDS(K56)). Akan ditunjukkan
S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(K56). Representasi
ketetanggaan dari simpul-simpul EDS(Kj5¢) sebagai berikut:

ra(ui [ S) =(0,1,2), ra(wy | S) = (1,0,1),
ra(uz | §) = (2,1,1), ra(wy [ §) = (1,2,1),
raus | §) = (2,1,1), ra(ws [ S) =(1,2,1),
raug [ S) =(2,1,0), ra(ws | S) =(1,2,1),
ra(us | S)=1(2,1,0), ra(ws | S)=(1,2,1),
7nA(pl | S) = (17 170)7 TA(wEi | S) = <1>27 1)7

TA(pQ | S) = (17 L 1)'

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(K5g)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(K56). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 3 adalah minimal.

Dipilih S C V(EDS(K5)) dengan kardinalitas S, [S'| < |S] yaitu 8" = S\ {v},
v € S. Dipilih v = p;, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga py,ps €
V(EDS(K5g)) dengan ra(pr | S") = ra(p2 | S") = (1,1) sehingga S” bukan himpunan
pembeda EDS(Kj;6). Jadi |S| = 3 adalah minimal dan S adalah himpunan pembeda
ketetanggaan lokal minimal. Jadi dima(EDS(K56)) = 3.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |= 2.
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No. | Himpunan | Representasi yang Sama
{ui, uy} ra(pr | S) =ralp2 | 5)
{ui, wa} ra(pr | S)=ralp2|S)
{ui,p} | Ta(wita | S) =ra(ps—i | 9)

{wi, w;} ra(py | S) =ra(p2|S)
{wi, o} ra(ui | S) =ra(ps-i|S)
{p1,p2} ra(ui | S) =ra(w;|5)
Tabel 4.4 Himpunan untuk |S| = 2, graf EDS(K5g).

| O | W N

4.2.5 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf FEdge-Degree Splitting

Bintang
Graf edge-degree splitting S,, dinotasikan dengan FDS(S,) adalah graf terhubung
hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul pada graf EDS(S,),

[V(EDS(S,)| = n+ 2 dengan simpul-simpul:

V(EDS(S,)) = V(S,) UV (K>)

= {u1, Uz, ..., up} U {p1, po}
Banyaknya sisi graf EDS(S,,), | E(EDS(S,)) |= 3n. dengan:

a. up : simpul pusat graf S,

b. u; : simpul ke-j pada graf S,
c. p; - simpul ke-/ dari graf Ko
d. K5 : sisi tambahan

e. je€{1,2,3,...,n}

f. 1e{1,2}

Berikut ini Gambar 4.16 menunjukkan graf S, dan Gambar 4.17 menunjukkan graf
EDS(S,).

Uy
U3 15

U@ ®Up
(3}

Gambar 4.16 Graf S, Gambar 4.17  Graf EDS(S,,)

Gambar 4.16 menunjukkan graf S, dan Gambar 4.17 menunjukkan graf EDS(S,,).
Pada Gambar 4.17 sisi berwarna biru adalah sisi tambahan £ DS dan sisi berwarna merah
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adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf 5,, dengan simpul-simpul ujung
sebuah sisi berderajat satu dan n — 1.

Teorema 4.2.9. Untuk n > 4, dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree
splitting S,, adalah
dima(EDS(S,)) = 3.

Bukti. Untuk n =1, dim,(S1) = dimy(K;) =0 (Teorema 2.1.2.)
Untuk n = 2, dima;(S2) = dim 4 (P,) = 1 (Teorema 2.1.1.)
Untuk n = 3, dima (EDS(S;)) = dima(EDS(Ps)) = 3 (Teorema 4.2.1.)
Untuk n > 4 terdapat satu kasus.

Kasus 1. Untuk n > 4

Dipilih himpunan terurut S = {uy, p1,p2} C V(EDS(S,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting S,,, EDS(S,,). Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(S,,)
adalah

ra(v | Si) = (da(v,m), da(v, p1), da(v, ps))

dengan
0, v=u,
da(v,u;) = _ i=1
1, lainnya.
dan
0, v= Dis
dA(U>pi) = . 1€ {172}
1, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(S,,)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf FDS(S,). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 3 adalah minimal.

Dipilih S" C V(EDS(S,)) dengan kardinalitas S’, | S |= k—1, yaitu S’ = S\{v}, v €
S. Dipilih v = py, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ps, us € V(S,) dengan
ra(pa | S") =ra(uz | 8') = (1,1) sehingga S” bukan himpunan pembeda EDS(S,,). Jadi
| S |= 3 adalah minimal dan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal,

dima (EDS(S,)) = 3.
m

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(Ss).

Contoh 4.2.10. Misalkan graf EDS(Ss) pada Gambar 4.18 akan ditentukan dimensi
metrik ketetanggaan lokalnya.
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Gambar 4.18 Graf EDS(Ss)

Dipilih himpunan terurut S = {uy,p1,pe} C V(EDS(Ss)). Akan ditunjukkan S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(Ss). Representasi ketetanggaan
dari simpul-simpul EDS(Ss) sebagai berikut:

ra(u; | S)=1(0,1,1), ra(us | S)=(1,1,1),
ra(uz [ S) = (1, 1,1), ra(ue | S) = (1,1,1),
ra(us | S) = (1,1,1), ra(ur | §) = (1,1,1),
ralug | S)=(1,1,1), ra(ug | S)=(1,1,1),
ra(pr|S) = (1,0,1), ra(p2 | S) = (1,1,0).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(Ss)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(Sg). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 3 adalah minimal.

Dipilih S” € V(EDS(Ss)) dengan kardinalitas S, |S"| < [S| yaitu S" = S\ {v},
v € S. Dipilih v = po, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ps, uo, ..., ug €
V(EDS(Ss)) dengan r4(py | ') = ra(us | ) = ... = ra(ug | ') = (1,1) sehingga
S” bukan himpunan pembeda EDS(Sg). Jadi |S| = 3 adalah minimal dan S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim,(EDS(Ss)) = 3.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |= &k — 1.

No. | Himpunan | Representasi yang Sama
1 {ui, us} ra(pr|S) =ra(p2]95)
2 {ui,pat | ra(uiza | S) =ra(ps—a | 5)
3| Apupe | ralun [ S) =ra(ui | 9)
Tabel 4.5 Himpunan untuk |S| = 2 graf EDS(Ss).

4.3 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Khusus
Pada bagian ini dipaparkan dimensi metrik ketetanggaan lokal graf edge-degree
splitting graf khusus seperti graf P, © K, graf K, © K, graf C,, © K3, graf K, © K;,
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dan graf helm (H,). Berikut ini pemaparan dimensi metrik ketetanggaan lokal graf edge-
degree splitting graf khusus.

4.3.1 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Edge-Degree Splitting Sisir

Graf edge-degree splitting P, © K; dinotasikan dengan EDS(P, ® K;) adalah graf
terhubung hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul pada graf EDS(P, © K3)
unutuk n = 3, |V(EDS(P,® K1))| = 2n + 4 dengan himpunan simpul:

V(EDS(P, () K1) =V (P5) U G V(K1) UV(K;) UV(K)

i=1

= {u1, ug, uz} U {wr, wo, w3} U {p1, pa} U{q1, 2}
Banyaknya sisi graf EDS(P;© K1), |[EDS(P;© K1)| = Tn. Selanjutnya untuk n = 4,
banyaknya simpul |V (EDS(P,® K1))| = 2n + 6 dengan himpunan simpul:

V(EDS(P, () K1) = V(Py) U O V(K1) UV(EK,) UV(EZ) UV(K)

= {u1, uz, uz, us } U {wr, wa, w3, wa} U{p1,p2} U{qi, g2} U {t1,t2}
Banyaknya sisi graf EDS(P, ® K1), |E(EDS(P,® K3))| = 8n + 2. Untuk n > 5,
banyaknya simpul graf EDS(P, © K;), |V(EDS(P, ® K1))| = 2n+8, dengan himpunan

simpul:

V(EDS(P. (D K) = V(P U U V(KD UVKD UV (K3 UV (KD UV (KD

i=1
= {uy,ug, ..., un} U{wy,we, ..., w,} U{p1,p2} U{q1, ¢}
U {t1,to} U{o1,00}
Banyaknya sisi graf EDS(P, © K1), |E(EDS(P,® K1))| = 8n + 7. dengan:
a. u; : simpul ke-j pada graf P,
b. w; : simpul gantung ke-j pada graf P,
c. p; : simpul ke-l dari graf K;
d. ¢ : simpul ke-l dari graf K2
e. t; : simpul ke-l dari graf K3
f. o : simpul ke-l dari graf Kj
g. K, : sisi tambahan pertama
h. K2 : sisi tambahan kedua
i. K3 : sisi tambahan ketiga
j. K3 : sisi tambahan keempat
k. je{1,23,....,n}
L. 1e{1,2}
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Berikut ini Gambar 4.19 menunjukkan graf P, ® K;, Gambar 4.20, Gambar 4.21,
Gambar 4.22 menunjukkan graf EDS(P, © K;).

'U-fi "U-J U n—1 U .

Gambar 4.19 Graf P, ® K;

Gambar 4.20 Graf EDS(Pg @Kl) Gambar 4.21 Graf EDS(P4®K1)

? 2

Gambar 4.22 Graf EDS(P, ® K;)

Gambar 4.19 adalah graf P, © K;, Gambar 4.20 adalah graf EDS(P; © K;), Gambar
4.21 adalah graf EDS(Py® K;), dan Gambar 4.22 adalah graf EDS(P, ® K;). Pada
Gambar 4.20 sisi berwarna biru adalah sisi tambahan FDS. Sisi berwarna merah
adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf P;® K; dengan simpul-
simpul ujung sebuah sisi berderajat satu dan dua. Sisi berwarna kuning adalah sisi
yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf P3 ® K; dengan simpul-simpul ujung

41



sebuah sisi berderajat dua dan tiga. Selanjutnya, pada Gambar 4.21 sisi berwarna biru
adalah sisi tambahan EDS. Sisi berwarna merah adalah sisi yang menghubungkan sisi
baru dengan sisi graf P, ® K; dengan simpul-simpul ujung sebuah sisi berderajat satu
dan dua. Sisi berwarna kuning adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi
graf Py K; dengan simpul-simpul ujung sebuah sisi berderajat dua dan tiga. Sisi-
sisi berwarna hijau adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf P, ® K;
dengan simpul-simpul ujung sebuah sisi berderajat satu dan tiga. Terakhir, Gambar 4.22
sisi berwarna biru adalah sisi tambahan EDS. Sisi berwarna merah adalah sisi yang
menghubungkan sisi baru dengan sisi graf P, ©® K; dengan simpul-simpul ujung sebuah
sisi berderajat satu dan dua. Sisi berwarna kuning adalah sisi yang menghubungkan sisi
baru dengan sisi graf P, © K; dengan simpul-simpul ujung sebuah sisi berderajat dua
dan tiga. Sisi-sisi berwarna hijau adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi
graf P, ® K7 dengan simpul-simpul ujung sebuah sisi berderajat satu dan tiga. Sisi-sisi
berwarna ungu menghubungkan sisi baru dengan sisi graf P, © K; dengan simpul-simpul
ujung sebuah sisi berderajat tiga.

Teorema 4.3.1. Dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree splitting
P,® K adalah

4, untuk n = 3,

D, untuk n = 4,
dima(EDS(P, () K1)) = { 6, untuk n € {5,6,7},

7, untuk n € {8,9},

{"ZNJ + 7, untuk n > 10.

Bukti. Untuk n =1, dima (P, © K;) = di
Untuk n = 2, dima(EDS(P, © K7)
Untuk n > 3 terdapat lima kasus.

Kasus 1. Untuk n = 3

Dipilih himpunan terurut S = {us, q1,p1,p2} C V(EDS(P, ® K1)).
Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf
edge-degree splitting P, ® K. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €

V(EDS(P,® K1)) adalah

41(Py) =1 (Teorema 2.1.1.)
= dima(EDS(Py)) = 3 (Teorema 4.2.1.)

3

~—

ra(u; | S)=(1,1,1,1), ra(w; | S)=1(2,2,1,1),
ra(us | S)=1(0,1,1,2), ra(wy | S)=(1,1,1,2),
ra(ug | S)=(1,1,1,1), ra(ws | S)=(2,2,1,1),
ra(pr|S)=1(2,2,0,1), ra(p2 | 8)=(2,2,1,0),
ralq | S) =(1,0,2,2), ralg | S) =(1,1,2,2).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P, © K7)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,(® K7). Selanjutnya
akan ditunjukkan |S| = 4 adalah minimal.

Dipilih 8" C V(EDS(P, ® K;)) dengan kardinalitas S’, |\S’| < |S]| yaitu S" = S\ {v},
v € S. Dipilih v = po, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ps, wr,ws €
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V(EDS(P,® K;)) dengan ra(ps | S') = ra(wy | §") = ra(ws | ') = (2,2,1) sehingga S’
bukan himpunan pembeda EDS(P, ® K;). Jadi |S| = 4 adalah minimal dan S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim,(EDS(P, ® K1)) = 4.

Kasus 2. Untuk n =4
Dipilih himpunan terurut S = {ws, t1,q1,p1,p2} € V(EDS(P, © K;)).
Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf

edge-degree  splitting P, ® K;. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(P,® K;)) adalah
ralur | S) =(2,2,1,1,1), ra(w | S) =(2,2,2,1,1),
ralus | S) =(2,1,1,2,2), ra(wy | S) =(2,1,1,1,2),
ra(us | S) =(1,1,1,2,2), ra(ws | S) =(0,1,2,2,2),
ra(pr | S) =(2,2,2,0,1), ra(pz | S) =(2,2,2,1,0),
ralq [ S) =1(2,2,0,2,2), rale | S) =1(2,2,1,2,2),
raty | S) = (1,0,2,2,2), raty | ) =(1,1,2,2,2).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P, ® K3)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P, ® K;). Selanjutnya
akan ditunjukkan |S| =5 adalah minimal.

Dipilih 8" C V(EDS(P, ® K;)) dengan kardinalitas S', |S'| < |S] yaitu S" = S\ {v},
v € S. Dipilih v = py, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ps, wi,wy €
V(EDS(P,® K)) dengan r4(ps | S') = ra(wy | §7) = ra(ws | S") = (2,2,2,1) sehingga
S” bukan himpunan pembeda EDS(P, © K;). Jadi |S| = 5 adalah minimal dan S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim(EDS(P, © K7)) = 5.

Kasus 3. Untuk n € {5,6,7}
Dipilih himpunan terurut S = {w(ﬂ,tl, 01,q1,p1,p2} CV(EDS(P, O Ky)).
2
Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf

edge-degree splitting P, © K;. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(P,® K)) adalah

TA(U | Sz) = (dA(U7 w[%—l )7 dA(Ua tl)a dA<va 01)7 dA<Ua QI>a dA(val)v dA(U7p2)>7
dengan

O; V= w’L? . n
t= [*17
dA(U,UJZ) - ]-7 (S {uivtj}a 2
. je L2}
2, lainnya.
07 v = ti7
1 =1,
da(v,t;) =1, v € {ti1,uj,w;},

j€{2,3,...,n—1}
2, lainnya.

0, v=o;,

) 1=1,

U O ) € i+1y Wy .

: v € {oin i} jel2.3,...,n—1}
2, lainnya.
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07 U = (i,
i=1,
1

d y4i) = ) € i+1y Ly sy .

al, ) v € i s} je{l,2,n—1,n}
2, lainnya.
07 U = Di,

ie{1,2}
d yPi) — 17 € iy Wi S .
al,p) vedwiub o 9010
2, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P, ® K1)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,® K7). Selanjutnya
akan ditunjukkan |S| = 6 adalah minimal.

Dipilih 8" C V(EDS(P, ® K1)) dengan kardinalitas S, |S"| < |S] yaitu S = S\ {v},
v € S. Dipilih v = po, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga py, wq,w, €
V(EDS(P,® K;)) dengan ra(ps | S') = ra(wy | S') = ra(w, | ') = (2,2,2,2,1)
sehingga S’ bukan himpunan pembeda EDS(P, © K7), untuk menunjukkan bahwa tidak
terdapat himpunan pembeda dengan kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus
|S’| = k — 1. Hal ini karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari k£ — 1
merupakan kasus yang lebih kecil. Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran £—1 saja
tidak dapat menjadi himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang
lebih kecil juga tidak dapat menjadi himpunan pembeda. Jadi |S| = 6 adalah minimal dan
S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim 4, (EDS(P, ® K1)) =
6.
Kasus 4. Untuk n € {8,9}

Dipilih himpunan terurut S = {uy, ur,t1,01,q1,p1,p2} C V(EDS(P, ® K1)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf
edge-degree splitting P, ® K. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(P, ® K)) adalah

7’A(U ’ Sz) = (dA<Ua 'LL4), dA(UJ U7), dA(U7 tl)? dA('U, 01)7 dA('U, QI)a dA(U7p1)7 dA(U7p2))7
dengan

0, UV = U4,
i€ {4,7},
d U, U;) = ]-7 S ivt'7 BE) .
A( ) v {w J 0]} '] c {172}
2, lainnya.
0, V= ti,
i=1,
dA(U,ti) = 17 NS {tH_l,Uj,’LUj},

j€{2,3,...,n—1}
2, lainnya.

0, v=o,
da( ) ) 1 =1,
y0i) — ) € i+1, Wy s, .
A, ¢ v € {oi1, s} jel2,3,...,n—1}

2, lainnya.
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07 U = (i,
i=1,
1

d y4i) — ’ € i+1, Uy sy .

alv, ) v € i s} je{l,2,n—1,n}
2, lainnya.
07 U = Pi,

ie{1,2}
d yPi) — 17 € iy Wi S .
alv.p:) vedwiuib o o010
2, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P, ® K1)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,® K7). Selanjutnya
akan ditunjukkan |S| = 7 adalah minimal.

Dipilih §' C V(EDS(P, ® K1)) dengan kardinalitas S, |S’| < |S] yaitu §" = S\ {v},
v € S. Dipilih v = po, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga py, wq,w, €
V(EDS(P,® K7)) dengan r4(pe | S") = ra(wy | S") = ra(w, | 5') = (2,2,2,2,2,1)
sehingga S” bukan himpunan pembeda EDS(P, ® K), untuk menunjukkan bahwa tidak
terdapat himpunan pembeda dengan kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus
|S’| = k — 1. Hal ini karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari k£ — 1
merupakan kasus yang lebih kecil. Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran £—1 saja
tidak dapat menjadi himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang
lebih kecil juga tidak dapat menjadi himpunan pembeda. Jadi |S| = 7 adalah minimal dan
S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim 4, (EDS(P, ® K1)) =
7.

Kasus 5. Untuk n > 10

Dipilih himpunan terurut S = {usiqr | 0 < k < V“TH)J + 2} U {t1,01,q1,p1,p2} C
V(EDS(P, O K1)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf
edge-degree  splitting P, ® K;. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(P, ® K;)) adalah

TA(U | Sl) - (dA(U7 u5)7 o 7dA(U7 u5+4(k—5)>7 dA<U7 t1>7
dA(U7 01)7 dA(U7 QI)7 dA(U7p1)7 dA(U7p2)) .

dengan
0, v=u,,
17 vE {Ui—lgui+1,wi7tj,0j},
dA(Ua ul) =
1, v =g, jika u; simpul basis terakhir dan untuk n =2 (mod 4),
2, lainnya.
: n— 10
ze{5+4k\0§k<{ . J+2}

Jjeq{1,2}
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0, U:tz‘,
[t ) 1 =1,
’ € i+1, Uy, Wy sy .
VEVHLUL T 93 n—1)

1
2, lainnya.

, U =0,

0
A(v,0i) =91, v e {oit1,u;} j€4{2,3,....,n—1}
2

, lainnya.

O, ’U—qi,
(14 U7 4 I’ E 4 s . .
q v {q lu]} ]G{ Y 777/ 7”}

2, lainnya.

0, wv = Di;

ie{l,2}
d ) ’L - 17 e '; .
alv,p2) vedwiuh o1y
2, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(P, © K;) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(P,® K7). Selanjutnya

akan ditunjukkan |S| = | "51°| + 7 adalah minimal

Misalkan k& = V’TwJ + 7 dan terdapat himpunan S* C V(EDS(P,® K1))
dengan |S’| < k. Karena |S'| < k, cukup ditunjukkan bahwa himpunan dengan
kardinalitas terbesar yang masih kurang dari k, yaitu k — 1, tetap tidak dapat menjadi
himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Pada himpunan terurut S, terdapat lima simpul
khusus, yaitu py, ps,q1,t; dan o, yang diperlukan untuk membedakan pasangan simpul
bertetangga pada bagian khusus graf. Jika salah satu dari kedua simpul tersebut
tidak termuat dalam S’, maka terdapat pasangan simpul bertetangga yang memiliki
representasi ketetanggaan sama terhadap S’, sehingga S’ bukan himpunan pembeda
ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu, agar tidak langsung gagal pada bagian khusus, S’ harus memuat
kelima simpul khusus tersebut. Akibatnya, banyak simpul pada S’ yang dapat digunakan
untuk membedakan pola utama paling banyak adalah (kK — 1) — 5 = k — 6. Karena
k = V_TNJ + 7, maka kK — 6 = V—TNJ + 1. Dengan demikian, £ — 6 < "_Tlo +1= "T_G,
sehingga 4(k — 6) < n — 6 < n. Padahal pada pola graf awal terdapat simpul sebanyak n
yang harus dibedakan, sedangkan setiap satu simpul pembeda pada pola graf awal hanya
dapat membedakan paling banyak empat simpul berurutan. Akibatnya, masih terdapat
paling sedikit satu pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan
sama terhadap S’,

TA(tun 2| S) =ralu,_3)=1(2,2,...,2).

Jadi, tidak terdapat himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan kardinalitas kurang
dari k. Karena telah diperoleh himpunan pembeda ketetanggaan lokal S dengan |S| = k,
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maka S merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimum. Dengan,

|+

dim 4 (EDS(P, @ Ky)) = {

4

n — 10

7.

]

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(P2 © K;).

Contoh 4.3.2. Misalkan graf EDS(P» © K;) pada Gambar 4.23 akan ditentukan dimensi
metrik ketetanggaan lokalnya.

Gambar 4.23 Graf EDS(P12 © K;)

Dipilih himpunan terurut S = {us, ug, t1,01,q1,p1,p2} € V(EDS(P2 © K1)). Akan
ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(Pj O K7).

Representasi ketetanggaan dari simpul-simpul EDS (P2 © K7) sebagai berikut:
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Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(P;; O K3))
terhadap S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh
karena itu, S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(Pj; O K7).
Selanjutnya akan ditunjukkan |S| = 7 adalah minimal.

Dipilih §" C V(EDS(P12 © K7)) dengan kardinalitas S’, |S"| < |S| yaitu S" = S\
{v}, v € S. Dipilih v = p,, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ps, wis €
V(EDS(Pi2; © K1)) dengan 74(ps | ') = ra(wiz | S) = (2,2,2,2,2,1) sehingga S” bukan
himpunan pembeda EDS(P; O K7). Jadi |S| = 7 adalah minimal dan S adalah himpunan
pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim(EDS(PpQ® Ky)) = 7.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |= 6

No. Himpunan Representasi yang Sama No. Himpunan Representasi yang Sama
1 {ug, wj, pi, tiy g, 00} | ralujpa | S) = ralujs | S) || 9 | {w), uny wiy s tay @i} | 7alpr | S) =71ap2 | 5)
2 {ug, un, pistiy gi,0i} | ra(ujpe | S) = ralujps | S) || 10| {u), Un, ui, U, ta, ti} | ralpy | S) =ralp2|S)
3 {wn, w;,pi, ti, ¢;, 0} ra(ujye | S) =ralujrs | S) || 11 | {uj, un, wr, tm, ps, 0i} ra(ty | S) =ra(ta |
4 {uj, un, ug, U, Uq, 03} ra(pr|S)=ralp2| S 12 | {uj, up, ug, U, ti, 0} | ralpr | S) =ralpe

{uj7uh~,ul7u7n7ua7pi} TA (QI ‘S

{uy, un, Wi, Uy, Uq, 0; ralq | S 15 | {uj, up,w,pi, @i, 0) | Talti ] S) =ralte]

) = ra( ) = 7a(

) = ral ) (t2 ]S

) = ral ) (P2 | S
{uj, wn, Ug, U, g, Up} ra(q | S) =ra(q 13 | {uwy, un, U Uy @3, 0 ) | ra(pr | S) =ralpa| S

) =ral ) (p2 | S

) = ra( ) =ralt2| S

) = ral ) =ral

)
)
) 4| {uj,up, g, tisgisoid | ra(pr | S) =ra(pe
)
)

o | || Ot

{“ja Uhs ULy Uy Pis ])37i} TA((Il ‘ S 16 {/U’j7 Up, UL, Tiy Qi O’i} fA(pl | S

Tabel 4.6 Himpunan untuk |S| = 6 graf EDS(P, © K;)

4.3.2 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf FEdge-Degree Splitting
Kn@Kl
Graf edge-degree splitting K, © K; dinotasikan dengan EDS(K, ® K;) adalah
graf terhubung hasil operasi edge-degree splitting. — Banyaknya simpul pada graf
EDS(K, ®© K1), |[V(EDS(K, ®© K1))| = 2n + 4 dengan simpul-simpul:

V(EDS(K, O K1) = V(E,) U U V(K UV(ED) UV(K)

i=1
= {ula U,y - -« 7un} U {w17w2a s 7w7l} U {pl,pQ} U {q17 q2}
Banyaknya sisi graf EDS(K,, © K1), | E(EDS(K, © K)) |= 2+ - dengan:

2
a. u; : simpul ke-j pada graf K,
b. wj; : simpul gantung ke-j pada graf K,
c. p; : simpul ke-l dari graf K}
d. ¢ : simpul ke-l dari graf K2
e. Kj : sisi tambahan pertama
f. K2 : sisi tambahan kedua
g. 7€{1,2,3,...,n}
h. 1 e {1,2}
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Berikut ini Gambar 4.24 menunjukkan graf K,, © K; dan Gambar 4.25 menunjukkan
graf EDS(K,, © K3).

Gambar 4.24  Graf K, O K1 Gambar 4.25 Graf EDS(K, O K;)

Gambar 4.24 adalah graf K, © K;. Gambar 4.25 adalah graf EDS(K, © K;).
Pada Gambar 4.25 sisi berwarna kuning adalah sisi tambahan edge-degree splitting. Sisi
berwarna merah adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf K, © K;
dengan simpul-simpul ujung sebuah sisi berderajat satu dan n. Sisi berwarna hijau adalah
sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf K,, © K; dengan simpul-simpul ujung
sebuah sisi berderajat n.

Teorema 4.3.3. Dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree splitting
K, ® Ky, untuk n > 3 adalah

dimu(EDS(K, (D) K1) =n+1

Bukti. Untuk n =1, dima (K1 © K1) = dima(P2) =1 (Teorema 2.1.1.)
Untuk n = 2, dimay(EDS(K2 O K1) = dima(EDS(Py)) = 3 (Teorema 4.2.1.)
Selanjutnya, untuk n > 3 terdapat satu kasus.
Kasus 1. Untuk n > 3 Dipilih himpunan terurut S = {uy,us,...,u,1} U {p1,¢1}.
Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting K,, © K1, EDS(K, © K1). Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(K, ® K1) adalah

ra(v]S;) = (da(v,ur),da(v,uz), ..., da(v,up_1),da(v,p1),da(v,q1))

dengan
0, v=u,,
ie€{l,3,5,...},
da(v,u;)) =141, € (Wi, Piyqi }, .
A( ) v {'I.U p] q]} ] c {1’2}
2, lainnya.
0, v = P,
da(v,pi) =42, v=gq, i €{1,2},

1, lainnya
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dA(”?Qj) = 1a v E {uz}7
2, lainnya.,

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(K,® K))
terhadap S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh
karena itu, S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(K, © K3).
Selanjutnya akan ditunjukkan | S'|=n + 1 adalah minimal.

Misalkan k£ = n + 1 dan terdapat himpunan S’ C V(EDS(K, ® K;)) dengan |S’| <
k. Karena |S’| < k, cukup ditunjukkan bahwa himpunan dengan kardinalitas terbesar
yang masih kurang dari k, yaitu k& — 1, tetap tidak dapat menjadi himpunan pembeda
ketetanggaan lokal. Pada himpunan terurut S, terdapat dua simpul khusus, yaitu p; dan
q1, yang diperlukan untuk membedakan pasangan simpul bertetangga pada bagian khusus
graf. Jika salah satu dari kedua simpul tersebut tidak termuat dalam S’, maka terdapat
pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan sama terhadap 5’,
sehingga S’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal.

Oleh karena itu, agar tidak langsung gagal pada bagian khusus, S’ harus memuat
kedua simpul khusus tersebut. Akibatnya, banyak simpul pada S’ yang dapat digunakan
untuk membedakan pola utama paling banyak adalah (k — 1) — 2 = k — 3. Karena
k =n+ 1, maka k — 3 = n — 2. Dengan demikian, k —3 < n — 2, sehingga 2(k — 3) <
n—2 < n. Padahal pada pola graf awal terdapat simpul sebanyak n yang harus dibedakan,
sedangkan setiap satu simpul pembeda pada pola graf awal hanya dapat membedakan
paling banyak dua simpul berurutan. Akibatnya, masih terdapat paling sedikit satu
pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan sama terhadap S,

ra(un_1|S) =ralu,—o|S)=1(2,2,...,2).
Jadi, tidak terdapat himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan kardinalitas kurang
dari k. Karena telah diperoleh himpunan pembeda ketetanggaan lokal S dengan |S| = k,
maka S merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimum. Dengan,

dim g (EDS(K, ) K1) = n+1.
O

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(K5©® K7).

Contoh 4.3.4. Misalkan graf EDS(K5 © K;) pada Gambar 4.26 akan ditentukan dimensi
metrik ketetanggaan lokalnya.

50



Gambar 4.26 Graf EDS(K5Q© K1)

Dipilih himpunan terurut S = {uy, us, uz, uspr, 1} € V(EDS(K5(® K7)). Akan
ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(K;(Q® K3).
Representasi ketetanggaan dari simpul-simpul EDS(K5© K) sebagai berikut:

ra(ur | S) =(0,1,1,1,1,1), ra(wr | S) =(1,2,2,2,1,2),
ralug | S) = (1,0,1,1,1,1), ralws | S) =(2,1,2,2,1,2),
ralus | S) = (1,1,0,1,1,1), ralws | 8) =(2,2,1,2,1,2),
ra(us | S) = (1,1,1,0,1,1), ra(ws | S) =(2,2,2,1,1,2),
ra(us | S)=(1,1,1,1,1,1), ra(ws | S) =(2,2,2,2,1,2),
ra(pr|S)=(1,1,1,1,0,2), ra(p2 | S)=(1,1,1,1,1,2),
ralg | S) = (1,1,1,1,2,0), ralge | S) = (1,1,1,1,2,1).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(K5Q® K3))
terhadap S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh
karena itu, S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(K5® K7).
Selanjutnya akan ditunjukkan |S| = 6. adalah minimal.

Dipilih 8" € V(EDS(K5® K3)) dengan kardinalitas S’, |S’| < |S] yaitu S’ = S\
{v}, v € S. Dipilih v = ¢, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ¢, ¢ €
V(EDS(K5© Ky)) dengan 74(q1 | S") = ralg2 | S') = (1,1,1,2) sehingga S’ bukan
himpunan pembeda EDS(K5 ® K;). Jadi |S| = 5 adalah minimal dan S adalah himpunan
pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim 4 (EDS(Ks(® K;)) = 6.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |= 4.
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No. Himpunan Representasi yang Sama
| Aw,wnspigiy | ralui | S) =raluie | S)
2 | Auwiugp, g} | ralgs—; | S) =ralui2 | S)
3 | Awi,wg,pi,q5} | ralun | S) =ra(ups | S)
4 | {ui, wn, pr 3t} ralq | S) =ra(g:|S)

5 | {ui,wn,qj,q3—;} ra(p1 | S) =7ralp2|S)
6 | {us, un,pi,p3-1} ra(q | S) =ra(g:|S)
7 | {wi, wn, pr, P31} ralqi | S) =ralg|S5)
8 {ui,uh,qj,%—j} ra(p1 | S) =7ralp2]95)
9 {wi,wh,qj,%—j} ra(p1 | S) =7ralp2]9)

10 | {ua, up, te, ug } ra(pr | S)=ra(pz]|S)

11 | {wg, wp, we, wy} ra(pr | S)=ra(p2]|S)

Tabel 4.7  Himpunan untuk |S| = 4 graf EDS(K,, © K;)

4.3.3 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Fdge-Degree Splitting
Matahari
Graf edge-degree splitting C,, © K; dinotasikan dengan EDS(C,, © K;) adalah graf
terhubung hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul pada graf EDS(C,, © K1),
[V(EDS(C, ® K1))| = 2n + 4 dengan simpul-simpul:

V(EDS(C, O K1) = V(C) U ) V() U V(KL UV(ER)

i=1

— {u17u27 s 7“77,} U {w17w27 cee an} U {p17p2} U {qh q2}
Banyaknya sisi graf EDS(C,, © K1), | E(EDS(C,, © K1)) |= 8n + 2, dengan:

a. u; : simpul ke-j pada graf C,,

b. w; : simpul gantung ke-j pada graf C,
c. p; : simpul ke-l dari graf K3

d. ¢ : simpul ke-l dari graf K2

e. K, : sisi tambahan pertama

f. K2 : sisi tambahan kedua

o

Cje{1,2,3,...,n}

=

led{l,2}
Berikut ini Gambar 4.27 menunjukkan graf EDS(C,, © K;).
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Gambar 4.27 Graf C,, © K;

Gambar 4.28 Graf EDS(C,, © K;)

Gambar 4.27 adalah graf C, ® K; dan Gambar 4.28 adalah graf EDS(C, © K3).
Pada Gambar 4.28 sisi berwarna Kuning adalah sisi tambahan edge-degree splitting. Sisi
berwarna merah adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf C,, © K;
dengan sisi yang simpul-simpul ujungnya berderajat satu dan tiga. Sisi berwarna hijau
adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf C,, ® K; dengan sisi yang
simpul-simpul ujungnya berderajat tiga.

Teorema 4.3.5. Dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree splitting
C, © K, adalah

4, untuk n = 4,

{"T_IJ + 3, untukn > 5.

Bukti. Untuk n =1, dim,(C; © K1) = dima(Py) = 1 (Teorema 2.1.1.)
Untuk n =2, dimy(EDS(Cy © K1)) = dima(EDS(P,)) = 3 (Teorema 4.2.1.)
Untuk n = 3, dimy(EDS(C5O K;)) = dimay(EDS(K3 O K;)) = 4 (Teorema
433))
Selanjutnya, untuk n > 4 terdapat dua kasus.
Kasus 1. Untuk n =4
Dipilih himpunan terurut S = {uy, p1, ¢1, w1 }-
Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting C,, © K1, EDS(C,, © K;). Representasi ketetanggaan simpul-simpul v €
V(EDS(C,® K3)) adalah

ra(u | S)=1(0,1,1,1), ra(wy | S)=(1,2,1,0), ra(pr | S)=(1,2,1,1),

ra(us | S)=(1,1,1,2), ra(wy | S) =(2,2,1,2), ra(pa | S)=1(1,2,0,1),

ra(us | S)=1(2,1,1,2), ra(ws | S) =(2,2,1,2), ralq | S) =(1,0,2,2),

ra(ug | S)=(1,1,1,2), ra(wyg | S) =(2,2,1,2), ralga | S)=(1,1,2,2)
(

terhadap S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh
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karena itu, S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf FDS(C, © K3).
Selanjutnya akan ditunjukkan |S| = 4 adalah minimal.

Dipilih 8" C V(EDS(C,, © K1)) dengan kardinalitas S’, |S'| < |S| yaitu §" = S\ {v},
v € S. Dipilih v = wy, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ps,w; €
V(EDS(C,® K1)) dengan ra(pe | S') = ra(wr | S) = (1,2,1) sehingga 5" bukan
himpunan pembeda EDS(C,, © K1), Untuk menunjukkan bahwa tidak terdapat himpunan
pembeda dengan kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus |S’'| = £ — 1. Hal ini
karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari £ — 1 merupakan kasus yang
lebih kecil. Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran k£ — 1 saja tidak dapat menjadi
himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang lebih kecil juga
tidak dapat menjadi himpunan pembeda. Jadi |S| = 4 adalah minimal dan S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dima,(EDS(C,, © K1)) = 4.

Kasus 2. Untuk n > 5

Dipilih himpunan terurut S = {uj 4 |0 < k < VTAJ + 1} U{p1, a1}

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf
EDS(C,, © K1). Representasi ketetanggaan simpul v € V(EDS(C, © K;) adalah

TA(U | SZ) = (dA<Ua u1)7 dA(U, u5)’ s 7dA(U7 u1+4(|_"T*1J+1))’ dA(Uapl)a dA<U’ ql))
dengan

0, v=u,,

n—1
ie{1+4k|0<k< {J“ ,
dA(Uaui) =91, ve {Ui—17ui+1,wz‘,pj7Qj}, { l 4 }

€ 11,2
2, lainnya. jeil2
07 U = Di,
dA(pri) = . (S {172}7
1, lainnya
Oa U = gy,
ie{l,2,...,n},
da(v,q;) =<1, = U, .
A(U q]) v U j c {172}

2, lainnya

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(C, © K)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(C, ® K;). Selanjutnya
akan ditunjukkan | S |= {”T_IJ + 3 adalah minimal.

Misalkan k = VT_IJ + 3 dan terdapat himpunan S’ C V(EDS(C, © K;)) dengan
|S’| < k. Karena |S’| < k, cukup ditunjukkan bahwa himpunan dengan kardinalitas
terbesar yang masih kurang dari k, yaitu k£ — 1, tetap tidak dapat menjadi himpunan
pembeda ketetanggaan lokal. Pada himpunan terurut S, terdapat dua simpul khusus,
yaitu p; dan ¢, yang diperlukan untuk membedakan pasangan simpul bertetangga pada
bagian khusus graf. Jika salah satu simpul tersebut tidak termuat dalam S’, maka
terdapat pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan sama
terhadap S, sehingga S’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh karena itu,
agar tidak langsung gagal pada bagian khusus, S’ harus memuat kedua simpul khusus
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tersebut. Akibatnya, banyak simpul pada S’ yang dapat digunakan untuk membedakan
pola utama paling banyak adalah (k — 1) —2 = k — 3. Karena k = VTAJ + 3, maka

k—3= VT_lJ Dengan demikian, k — 3 < "T_l, sehingga 4(k — 3) < n — 1 < n. Padahal
pada pola graf awal terdapat simpul sebanyak n yang harus dibedakan, sedangkan setiap
satu simpul pembeda pada pola graf awal hanya dapat membedakan paling banyak
empat simpul berurutan. Akibatnya, masih terdapat paling sedikit satu pasangan simpul
bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan sama terhadap S,

ra(tun_1|S) =ralu,—o|S)=1(2,2,...,2).
Jadi, tidak terdapat himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan kardinalitas kurang
dari k. Karena telah diperoleh himpunan pembeda ketetanggaan lokal S dengan |S| = k,
maka S merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimum. Dengan,

n—1

dim (EDS(C, O K1) = { J 13,

]

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(Cs © K7).

Contoh 4.3.6. Misalkan graf EDS(Cs © K;) pada Gambar 4.29 akan ditentukan dimensi
metrik ketetanggaan lokalnya.

Gambar 4.29 Graf EDS(Cs © K;)

Dipilih himpunan terurut S = {uj,us,p1,¢1} < V(EDS(Ce® K7)). Akan
ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(Cs® K7).
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Representasi ketetanggaan dari simpul-simpul EDS(Cs © K1) sebagai berikut:

ra(u; | S)=1(0,2,1,1), ra(w | S)=(1,2,1,2),
ra(ug | S)=1(1,2,1,1), ra(wy | S)=1(2,2,1,2),
ra(us | S) =(2,2,1,1), ra(ws | S)=(2,2,1,2),
ralug | S)=1(2,1,1,1), ra(wy | S)=1(2,2,1,2),
ra(us | S)=1(2,0,1,1), ra(ws | S) =(2,1,1,2),
ra(ug | S) = (1,1,1,1), ralws | S) =(2,2,1,2),
ra(pr | S)=(1,1,0,2), ra(pa | S)=(1,1,1,2),
ralq | S)=(1,1,2,0), ralga | S)=(1,1,2,1).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(Cs® K1))
terhadap S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh
karena itu, S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(Cs © K7).
Selanjutnya akan ditunjukkan |S| = 4 adalah minimal.

Dipilih S C V(EDS(Cs ® K7)) dengan kardinalitas S’ S| < |S] yaitu S" = S\ {v},
v € S. Dipilih v = ¢, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ¢,,q» €
V(EDS(Cs ® K7)) dengan r4(q1 | S) = ra(qe2 | S') = (1,1,2) sehingga S’ bukan
himpunan pembeda EDS(Cs © K7). Jadi |S| = 4 adalah minimal dan S adalah himpunan
pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim (EDS(Cs © K7)) = 4.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |=3

No. | Himpunan | Representasi yang Sama || No. | Himpunan | Representasi yang Sama
L {uw wipi} | rala [ S) =rale2|S) || 6 | {wipj g} | raluipa [ S) = ra(uies | 5)
2 | {uw,wiq} | ralp|S) =ralp2[5) | 7 | {wipjiqi} | ralui | 5) =ra(uipz | S)
3 | {wiun g} | ralpi|S)=ralp2[S) || 8 | {wsunpi} | ralea|S) =rale]5)

4 |Hu,un,wi} | ralpr [ S)=ralp2[S) | 9 | {wiwjiq} | ralp|S) =ralp2|9)
5 [ {wi,wipi} | rala[S) =ralga|S) || 10 | {wi,wn,w} | ralp [ S) =7ra(p2 ] 5)

Tabel 4.8 Himpunan untuk |S| = 3 graf EDS(C,, © K1)

4.3.4 Dimensi

Metrik Ketetanggaan Lokal Graf FEdge-Degree Splitting

Ks,t @ Kl
Graf edge-degree splitting K, © K; dinotasikan dengan EDS(K,; © K;) adalah graf
terhubung hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul untuk s = ¢ dengan
n = s+t pada graf EDS(K,: O K1), |V(EDS(Ks: © K1)| = 2n + 4 dengan simpul-
simpul:

V(EDS(K. (D K1) = V(K.) U |J V(K UV(Ey) UV(K3)
i=1
= {ug,ug, ..., us} U{wy,we,...,w } U{g1,02,...,9s}
U{hy, ho, ... hi b U{yn, y2} U {21, 22}

Banyaknya sisi graf EDS(K,; ©Q K1), | E(EDS(Ks+ O K;)) |= 165 + 2. Selanjutnya,
untuk s # t dengan n = s + t, banyaknya simpul |V(EDS(K,; © K1))| = 2n + 6 dengan
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himpunan simpul:

V(EDS(K. () K1) = V(Ko U V(KD U V(KD UV(ER) UV(ES)

i=1
= {ug,ug, ..., us} U{wy,we,...,w y U{g1,90,...,9s}

@) {hl, hg, R ,ht} U {yl,yg} U {21, ZQ} U {561,372}
Banyaknya sisi graf EDS(Ks: © K;), |[E(EDS(K; O K1))| = 8s + 8t + 3,
dengan:

a. u; : simpul ke-j pada graf K,

b. w; : simpul ke-l pada graf K,

c. g; : simpul gantung ke-j pada graf K,
d. Ry : simpul gantung ke-l pada graf K,
e. I, : simpul ke-m dari graf K,

f. Y : simpul ke-m dari graf K

g. Zpy : simpul ke-m dari graf K,

h. K : sisi tambahan pertama

i. K2 : sisi tambahan kedua

j. K3 : sisi tambahan ketiga

k. je€{1,2,3,...,s}

1. 1e€{1,2,3,...,t}
m. m € {1,2}

Berikut ini Gambar 4.30 menunjukkan graf K,; © K; dan Gambar 4.31 dan Gambar
4.32 menunjukkan graf EDS (K, © K).

w

Uy

Gambar 4.30 Graf K, O K, (;a;nbar 431 Graf EDS(K:; O K,),
s
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Gambar 4.32 Graf EDS(K,; © K;), s =

Gambar 4.30 adalah graf K; © K7, Gambar 4.31 adalah graf EDS(K,; © K;) untuk
s # t, Gambar 4.32 adalah graf EDS(K,; ©® K;) untuk s = ¢t. Pada Gambar 4.31 sisi
berwarna hijau adalah sisi tambahan edge-degree splitting. Sisi berwarna merah adalah sisi
yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf K, ; © K; dengan sisi yang simpul-simpul
ujungnya berderajat s+1 dan t+1. Sisi berwarna kuning adalah sisi yang menghubungkan
sisi baru dengan sisi graf K, © K; dengan sisi yang simpul-simpul ujungnya berderajat
satu dan s+ 1. Sisi berwarna ungu adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi
graf K,; © K dengan sisi yang simpul-simpul ujungnya berderajat satu dan ¢t + 1. Pada
Gambar 4.32 sisi berwarna hijau adalah sisi tambahan edge-degree splitting. Sisi berwarna
merah adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf K, © K; dengan sisi
yang simpul-simpul ujungnya berderajat s+ 1 dan ¢+ 1. Sisi berwarna kuning adalah sisi
yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf K, ; © K; dengan sisi yang simpul-simpul
ujungnya berderajat satu dan s + 1.

Teorema 4.3.7. Untuk s,t > 2, dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree
splitting K, © K1 adalah

4, wuntuk s =t,
dzmAl EDS stQKl
5, untuk s #t.

Bukti. Terdapat dua kasus yang akan dijelaskan dibawah ini.
Kasus 1. Untuk s =t

Dipilih himpunan terurut P = {uy,y1, 21, 22} C V(EDS(Ks: © Ky)).

Akan ditunjukkan P adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting K, O K1, EDS(Ks; ® K1). Representasi ketetanggaan simpul-simpul
ve V(EDS(Ks+ © K;) adalah

ra(v | P) = (da(v,u), da(v,31),da(v, 1), da(v, 22))
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dengan

07 UV = U,
U, Ui) = ) = Iy iy .
AV, 4, v=~hjdanv #g je{1,2,...,t}
1, lainnya.
0’ U = Yi,
dA(v’yi) = 1’ GRS {yiJrl,uj,UJj} i = 17
je {1727---78}
2, lainnya
O’ V= Zi,
dA('Ua Z’L) - 27 v = y’“ Z E {1’ 2}
1, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(Ks:©® Ky))
terhadap P untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh
karena itu, P adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS (K © K).
Selanjutnya akan ditunjukkan |P| = 4 adalah minimal.

Dipilih P* C V(EDS(K,;® K3)) dengan kardinalitas P’, |P’| < |P| yaitu P’ =
P\ {v}, v € P. Dipilih v = 2z, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga
20,01 € V(EDS(Ks+ O Ky)) dengan ra(z2 | P') = ra(gr | P') = (1,1,2) sehingga P’
bukan himpunan pembeda EDS(K,; ® K1), untuk menunjukkan bahwa tidak terdapat
himpunan pembeda dengan kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus |P’| = k—1.
Hal ini karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari k& — 1 merupakan kasus
yang lebih kecil.

Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran k& — 1 saja tidak dapat menjadi
himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang lebih kecil juga
tidak dapat menjadi himpunan pembeda. Jadi |P| = 4 adalah minimal dan P adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim(EDS(K,; O K1)) = 4.

Kasus 2. Untuk s # t

Dipilih himpunan terurut P = {z1, z9, 21, 20, y1} C V(EDS(K,; O K1)).

Akan ditunjukkan P adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf
EDS(Ks;© Ki). Representasi ketetanggaan simpul v € V(EDS(K,; © K;) adalah

ra( | P) = (da(v,21),da(v, ), da(v, 21), da(v, 22), da(v, 1))
dengan

0, v=uy,
1=1,

d y i) = ]-7 € E ) ) ’ .
alv,w) L P I

2, lainnya.
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07 U =Y,

dA(U,SL’i) = 17 (S {hj7wj} L=

je{1,2,... t}
2, lainnya
0, v=z,
ie{l1,2}
d ) <~i) — 1, c iy Ujf, .
ale, %) VEE etial s
2, lainnya
0, v=u; i=1,
dA(”ayi) =41, ve {uj,wl} J e {1,2, ce ,S}
2’ lainnya l E {172, o .. 7t}

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(EDS(Ks:® K1))
terhadap P untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh
karena itu, P adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS (K, © K7).
Selanjutnya akan ditunjukkan |P| = 5 adalah minimal.

Dipilih P" C V(EDS(K,; © K;)) dengan kardinalitas P, |P'| < |P| yaitu P’ =
P\ {v}, v € P. Dipilih v = y;, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga v, ys €
V(EDS(Ks: © Ky)) dengan r4(yy | P') = ra(y2 | ') = (2,2,2,2) sehingga P’ bukan
himpunan pembeda EDS(K,;;® K;). Pada kasus ini, untuk menunjukkan bahwa tidak
terdapat himpunan pembeda dengan kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus
|P'| = k — 1. Hal ini karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari k — 1
merupakan kasus yang lebih kecil.

Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran k — 1 saja tidak dapat menjadi
himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang lebih kecil juga
tidak dapat menjadi himpunan pembeda.. Jadi |P| = 5 adalah minimal dan P adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dima(EDS(Ks; © Ky)) =5. O

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS (K34 O K).

Contoh 4.3.8. Misalkan graf EDS(K34® K;) pada Gambar 4.33 akan ditentukan
dimensi metrik ketetanggaan lokalnya.
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Gambar 4.33 Graf EDS(K;;A @ K1>

Dipilih himpunan terurut P = {x1,29, 21, 22,51} C V(EDS(K340 Ky)).

Akan

ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(K54Q® K).

Representasi ketetanggaan dari simpul-simpul EDS (K34 © K;) sebagai berikut:

ra(u; | P)=1(2,2,1,1,1),
ralus | P)=1(2,2,1,1,1),
ra(us | P)=1(2,2,1,1,1),

ralgr | P)=1(2,2,1,1,2),
ralge | P)=1(2,2,1,1,2),
TA(g3 ’ P) = (272717 17 )7

ra(z; | P)=1(0,1,2,2,2),
TA(yl ’ P) = (272727270)7
ra(zi | P)=1(2,2,0,1,2),

ra

ra(wy | P)=(1,1,2,2,1),
ra(wy | P)=(1,1,2,2,1),
ra(ws | P)=(1,1,2,2,1),
ra(wy | P)=(1,1,2,2,1),
ralhy | P)=1(1,1,2,2,2),
ralhe | P)=(1,1,2,2,2),
ra(hs | P)=(1,1,2,2,2),
ralhy | P)=1(1,1,2,2,2),
ra(ze | P)=(1,0,2,2,2),
ra(ye | P) =1(2,2,2,2,1),
(

(
(22| P)=(2,2,1,0,2).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(K;340 K1))

terhadap P untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda.

Oleh

karena itu, P adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(K34® K).
Selanjutnya akan ditunjukkan |P| = 5 adalah minimal.
Dipilih P C V(EDS(K34® K1)) dengan kardinalitas P, |P'| < |P| yaitu P’ =
P\ {v}, v € P. Dipilih v = g, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga
y1,y2 € V(EDS(K34,O Ky)) dengan ra(yy | P') = ra(y2 | P') = (2,2,2,2) sehingga P’
bukan himpunan pembeda EDS(K34® K;). Jadi |P| = 5 adalah minimal dan P adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dima(EDS(K34 O K7)) = 5.
Misalkan dipilih himpunan terurut | P |= 4.
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No. Himpunan Representasi yang Sama || No. Himpunan Representasi yang Sama
1| {zi, v zisu} | ra(ze | P) =ralgj | P) 19 | {yi, ziswi, by} | ra(zy | P) =ra(xe | P)
2 iy zow} | ra(z | P)=ralgi | P) || 20 | {yi 20,95 i} | ra(@ | P) =rala2 | P)
3 | {zi iz, 95} | ralwsi | P)=ralh; | P) || 21 | {yi,wi,wi 0} | ralz| P) =7ra(z| P)
4 {xivyivziahi} TA(Z?H‘ | P) = TA(gi | P) 22 {yiaui>wiahi} TA(CC1 | P) A(CCQ | P)
5 | {zi,yisuiwiy | ralz | P)=ralz2 | P) || 23 | {yiswi, gi,hi} | ra(z1 | P)=ra(zs| P)
6 | {ziyiuigil | ra(z | P)=ralz | P) || 24 | {yi wi,gi, hi} | ra(@y | P) =ra(zs | P)
T | {wiyiwi hit | ra(z | P)=ralz | P) || 25 | {z,u,wi, g} | raa: | P)=ra(az | P)
8 | {wiyiwi,git | ralz | P)=ralzo | P) || 26 | {2, u,wi, hi} | ra(zr | P) =ralz2| P)
9 | {ziyiwihit | ra(z | P)=ralze | P) | 27 | {zi,ui, g5} | ralyn | P) =ralyz2 | P)
10 | {zi i 9 it | ra(z | P)=ralz2 | P) || 28 | {z,wi,gi,hi} | ra(yr | P) =ra(y2 | P)
1 {mi, ziyu, wi} | ra(yn [ P) =ralya [ P) || 29 | {us,wirgihi} | ra(ay | P) =ra(zs | P)
12 | {xi, zisuiy g} | ralyr | P)=raly2 | P) 30 | {zi, yi, zi,wit | malzs—i | P) =71a(g92| P)
13 | {zi, ziyuis hit | ralyr | P)=7aly2 | P) 31 | {zi,yi ziywi} | ra(zs—i | P)=1a(g2 | P)
W {ag, z,wi, 9 | ralyn | P)=raly2 | P) || 32 | {&i, 52,9} | ralys—i | P) =ra(ha | P)
15 | {@i zi,wi hi} | ra(y | P) =raly2 | P) || 33 | {wiyi 2. hi} | ralzsi | P) =7alg2 | P)
16 | {zi zi,95 i} | raly | P)=raly2 | P) | 34 | {aiyiuwi} | ra(z| P) =ra(z | P)
17 | {yis ziuis wit | ra@y | P) =ra(z2 | P) 35 | {zi, yi,uis gt | ra(z | P) =ra(z| P)
18 | {yi, 2i,uis i} | ralwy | P)=ra(z2 | P)

Tabel 4.9 Himpunan terurut untuk |P| = 4, graf EDS(K,; © K)

4.3.5 Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Edge-Degree Splitting Helm

Graf edge-degree splitting H,, dinotasikan dengan EDS(H,) adalah graf terhubung
hasil operasi edge-degree splitting. Banyaknya simpul untuk n = 4, |V(EDS(H,))| =
2n + 5 dengan himpunan simpul:

V(EDS(H,)) = V(W) L4J V(K1) UV(K;) UV(K)

i=1

= {c} U{ur, ug, uz, us} U{wy, wa, w3, wa} U{p1,p2} U{aq1, g2}
Banyaknya sisi graf EDS(H,), |[EDS(H,)| = 1ln + 2. Selanjutnya untuk n # 4,
banyaknya simpul |V(EDS(H,))| = 2n + 7 dengan himpunan simpul:

V(EDS(H,)) =V (W,)U Ln) V(K)UV(K)UV(K2)UV(KS)

=1

={ct Ufur,us, ... un} U{wr, wa, s wn } U{pr, po}t U{qr, g2} U {t1, t2}
Banyaknya sisi graf EDS(H,,), |E(EDS( w))| = lln + 5, dengan:

a. c¢:simpul K, dari graf W,
b. u; : simpul ke-j pada graf C,, dari W),

c. w; : simpul gantung ke-j pada graf H,
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d. p; : simpul ke-l dari graf K,
e. q : simpul ke-l dari graf K3
f. ¢; : simpul ke-l dari graf K3
g. Kj : sisi tambahan pertama
h. K2 : sisi tambahan kedua

i. K3 : sisi tambahan ketiga
ije{1,2,3,....n)

k. le{1,2}

Berikut ini Gambar 4.34 menunjukkan graf H, dan Gambar 4.35 dan Gambar 4.36
menunjukkan graf EDS(H,,).

Gambar 4.36 Graf EDS(H,)
Gambar 4.35 Graf EDS(H,)
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Gambar 4.34 adalah graf H, dan Gambar 4.35, dan Gambar 4.36 menunjukkan
graf EDS(H,). Pada Gambar 4.35 sisi berwarna biru adalah sisi tambahan edge-degree
splitting. Sisi berwarna merah adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf
H, dengan sisi yang simpul-simpul ujungnya berderajat empat. Sisi berwarna hijau adalah
sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf H, dengan sisi yang simpul-simpul
ujungnya berderajat satu dan empat. Pada Gambar 4.36 sisi berwarna biru adalah sisi
tambahan edge-degree splitting. Sisi berwarna merah adalah sisi yang menghubungkan
sisi baru dengan sisi graf H,, dengan sisi yang simpul-simpul ujungnya berderajat empat.
Sisi berwarna hijau adalah sisi yang menghubungkan sisi baru dengan sisi graf H,
dengan simpul-simpul ujung sebuah sisi berderajat empat dan n. Sisi berwarna kuning
menghubungkan sisi baru dengan sisi graf H,, dengan sisi yang simpul-simpul ujungnya
berderajat satu dan empat.

Teorema 4.3.9. Dimensi metrik ketetanggaan lokal dari graf edge-degree splitting H,
adalah

6, untuk n = 3,

dimy(EDS(H,)) = 45, untuk n = 4,

{"T_E’J + 6, wuntukn > 5.

Bukti. Terdapat tiga kasus yang perlu diperhatikan.
Kasus 1. Untuk n = 3

Dipilih himpunan terurut S = {uy,us, ¢, q1,p1,t1} C V(EDS(H,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting H,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(H,,)) adalah

ra | S) = (da(v,w), da(v,u2),da(v,¢), da(v, q1), da(v, p1), da(v, 1))

dengan
0, v=u,
i€ {1,2},
da(v,u;) =12, =w; d ;oY U )
al ) v canty jed{1,2,...,n}
1, lainnya
0, v=c,
ie{l,2}
d v,C) = 27 € iy Yiy Wy Sy .
A(v;¢) velphawlh oo
1, lainnya,
07 U=,
i€ {1,2},
d v, = 27 € 9 iuti ) .
AV 1) velwppitih Loy
1, lainnya
07 U = Di,
i€ {1,2},
d v,pi) = 17 € js g s .
A(v:p) vetwpuwb oo
2, lainnya
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O, U:ti,

ie{1,2),
d 7ti = 17 S y Uy sy .
AV, i) veteuwh oo

2, lainnya

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(G) terhadap S untuk
setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(H,,). Selanjutnya akan ditunjukkan
| S |= 6 adalah minimal.

Dipilih 8" C V(EDS(H,,)) dengan kardinalitas S’, | S’ |<| S | yaitu S = S\ {v}, v €
S. Dipilih v = ¢, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga t1,t, € V(EDS(H,))
dengan ry(ty | S') = ra(ta | S") = (1,1,1,2,2) sehingga S bukan himpunan pembeda
EDS(H,). Jadi | S |= 6 adalah minimal dan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan
lokal minimal. Jadi dim(EDS(H,) = 6.

Kasus 2. Untuk n =4

Dipilih himpunan terurut S = {uy, ¢, q1,p1,p2} C V(EDS(H,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting H,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(H,,)) adalah

TA(U | Sl) = (dA(Ua ul)a dA(Ua C>7 dA(U7 q1)7 dA(val)v dA(U>p2))
dengan
07 U=,

da(v,up) = €2, v e {w;,us}, ie{l,2,...,n},

1, lainnya
0, v=c,
ie{l,2}
d ) = 27 iy Wy S, .
v, ¢) vedpewih ook
1, lainnya,
Oa v = q,
ie{1,2},

d v,q;) = 27 € s S .
al0,4) velwinh oo

1, lainnya
0, v=np,
da(v,pi)) =<2, veeql, i€ {1,2},
1, lainnya

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V/(G) terhadap S untuk
setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda.  Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(H,). Selanjutnya akan
ditunjukkan | S |= 5 adalah minimal.

Dipilih S C V(EDS(H,)) dengan kardinalitas S’, |S’| < |S]| yaitu S = S\ {v},
v € S. Dipilih v = po, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ps,wy €
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V(EDS(H,)) dengan ra(ps | S') = ra(we | 8') = (1,2,2,1) sechingga S’ bukan
himpunan pembeda EDS(H,), untuk menunjukkan bahwa tidak terdapat himpunan
pembeda dengan kardinalitas kurang dari k, cukup ditinjau kasus |S'| = k£ — 1. Hal
ini karena setiap himpunan dengan kardinalitas kurang dari £ — 1 merupakan kasus yang
lebih kecil. Oleh karena itu, apabila himpunan berukuran k£ — 1 saja tidak dapat menjadi
himpunan pembeda, maka setiap himpunan dengan kardinalitas yang lebih kecil juga
tidak dapat menjadi himpunan pembeda.. Jadi |S| = 5 adalah minimal dan S adalah
himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimal. Jadi dim(EDS(H,)) = 5.

Kasus 3. Untuk n > 5

Dipilih himpunan terurut S = {uj4 | 0 < k < VT%J + 2} U {ce,p1,q1,t1F C
V(EDS(H,)).

Akan ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf edge-
degree splitting H,,. Representasi ketetanggaan simpul-simpul v € V(EDS(H,,)) adalah

ra(v|S;) = (dA(U,m),dA(U,UE)), - 7dA(717U1+4(k—4))7dA("}aC)vdA(vvpl)adA<anl)adA(”atl))
dengan

0, v=u,, n—>5
ie{1+4k’0§k< {JH},
da(v,u;) = {2, v=w,; dan w; = u; 4
_ je{1,2,...,n}
1, lainnya

0, v=c,
i€ {1,2}

d , =<2 iy Y1y j S ;
A(U C) y Ue{p q wj} ]6{17277n}

1, lainnya.
0, v= qi,
i € {1,2},

d v, = 2a € ) 5 iati7 .
alv,a) velwppatihs oo oy

1, lainnya
07 U = Pi,
ie{1,2},

d yPi) — 17 € ERABE) .
alv,p) vedwiul ooy

2, lainnya
0, v=t,
i€ {1,2},

d 7t’i = 17 € y Wy s .
a(v;t) vetewt oo ny

2, lainnya.

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul v € V(G) terhadap S untuk
setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda.  Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf EDS(H,). Selanjutnya akan

ditunjukkan |S] = |22 | + 6 adalah minimal.
Misalkan k = VT’E’J + 6 dan terdapat himpunan S' C V(EDS(H,)) dengan |S'| < k.
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Karena |S’| < k, cukup ditunjukkan bahwa himpunan dengan kardinalitas terbesar
yang masih kurang dari k, yaitu k& — 1, tetap tidak dapat menjadi himpunan pembeda
ketetanggaan lokal. Pada himpunan terurut S, terdapat empat simpul khusus, yaitu
¢, p1,q1, dan tqy, yang diperlukan untuk membedakan pasangan simpul bertetangga pada
bagian khusus graf. Jika salah satu dari keempat simpul tersebut tidak termuat dalam
S’, maka terdapat pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan
sama terhadap S’, sehingga S’ bukan himpunan pembeda ketetanggaan lokal. Oleh
karena itu, agar tidak langsung gagal pada bagian khusus, S’ harus memuat keempat
simpul khusus tersebut. Akibatnya, banyak simpul pada S’ yang dapat digunakan
untuk membedakan pola utama paling banyak adalah (k — 1) — 4 = k — 5. Karena

k = VLT%J + 6, maka k£ — 5 = VT*‘:’J + 1. Dengan demikian, £k — 5 < ”T*‘:’ +1= "771,
sehingga 4(k — 5) < n — 1 < n. Padahal pada pola graf awal terdapat simpul sebanyak n
yang harus dibedakan, sedangkan setiap satu simpul pembeda pada pola graf awal hanya
dapat membedakan paling banyak empat simpul berurutan. Akibatnya, masih terdapat
paling sedikit satu pasangan simpul bertetangga yang memiliki representasi ketetanggaan
sama terhadap S’. Jadi, tidak terdapat himpunan pembeda ketetanggaan lokal dengan
kardinalitas kurang dari k. Karena telah diperoleh himpunan pembeda ketetanggaan lokal

S dengan |S| = k, maka S merupakan himpunan pembeda ketetanggaan lokal minimum.

Jadi,

n—>5
4

dimu(EDS(H,)) = { J +6.
]

Berdasarkan pembuktian yang telah dijelaskan sebelumnya. Berikut diberikan contoh
penerapan pada graf EDS(Hs).

Contoh 4.3.10. Misalkan graf EDS(H5) pada Gambar 4.37 akan ditentukan dimensi
metrik ketetanggaan lokalnya.

Gambar 4.37 Graf EDS(H;)

Dipilih  himpunan terurut S = {uy,us,c,p1,q1,t1} C V(EDS(Hs)). Akan
ditunjukkan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari EDS(Hj).
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Representasi ketetanggaan dari simpul-simpul EDS(Hs) sebagai berikut:

ralc] S) = (1,1,0,2,2,1),

ralur ] S)=(0,1,1,1,1,1), ra(wr | S) = (1,2,2,1,2,2),
ra(us | S) = (1,2,1,1,1, 1), ra(ws | S) = (2,2,2,1,2,2),
ralug | S)=1(2,2,1,1,1,1), ra(ws | S) =(2,2,2,1,2,2),
ra(ug | S) = (2,1,1,1,1,1), ra(wy | S) = (2,2,2,1,2,2),
ralus | S) =(1,0,1,1,1,1), ralws | S) =(2,1,2,1,2,2),
ra(pr | S)=(1,1,2,0,2,2), ra(pa | S)=(1,1,2,1,2,2),
ralg ] S) = (1,1,2,2,0,2), ralga | ) =(1,1,2,2,1,2),
ralt | S) =(1,1,1,2,2,0), ralts| ) =(1,1,1,2,2,1).

Tampak bahwa representasi ketetanggaan setiap simpul di v € V(EDS(Hj)) terhadap
S untuk setiap pasangan simpul yang bertetangga semua berbeda. Oleh karena itu, S
adalah himpunan pembeda ketetanggaan lokal dari graf FDS(Hs). Selanjutnya akan
ditunjukkan |S| = 6 adalah minimal.

Dipilih S C V(EDS(Hj5)) dengan kardinalitas S’, |S'| < |S] yaitu S" = S\{v},v € S.
Dipilih v = ¢;, akibatnya terdapat beberapa simpul bertetangga ti,t, € V(EDS(Hs))
dengan r4(ty | S") = ra(ta | 8') = (1,1,1,2,2) sehingga S’ bukan himpunan pembeda
EDS(H;). Jadi |S| = 6 adalah minimal dan S adalah himpunan pembeda ketetanggaan
lokal minimal. Jadi dim(EDS(Hs)) = 6.

Misalkan dipilih himpunan terurut untuk | S |=5

No. Himpunan

Representasi yang Sama

No.

Himpunan

Representasi yang Sama

1 {C> uj7wa7pi7tb}

ralq ]| S) =ralg|5)

4

{Ca Wy, Pi, tb7 qd}

ra(ur | S) =ra(us | S)

2 {C7 ujau}aapiaQb}

ra(ty | S) =ra(tz | 5)

5

{uj7 Wq, Pi, tb: Qd}

ra(z1 | S) =7ra(22]S)

3 {C7 uj>wa7tiaqd}

ra(z1|S) =ra(22]S)

6

{C, Uj, Pis tba qd}’

ra(ujra | S) =ra(ujs | S)

Tabel 4.10 Himpunan untuk |S| = 5, graf EDS(H,,)
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BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

Pada subbab ini disajikan kesimpulan dan saran yang diperoleh berdasarkan hasil
penelitian yang telah dilakukan.

5.1 Kesimpulan

Pada penelitian ini telah didapatkan hasil dimensi metrik ketetanggaan lokal
graf edge-degree splitting dari graf dasar dan graf khusus. Misalkan graf G €
{P, Ky, Cr, K4, 90, P, O K1, K, O K1,C, O K1, K, © Ky, Hy }

Berikut ini hasil dimensi metrik ketetanggaan lokal graf edge-degree splitting,
EDS(G).

1. Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Dasar

3, untuk n € {3,4},
4, untuk n € {5,6, 7},
5, untuk n € {8,9},
{” 1 J + 5, untuk n > 10.

(b) dimay(EDS(K,))=n+1, n>3

3, untuk n = 4,

(¢) dimay(EDS(C

7
"4 , untuk n > 5,

(d) dima(EDS(Ks4)) =3, s,t>2
(e) dzmAl(EDS(Sn)) =3, n>4

2. Dimensi Metrik Ketetanggaan Lokal Graf Khusus
, untuk n = 3,

, untuk n = 4,

, untuk n € {8,9},

4
)

(a) dimxy(EDS(P,® K;)) = {6, untuk n € {5,6, 7},
7

"4 J 7, untuk n > 9.
(b) dima(EDS(K, O Ky))=n+1, n>3

, untuk n = 4,

4
(c) dimay(EDS(C, O K;)) = [

"T_IJ +3, untukn >5
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4, untuk s =t,

d) dimay(EDS(K,; ©Q K,)) =
(d) dima( (K1 © K1) 5, untuk s # ¢

, untuk n = 3,

(e) dima(EDS(H,)) = {5, untuk n = 4,

— Ot O

"T’5J + 6, untuk n > 5.

5.2 Saran
Berikut ini adalah saran yang diperoleh dari hasil penelitian:

1. Penelitian selanjutnya dapat menentukan dimensi metrik, dimensi metrik
ketetanggaan non lokal graf edge-degree splitting. Kemudian, dapat membandingkan
hasil-hasil yang diperoleh.

2. Penelitian selanjutnya dapat mengembangkan konsep operasi graf yang lain.
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