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ABSTRAK
Misalkan G adalah sebuah graf nontrivial dan terhubung dengan himpunan simpul
V(G), himpunan sisi £(G) dan S C V(G) dengan simpul v € V(G), jarak
antara v dan S adalah d(v,S) =min{d(v,z)|]z € S}. Untuk sebuah partisi
IT = {51, Ss, S3, ..., Sk } dari V(G), representasi simpul v terhadap II didefinisikan
oleh pasangan r(v|II) = (d(v, S1),d(v, S2), ...,d(v, S)). Partisi II disebut partisi
pembeda dari GG jika semua representasi dari setiap simpul v € V(G) berdeda.
Kardinalitas minimum dari partisi pembeda disebut dimensi partisi dari G dan
dinotasikan sebagai pd((G). Ragam lain dari konsep dimensi partisi yaitu dimensi
partisi bintang. Misalkan IT = {5}, S, S3, ..., Si} disebut partisi pembeda bintang
jika setiap kelas-kelas partisi S;,1 < ¢« < k menginduksi sebuah graf bintang di
G dan semua representasi dari setiap simpul v € V/(G) berdeda. Kardinalitas
minimum dari partisi pembeda bintang disebut dimensi partisi bintang dari G dan
dinotasikan sebagai spd((G). Dalam Penelitian ini, kami akan menentukan dimensi
partisi dan dimensi partisi bintang dari graf hasil operasi produk comb. Operasi
comb dinotasikan . Untuk graf G' dan H, graf hasil operasi comb G > H didefin-
isikan sebagai graf yang diperoleh dengan mengambil satu duplikat G dan |G|
duplikat dari / dan melekatkan simpul « dari masing masing graf H duplikat ke-7
pada simpul ke-¢ dari graf G. Misalkan G dan H adalah graf terhubung meliputi

lintasan, lingkaran, dan graf lengkap.

Kata kunci: Partisi pembeda, partisi pembeda bintang, dimensi partisi, dimensi

partisi bintang, operasi comb
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THE PARTITION DIMENSION AND STAR PARTITION
DIMENSION OF COMB PRODUCT OF TWO CONNECTED

GRAPHS
Name - Ridho Alfarisi
NRP ;1215201 001

Supervisor : Dr. Darmaji, S.Si., M.T.

ABSTRACT

Let G be a nontrivial and connected graphs with vertex set V(G), edge set E(G)
and S C V(G) with vertex v € V(G). The distance between v and S is
d(v,S) =min{d(v, x)} for x € S. For an ordered partition IT = {5}, Sa, S5, ..., Sk}
of vertex set V(G), the representation of v with respect to II is defined by the
ordered r(v|Il) = (d(v,5),d(v,Ss),...,d(v,Sk)). The minimum cardinality of
resolving partition is partition dimension of G, denoted by pd(G). A variant
of partition dimension concept called star partition dimension of a graph. Let
IT = {51, 952,S53,...,S;} be a star resolving partition for G if each partition class
S;, 1 <i < k, induces a star in G and all representation of vertices v € V (G) are
unique. The minimum cardinality of resolving partition is a star partition dimension
of GG, denoted by spd(G). In this research, we determine the partition dimension and
star partition dimension of comb product of graphs. For graphs GG and H, the comb
product G > H is defined as the graph obtained by taking one copy of G and |V (G)|
copies of H and grafting the i-th copy of H at the vertex o to the i-th vertex of G.
In this work GG and H are restricted to path, cycle and complete graph.

Keywords: Resolving partition, star resolving partition, partition dimension, star

partition dimension, comb product

X






KATA PENGANTAR

Assalamu’alaikum Wr. Wb.
Puji syukur ke hadirat Allah Swt atas segala rahmat dan karunia-Nya sehingga

penulis dapat menyelesaikan Tesis yang berjudul

”’Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang Graf Hasil Operasi Comb Dua
Graf Terhubung”

dengan baik. Tesis ini disusun sebagai salah satu syarat kelulusan Program Studi
Strata 2 (S-2) Program Magister Jurusan Matematika Fakultas Matematika dan [lmu
Pengetahuan Alam (FMIPA) Institut Teknologi Sepuluh Nopember (ITS) Surabaya.
Pada kesempatan ini penulis mengucapkan terima kasih atas bantuan dan bimbingan

dalam penyusunan tesis ini, terutama kepada yang terhormat:

1. Bapak Dr. Darmaji, S.S1.,M.T. selaku dosen pembimbing atas segala bantuan,
bimbingan, arahan dan motivasinya dalam mengerjakan Tesis sehingga dapat

terselesaikan dengan baik.

2. Bapak Prof. Drs. Dafik, M.Sc., Ph.D yang senantiasa memberikan waktunya

untuk berbagi ilmu dalam dunia graf.

3. Bapak Dr. Chairul Imron, M.I.LKomp., Dr. Mahmud Yunus, M.Si. dan Dr.
Dieky Adzkiya, S.Si, M.Si. selaku dosen penguji atas semua saran yang telah

diberikan demi perbaikan Tesis ini.

4. Bapak Dr. Subiono, M.S. selaku dosen wali yang telah membimbing dan

motivasi selama menempuh pendidikan magister.

5. Ketua Program Studi Pascasarjana Matematika ITS yang telah memberi

bimbingan selama menempuh pendidikan magister.

6. Ketua Jurusan Matematika FMIPA ITS yang telah memberi bimbingan

selama menempuh pendidikan magister.

7. Bapak dan Ibu dosen Jurusan Matematika FMIPA ITS yang telah mendidik
penulis baik di dalam maupun di luar perkuliahan serta Bapak dan Ibu staf
Tata Usaha Jurusan Matematika ITS.

xi



8. Kedua orang tua Bapak Sugeng Hariyanto, Ibu Supini dan keluarga tercinta,
Yendra Purwanto, S.T., Hari Dayanto terima kasih atas perhatian doa dan

segala dukungannya selama penulis menempuh studi di ITS.

9. Keluarga besar Pascasarjana Matematika ITS 2015, Mbk Ida, Mbk Trisna,
Mbk Ena, Mbk Echa dan teman pascasarjana angkatan 2015 gasal yang
telah menemani, membantu, mendoakan, dan memberikan semangat kepada

penulis, serta semua pihak yang tidak dapat disebutkan satu per satu.

Penulis menyadari bahwa dalam Tesis ini masih terdapat kekurangan. Oleh
sebab itu, kritik dan saran yang bersifat membangun sangat penulis harapkan
untuk kesempurnaan Tesis ini. Akhirnya, penulis berharap semoga Tesis ini dapat
bermanfaat bagi semua pihak dan memberikan kontribusi terhadap berkembangnya

pengetahuan baru khususnya dalam bidang teori graf.

Surabaya, Januari 2017

Penulis

Xii



DAFTAR ISI

HALAMAN JUDUL

TITLE PAGE

LEMBAR PERSETUJUAN

ABSTRAK

ABSTRACT

KATA PENGANTAR

DAFTAR ISI

DAFTAR GAMBAR

DAFTAR TABEL

DAFTAR SIMBOL

BAB1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5

BAB II
2.1

2.2

2.3

PENDAHULUAN

Latar Belakang . ......... ... .. . ... . ..
Perumusan Masalah .. ........ ... ... ... .. ... ...
Batasan Masalah. .............. ... ... ... ...
Tujuan Penelitian ...............................

Manfaat Penelitian . .. .......... .. ... . ..

KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI

Terminologi Dasar Graf..........................
2.1.1 DefinisiGraf ......... ... ... ... .......
2.1.2 GraflIsomorfik ............ ... ... ......
Jenis-Jenis Graf ........ ... ... ... .. il
22.1 GrafLengkap ............ .. ... .. ...,
222 GrafLintasan ............... ... .. ......
223 GrafLingkaran ...........................
224 GrafBintang ............. ... .. oo
OperasiGraf ........ ... .. ... . ...

il

vil

iX

X1

Xiii

Xvii

XX1

xxiii



2.4

2.5

BAB III

BAB IV
4.1

4.2

2.3.1 OperasiKorona............ ... .. o i, 10

232 Operasi Comb . ..., 10
Konsep Dimensi dalam Graf .. .............................. 11
24.1 DimensiMetrik........ ... ... 11
24.2 DimensiPartisi ........ ... ... 13
2.4.3 Dimensi Partisi Bintang .. .............. ... ... ... ..., 14
2.4.4 Hasil-Hasil Penelitian Dimensi Partisi dan Dimensi
Partisi Bintang ......... ... ... ... i 16
Sifat Pembagian pada Bilangan Bulat dan Bilangan Modulo ... .. 16
METODE PENELITIAN 21
HASIL DAN PEMBAHASAN 23
Dimensi Partisi Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung ... 23
4.1.1 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lintasan .. ... 23
4.1.2 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lingkaran ... .. 46
4.1.3 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lintasan ...... 53
4.1.4 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lengkap ...... 58
4.1.5 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lengkap ...... 68
4.1.6 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lengkap .. ... 76
4.1.7 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lintasan ...... 84
4.1.8 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lingkaran . . ... 88
4.1.9 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lingkaran .... 91

Dimensi Partisi Bintang Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf
Terhubung . . ... 96
4.2.1 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf
Lintasan .. ... ... 97
4.2.2 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf
Lingkaran ........... . i 123
4.2.3 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lintasan 144
4.2.4 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lengkap 154
4.2.5 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lengkap 157
4.2.6 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf

4.2.7 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lintasan 164

Xiv



4.2.8 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf

Lingkaran ......... ... .. . i 182
4.2.9 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf
Lingkaran ............ i 192
4.3 Hubungan antara Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang
pada Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung............ 217
BAB V SIMPULAN DAN SARAN 221
S.1 Simpulan . ... 221
5.2 8aran ... 222
BIOGRAFI PENULIS 227

XV



Xvi



Gambar 1.1

Gambar 2.1

Gambar 2.2
Gambar 2.3

Gambar 2.4

Gambar 2.5

Gambar 2.6

Gambar 2.7

Gambar 2.8

Gambar 4.1

Gambar 4.2

Gambar 4.3
Gambar 4.4
Gambar 4.5
Gambar 4.6

DAFTAR GAMBAR

(a) Jembatan Konigsberg (b) Graf yang Merepresentasikan
Jembatan Konigsberg .......... ... ... ... .. ... 2

(a) Graf Roda W, (b) Graf dengan 2 Isolated Vertex, (c)

Graf Reguler5 ........ ... .. 8
Isomorfismadalam Graf .............................. 9
(a) Graf Lengkap, (b) Graf Lintasan, (c) Graf Lingkaran,

dan (d) Graf Bintang . .......... ... ... ... .. ... 10

(a) Graf Lintasan P, (b) Graf Lengkap K, (c¢) Graf Hasil
Operasi Korona P; ® K4, (d) Graf Hasil Operasi Korona

(a) Graf Lintasan P, (b) Graf Lengkap K, (c¢) Graf Hasil
Operasi Comb P, > K5, (d) Graf Hasil Operasi Comb K5 P, 11

Konstruksi himpunan pembeda dari graf G: (a) W; =

{wy, wg, we }, (b) Wy = {wy,we} dan (c) W5 = {wq} ..... 12
Konstruksi partisi pembeda dari graf G: (a) Il
{S1, Sa, 53,54}, (b) IIy = {S1,S5,, 53} dan (¢c) I3 =

{51, 80 o 14
(a) Graf Lintasan Py, (b) Konstruksi partisi pembeda
bintang dari graf Pig ... 16
(a) Graf Hasil Operasi C,, >s P,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf CaDs Py ooovoo e 24
(a) Graf Hasil Operasi C,, >a P,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf Csba By oo oooooi 31
Graf Hasil Operasi P,>Chy v oovvoieeiie i 47
(a) Partisi Pembeda P > (g (b) Partisi Pembeda P, > Cg .. 48
Partisi Pembeda P; > C Untuk m genapdann >4 ...... 51
(a) Graf Hasil Operasi K,, >5 P,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf Kgs Py oo ovoo e 54

Xvii



Gambar 4.7

Gambar 4.8

Gambar 4.9

Gambar 4.10

Gambar 4.11

Gambar 4.12

Gambar 4.13

Gambar 4.14

Gambar 4.15

Gambar 4.16
Gambar 4.17

Gambar 4.18

Gambar 4.19

Gambar 4.20
Gambar 4.21

Gambar 4.22

Gambar 4.23

Gambar 4.24

Gambar 4.25

Gambar 4.26

Gambar 4.27

(a) Graf Hasil Operasi K, >o P,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf Kg>a Py
Graf Hasil Operasi P, > Ky o oooo oo
Partisi Pembeda Graf Fs > K
(a) Graf Hasil Operasi K,, > K,,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf K¢ > K
(a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf K5 > K,
Konstruksi Partisi Pembeda Graf Kg > K5
(a) Graf Hasil Operasi C,, > K, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda C'5 > K
(a) Graf Hasil Operasi P, >s P,,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda F;s >s Ps
(a) Graf Hasil Operasi P, >a P, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Fs>a Pr
(a) Graf Hasil Operasi K, > C,,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda K¢ > Cy
Graf Hasil Operasi C,, > C),
(a) Konstruksi Partisi Pembeda Cg > (5, (b) Konstruksi
Partisi Pembeda C'; > Cg
(a) Konstruksi partisi pembeda bintang pada graf Cs>5 Ps,

(b)

(b) Konstruksi partisi pembeda bintang pada graf Cy >5 Py .
(a) Graf Hasil Operasi Comb C), >a P,, (b) Konstruksi
Partisi pembeda bintang pada graf Cs >a P

Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf P, > C'
(a) Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf K¢ >5 Ps, (b)
Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf K¢ >5 P,
(a) Graf Hasil Operasi Comb K, >A F,, (b) Konstruksi
Partisi Pembeda Bintang Kg >a g

Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf F; > K

Konstruksi Partisi Pembeda Bintang Graf Kg> Kg .......
Konstruksi Partisi Pembeda Bintang Graf Cg > K
(a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf Fg s P,
Konstruksi Partisi Pembeda Graf Py >5 Py
(a) Graf Hasil Operasi Comb P, > P,,, (b) Konstruksi

Partisi Pembeda Bintang Ps>a Pg. o ooovoovoiieie e

(b)

xviii



Gambar 4.28 (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
Konstruksi Partisi Pembeda Graf K¢ > Cs
Gambar 4.29 (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
Konstruksi Partisi Pembeda Graf Cg > ('

Xix

K¢ > Cg, (b)

Cs > Cg, (b)



XX



Tabel 2.1

Tabel 4.1

Tabel 4.2

DAFTAR TABEL

Hasil Penelitian Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang
pada Graf Sederhana . ............. ... .. .. .. L L. 17

Ringkasan Dimensi Partisi pada Graf Hasil Operasi Comb

Dua Graf Terhubung . ........ ... .. .. .. . ... 218
Ringkasan Dimensi Partisi Bintang pada Gratf Hasil Operasi
Comb Dua Graf Terhubung . ............................. 219

XXi



xxii



DAFTAR SIMBOL

Graf G dengan himpunan simpul V' dan himpunan sisi &
Himpunan simpul pada graf G
Himpunan sisi pada graf G

Sisi yang menghubungkan simpul « dan simpul v
Order (banyak simpul graf G)

Size (banyak sisi graf )

Jarak dari simpul u ke simpul v

Jarak dari simpul u ke subhimpunan .S
Eksentrisitas simpul v

Radius graf GG

Diameter graf G

Operator perkalian kartesian

Operator Comb

Operator join

Partisi pembeda

Partisi pembeda bintang

Himpunan pembeda

Dimensi metrik graf G

Dimensi partisi graf G

Dimensi partisi terhubung graf GG
Dimensi partisi bintang graf G

Graf lintasan order n

Graf lingkaran order m

Graf lengkap order m

Graf roda order n

Graf pohon

Graf gir

Graf subdivisi dari graf lengkap

Graf bintang order n + 1

Graf windmill order mn + 1

Graf kartepilar homogenous order mn + m

xxiii



GI>5H

GDAH

Graf pohon pisang homogenous order mn + 2m + 1

Graf persahabatan order 2n + 1

Operator korona

Matriks berordo n x n

Representasi simpul u terhadap himpunan pembeda W

Representasi simpul « terhadap partisi pembeda 11

Bilangan Bulat Positif

Bilangan Bulat Terbesar lebih kecil atau sama dengan z (floor)
Bilangan Bulat Terkecil lebih besar atau sama dengan z (ceiling)
Derajat terkecil

Derajat terbesar

Graf hasil operasi comb G dan H untuk simpul pelekatan dari graf H
dengan derajat terkecil

Graf hasil operasi comb G dan H untuk simpul pelekatan dari graf H

dengan derajat terbesar

XX1v



BAB I
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Matematika berkembang sangat pesat sehingga Matematika sering dipakai
untuk menyelesaikan berbagai permasalahan di banyak bidang. Matematika terdiri
dari beberapa cabang ilmu, diantaranya Aljabar, Geometri, Statistika, Probabilitas
(peluang), Matematika Teknik, Matematika Komputasi, Matematika Ekonomi,
Matematika Diskrit, Sains Komputer dan lain sebagainya. Salah satu cabang
matematika yang menarik untuk diteliti lebih lanjut adalah matematika diskrit
dengan fokus kajian pada teori graf. Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan
(V, E)) yang ditulis dengan notasi G = (V, F) dengan V' adalah himpunan tidak
kosong simpul (vertex), sedangkan £ adalah himpunan sisi, boleh kosong, yang
menghubungkan sepasang simpul. Untuk selanjutnya, suatu graf dapat ditulis
dengan notasi (=, tanpa menyebutkan himpunan simpul dan sisinya.

Teori graf pada mulanya dikembangkan oleh Leonhard Euler pada tahun 1736 di
Jerman. Pada saat itu terdapat empat daerah yang dihubungkan oleh tujuh jembatan
di atas sungai Pregel di Konigsberg Jerman. Leonhard Euler mencoba membuktikan
kemungkinan mengunjungi empat daerah yang terhubung oleh tujuh jembatan,
melewati setiap jembatan tepat satu kali dan kembali ke tempat asal. Permasalahan
Jembatan Konigsberg dapat direpresentasikan dengan graf, dengan merepresen-
tasikan keempat daerah itu sebagai simpul (vertex) dan ketujuh jembatan sebagai
sisi (edge) yang menghubungkan pasangan simpul yang sesuai. Berikut disajikan
masalah tujuh jembatan representasi pada graf. (Gambar 1.1)

Salah satu topik yang menjadi kajian dalam teori graf adalah dimensi metrik
dan dimensi partisi. Dalam artikelnya, Slater dalam Imran dkk (2012) menyebutkan
suatu himpunan dengan sebutan locating set yang sering dikenal dengan himpunan
pembeda (resolving set). Selanjutnya, Chartrand dkk (2000) mengenalkan konsep
partisi pembeda yang serupa dengan himpunan pembeda suatu graf. Chartrand
dkk (2000) melakukan pengelompokan simpul di graf G ke dalam sejumlah kelas
partisi dan menghitung jarak setiap simpul di G terhadap semua kelas partisi

untuk mempresentasikan setiap simpul pada graf . Salah satu aplikasi dari

1



Konigsberg

(a) (b)

Gambar 1.1: (a) Jembatan Konigsberg (b) Graf yang Merepresentasikan Jembatan
Konigsberg

himpunan pembeda yaitu representasi senyawa kimia dan navigasi robot (Khuller
dan Raghavachari, 1996).

Representasi dan klasifikasi senyawa kimia adalah salah satu masalah yang
dihadapi oleh para kimiawan. Permasalahan ini dapat diuraikan sebagai berikut:
Pertama, bagaimana merepresentasikan dua atau lebih senyawa kimia yang
mempunyai rumus kimia sama tetapi memiliki struktur berbeda. Kedua, bagaimana
merepresentasikan dua senyawa kimia yang mempunyai rumus kimia berbeda tetapi
mempunyai struktur yang sama. Dalam reaksi kimia, struktur senyawa kimia
menentukan karakteristik senyawa yang direaksikan. Representasi memudahkan
klasifikasi sebuah senyawa kimia. Johnson dalam Darmaji (2011), adalah seorang
kimiawan pada sebuah perusahaan farmasi, menggunakan konsep himpunan
pembeda dalam mengklasifikasikan senyawa kimia. Dengan konsep ini, senyawa
kimia direpresentasikan secara unik sebagai objek matematika. Senyawa kimia
direpresentasikan dalam bentuk graf dengan simpul graf menyatakan atom dan sisi

graf menyatakan ikatan valensi antara dua atom.

Misalkan S C V(@) dan simpul v di G, d(v, S) adalah jarak antara v dengan
S didefinisikan sebagai d(v,S) =min{d(v,z)|z € S}. Untuk k—partisi dari
IT = {5,959, 53, ..., 5} dan simpul v dari V(G). Representasi dari v € V(G)
terhadap II adalah k—vektor r(v|1I) = {d(v, S1), d(v, Ss), ..., d(v, Sk) }. Jika untuk
setiap dua simpul berbeda u,v € V(G) berlaku r(u|Il) # r(v|II), maka IT disebut
partisi pembeda dari V' (G). Partisi pembeda IT dengan kardinalitas minimum
disebut partisi pembeda minimum dari G dan partisi pembeda minimum dari G
disebut dimensi partisi yang dinotasikan dengan pd((). Variasi lain dari partisi
pembeda adalah partisi pembeda bintang. 11 = {5}, S, S5, ..., S} adalah partisi

pembeda bintang dengan setiap kelas-kelas partisi S; untuk 1 < ¢ < k mengin-

2



duksi subgraf bintang. Partisi pembeda bintang dengan kardinalitas minimal disebut

dimensi partisi bintang yang dinotasikan spd(G).

Dalam papernya, Chartrand dkk (2000) menunjukkan bahwa pd(G)= 2 jika
dan hanya jika G adalah graf lintasan (F,) dan pd(G)= n jika dan hanya jika G
adalah graf lengkap (K,). Selain itu, dimensi partisi graf bipartit lengkap (K, ,),
bahwa pd(K, )= r + 1 jika r = s dan pd(K, ;)=max{r, s} jika r # s. Selan-
jutnya, dimensi partisi untuk beberapa kelas graf tertentu telah dikaji oleh banyak
peneliti, misalnya Grigorious dkk (2014) menunjukkan dimensi partisi dari kelas
graf circulant, Amrullah dkk (2015) menunjukkan dimensi partisi pada subdivisi
graf lengkap, Haryeni dkk (2015) menentukan dimensi partisi dari beberapa kelas
graf tak terhubung yang homogen dan Arimbawa dkk (2015) mempelajari dimensi
partisi dari beberapa kelas graf pohon. Lebih lanjut, Yero dkk (2011) menunjukkan
dimensi partisi dari graf hasil perkalian kartesian dan Darmaji (2011) juga menun-
jukkan dimensi partisi dari graf multipartit dan graf hasil korona dari dua graf

terhubung.

Salah satu variasi dimensi partisi adalah dimensi partisi bintang. Marinescu
dkk (2010) menentukan dimensi partisi bintang graf gir diperumum. Hasil yang
diperoleh yakni untuk graf gir .J; ,, dengan £ > 2 dan n > 2 didapatkan spd(Jj, ,,)=3
untuk £ = 2 atau 3 dan n = 2; spd(Jy,)="2 untuk k& = O(mod 3) dan
(k,n) # (3,2); spd(Jrn)=%|n + 1 untuk & = 1(mod 3) dan n > 3 atau n =
2 dan k > 4; spd(Ji,)=|%]n + 1 4 [2] untuk k& = 2(mod 3) dan n > 4 atau n =
2 dan k > 5; spd(Jy,n)=3%] + 2 untuk k& = 2(mod 3) dan n = 3. Kemudian
Marinescu dan Ghemeci (2012) kembali meneliti dimensi partisi bintang pada graf
pohon. Dari penelitian ini diperoleh hasil dimensi partisi bintang graf pohon yakni

spd(T)=0,(T") — exy,(T) + sp (T1..1), dengan o, merupakan jumlah derajat terkahir

p
dari simpul mayor bercabang, ex;, merupakan banyaknya simpul mayor bercabang,

dan sp merupakan kardinalitas dimensi bintang.

Operasi antara dua graf merupakan salah satu cara untuk memperoleh bentuk
graf-graf baru. Terdapat berbagai jenis operasi dalam graf, misalnya operasi join
(+), tensor (®), gabungan (U), kartesian (x), korona (©), dan operasi comb (>).

Dalam penelitian ini, akan diteliti operasi graf comb dari dua graf terhubung.

Penelitian tentang dimensi partisi dan dimensi partisi bintang merupakan salah
satu topik dari teori graf yang banyak diteliti khususnya pada graf hasil operasi

biner antara dua graf. Dalam penelitian ini akan ditentukan dimensi partisi dan
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dimensi partisi bintang dari graf-graf sederhana yaitu graf lintasan, lingkaran, dan
lengkap dengan operasi comb antara lain graf lintasan dengan graf lintasan, graf
lingkaran dengan graf lintasan, graf lintasan dengan graf lengkap, graf lengkap
dengan graf lingkaran, graf lengkap dengan graf lengkap dan graf lingkaran dengan
graf lingkaran. Beberapa pemaparan di atas yang melatar belakangi penulis untuk
melakukan penelitian dengan judul ”Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang
Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung”

1.2 Perumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya, masalah yang

dibahas dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Berapakah dimensi partisi pada graf hasil operasi comb dua graf terhubung.

2. Berapakah dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb dua graf

terhubung.

3. Adakah hubungan antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada graf

hasil operasi comb dua graf terhubung.

1.3 Batasan Masalah
Untuk menjaga fokus pembahasan pada penelitian, masalah dalam penelitan ini

dibatasi pada:

1. Graf yang menjadi objek penelitian adalah graf Lintasan, graf Lengkap dan
graf Lingkaran.

2. Menggunakan operasi comb simpul.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Mengetahui dimensi partisi pada graf hasil operasi comb dua graf terhubung.

2. Mengetahui dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb dua graf

terhubung.

3. Menghubungkan antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada graf

hasil operasi comb dua graf terhubung.
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1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain:

1. Diperoleh hasil penelitian untukkontribusi terhadap berkembangnya penge-
tahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang lingkup dimensi

partisi dan dimensi partisi bintang pada graf.

2. Diperoleh hasil penelitian untuk memotivasi kepada pembaca untuk
melakukan penelitian tentang dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada

operasi graf yang lain atau dengan pengembangan konsep.






BAB II
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI

2.1 Terminologi Dasar Graf
2.1.1 Definisi Graf

Suatu graf G terdiri atas dua himpunan yaitu himpunan tak kosong V' (G) yang
anggotanya terdiri dari simpul dan himpunan E(G) yang mungkin kosong terdiri
dari sisi, sedemikian sehingga setiap anggota e dalam F/(G) merupakan pasangan
tak berurut dari simpul-simpul dalam V(G), graf G dinotasikan G = (V| E).
Simpul pada graf dapat dilabeli dengan huruf, angka, atau dengan menggunakan
huruf dan angka. Misalkan u dan v adalah simpul-simpul pada suatu graf, maka
sisi yang menghubungkan simpul u dan v dinyatakan dengan pasangan (u,v)
atau dilambangkan dengan e. Banyak simpul pada graf G disebut order dari G
dinotasikan |G|, sedangkan banyak sisi disebut size dari G dinotasikan || G ||. Graf
yang ordernya berhingga disebut graf berhingga.

Misalkan Graf G memiliki suatu jalan yang panjangnya n dari simpul awal v, ke
simpul tujuan v,, di dalam graf GG adalah barisan berselang-seling simpul-simpul dan
sisi-sisi yang berbentuk Y = vg, eq,v1, €9, 09, ...U,_1, €4, U, sedemikian sehingga
er = (vo,v1),€2 = (v1,v9),...,e, = (Vn_1,v,) adalah sisi-sisi dari graf G. Jika
Vg # vp, maka jalan disebut jalan terbuka dan jika vy = v,,, maka jalan disebut jalan
tertutup, simpul dan sisi mungkin diulang dalam suatu jalan. T'rail dalam graf G
adalah suatu jalan di G dengan sifat tidak ada sisi yang diulang. Lintasan dalam
graf (G adalah suatu ¢rail di G dengan sifat tidak ada simpul yang ulang (Hartsfield
dan Ringel, 1994).

Sebuah graf GG dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua simpul
u dan v yang berdeda di graf G maka terdapat lintasan yang menghubungkan
kedua simpul tersebut. Jarak antara simpul u dan v didefinisikan panjang lintasan
terpendek antara simpul u dan v yang dinotasikan d(u,v). Eksentrisitas ecc(v)
pada sebuah simpul v dalam graf G adalah jarak terjauh dari simpul v ke setiap
simpul di G. Diameter dari graf GG didefinisikan jarak terjauh dari sebarang
dua simpul di V(G) atau suatu nilai max, ,ec{d(u,v)} yang dinotasikan dengan

diam(G)=max, ,ec{d(u,v)}. Jari-jari (radius) yang dinotasikan rad(G) dari graf
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Gambar 2.1: (a) Graf Roda W, (b) Graf dengan 2 Isolated Vertex, (c) Graf Reguler
5

G adalah eksentrisitas minimum di antara simpul-simpul di G. Simpul v disebut
simpul pusat jika ecc(v)=rad(G). Gambar 2.1 (a) merupakan graf terhubung,
dengan jarak dari u; ke us yaitu d(uy,us) = 1 dan diam(G)= 2 merupakan jarak

antara us ke uy.

Simpul « dikatakan bertetangga (adjacent) dengan simpul v jika terdapat
sebuah sisi e diantara v dan v yaitu e = wwv, atau dapat dinyatakan bahwa sisi e
menempel (incident) dengan kedua simpul « dan v. Derajat (degree) pada setiap
simpul didefinisikan sebagai banyaknya sisi yang menempel pada simpul tersebut.
Jika setiap simpul pada graf G mempunyai derajat sama dengan n maka graf G
disebut graf reguler n, jika tidak maka graf tersebut dikatakan non reguler. Simpul
v pada suatu graf G yang memiliki derajat O disebut isolated vertex, sedangkan
sebuah simpul yang hanya mempunyai derajat satu disebut daun, simpul ujung atau
pendant. Pada Gambar 2.1 (b) ditunjukkan contoh graf dengan 2 isolated vertex

serta Gambar 2.1 (c) merupakan graf reguler 5.

2.1.2 Graf Isomortik

Dua buah graf yang sama tetapi secara geometri berbeda disebut graf yang
saling isomorfis (Isomorphic Graph). Graf G; dan G5 dikatakan isomorfis jika
terdapat pemetaan satu-satu f : V(G;) — V(G3) yang menyajikan semua sifat
ketetanggaan, yaitu f(u) dan f(v) pada G, bertetangga jika dan hanya jika u dan
v bertetangga pada (1. Dua graf yang isomorfik mempunyai matriks ketetanggaan
yang sama. Jika sama maka kedua graf tersebut dikatakan isomorfis seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 2.2. Graf G; dan G5 adalah dua graf yang isomorfis,
sedangkan graf G5 tidak isomorfis dengan G.
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Gambar 2.2: Isomorfisma dalam Graf

2.2 Jenis-Jenis Graf

Graf-graf sederhana yang tergolong well known graph yang digunakan dalam
penelitian ini meliputi graf lengkap, graf lintasan, graf lingkaran, dan graf bintang.

Berikut definisi dari masing-masing graf tersebut.

2.2.1 Graf Lengkap
Graf lengkap adalah graf sederhana yang setiap simpulnya mempunyai sisi ke
semua simpul lainnya. Graf lengkap dengan n buah simpul dinotasikan dengan K,.

Contoh graf Lengkap dapat dilihat pada Gambar 2.3 (a).

2.2.2 Graf Lintasan
Graf Lintasan adalah graf sederhana yang kedua simpul ujung yang berderajat
satu disebut pendant, sedangkan simpul yang lain berderajat dua. Graf lintasan

dinotasikan dengan F,,. Contoh graf Lintasan dapat dilihat pada Gambar 2.3 (b).

2.2.3 Graf Lingkaran
Graf Lingkaran adalah graf terhubung sederhana yang memiliki n simpul dan
n sisi dengan setiap simpulnya berderajat dua. Graf Lingkaran dinotasikan dengan

C,, dengan n > 3. Contoh graf Lingkaran dapat dilihat pada Gambar 2.3 (c).

2.2.4 Graf Bintang

Graf Bintang K ,, adalah graf terhubung sederhana yang memiliki n + 1 simpul
dan n sisi. Satu simpul pada graf bintang disebut simpul pusat yang berderajat n,
sedangkan simpul yang berderajat satu disebut pendant. Graf trivial dapat disebut

pula sebagai graf bintang. Contoh graf Bintang dapat dilihat pada Gambar 2.3 (d).
2.3 Operasi Graf

Operasi antara dua graf merupakan salah satu cara untuk memperoleh bentuk

graf-graf baru. Terdapat berbagai jenis operasi dalam graf, misalnya operasi korona
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(a) (b) (c) (d)

Gambar 2.3: (a) Graf Lengkap, (b) Graf Lintasan, (c¢) Graf Lingkaran, dan (d) Graf
Bintang

(c)

Gambar 2.4: (a) Graf Lintasan Py, (b) Graf Lengkap K4, (c) Graf Hasil Operasi
Korona P, ® K4, (d) Graf Hasil Operasi Korona K, ® Py

(®) dan operasi comb ().

2.3.1 Operasi Korona

Harary dan Frunct dalam Yero dkk (2011) mendefinisikan operasi korona
dari graf G dan graf H adalah sebagai graf yang diperoleh dengan mengambil
sebuah duplikat dari graf G dan |G| duplikat dari graf H yaitu H; dengan i =
1,2,3,...,|G| kemudian menghubungkan setiap simpul ke-i dari G ke setiap
simpul di H;.

Gambar 2.4 (c) dan (d) menunjukkan bahwa graf-graf hasil operasi korona
bukan graf yang isomorfis, sehingga hasil dari operasi tersebut tidak bersifat

komutatif.

2.3.2 Operasi Comb

Misalkan G dan H adalah graf terhubung dan u adalah simpul di H. Operasi
comb dari graf GG dan graf H dinotasikan dengan GG > H adalah graf yang diperoleh
dengan mengambil satu duplikat G dan |G| duplikat dari H dan melekatkan simpul
u dari masing masing graf H; duplikat ke-i pada simpul ke-¢ dari graf G (Saputro
dkk, 2013).

Gambar 2.5 (¢) dan (d) menunjukkan bahwa graf-graf hasil operasi comb bukan

graf yang isomorfis, sehingga hasil dari operasi tersebut tidak bersifat komutatif.
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(a) by

Gambar 2.5: (a) Graf Lintasan Py, (b) Graf Lengkap K5, (c) Graf Hasil Operasi
Comb P, > K5, (d) Graf Hasil Operasi Comb K5 > Py

2.4 Konsep Dimensi dalam Graf

2.4.1 Dimensi Metrik

Slater dalam Imran dkk (2012) menyebutkan suatu himpunan dengan sebutan
locating set yang sering dikenal dengan himpunan pembeda (resolving set).
Diberikan sebuah graf terhubung GG. Misalkan dua simpul v dan v adalah simpul-
simpul dari graf terhubung G. Jarak antara simpul u dan v didefinisikan sebagai
lintasan terpendek dari simpul u ke v di G dan dinotasikan d(u, v). Jika diberikan
suatu himpunan terurut W = {w, wo, ws,...,wx} C V(G) dari simpul-simpul
dalam graf terhubung G dan simpul v di V(G), maka representasi dari simpul
v terhadap W adalah r(v|W) = (d(v,w),d(v,ws),...,d(v,wy)). Jika r(v|W)
untuk setiap simpul v € V(G) berbeda, maka W disebut sebagai himpunan
pembeda dari V(G). Himpunan pembeda dengan kardinalitas minimum disebut
himpunan pembeda minimum. Kardinalitas dari himpunan pembeda minimum
disebut dimensi metrik dari graf G yang dinotasikan dim(G).

Permana dan Darmaji (2012) memberikan Lemma 2.1 untuk menentukan setiap
anggota himpunan berbeda memiliki representasi yang berbeda.

Lemma 2.1 Untuk setiap simpul u anggota himpunan pembeda W pasti memiliki
representasi yang berbeda terhadap W

Chartrand dkk (2000) memberikan Teorema 2.1 untuk menentukan dimensi
metrik pada graf well-known yaitu graf lintasan F,, graf lengkap K, graf lingkaran
C,, dan graf pohon 7.

Teorema 2.1 Misalkan G adalah sebuah graf terhubung dengan orde n > 2.

(i.) dim(G) = 1 jika dan hanya jika G = P,

(ii.) dim(G)=n — 1 jika dan hanya jika G = K,

(iii.) Untuk n > 3, dim(C,)=2

(iv.) Untuk n > 4, dim(G)=n-2 jika dan hanya jika G = K, (r,s > 1),G =
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Gambar 2.6: Konstruksi himpunan pembeda dari graf G: (a) W7 = {wy, wg, we},
(b) Wy = {wy, wy} dan (c) W5 = {w: }

K, + K, (r > 1,58 > 2).atauG = K, + (K, J K,), (r,s > 1)
(v.) Jika T adalah graf pohon yang bukan lintasan maka dim(T)= O(T) — ex(T),
dimana O(T') menyatakan jumlah derajat terminal dari simpul utama T, dan ex(T')
menyatakan jumlah simpul utama bagian luar T

Gambar 2.6 mengilustrasikan suatu himpunan terurut W C V(G), W) =
{w1, wg, we} merupakan himpunan pembeda dari graf G karena memiliki repre-
sentasi yang berbeda. Akan tetapi, W, bukan merupakan himpunan pembeda
yang minimum, karena pada Gambar 2.6.(b) dapat ditunjukkan memiliki himpunan
terurut Wy = {w;, wg } merupakan himpunan pembeda. Dapat dilihat pada Gambar
2.6.(c) memiliki himpunan terurut W3 = {w; } bukanlah suatu himpunan pembeda,
karena terdapat representasi r(wy|W3) = r(ws|W3) = (1). Selanjutnya, akan ditun-
jukkan bahwa himpunan pembeda dari graf G memiliki kardinalitas sedikitnya 2.
Misalkan suatu himpunan pembeda dari G dengan |IW3| = 1 sehingga diberikan
W3 = {w;} bukan himpunan pembeda dari G karena representasi W pada G
menghasilkan representasi yang sama, yaitu r(wq|Ws) = r(ws|Ws) = r(w7|Ws) =
r(we|W3) = (1), kontradiksi dengan pemisalan W3 sebagai himpunan pembeda.
Jadi, |W3| > 2. Dengan demikian, W, merupakan himpunan pembeda minimum
dari graf G. Gambar 2.6.(b) memiliki W5 = {w;, w9} adalah himpunan pembeda

dari G karena representasi dari semua simpul di GG berbeda, yaitu:

r(wa|Wa) = (1,3) r(we|Wa) = (2,2) r(wio|Wa) = (3,1)
r(ws|Ws) = (2,4) r(wr|Ws) = (3, 3) r(w|Wa) = (4,2)
T’(U)4‘W2) = (3,5) r(w8|Wg) (4 4) T'(U}12|W2) = (5,3)

r(w5|W2) = (1, ]_)

Dari representasi di atas dapat diketahui bahwa representasi dari semua simpul
terhadap W, berbeda. Jadi, W5 merupakan himpunan pembeda dengan kardinalitas
minimal yaitu 2. Sehingga dimensi metrik dari graf G adalah dim(G)= 2
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2.4.2 Dimensi Partisi

Dimensi partisi dari sebuah graf GG dikenalkan oleh Chartrand, Salehi dan Zhang
(2000). Mereka mengelompokkan semua simpul di G' ke dalam sejumlah kelas
partisi dan menentukan jarak setiap simpul terhadap setiap kelas partisi tersebut.
Misalkan S C V(G) dengan simpul v di V(G) sedemikian sehingga jarak antara
simpul v dengan subhimpunsn S didefinisikan sebagai d(v, S) =min{d(v, z)|x €
S}. Untuk urutan k—partisi II = {5, S5s, 55, ..., S} dari V(G) dan simpul
v € V(G). Representasi dari v € V(G) terhadap II adalah k—vektor r(v|II) =
(d(v, S1),d(v, S2), ...,d(v, Sk)). Jika untuk setiap dua simpul berbeda u, v € V(G)
berlaku r(u|II) # r(v|II), maka II disebut partisi pembeda dari V(G). Partisi
pembeda I dengan kardinalitas minimum disebut partisi pembeda minimum dari G.
Partisi pembeda minimum dari G disebut dimensi partisi yang dinotasikan dengan
pd(G).

Chartrand, Salehi dan Zhang (2000) memberikan beberapa lemma dan teorema
yang mendasari dalam menentukan dimensi partisi yang berkaitan dengan parame-
ternya dan dimensi partisi dari graf asal dan graf hasil operasi.

Lemma 2.2 [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)|Misalkan G suatu graf terhubung
tak trivial. Misalkan 11 suatu partisi pembeda dari G dan u,v € V(G). Jika
d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u,v}, maka u dan v berada dalam
kelas partisi yang berbeda di 11.

Teorema 2.2 [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)Misalkan G suatu graf
terhubung tak trivial, maka pd(G)< dim(G)+1

Teorema 2.3 [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)|Misalkan G adalah graf
terhubung dengan orde n > 2.

(i.) pd(G) = 2 jika dan hanya jika G = P,

(ii.) pd(G)=n jika dan hanya jika G = K,

(iii.) Untuk n > 4, pd(G)=n-1 jika dan hanya jika G = K, (r,s > 1),G =
K, + K, (r>1,8>2),0rG =K, + (K,JK,), (r,s > 1).

Misalkan G adalah graf terhubung yang diberikan pada Gambar 2.7. Gambar
2.7 mengilustrasikan suatu partisi pembeda terurut dari V' (G). Gambar 2.7.(a)
menunjukkan bahwa II; = {S1,S5,,S53,5,} dengan S; = {w;}, S = {ws},
Sy = {wg}, Sy = {w; 1 <@ < 12} — {wy, w5, wye} merupakan partisi pembeda
dari graf GG karena memiliki representasi yang berbeda. Akan tetapi, II; bukan
merupakan partisi pembeda yang minimum, karena pada Gambar 2.7.(b) dapat

ditunjukkan memiliki himpunan terurut [T, = {5, S2, S3} dengan S; = {w;},
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Gambar 2.7: Konstruksi partisi pembeda dari graf G: (a) II; = {54, 52, 53,54},
(b) Il = {517 S, 53} dan (¢) II3 = {51, 52}

= {wo}, S3 = {w;; 1 <i <12} — {w;, we } merupakan partisi pembeda. Dapat
dilihat pada Gambar 2.7.(c) memiliki himpunan terurut I3 = {57, 52} dengan
S1 = {w;1 <i <4}, Sy = {w; 5 < i < 12} bukanlah suatu partisi pembeda,
karena terdapat representasi r(wy|Il3) = r(ws|ll3) = (0,1). Selanjutnya, akan
ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf G memiliki kardinalitas sedikitnya
3. Misalkan suatu partisi pembeda dari G dengan |II3] = 2 sehingga diberikan
II3 = {Si,S52} bukan partisi pembeda dari G karena representasi II3 pada G
menghasilkan representasi yang sama, yaitu 7(wy |I13) = r(wq|Il3) = r(ws|ll3) =
r(wy|I3) = (0, 1), kontradiksi dengan pemisalan T3 sebagai partisi pembeda. Jadi,
|IT3] > 3. Dengan demikian, ITo merupakan partisi pembeda minimum dari graf G.
Gambar 2.7.(b) memiliki [Ty = {5}, Sz, S3} adalah partisi pembeda dari G' karena

representasi dari semua simpul di GG berbeda, yaitu:

r(wq|y) = (0,2,1) r(ws|lly) = (1,1,0) r(wy|lly) = (2,0,1)
r(wq|Il2) = (1, 3,0) r(ws|Ilz) = (2,2,0) r(wyo|lly) = (3,1,0)
r(ws|Ilz) = (2,4,0) r(wq|Ilz) = (3,3,0) r(wq|Ily) = (4,2,0)

r(wy|ly) = (3,5,0) r(ws|Ily) = (4,4,0) r(wiz|lls) = (5, 3,0)

Dari representasi diatas dapat diketahui bahwa representasi dari semua simpul
terhadap II, berbeda. Jadi, Il merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas
minimal yaitu 3. Sehingga dimensi partisi dari graf G adalah pd(G)= 3

2.4.3 Dimensi Partisi Bintang

Variasi lain dari dimensi partisi, yang disebutkan dalam Saenpholphat dan
Zhang (2002) menjadi topik untuk diteliti yaitu partisi pembeda bintang, 1I =
{S1, S5, S3, ..., Sk} adalah partisi pembeda yang harus memenuhi syarat-syarat
tertentu. Pada tesis ini dibahas salah satu syarat yang harus dipenuhi pada partisi
pembeda IT = {5, 55,53, ..., Sk} yaitu setiap kelas-kelas partisi .S; untuk 1 <
© < k adalah sebuah subgraf bintang. Minimum k yang terdapat sebuah k—partisi
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pembeda bintang dari V' (G) disebut dimensi partisi bintang dari GG, dinotasikan oleh
spd(G).

Untuk variasi dimensi partisi didapatkan beberapa hasil dari Marinescu dkk
(2010) menyatakan bahwa dimensi partisi bintan graf gir diperumum. Hasil yang
diperoleh yakni untuk graf gir Jj, ,, dengan £ > 2 dan n > 2 didapatkan spd(Jj, ,)=
3untuk k = 2 or 3 dan n = 2; spd(Jy,,)= %* untuk k = O(mod 3) dan (k,n) #
(3,2); spd(Jn)= |£]n + 1 untuk & = 1(mod 3) dann > 3 or n = 2 dan k > 4;
spd(Ji)= | £|n+1+ [2] untuk k& = 2(mod 3) dann > 4 or n = 2 dan k > 5;
spd(Jin)= 3|£] + 2 untuk & = 2(mod 3) dan n = 3. Kemudian Marinescu dan
Ghemeci (2012) kembali meneliti teori dimensi partisi bintang pada graf pohon.
Dari penelitian ini diperoleh hasil bahwa dimensi partisi bintang graf pohon yakni

spd(T)= o(T) — exy,(T') + sp (1} 1), dengan o, merupakan jumlah derajat terkahir

dari simpul mayor bercabang, ex: merupakan banyaknya simpul mayor bercabang.

Diberikan graf lintasan (P;() pada Gambar 2.8 (a) yang akan ditentukan dimensi
partisi bintangnya. Misalakan IIg = {S;.5, 53,5} dengan S; = {vy, v, v3},
Sy = {wvg,vs5,06}, S3 = {v7,v8, 09} dan Sy = {wv1o} maka representasi v € V(G)
terhadap II sebagai berikut:

r(v1|s) = (0,3,6,9) r(ve|lls) = (3,0,1,4)
r(ve|Ils) = (0,2,5,8) r(v7|Ils) = (4,1,0,3)
r(vs|Ilg) = (0.1.4.7) r(vs|ls) = (5,2,0,2)
r(vsIs) = (1,0,3,6) r(ve|lls) = (6,3,0,1)
r(vs|Ils) = (2,0,2,5) r(vio|lls) = (7,4,1,0)

Jadi ITg adalah partisi pembeda bintang dari G sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V(@) dan simpul-simpul pada kelas-kelas partisi .S; dengan 1 < i <
4 menginduksi sebuah graf bintang. Kelas-kelas partisi 57, .55, 53 menginduksi
sebuah graf bintang Ko dan kelas partisi S; merupakan graf trivial yang juga
merupakan graf bintang, sebagaimana terlihat pada gambar Gambar 2.8 (b).

Berdasarkan penjelasan di atas. Sehingga batas atas dimensi partisi bintang graf
lintasan berorder 10 yaitu spd(Pyp)< 4

Pada graf Gambar 2.8 (a), misalkan II¢ = {Si,S5,,53} dengan S; =
{v1,v9,v3}, S = {v4,vs5,06}, S3 = {vr,vs,v9,v10}. Dapat ditunjukkan bahwa
kelas partisi S5 tidak menginduksi graf bintang sehingga [1g = {5, 5>, S3} bukan
partisi pembeda bintang maka batas batas bawah dari graf Pq yakni spd(Pyo)>

15



vy s Vi Vi Vs Vi Vs Vg Vg Vi

Sy So S3 Sy

I — — — —— = R U ) AR

| &—0—0—@ & L @ *—o 0

[ W Va 1'4| Vi Vs Vs | 1 Vo | \) a/
(b)

Gambar 2.8: (a) Graf Lintasan Py, (b) Konstruksi partisi pembeda bintang dari
graf P

4. Karena batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang P, sama maka
spd(Pyp)= 4.

Dalam Marinescu dan Ghemeci (2012) menyatakan bahwa terdapat hubungan
antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang graf terhubung sebagaimana
dalam Teorema 2.4 sebagai berikut:

Teorema 2.4 Untuk G adalah graf terhubung,

a. Untuk sebarang dua bilangan bulat a dan b sedemikian sehingga 3 < a < b,
terdapat graf G sedemikian sehingga pd(G) = a dan spd(G) = b

b. Untuk sebarang dua bilangan bulat a dan b sedemikian sehingga 3 < a < b,
terdapat graf G sedemikian sehingga dim(G) = a dan spd(G) = b

2.4.4 Hasil-Hasil Penelitian Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang
Pada Tabel 2.1 disajikan beberapa hasil penelitian mengenai dimensi partisi dan

dimensi partisi bintang pada graf sederhana.

2.5 Sifat Pembagian pada Bilangan Bulat dan Bilangan Modulo
Misalkan a dan b adalah dua buah bilangan bulat dengan syarat a # 0, a habis
membagi b (a divides b) atau biasanya ditulis a|b jika terdapat bilangan bulat ¢

sedemikian sedemikian hingga b = ac.

Teorema 2.5 (Algoritma Pembagian) Misalkan m dan n adalah dua buah
bilangan bulat dengan syarat n > 0. Jika m dibagi dengan n maka terdapat dua
buah bilangan bulat unik ¢ (quotient) dan r (remainder), sedemikian sehingga
m = nq + r dengan 0 < r < n. Untuk selanjutnya secara berturut-turut ¢ adan r

disebut sebagai hasil dan sisa pembagian. (Subiono, 2015).
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Tabel 2.1: Hasil Penelitian Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang pada Graf

Sederhana
Graf Dimensi Partisi Keterangan

Graf circulant pd(G)= 3;n > 12 (Grigorious dkk, 2014)

G = G(n,+{1,2}) | n=0(mod4)

G=S(Ky) pd(G)=2;n =2 (Amrullah dkk, 2015)
pd(G)=3;n € [3,4]
pd(G)=4;n € [5, 8]
pdG< [5]in > 9

G=P,0K, pdG=n+1m<n-+2 (Darmaji, 2011)

m > 2dann > 4 pdlG)=n+2m<n+3

G=P, 0K, pd(G)=n;m < | 5| (Darmaji, 2011)

m > 2dann >4 pd(G)=n+1;m > | §]

G=Wwr pd(G)=k (Darmaji, 2011)

m > ldann > 1 k] > (k,n) >m

G=Cnn pd(G)= 3;n =1danm > 3, (Fredina dkk, 2015)
ataun = 2danm > 2
ataun =3danm < 3

G = Bpp pd(G)=3;n <2dan 3 <m <7, | (Fredina dkk, 2015)
ataun =3 danm < 6
ataun =4danm < 2

G=Cnp pd(G)= 4; n = 3 dan m > 4, (Arimbawa dkk, 2015)
ataun = 4danm <4

Gir+anting pd(G)=3;2<n <4 (Darmaji, 2011)

GG ;n>2 pd(G)=k;m > 4

G=C, oK, pd(G)=3;n=1 (Yogi dkk, 2012)

m > 3dann > 1 pd(G)=p;n > 1

Lintasan (P,,)

spd(P)=[5];n>1

(Marinescu dan Ghemeci, 2012)

Windmill (W) spd(W)= (n — 1)m (Amalia, 2013)
m > 2dann > 2
Lingkaran (C},) pd(Cr)=3;n>3 (Rodrguez-Velzquez dkk, 2013)
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Selanjutnya didefinisikan kongrungen modulo dari suatu bilangan. Secara
sederhana dikatakan ¢ = b (mod n) jika dan hanya jika a dan b memiliki sisa yang
sama apabila dibagi dengan m. Untuk lebih jelasnya dapat dilihat pada definisi
berikut ini.

Definisi 2.1 Misalkan n > 0 adalah sebarang bilangan bulat tetapi tetap. Untuk
sebarang dua bilangan bulat a dan b adalah kongruen mod 7 ditulis @ = b (mod n)
jika n|(a — b)(Subiono, 2015).

Berikut ini ditunjukkan analisis mengenai ceil dari suatu bilangan yang
kaitannya dengan bilangan modulo. Misal m,n € Z* dan s € {0,1,2,...,m},
didapatkan beberapa hasil berikut ini.

1. n =0 (mod m)
n = 0 (mod m) artinya m|n, sehingga terdapat k¥ € Z* sedemikian hingga

n =m -k atau k = . Dengan demikian didapatkan

=

m
 [mk—=1)  m-—s
B m m
= k:—1+m_‘ﬂ

m

Karena s € {0,1,2,...,m} maka ™ = Quntuk s = mdan 0 < 7= < 1

untuk 0 < s < m — 1 sehingga didapatkan

[n—s-‘_ k jika0<s<m-—1
k—1 jikas=m

2. n=p(modm)dengan1 < p<m
n = p (mod m) artinya m|n — p, sehingga terdapat k tak negatif sedemikian
n —p = m - k yang mengakibatkan n = m - k + p dan k = 2. Dengan

demikian didapatkan

{n—s-‘_{m.k%—p—s—‘_[mk%_p—s—‘_ kE+1 jikal<p—s<m
m m m m k jika—m <p—-5<0
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atau

[n—s-‘_{k—l—l jikas+1<p<s+m {k—l—l jikap—m<s<p-1

m k jikas—m<p<s k jikap<s<m-+p

Karena 1 < p < mdans € {0,1,...,m} maka

[n—ﬂ {k+1 jikas+1<p<m-—1 {k+1 jika0<s<p-—1

m

k jikal<p<s k jikap<s<m+1

Dalam Hartsfield dan Ringel (1994), terdapat cara lain untuk menuliskan hasil
tanpa keterangan untuk dua kasus, gasal dan genap. Menggunakan simbol Gauss’

untuk fungsi bilangan bulat terbesar
[z] = bilangan bulat terbesar < z

Notasi ini telah lama tidak digunakan, dan kita menggunakan notasi
| x| = bilangan bulat terbesar < z

Kita dapat menyebutkan | x| sebagai simbol floor. Simbol [x] didefinisikan sebagai
[2] = bilangan bulat terkecil > x

Notasi ini disebut simbol ceiling.
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BAB III
METODE PENELITIAN

Pada bagian ini diuraikan beberapa metode penelitian yang akan digunakan atau
dikerjakan untuk mencapai tujuan penelitian yang terdiri dari beberapa langkah

berikut ini.

1. Pemahaman konsep dan studi literatur
Pada tahap ini dilakukan pemahaman konsep dan studi literatur dari berbagai
sumber mengenai dimensi partisi dan dimensi partisi bintang pada graf-graf

hasil operasi comb.
2. Analisis dan Pembahasan

a. Mengkonstruksi graf hasil operasi comb dari dua graf terhubung.

b. Menentukan penamaan setiap simpul sedemikian sehingga simpulnya
berbeda dan menghasilkan formulasi yang memetakan himpunan

simpul dan himpunan sisi.

c. Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf hasil
operasi comb dari kombinasi beberapa graf tersebut melalui partisi
pembeda. Setelah itu, dapat ditentukan dimensi partisi dari batas atas

dan batas bawah yang telah diperoleh.
d. Menentukan partisi pembeda dari graf hasil operasi comb.

e. Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf
hasil operasi comb melalui partisi pembeda bintang. Setelah itu, dapat
ditentukan dimensi partisi bintang dari batas atas dan batas bawah yang

telah diperoleh.
f. Menentukan partisi pembeda bintang 11 dari graf hasil operasi comb.

g. Menganalisis dimensi partisi pada masing-masing graf hasil operasi

comb.

h. Menganalisis dimensi partisi bintang pada masing-masing graf hasil

operasi comb.
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i. Menentukan hubungan antara dimensi partisi dan dimensi partisi

bintang dari masing-masing graf hasil operasi comb.

j- Mengevaluasi terhadap analisa dan pembahasan yang telah dikerjakan

sehingga dapat diperoleh suatu simpulan.

3. Diseminasi hasil penelitian
Tahap diseminasi hasil penelitian meliputi presentasi pada beberapa seminar

international sebagai berikut:

a. “Distance in Graph 2016 (DiG16): A conference to celebrate the life
and work of Mirka Miller” Ubud, Bali

b. “International Conference on Mathematics: Pure, Applied and Compu-

tation” Jurusan Matematika, ITS, Surabaya

c. ”International Conference on Mathematics: Education, Theory and

Application” Jurusan Matematika, UNS, Solo
dan dipublikasi paper dalam prosiding atau jurnal internasional.

4. Penyusunan laporan
Laporan penelitian ditulis dalam sebuah tesis dengan sistematika penulisan
yang telah ditentukan, yang meliputi: bab 1. pendahuluan, bab 2. kajian
pustaka dan dasar teori, bab 3. metoda penelitian, bab 4. hasil dan

pembahasan, serta bab 5. simpulan dan saran.
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Dimensi Partisi Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung

Subbab ini menjelaskan dimensi partisi pada graf hasil operasi comb. Dimensi
partisi graf hasil operasi comb tidak dapat digeneralisasi untuk sebarang dua graf
terhubung. Hal ini dikarenakan dimensi partisi pada masing-masing graf hasil
operasi comb pasti berbeda, yaitu tergantung pada graf yang dioperasikan dan
simpul yang dilekatkan.

Dalam penjelasan berikut ini ditunjukkan dimensi partisi graf hasil operasi comb
antara dua graf terhubung diantaranya graf lingkaran C,,, graf lintasan P, dan graf
lengkap K,,. Beberapa hasil operasi comb dari tiga graf terhubung tersebut sebagai
berikut graf hasil operasi comb antara graf lingkaran C),, dan graf lintasan P,, graf
lintasan P, dan graf lingkaran C,,, graf lengkap K,, dan graf lintasan P,, graf
lintasan P,, dan graf lengkap K, graf lengkap K, dan graf lengkap K, graf
lingkaran C,, dan graf lengkap K, graf lengkap K, dan graf lingkaran C,,, graf

lintasan P, dan graf lintasan P,, dan graf lingkaran (), dan graf lingkaran C,,.

4.1.1 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lintasan

Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran C), dengan graf lintasan P,
dihasilkan dari duplikat graf lintasan P, sebanyak m simpul di graf lingkaran
C,, meletakkan salah satu simpul ujung graf lintasan P, pada setiap simpul graf
lingkaran C,,,. Dapat dikatakan bahwa graf C,, >s P,, merupakan graf yang terdiri
dari m kali graf Lintasan P,. Sehingga memiliki himpunan simpul V (C,, >5 P,,) =
{y;il1 <7 <m,1 <i < n} danhimpunan sisi E(C,, >s P,) = {y;1yj+11]1 <
j < m =1} UAy11Yma} U {yiv50]1 < j < m,1 < i < n— 1} Graf
Cp, >s P, memiliki nm buah simpul dan mn buabh sisi. Graf (), >5 P, ditunjukkan
pada Gambar 4.1 (a).

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf C,, >s P, dengan
m,n € Z*. Jikam = 2 maka lingkaran Cy merupakan graf lunar atau graf yang
memiliki sisi ganda sehingga (5 bukan graf sederhana dan jika n = 1 maka graf
hasil operasi comb C,, >5 P, isomorfik dengan lingkaran C,,,, sedemikian sehingga

order lingkaran C,, dan lintasan P, masing-masing m > 3 dan n > 2. Dalam
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(a) (b)

Gambar 4.1: (a) Graf Hasil Operasi C,,, >5 P, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
Cg s Py

menentukan dimensi partisi suatu graf C,, >s P, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C,,, s P,.
Dimensi partisi mensyaratkan partisi pembeda II harus mempunyai kardinalitas

yang minimum.

Teorema 4.1. Misalkan C,, adalah graf lingkaran order m dan P, adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari P, yang berderajat satu. Untuk
m > 3 dan n > 2, dimensi partisi graf hasil operasi comb C,, >s P, adalah
pd(Cy, >s Py) = 3.

Bukti: Misalkan graf C,,>; P, memiliki himpunan simpul V (C,,,>5 P,) = {y;,|1 <
J < m,1 < i < n} dan himpunan sisi E(Cy, >s P,) = {yj1yj+11]1 < j <
m— 1} U {y11Ym1} U {y;.9541]1 < j < m,1 < i < n—1}. Jadi, kita akan
menunjukkan bahwa dimensi partisi graf C,,,>5 P,, adalah 3 untuk m > 3dann > 2,
dikarenakan untuk m = 3 dan n = 2 membentuk suatu pola. Tanpa mengurangi
keumuman, maka dapat diperoleh bentuk umum dari graf C,, >5 P, untuk m > 3
dan n > 2, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf C),, >5 P, adalah
3 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.

Batas bawah dari dimensi partisi graf C,, >s P, dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf GG isomorfik dengan
lintasan P,. Graf hasil operasi comb C,, >s5 P, tidak isomorfik dengan lintasan
P,, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf C,, >s P, adalah
pd(C,y, >s P,) > 3. Selanjutnya, untuk menentukan batas atas dimensi partisi dari

graf C,, >s P, dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda I pada graf
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Cm s P, yang dapat dilihat pada Gambar 4.1 (b). Perhatikan enam kasus berikut:

Dalam kasus ini, untuk m € {4,6,8,10,12,14, 16, 18,20, ...} dapat dipisah

menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m € {4,6}, kedua untuk m €
{8,12,16,20,...} dapat ditulis m = O0(mod 4) dan ketiga untuk m €
{10, 14, 18,22, ...} dapat ditulis m = 2(mod 4).
Kasus 1: Untuk m € {4,6} dibuktikan secara terpisah dari m €
{4,6,8,10,12, 14,16, 18,20, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V' (C,, >s P,) terhadap partisi pembeda II. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:

Untuk m = 4, batas atas dimensi partisi dari graf C, >5 P, dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf Cy >s P,. Ambil partisi
pembeda IT = {5}, S, S5} sedemikian sehingga S = {y1 ;|1 <i <n}U{y;]2 <
i < n}, S = {Y21,Ys4,y14]2 < i < n}dan S5 = {y;1/3 < j < 4} akan ditun-
jukkan bahwa semua simpul di graf C, >s5 P,, mempunyai representasi yang berbeda
terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf

Cy >s P, sebagai berikut:

r(y11/I1) = (0,1,1) r(y1,/IL) = (() i z) jika2<i<n
7(y2,q[IT) = (1,0,1) r(y24|11) = (0,4 — 1,4); jika2 < i <n
r(ysa[ll) = (2,1,0) r(ys,|11) = (z +1,0,i—1);jika2 <i<n
r(ya[IT) = (1,1,0) r(yai|11) = (4,0,i — 1);jika2 <i<n

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C;>5 P, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {51, S, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cy>5 P,,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |I1| = 3 untuk m = 4.

Untuk m = 6, batas atas dimensi partisi dari graf Cs >5 P, dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda I pada graf Cs >s P,. Ambil partisi
pembeda IT = {53, S5, S3} sedemikian sehingga S; = {y1,;|1 <i <n}U{y42 <
i <n}, S = {y21,Y34,Ya,i, Y6i|2 < @ < n}pdan S5 = {y;1,y5,3 < j <6,2<
i < n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cg >5 P,, mempunyai repre-
sentasi yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap

simpul-simpul dari graf Cg >5 P, sebagai berikut:

r(yi1 ) = (0,1,1) r(yp|T) = (O,i,i);jikaQ <i<n
r(y2a|11) = (1,0,1) r(ya|T) = (0,0 — 1,4); jika2 < i <n
r(ysa[Il) = (2,1,0) r(ysi|T) = (i +1,0,i — 1);jika2 < i <n
r(yan|TT) = (3,1,0) r(yaa|TD) = (i +2,0,i — 1);jika2 <i <n
r(ysa|Il) = (2,2,0) r(ysqll) = (i +1,i+1,0);jika2 <i<n
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r(ye1|1I) = (1,1,0) r(yes| 1) = (i,0, — 1);jika2 <i<n

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cs>5 P,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {51, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cg s P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |TI| = 3 untuk
m = 6.

Kasus 2: Untuk m € {8,12, 16,20, ...} dapat ditulis m = 0(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, >s P,) terhadap partisi pembeda I1.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:

Ambil partisi pembeda I = {5}, 5>, S3} sedemikian sehingga 57 = {y14]1 <i <
n} U {2, Ym-142 < 7 < n}, So = {21, Y34, Ymil2 < @ < n} U {yango]l <
h <28 2<i<n}danS3={y;1|3 <j<m} U {yanis]l <h <2582
i < n} U {ym-2i2 < i < n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf

IN

C >s P, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, >5 P, untuk m = 0(mod4)
dan m > 8, sebagai berikut:
r(y2,/11) = (1,0,1)
r(ysaIl) = (2,1,0)
(Ym—11/1) = (1,2,0)
(Yma|TD) = (1,1,0)
(Yona|TD) = (2h — 1,1,0); jika 2 < b < [72]
(yona|TT) = (—2h 4+ 4[22],1,0); jika [22] + 1 < h < [252] -1
(yo4|TT) = (0,4,4); jikal <i <mn
(Y2 |IT) = (0, — 1,7);jikka2 <i<mn
(
(
(
(
(
(

r

<

r

r

r

<

ys|T1) = (i +1,0,i — 1);jika2 <i<n

Ym—2411) = (1 +1,i+2,0);jikal <i<n

Ym_14]T1) = (0,i+ 1,i — 1);jika2 <i<n

Ymilll) = (3,0,i — 1);jika2 <i<n

Yonilll) = (2h +1i—2,0,i — 1);jika2 < h < [22],2<i <n

Yonlll) = (=2h + 4[™2] +i — 1,0,7 — 1); jika ["2] +1 < h < [222] — 1,

r

<

<

r

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf ', >5 P, mempunyai
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representasi yang berbeda. Jadi IT = {57, S5, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C,, >5 P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |[II| = 3 untuk
m = 0(mod4) dan m > 8.

Kasus 3: Untuk m € {10, 14, 18,22, ...} dapat ditulis m = 2(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, >5 P,) terhadap partisi pembeda II.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:

Ambil partisi pembeda II = {5}, S5, S3} sedemikian sehingga 57 = {y;,|1 <
n} Uy Um-1412 < i < nk, So = {21, Y36, Ym,il2 < 7 < n} U {yang24/l
h<mb 2<i<n}danS;={y;1|3 <j<m} U {yonssill <h <282
i < n} U {yn-2i2 < i < n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf

<
<

IN

Cm >s P, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, >5 P, untuk m = 2(mod4)
dan m > 10, sebagai berikut:

r(y21 ) = (1,0,1)
r(ys1|) = (2,1,0)
"(Ym—-1.1/1I) = (1,2,0)
yma 1) = (1,1,0)
Yo |II) = (2h — 1,1,0); jika 2 < b < [722]
Yo |II) = (—=2h + 4[™2] 4+ 2,1,0); jika [22] +1 < h < [22] — 1
r(y14|) = (0,4,7);jikal < i <mn

(
(
(
(
(
(
(y24|IT) = (0, — 1,7);jika2 <i<mn
(
(
(
(
(
(

<

<

<

<

ysilll) = (i +1,0,i—1);jika2 <i<mn

Ymooi|TI) = (i+1,i+2,0);jikal <i<n

Ym—14I1) = (0,i+ 1,9 —1);jika2 <i<n

Ymi|ll) = (4,0, — 1);jika2 <i <n

Yonilll) = (2h +1i —2,0,1 — 1); jika2 < h < [252],2 <4
Yoni|ll) = (=2h + 4[™2] + i+ 1,0,1 — 1); jika [22] + 1
2<1<n

r(yont1|T) = 2h+i—1,i4+1,0);jikka2 < h < [22],1<i<n

r(yont1|I) = (=2h + 4] 222] + 4,0+ 1,0); jika [P ] +1 < h < [22] — 1,
1< <n.

<

<

<

<

<

=n
<

r

h<[m2] -1,

2

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,>5 F,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {5}, Sz, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C,, >5 P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |[II| = 3 untuk
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m = 2(mod4) dan m > 10.

Dalam kasus ini, untuk m € {3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...} dapat dipisah
menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m € {3,5}, kedua untuk m €
{7,11,15,19, ...} dapat ditulis m = 3(mod 4) dan ketiga untuk m €
{9,13,17,21, ...} dapat ditulis m = 1(mod 4).

Kasus 4: Untuk m € {3,5} dibuktikan secara terpisah dari m €
{3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V' (C,, >5 P,) terhadap partisi pembeda II. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:

Untuk m = 3, batas atas dimensi partisi dari graf C5 >5 P, dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf C5 >5 P,. Ambil partisi pembeda
IT = {54, 52, S5} sedemikian sehingga S = {y1,|1 <@ < n}U{y2;|2 <i < n},
Sy = {y21,¥34]2 < i < n} dan S5 = {y31} akan ditunjukkan bahwa semua
simpul di graf C5 s P, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Dari
hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C5>5 P, sebagai

berikut:

r(y1a[) = (0,1, 1) r(y[) = (0,4,4); jika2 <i <mn
T(yQ,lln) = (1707 1) T(y2,i|H) = (Ovl - 1,2),_]11(21 2 S l S n
r(ysa ) = (1,1,0) 7(y3,i|Il) = (i,0,4 — 1);jika2 <i <n

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C5>5 P, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {57, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cy>4 P,,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |II| = 3 untuk m = 3.

Untuk m = 5, batas atas dimensi partisi dari graf C5 >5 P, dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Il pada graf C5 s P,. Ambil partisi
pembeda IT = {51, 3, S3} sedemikian sehingga S1 = {y1,|1 <i <n}U{y42 <
i <n}, Sy = {Y21,Y3, Y542 < i <n}pdan S5 = {y;1,9443 < j <5,2<i<n}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cs >5 F,, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-

simpul dari graf C’5 s P, sebagai berikut:

r(y12/I) = (0,1,1) (1) = (0,,4); jika2 < i < n
r(y2a|I1) = (1,0,1) (Yol ID) = (0,5 — 1,i):jika2 <i<n
r(ysa[l) = (2,1,0) r(ysi|T) = (i +1,0,i — 1); jika2 < i <n
r(ysa|) = (2,2,0) r(ya ) = (i + 1,0+ 1,0);jika2 <i<n
r(ysa ) = (1,1,0) r(ysi|IT) = (i,0,i — 1);jika2 < i <n
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Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C's>5 P,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {57, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cy bs P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |TI| = 3 untuk
m = 9.

Kasus 5: Untuk m € {7,11, 15,19, ...} dapat ditulis m = 3(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, >5 P,) terhadap partisi pembeda II.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:

Ambil partisi pembeda I = {5}, 5>, S3} sedemikian sehingga 7 = {y;4]1 <i <
nyU{y2|2 <i<n}, S ={y21} U {ysisUm,il2 <1 <n} U {yanioi]l <h<
m2 2 < i< npdan Sz = {y;1|3 < j < m} U {yapesill <h <2522 <
i < n} U {ym-1:2 < i < n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
C, >s P, mempunyai representasi yang berbeda terhadap I1. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, >5 P, untuk m = 3(mod4)
dan m > 7, sebagai berikut:

r(y2,1/11) = (1,0,1)

r(ys 1) = (2,1,0)

r(yma[IT) = (1,1,0)

r(yon|II) = (2 — 1,1,0); jika 2 < h < [252]
r(yon|II) = (—2h 4+ 4[™:2],1,0); jika [22] + 1 < h < [252] -1
r(y14|I1) = (0,4,4); jikal <i<n
) = (0,0 —1,4);jika2 <i<n
r(ysq 1) = (i +1,0,i — 1);jika2 <i<n
T(Ym-14I) = (1 +1,i4+1,0);jikal <i<n

Ymi|ll) = (4,0, — 1);jika2 <i <n

Yonilll) = (2h +1i—2,0,i — 1);jika2 < h < [22],2 <4 <

Yonilll) = (=2h + 4[™2] +i—1,0,7 — 1) jika [22] + 1 < h < [252] — 1,
r(yont1|l) = 2h+i—1,i4+1,0);jikka2 < h < [™2[,1<i<n

P(Yonsr|D) = (—2h + 4|22 ] + i+ 2,0 +1,0); jika ™22 +1 < b < |22,
1< <n.

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,>5 P,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {57, Sz, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf tersebut. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |II| = 3 untuk m =
3(mod4) dan m > 7.
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Kasus 6: Untuk m € {9,13,17,21, ...} dapat ditulis m = 1(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, >5 P, ) terhadap partisi pembeda II.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:

Ambil partisi pembeda I = {5}, 5>, S3} sedemikian sehingga 57 = {y;4]1 <i <
nyU{y2|2 <i<n}, S ={yo1} U {ysiUmil2 < <n} U {yanioill <h<
m2 2 < i< npdan Sz = {y;1|3 < j < m} U {yapssill <h <2522 <
i < n} U {yn-14]2 < ¢ < n} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
C >s P, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, >5 P, untuk m = 1(mod4)
dan m > 9, sebagai berikut:

Fyaa D) = (1,0,1)

r(ys1|) = (2,1,0)

r(Yma|II) = (1,1,0)

r(yan|IT) = (2h — 1,1,0); jika 2 < b < [m2
r(yon|ll) = (—2h 4+ 4[ 227 4+ 2,1,0); jika [22] + 1 < h < [252] -1
r(y14T) = (0,4,7);jikal < i <n
A = (0, —1,i);jika2 <i<n
r(ysq|I) = (i +1,0,i — 1);jika2 <i<n
P(Ym-14|1) = (i + 1,4+ 1,0);jikal <i<n

Ymi|l1) = (4,0, — 1);jika2 <i <n
Yorilll) = (2h +i—2,0,i —1);jika2 < h < [m—*ﬂ,ng'
Yoni|lT) = (_2h+4fmT_21 +i+1,0,i — 1); jika [™ 21 +1

r(yont1|) = 2h4+i—1,i+1,0);jikka2 < h < |™2[,1<i<n

r(yont1) = (=2h + 4| 22] + 0,0 + 1,0); jika [Z2] +1 < h <[22,
1< <n.

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,, >5 F,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {57, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf tersebut. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |II| = 3 untuk m =
1(mod4) dan m > 9.

Berdasarkan uraian kasus 1 sampai kasus 6, diperoleh bahwa II merupakan
partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan 3. Namun, II belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas

dimensi partisi dari graf C,, >5 P, adalah pd(C,, >s P,) < 3. Dengan demikian,
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(a) (b)

Gambar 4.2: (a) Graf Hasil Operasi C,,>a P, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
Cga Bs

diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 < pd(C,, >s P,) < 3. Jadi,
dimensi partisi dari graf C,,>5 P,, adalah pd(C,,>s P,) = 3 untuk m > 3dann > 2.
O

Sekarang, akan dibahas dimensi partisi pada graf C,, >o P, untuk n,m € Z*
dan salah satu simpul v € P, yang dilekatkan ke setiap simpul « € C,,, dan simpul
v mempunyai derajat sama dengan dua. Jika m = 2 maka graf C; merupakan graf
yang memiliki sisi ganda sehingga C bukan graf sederhana dan jika n = 2, graf
P, merupakan graf lintasan dan setiap simpulnya tidak berderajat dua, sedemikian
sehingga order lingkaran C),, dan lintasan P, masing-masing m > 3 dan n > 3
Graf C,, >p P, ditunjukkan pada Gambar 4.2 (a). Dalam menentukan dimensi
partisi suatu graf C,, >a P, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan
batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, >o FP,. Dimensi partisi

mensyaratkan partisi pembeda II harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.2. Misalkan C,, adalah graf lingkaran order m dan P, adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari P, yang berderajat dua. Untuk

m > 3 dan n > 3, dimensi partisi graf hasil operasi comb C,,, >A P,, adalah

3, Jjikam € {3,4}

d(C,, >a P,) =
Pd{Cn >a o) {4, jikam > 5

Bukti: Misalkan graf C,, >A P, memiliki himpunan simpul V(C,, >a P,) =
{yrll <7 <m 1 <k <p2<p<[3JU{yyll <j<m2<1<
n—p+1,2 < p < [5]} dan himpunan sisi E(Cy, ba Py) = {y19411]1 <
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Jg<m =1} U {y11Yma} U {yjstjprll <j<m,1 <k<p-12<p<
(51} Uyl <5 <m2 <1 <n-p,2<p<[5]}U{yj1y2} Akan
ditunjukkan bahwa dimensi partisi dari graf C,,, >A P, untuk m

in{3,4}, n > 3 adalah 3 dan dimensi partisi dari graf C,,>x P, untuk m > 5, n >

3 adalah 4 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.

Untuk menentukan batas atas dimensi partisi dari graf C,,,>a P, dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf C,, > P, yang dapat dilihat
pada Gambar 4.2 (b). Perhatikan dua kasus berikut:

Dalam kasus ini untuk m € {4,6,8,10,12,14, 16,18, 20, ...} dapat dipisah
menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m € {4,6}, kedua untuk m €
{8,12,16,20,...} dapat ditulis m = O(mod 4) dan ketiga untuk m €
{10, 14, 18,22, ...} dapat ditulis m = 2(mod 4).

Kasus 1: Untuk m € {4,6} dibuktikan secara terpisah dari m €
{4,6,8,10,12, 14,16, 18,20, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V' (C,, >a P,) terhadap partisi pembeda II. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:

Untuk m = 4, Batas bawah dari dimensi partisi graf Cy >o P, dapat merujuk
pada Teorema 2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G
isomorfik dengan lintasan P,. Graf hasil operasi comb Cy >a P, tidak isomorfik
dengan lintasan F,, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf
Cy>a P, adalah pd(Cy >A P,) > 3. Selanjutnya, batas atas dimensi partisi dari
graf Cy >a P, dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda I pada
graf Cy >a P,. Ambil partisi pembeda IT = {5, S3, 53} sedemikian sehingga
S1=A{ypll <k <p2<p<[31JU{ypl2 <k <p2<p<[§]}) 5=
(Y20, Y30 vapl2 <k <p,2 <p < 2]} U{ypu2 <1 <n—p+1,2<p < [§]}
S3={y;1l3 <j <4 U{pmayu3 <5 <42<1i<n—-p+12<p<[5]}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf Cy >o P, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai » dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai %,/ yang bergantung pada
nilai p dan jua nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 < p < [g} = 3. Nilai &k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2} dan untuk p = 3 maka
2 < k < 3atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jlkap=2maka2 <[l <6—2+1=5ataul € {2,3,4,5} dan untuk p = 3 maka
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2<1<6-3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi, didapat representasi

setiap simpul-simpul dari graf Cy >A P, sebagai berikut:

r(y12[11) = (0,1,1) r(ys1|1) = (2,1,0)

7(y2,1|II) = (1,0,1) 7(yas|TT) = (1,1,0)

r(yklll) = (O k. k);jika2 <k <p2<p<[Z]

r(y2kIl) = (0,5 — 1,k); jika2 < k <p,2 <p < [7]

r(ys,e[1T) = (k+1 0,k —1);jika2 <k <p,2<p<[2]

r(ysrIl) = (k,0,k = 1);jika2 < k < p,2 < p < [5] r(yylll) = (1 —1,1,0);

jika2<Ii<n-p+1,2<p< [

(Y2 1) = (1,0,0);jika2 <l <n—p+1,2<p < [F]
r(ys 1) = (14 1,1,0);jikka2 <l <n—p+1,2<p < [§]
r(yall) = (1,1,0);jika2 <l <n—p+1,2<p < [5]

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cy> P,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {57, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cy >a P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |TI| = 3 untuk m =
4. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf Cy > P, adalah pd(Cy>a P,) < 3.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cy >A P,
adalah 3 < pd(C,>a P,) < 3. Jadi, dimensi partisi dari graf C; > P, adalah
pd(Cy>a P,) = 3 untuk m = 4.

Untuk m = 6, batas atas dimensi partisi dari graf Cs >a P, dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda I pada graf Cg > P,. Ambil partisi
pembeda IT = {5}, Ss, 55, 54} sedemikian sehingga S; = {y1x|1 < k < p,2 <
P51 U{yen2 <k <p.2<p < 514 S = {21, Ys.k, Ya, Yokl2 < b <
P2 <p <21} S = {yjn,usnl3 <7 <62<k<p2<p<[2]}dan
Sy ={yl1 <j<6,2<1<n—p+1,2<p< [5]} akan ditunjukkan bahwa
semua simpul di graf Cs > FP,, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II.
Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum
yang bergantung pada nilai n» dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam
beberapa parameter yaitu nilai %, [ yang bergantung pada nilai p dan juga nilai p
bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai
2 <pc< [g} = 3. Nilai £ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika
p =2maka 2 < k < 2atau k € {2} dan untuk p = 3 maka 2 < k < 3
atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2
maka 2 < [ < 6—2+1 = 5ataul € {2,3,4,5} dan untuk p = 3 maka
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2<1<6-3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi, didapat repre-

sentasi setiap simpul-simpul dari graf Cs >A P, sebagai berikut:

r(yia|I) = (0,1,1,1) r(yas|TI) = (3,1,0,1)
7(y2,1|I) = (1,0,1,1) r(ys1/II) = (2,2,0,1)

r(ys1|) =(2,1,0,1) r(ye1|1I) = (1,1,0,1)

(Y1) = (0,k, k, k); jika2 < k < p,2 <p < [§]

(Yo Il) = (0,5 — 1,k k);jika2 < k < p,2 <p < [§]

r(ysilD) = (k+ 1,0,k — 1,k); jika2 < k < p,2 <p < [2]
r(yas|T) = (k+2,0,k — 1,k);jika2 <k < p,2 <p < [2]
r(ysilll) = (k+ 1,k +1,0,k);jika2 < k < p,2 < p < [2]
r(yer|Il) = (k,0,k — 1,k);jika2 < k <p,2 <p < [§]

r(yyll) = (1 —1,1,1,0);jikka2 <I<n—-p+1,2<p < [§]
r(yogTT) = (1,1 = 1,1,0); jika2 <1 <n—p+1,2 < p < [2]
r(ysa|T) = (1 4+ 1,1,1 = 1,0);jika2 <1 <n—p+1,2 < p < [2]
r(yag|TD) = (1+2,1,1 — 1,0);jika2 <1 <n—-p+1,2<p < [2]
r(ysal) = (1 4+ 1,0+ 1,1 - 1,0);jika2 < I <n—p+1,2 < p < [2]
(

r(ye |I1) = ([,1,1 = 1,0);jikka2 <1 <n—-p+1,2<p < [F]

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf Cs>a P, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {5}, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf Cg > P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |II| = 4 untuk m =
6. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat

ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf Cs >a P, adalah pd(Cs >a B,) < 4.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cg >a P,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf Cs > P, memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari Cg > P, dengan [II| =
maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk
m = 6 terdiri dari 6n buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil IT = {S;, S, S5}
dengan 51 = {y1x|l <k <p,2<p < [F1}U{nepl2 <k <p,2<p<[5]}
Sy = {21, Vs Yak Ys k]2 < kB < p,2 < p <[5} Ss = {y1, 0543 < j <
6,2<k<p2<p<[3PU{yul1<;j<62<I<n-p+1,2<p<J[§]}
maka dapat kita pilih sebarang simpul ys 5,95, € Ss;b6 = 1,2 < k < p,2 <
p < [%] dan simpul y5 ., y5; memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi Sy, So
misalkan d(ys x, S1) = d(y54,51) = 1+ 1, d(Ys x, S2) = d(ys,,S2) = | + 1 untuk
l=k2<EkE<p2<p< [g} sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan
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representasi yang sama, yaitu r(ys x|II) = r(ys,|II) = (I + 1,1+ 1,0) untuk [ =
k,2 <k <p,2 <p < [5] dikarenakan simpul ys ;. dan ys; terdapat dalam kelas
partisi yang sama. Berdasarkan Lemma 2.2, simpul y5 ;, dan y5; harus berada pada

kelas partisi berbeda. Jadi, IT dengan |II| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama

dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Cs >A P, adalah pd(Cs >a P,) > 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C >o P, adalah
4 < pd(Cs>pa P,) < 4. Jadi, dimensi partisi dari graf Cs >o P, adalah
pd(Cs>a P,) = 4 untuk m = 6.
Kasus 2: Untuk m € {8,12,16,20,...} dapat ditulis m = 0(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, > P,) terhadap partisi pembeda I1.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:

Ambil partisi pembeda IT = {5, S5, S3, 5S4} sedemikian sehingga:

Sio= {ysll <k <p2<p < [P U{msl2 <k <p2<p<
(51} UAym—1k2 <k <p,2<p < [5]}

SQ = {y2,17ym,k’2 < k < p,2 < P < (%W}U{Z/&kﬂ < k < p,2 < D <
21} U {yongonl SR < ™8 2 <k <p2<p< (2]}

Sy = {yjul3 < 7 < m} U {yopgan]l < h <28 2<k<p2<p<

(51} U {ym—2x2 <k <p,2<p<[3]}
Si={yu1<j<m,2<l<n—-p+1,2<p<[3]}

akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,,, >A P,, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai » dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai %,/ yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 < p < [$] = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2} dan untuk p = 3 maka
2 < k < 3atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jlkap=2maka2 <[l <6—2+1=5ataul € {2,3,4,5} dan untuk p = 3 maka
2<1<6-3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf C,,, >A P, untuk m = 0(mod4) dan m > 8, sebagai
berikut:

Py D) = (1,0, 1, 1)
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r(ys1) =(2,1,0,1)

7 (Ym—-1.111) = (1,2,0,1)

(yma 1) = (1,1,0,1)

(21 |TI) = (2h — 1,1,0,1); jika 2 < h < 2]
(yona [T) = (—2h + 4[™227,1,0,1); jika [22] +1 < h < [252] — 1
(y1x/II) = (0,k, k, k);jikal <k <p,2<p<[7]
(Yox/I) = (0,k — 1, k,k);jika2 <k <p,2<p< [}
(

(

(

(

(

(

r

<

<

13

r

JR—|

<

r(yselll) = (k+ 1,0,k — 1,k); jika2 <k <p,2 <p < [%]
Ymoklll) = (k+1,k+2,0,k);jikal <k <p2<p<]
Ym—1x/I1) = (0,k+ 1,k —1,k);jika2 <k <p,2<p<

Ympilll) = (K,0,k — 1,k);jika2 <k <p,2<p<[F]

r

—
[SISERIN

r

r

<

Yon k| II) = (2h+k—2,0,k—1,k); jika2 < h < [7= 1,2§k§p,2§p§[%1
r(yonilII) = (—2h+4[ 22+ k— 1,0,k — 1k)mm(m2}+1gfpg[%§}—L
2<k<p2<p<[5]
r(yontiklIl) = (2h + k — 1L,k + 1,0,k); jika2 < h < [22],1 < k < p,
2<p<[g]
r(yont1 k1) = (—2h+4| 222 | +k+2,k+1,0, k) jika |22 |[+1 < h
1<k<p2<p<Tg].
r(y|D) = (1 = 1,0,1,0);jika2 <l <n—p+1,2 < p < [2]
r(yo 1) = (1,1 = 1,1,0);jika2 < [ <n—p+1,2 < p < [§]
(ysalTD) = (I 4+ 1,1,1 = 1,0);jika2 <1 <n—p+1,2 < p < [§]
(Ym—2,4|I1) = (l+1,l+2,l—1,0);jika2§l§n—p+1,2gpg[%1
(

(
(42

A
I
i
|
\t—‘

<

<

T(Ym—1k/I1) = ([, 1+ 1,1 =1,0);jika2 <[ <n—p+1,2<p < [§]
Yma|I1) = (1,1, = 1,0);jika2 < I <n—p+1,2<p < [§]

plll) = (2h+1—2,1,1 —1,0);jika2 < h < [™2],2<I<n—-p+1,2<
p <[]
r(yong|II) = (—2h +4[ 22 +1—1,1,1—1,0); jika [22] +1 < h < [72] -1,
2<i<n-p+1,2<p<[2]
r(yons1a/l) = 2R +1—-1,1+1,1-1,0); jikka2 < h < | == 2| 1<i<n—p+1,
2<p< (2]
r(yontg/) = (=2 + 422 + 1+ 2,1+ 1,1 — 1,0); jika [22] +1 < h <
l?%J—L1§l§n—p+L2gp§fﬂ-

<

r

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C',,,>A P,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi I = {5}, S5, S3, S4} merupakan partisi pembeda
dari graf C,, >o P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda I adalah [II| =
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untuk m = 0(mod4) dan m > 8. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cyn ba Py, adalah pd(C,, ba P,) < 4.

Kasus 3: Untuk m € {10, 14, 18,22, ...} dapat ditulis m = 2(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {4,6,8,10,12, 14,16, 18, 20, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, >o P, ) terhadap partisi pembeda I1.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:

Ambil partisi pembeda IT = {5y, S, S3, 54} sedemikian sehingga:

St=Aysll €k <p2<p<[FIHU{ypl2 <k <p2<p<[3[HU
{Ym—1x2 <k <p,2<p<[5]}

Sy = {y21,ympl2 < k < p2 < p < [3]}
(27} U {yonsapll Sh <2582 <k <p2<p
Ss = {y;113 < j < m} U {yonyss|l <
21} U {gmosnl2 Sk < p2 < p < [21}
Si={yull<j<m,2<l<n—-p+1,2<p<[5]}

akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,,, >o F,, mempunyai representasi

U{ysel2 < K
<[5}

6

IN
IA

p,2 <p

<
h

IA

yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai &,/ yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 < p < [$] = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2} dan untuk p = 3 maka
2 < k < 3atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jlkap=2maka2 <[ <6—-2+1=5ataul € {2,3,4,5} dan untuk p = 3 maka
2<1<6-3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf C,,, >x P, untuk m = 2(mod4) dan m > 10, sebagai
berikut:

Fy2a]TD) = (1,0,1,1)

ysa|Il) = (2,1,0,1)

7 (Ym—-1.11I) = (1,2,0,1)

Yma|1I) = (1,1,0,1)

r(
(
(
(yona|II) = (2 — 1,1,0,1); jika 2 < h < [72]
(
(
(

<

<

Yo |II) = (—2h + 4[™2] +2,1,0,1); jika [2] + 1 < h < [252] — 1
yiil) = (0,k, &, k)sjika 1 <k <p,2 <p < [§]
r(yos|ll) = (0,k — 1,k k); jika2 < k < p,2 <p < [2]

<

r
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r(ysIl) = (k+ 1,0,k — 1,k);jika2 < k < p,2 < p < [5]

(
P (Ymop|l) = (k+ 1,k +2,0,k); jikal <k <p,2 <p < [2]
P (Ym-r | TD) = (0,5 + 1,k — 1, k) jika2 < k < p,2 < p < [2]
(Y| TD) = (k,0,k — 1,k); jika2 < k < p,2 <p < [2]
r(yon k|1 = (2h+k—2,0,k—1,k);jika2 < h < [™2],2 <k < p,2 <p < [2]
r(yon 1) = (=20 + 4[] 4k + 1,0,k — 1); jika ["52] +1 < b < [72] - 1,

2<k<p2<p<Ii]

r(yont1 kD) = 2h+ k= 1,k +1,0,k);jika2 <h < 22|, 1 <k <p,2<p<
5]

r(Yons1k1D) = (=2h+4[ 22|+ k, k+1,0,k); jika [ 22 ] +1 < b < [22] -1,
1<k<p2<p< |3l

r(yyll) = (1 -1,0,1,0);jikka2 <I<n—-p+1,2<p < [F]

youlll) = (1,1 = 1,1,0);jika2 <l <n—-p+1,2<p < [§]

y3a|ll) = (141,01 = 1,0);jika2 <l <n—p+1,2<p < [F]

(
r(
(
(Ym2[TD) = (I + 1,1+ 2,1 — 1,0);jika2 <l <n—p+1,2<p < [2]
(
(
(Y2n

<

<

F(Ym-16TD) = (1,1 + 1,0 —1,0);jikka2 <1 <n—p+1,2<p < [2]

Ym|II) = (l,l,l—l,O);jika2<l<n—p+12<p<[ﬂw

r(yong|Il) = (2R +1—2,1,1 = 1,0);jika2 < h < ["2],2<I<n—-p+1,2<
p<[5]

r(yong|TD) = (—2h +4[™2] + 14 1,1,1 —1,0); jika [252] +1 < h < [m2] -1,
2<i<n—p+1,2<p<[2]

r(Yon1|ID) = (2h +1— 1,14+ 1,1 - 1,0);jika2 < h < |22, 1 <1 <n-p+1,
2<p<[g]

r(yonti/) = (—2h+4[ "2 +1,1+1,1—1,0); jika [ 22| +1 < h < [22] -1,
1<i<n—-p+1,2<p< (5]

<

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C',,>A P, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {5}, S, S3, 54} merupakan partisi pembeda
dari graf C,, > P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |II| =
untuk m = 0(mod4) dan m > 10. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cy ba P, adalah pd(C,, >a P,) < 4.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C,,,>a P,.
Misalkan suatu partisi pembeda dari C,,, > P, dengan |II| = 3 maka akan terdapat
sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m genap dan m > 8

terdiri dari satu buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua
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simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil II =
{51, 82, 83} dengan S1 = {{y1x[1 <k <p,2 <p < [§]}U{pail2 <k <p,2<
P51 U{Uman]2 < E<p,2<p <[5} S = {vo, Umil2 <k <p,2 <
PETEU{msel2 <k <p2<p <51} U {yononll Sh <2522 <k <
P2 <p < [51} S = {yul3 <7 <m} U {yansspll <h <m0 2<%
P2 <p <[5 Ulymonl2 <k <p2<p<[51}U{yull <j<m,2

I <n—-p+1,2 <p <[]} maka dapat kita pilih sebarang simpul y; 5, y;; €

IA A

Ss, k= luntuk 5 < 7 < m — 2 dengan j gasal dan simpul y; ,,, y;; memiliki jarak
yang sama terhadap kelas partisi Sy, So misalkan d(ys &, S1) = d(ys4,51) =1 + 3,
d(ysx, S2) = d(ysy,S2) =1+ 1untuk [ = k,2 < k < p,2 < p < [5] sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama, yaitu r(ys |II) =
r(ysg|II) = (I + 3,0+ 1,0) untuk [ = k,2 < k < p,2 < p < [§] dikarenakan
simpul ys5 ;, dan ys; terdapat dalam kelas partisi yang sama. Berdasarkan Lemma
2.2, simpul ys5 5, dan ys; harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, IT dengan
ITT| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf C,,, > P, adalah pd(C,, >a P,) > 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C),, >a P, adalah
4 < pd(C, >a P,) < 4. Jadi, dimensi partisi dari graf C,, >o P, adalah
pd(Cy, >a P,) = 4 untuk m genap dan n > 2.

Dalam kasus ini untuk m € {3,5,7,9,11,13,15,17,19,...} dapat dipisah
menjadi tiga kasus yaitu pertama untuk m € {3,5}, kedua untuk m €
{7,11,15,19,...} dapat ditulis m = 3(mod 4) dan ketiga untuk m €
{9,13,17,21, ...} dapat ditulis m = 1(mod 4).

Kasus 4: Untuk m € {3,5} dibuktikan secara terpisah dari m €
{3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...} karena ada kekhususan pada representasi setiap
simpul dalam V' (C,, >o P,) terhadap partisi pembeda II. Berikut ini pembuktian
selengkapnya:

Untuk m = 3, Batas bawah dari dimensi partisi graf C5 > P, dapat merujuk
pada Teorema 2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G
isomorfik dengan lintasan P,. Graf hasil operasi comb C5 >a P, tidak isomorfik
dengan lintasan F,, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf
C3 >a P, adalah pd(C3 >a P,) > 3. Selanjutnya, batas atas dimensi partisi dari
graf C5 > P, dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda Il pada
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graf C3 >a P,. Ambil partisi pembeda I = {5, S5, 53} sedemikian sehingga
St = {yell <k <p2<p < [51JU{perl2 <k <p2<p < 8]}
So = {y21, 3.2 <k <p,2<p<[5]}dan Sy = {ys1, 951 < j <3,2<1 <
n—p+1,2 < p < [5]} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C3 >a P,
mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap
simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n
dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai
k,l yang bergantung pada nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai
ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai 2 < p < (g} = 3. Nilai k bergantung
pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2} dan
untuk p = 3 maka 2 < k < 3 atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p
sedemikian sehingga jikap = 2maka2 <[ <6—2+1=5ataul € {2,3,4,5}
danuntuk p = 3maka2 <[ < 6—3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C3 > P, sebagai berikut:
Fyualll) = (0,1,1) Py D) = (1,0,1) Py D) = (1,1,0)

)= (0,k,k);jika2 <k <p,2<p<[5]
r(yoklll) = (0,k — 1,k);jika2 <k <p,2<p<|

)=(k,0,k—1)jika2 <k <p2<p<]|
yi|lI) = (1 —1,1,0);jika2 <i<n—p+1,2<

)=

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C3> P, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {57, S2, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C3 > P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |II| = 3 untuk m =
3. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf C3 >5 P, adalah pd(C3>a P,) < 3.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C'3 >o P,
adalah 3 < pd(Cs>a P,) < 3. Jadi, dimensi partisi dari graf C5 > P, adalah
pd(C3>a P,) = 3untuk m = 3.

Untuk m = 5, batas atas dimensi partisi dari graf Cs >a P, dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf C5 >o P,. Ambil partisi
pembeda IT = {5}, Ss, S5, 54} sedemikian sehingga S; = {y1x/1 < k < p,2 <
p < (313 U{werl2 <k <p,2<p <5 S = {121, Usm skl < k <
p,2 <p < [51} Ss = {yj,vanl3 <j <52 <k <p2<p<[§])dan
Sy ={yull <j<52<1<n—-p+1,2<p<[5]} akan ditunjukkan bahwa
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semua simpul di graf C5 > P, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II.
Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum
yang bergantung pada nilai n» dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam
beberapa parameter yaitu nilai k£, [ yang bergantung pada nilai p dan juga nilai p
bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai
2 < p < [%] = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika
= 2maka 2 < k < 2 atau k € {2} dan untuk p = 3 maka 2 < k < 3

atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2
maka 2 <1 < 6—-2+1 = 5ataul € {2,3,4,5} dan untuk p = 3 maka
2<1<6-3+4+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi, didapat repre-
sentasi setiap simpul-simpul dari graf C5 > P, sebagai berikut:
) = 0,1,1,1) el = (1,0,1,1)  r(ysal) = (2,1,0,1)
r(yaa|) = (2,2,0,1) r(ysa[IT) = (1,1,0,1)
r(yklll) = (O k. kE);jika2 <k <p2<p<[g]
you[ll) = (0,k — 1k, k); jika2 <k <p,2<p<

) =(

) =(

)= (

' 5]

7 (Y k|11 k+1,0,k—1k);jika2 <k <p,2<p<[2]

7 (Ya |11 E+1,k+1,0,k)jika2 <k <p2<p< 7]
[

k, 0,k —1,k);jika2 <k <p,2<p<[7]

r(yll) = (1= 1,1,1,0);jika2 <[ <n—p+1,2<p < [§]
r(yoID) = (1,1 = 1,1,0); jika2 <1 <n—p+1,2<p < [§]
r(ysg ) = (14+1,1,1 = 1,0);jika2 <1 <n—p+1,2<p < [§]
r(yag|Il) = (14+ 1,14+ 1,1 = 1,0);jika2 <1 <n—p+ 1,2 < p < [§]

(
(
(
(
(
7 (Y, |11
(
(
(
(
(

r(ys |0 = (I,1,1 = 1,0);jika2 <l <n—p+1,2 < p < [2]

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C5>a P, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {57, Sz, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf C5 >a P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |II| = 4 untuk m =
5. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat

ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf C5 >a P, adalah pd(C5 >a P,) < 4.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf Cs >a P,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf C; > P, memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari C5 >5 P, dengan |IT| = 3 maka
akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m = 5
terdiri dari satu buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil II =
{51, 52, S3} dengan St = {y1 x|l <k <p,2<p <[5} U{pp[2 <k <p,2<
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P <515 S = {1, Y Ys.k2 <k < p, 2 <p < [51} S5 = {yj1, yapl3 < j <
5,2<k<p2<p<[ P U{yu1<ji<52<i<n-p+1,2<p<[2]}
maka dapat kita pilih sebarang simpul y4,y4; € S3;k = [,2 < k < p,2 <
p < [4] dan simpul y4 1., y4; memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi Sy, So
misalkan d(ys 5, S1) = d(yas, S1) =1+ 1, d(Yak, S2) = d(yay, S2) = | + 1 untuk
| = k2 <k <p2< p < [5] sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama, yaitu r(y4 x|I1) = r(ya|II) = (I + 1,14 1,0) untuk [ =
k,2 <k <p,2 <p < [5] dikarenakan simpul y,; dan y,; terdapat dalam kelas
partisi yang sama. Berdasarkan Lemma 2.2, simpul y, ;, dan y,; harus berada pada

kelas partisi berbeda. Jadi, IT dengan |II| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf Cs >o P, adalah pd(Cs >a P,) > 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf Cs > P, adalah
4 < pd(Cs >a P,) < 4. Jadi, dimensi partisi dari graf Cs > P, adalah
pd(C5>a P,) = 4 untuk m = 5.

Kasus 5: Untuk m € {7,11,15,19, ...} dapat ditulis m = 3(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, > P, ) terhadap partisi pembeda II.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:

Ambil partisi pembeda [T = {5, S5, S3, 5S4} sedemikian sehingga:

S1={yp 1 <k<p2<p< (51 U{sl2<k<p2<p< 5]}

Sy = {y2,1uym,k’2 <k <p2<p< (%W}U {y3,k|2 <k <p2<pc<
(271} U {yonsonl <h <22 2<k<p,2<p<[2]}
Sy = {y;1l3 < 7 < m} U {yanssill < h < mT—5’2 <k <p2<p<

(51} UAym1k2 <k <p2<p<[3]}

Si={yull <j<m,2<i<n-p+1,2<p<[5]}

akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,,, >o F,, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai %,/ yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 < p < [$] = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2} dan untuk p = 3 maka

2 < k < 3atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
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jlkap=2maka2 <1 <6—-2+1=5ataul € {2,3,4,5} dan untuk p = 3 maka
2<1<6-3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf C,, >A P, untuk m = 3(mod4) dan m > 7, sebagai
berikut:

r(y21|) = (1,0,1,1)

r(ysaIl) = (2,1,0,1)

r(yma[I) = (1,1,0,1)

(yor|TD) = (2h — 1,1,0,1); jika 2 < h < ["72]

(yon|TT) = (—2h + 4[™52],1,0,1); jika [252] + 1 < h < [752] — 1

(y1x/II) = (0,k, k, k);jikal <k <p,2<p<[F]

(y2,6|IT) = (0,k — 1k, k) jika2 <k <p,2 <p < [§]

( (

(

(

(

(

r

<

r

<

r(ysk/ll) = (F+ 1,0,k — 1,k);jika2 < k <p,2 <p < [§]

Ym—1/I) = (K 4+ 1,k +1,0,k);jika2 <k <p,2 <p < [§]

Ympelll) = (K,0,k — 1,k);jika2 <k <p,2 <p<[7]

Yoni|ll) = (2h+k—2,0,k—1,k); jika2 < h < [272],2 <k <p,2 <p < [2]
r(yon kD) = (—2h+4[ 227 +k—1,0,k—1,k); jika [252]+1 < b < [22] -1,
2<k<p2<p<J3]

r(yonr1klIl) = (2h+k =1,k +1,0,k);jika2 <h < |22, 1 <k <p,2<p<
(5]
P(yont k1) = (=2 + 4|22 |+ k+2,k+1,0,k); jika ["2] +1 < h <[22,
<k<p,2<p§(%—‘,

ryl) = (1—1,1,1,0);jika2 <l <n—p+1,2<p < [%]

(you|II) = (1,1 = 1,1,0);jika2 < I <n—p+1,2<p < [§]

(ys|Il) = (1 +1,1,1 = 1,0);jika2 < <n—p+1,2<p < [§]
T(Ym-16/ll) = ([ + 1,1+ 1,1 =1,0);jika2 <l <n—-p+1,2<p < [F]

(

(2n

r

<

<

|3

r

<

Yma[) = (1,1,1 = 1,0);jika2 <1 <n—p+1,2<p < [F]

<

r(yong/) = 2h+1—2,1,1 —1,0);jika2 < h < [™2],2<1<n-—-p+1,2<
p< (5]

r(yana|ID) = (=2h +4[22] +1—1,1,1 = 1,0); jika [22] +1 < h < [22] -1,
2<i<n—-p+1,2<p<[h]
r(y2h+1,l|H):(2h+l—1,l—|—1,l—1,0);jika2ShgLmT_QJ,lglgn—p—l—l,
2<p< (5]

r(yonsrg|ID) = (=20 + 4|22 + 1+ 2,01+ 1,1 — 1,0); jika ™2 +1 < h <
l@%J—nglgn—p+L2§p§(ﬂ~

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,>A P,, mempunyai
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representasi yang berbeda. Jadi II = {5}, S5, S3, 54} merupakan partisi pembeda
dari graf C,, >o P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda I adalah [II| =
untuk m = 3(mod4) dan m > 7. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cy >a P, adalah pd(C,, >a P,) < 4.
Kasus 6: Untuk m € {9,13,17,21, ...} dapat ditulis m = 1(mod 4) dibuktikan
secara terpisah dari m € {3,5,7,9,11,13,15,17,19, ...} karena ada kekhususan
pada representasi setiap simpul dalam V' (C,, > P,) terhadap partisi pembeda I1.
Berikut ini pembuktian selengkapnya:
Ambil partisi pembeda IT = {5, Sy, S3, 54} sedemikian sehingga:

={yl <k <p2<p <[5} U{asl2 <k <p,2<p <[5}

Sy = {y21,Ymil2 <k < p,2 < p < [F1}U{ysl2 <k < p2 < p <
127} U {yangonll <h <52 < k< p2<p<[2]}
Sy = {yl3 < j < m} U {gonesall <h <™m22<k<p2<p<

(51} U {ymral2 <k <p2<p<[5]}
Sy={yul<j<m,2<I<n-p+1,2<p< (5]}

akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,, >o P, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap simpul dapat dinyatakan
dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n dan m. Dalam kasus ini,
dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai %,/ yang bergantung pada
nilai p dan juga nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai ilustrasi, jika diambil nilai
n = 6 maka nilai 2 < p < [2] = 3. Nilai k bergantung pada nilai p sedemikian
sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2} dan untuk p = 3 maka
2 < k < 3atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p sedemikian sehingga
jlkap=2maka2 <1 <6—-2+1=5ataul € {2,3,4,5} dan untuk p = 3 maka
2<1<6-3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi, didapat representasi
setiap simpul-simpul dari graf C,, >A P, untuk m = 1(mod4) dan m > 9, sebagai
berikut:

r(y21|1) = (1,0,1,1)

r(ysa[ll) = (2,1,0,1)

r(Yma|II) = (1,1,0,1)

(
(
r(yan|TD) = (2h — 1,1,0,1); jika2 < h < [m2]
7 (yon|I) = (_2h+4(m—21 +2,1,0,1); jika [m—} 1<h< (mT_QW 1
r(yLe/Il) = (O k k k) jikal <k <p,2<p<J[7]
r(y2,lIl) = (0,k — 1,k k); jika2 <k <p,2 < p < [§]
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r(ysk/ll) = (F+ 1,0,k — 1,k);jika2 <k <p,2 <p < [§]

T(Ym—14/1I) = (k+ 1,k +1,0,k);jikal <k <p,2 <p < [5]
(YmeTL) = (k,0,k — 1,k); jika2 < k < p,2 < p < [%]
(
(

.
r(yon i I1) = (2h+k—2,0,k—1,k);jika2 < h < [22],2 < k < p,2 < p < [4]
r(yonilTT) = (—2h+4[252] +k+1,0,k—1,k); jika [252] +1 < b < [252] -1,

2<k<p2<p< Iyl
r(yont1k|Il) = 2h+ k= 1,k +1,0,k); jika2 < h < [22],1 <k <p,2<p<
5]

r(yont k) = (=2h + 4[22] + k, k + 1,0, k); jika ["2] + 1 < h <[22,
1<k<p2<p<[%]

51
51

Yor|II) = (2h +1—2,1,1 = 1,0);jikka2 < h < [22],2<1<n—-p+1,2<

2<i<n—p+1,2<p<[§]
r(yont/) = 2h+1—1,141,1-1,0);jika2 < h < ["2],1 <1 <n-—p+1,
2<p< (4]
7 (Yans12/IT) = (—2h + 4[mTfﬂ + 1,1+ 1,1—1,0); jika (mTfﬂ +1<h< LmTﬁJ,
1<i<n-p+1,2<p< [l

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,>A P, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {5}, S5, S3, S, } merupakan partisi pembeda
dari graf C,, >o P,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda Il adalah |II| = 4
untuk m = 1(mod4) dan m > 9. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas

minimum. Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf
Cy >a P, adalah pd(C,, >a P,) < 4.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C,,,>a P,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf C,,, >o P,, memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari C,,, >x P, dengan |II| = 3 maka
akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m gasal
dan m > 7 terdiri dari satu buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedik-

itnya dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman,
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ambil IT = {5}, 52,53} dengan S; = {y14|1 <k < p,2 <p <[5} U{gox2 <
kE<p2<p<[31}h S ={y,ynsl2 <k <p2<p<[3]}U{y2 <
2

kE<p2<p <21} U {yonop]l <h<222<k<p2<p< (2]}
Sy = {yual3 <7 < m} U {yangspll < h <222 <k <p2<p<
21} U {ymaapl2 <k < p,2 < p < 213 U{ypll <j <m2<1 <

n—p+1,2 < p < [§]} maka dapat kita pilih sebarang simpul y; x, y;; € S3,k =1
untuk 5 < 5 < m — 1 dengan j gasal dan simpul y;,y;; memiliki jarak yang
sama terhadap kelas partisi Sy, S; misalkan d(ysx, S1) = d(ys;,S1) = | + 3,
d(ys e, S2) = d(ys1,592) =1+ 1untuk [ = k,2 < k < p,2 < p < [§] sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama, yaitu r(ys x|II) =
r(ys 1) = (1 +3,14+1,0) untuk [ = k,2 < k < p,2 < p < [7] dikarenakan
simpul y5 5, dan ys; terdapat dalam kelas partisi yang sama. Berdasarkan Lemma
2.2, simpul ys5 5, dan ys; harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, II dengan
|ITI| = 3 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf C,,, >A P, adalah pd(C,, >A P,) > 4. Dengan
demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C), >A P, adalah
4 < pd(Cp, >a P,) < 4. Jadi, dimensi partisi dari graf C,, > P, adalah
pd(C,, > P,) = 4 untuk m gasal dann > 7.

Dari kedua kasus (1) sampai (6), didapatkan dimensi partisi dari graf C.,, >a P,
untuk m € {3,4}, n > 3 adalah 3 dan dimensi partisi dari graf C,,, >o P, untuk
m > 5, n > 3 adalah 4. O

4.1.2 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lingkaran

Graf hasil operasi comb antara graf lintasan P, dengan graf lingkaran C,
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran C,,, sebanyak n simpul di graf lingtasan
P, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lingkaran C), pada setiap
simpul graf lintasan F,, maka dapat dikatakan bahwa graf P, > C,, merupakan
graf yang terdiri dari n kali graf Lingkaran C,,,. Graf P, > C,,, memiliki himpunan
simpul V(P, > Cp,) = {yi;]1 < j < ml < i < n} dan himpunan sisi
E(P, > Cyp) = {yi,l?/i+171‘1 <i<n-1} U {yi,jyi,jﬂll <j<m-11¢<
i <n} U {yimyir|l < i < n}. Graf P, > C,, memiliki nm buah simpul dan
mn + n — 1 buah sisi. Graf P, > (), ditunjukkan pada Gambar 4.3.

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf P, > C,, dengan
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Gambar 4.3: Graf Hasil Operasi P, > C,,

m,n € Z*. Jika m = 2 maka lingkaran Cy merupakan graf lunar atau graf yang
memiliki sisi ganda sehingga C'5 bukan graf sederhana dan jika n = 1 maka graf
hasil operasi comb P, > C,,, isomorfik dengan lingkaran C),,, sedemikian sehingga
order lingkaran (), dan lintasan P, masing-masing m > 3 dan n > 2. Dalam
menentukan dimensi partisi suatu graf P, > C,,, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf P, > C,,.
Dimensi partisi mensyaratkan partisi pembeda II harus mempunyai kardinalitas

yang minimum.

Teorema 4.3. Misalkan P, adalah graf lintasan order n dan C,, adalah graf
lingkaran order m. Untuk m > 3 dan n > 2, dimensi partisi graf hasil operasi

comb P, > C,, adalah sebagai berikut:

3, jikam genap dann € {2,3}
m gasal dan n = 2

pd(P,>C,,) = 8

. Jikam genap dann > 4

m gasal dann > 3

Bukti: Misalkan graf P, > (), memiliki himpunan simpul V (P, > C,,) = {y; ;|1 <
j < ml < i < n} dan himpunan sisi E(P, > Cp,) = {yi1¥it11]1 < i < n—
1} UAyivijnll <j<m—11<i<n} U {yinyii|l <i<n}. Jadi, kita
akan menunjukkan bahwa dimensi partisi graf C, > P, adalah 3 untuk m genap
dan n € {2,3} atau m gasal dan n = 2 dan dimensi partisi graf C,, > P, adalah 4
untuk m genap dan n > 4 atau m gasal dan n > 3. Untuk menunjukkan dimensi
partisi graf P, > C,, dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing nilai m
dibagi menjadi dua kasus yaitu kasus pertama untuk m genap, sedangkan kasus
kedua untuk m gasal.

Kasus 1: Untuk m genap dan n € {2, 3}.

47



(a) (b)

Gambar 4.4: (a) Partisi Pembeda P5 > (s (b) Partisi Pembeda P, > Cyg

Dimensi partisi graf P, > C,, dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m genap dan
n € {2, 3}, dikarenakan untuk m = 4 dan n € {2, 3} membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf P, > C,,, untuk m
genap dan n € {2, 3}, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf P,,>C,,

adalah 3 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.

Batas bawah dari dimensi partisi graf P, > C,,, dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf GG isomorfik dengan
lintasan P,. Graf hasil operasi comb P, > (), tidak isomorfik dengan lintasan P,
maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf P, >C,,, adalah pd(P, >
Cy,) > 3. Selanjutnya, Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(F,, > C,)
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda I1 pada graf P, > C,,, dapat
dilihat pada Gambar 4.4. Misalkan IT adalah suatu partisi pembeda dari V' (P, >C,,)
dengan IT = {5, S2, S5} sedemikian sehingga: S; = {y12}, S2 = {y22} dan S5 =
{y1.1, Y21, Y15, ¥2,;]3 < j < m} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf
P, > C,,, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C,, untuk m genap dan

n = 2, sebagai berikut:

r(y11|I1) = (1,2,0)

r(y21 1) = (2,1,0)

r(y12|1I) = (0,3,1)

r(y; ) = (j —2,7+1,0);jikka3 < j <[] +1

r(y1,|T) = (=5 +m +2,—j +m+3,0); jika | 2] +2 < j <m
r(y22[H) = (3,0,1)

r(yo D) = (j+ 1,5 —2,0);jika3 < j < [2] +1

r(y2,;|/1I) = (=j +m+3,—j +m+2,0);jika [F] +2 < j < m.
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Representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C,, untuk m genap dan n = 3,

sebagai berikut:

) =
yzjlﬂ) (—j+m+2, —j+m+3,0); jika | 2| +2 gj < m. r(ys2|IT) = (3,0,1)
)=(+1,7—2,0);jika3 <j<|2]+

r(ys ) = (—j + m+ 3, —j + m + 2,0); jika L%J +2<i<m

r(y11/II) = (1,3,0)

r(y21 ) = (1,2,0)

r(ys1|TT) = (2,1,0)

r(y12/II) = (0,4, 1)

r(yi ) = (j — 2,5 +2,0);jika3 < j < [2] +1
r(yis|T) = (—j +m+2,—j +m+4,0); jika | 2] +2<j<m
r(yaoll) = (0,3,1)

r(y2; ) = (j — 2,7 +1,0);jika3 < j < [F] +1
(

(

(

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, > C,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi, IT = {5}, Ss, S5} merupakan partisi pembeda dari
graf P, > C,,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |II| = 3 untuk m
genap dan n € {2,3}. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Oleh sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf P,,>C,, sehingga
dapat ditulis pd(P, > C,,) < 3.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 <
pd(P, > C,,) < 3. Jadi dimensi partisi pd(P, > C,,) = 3 untuk m genap dan
n € {2,3}.

Kasus 2: Untuk m gasal dan n = 2.

Dimensi partisi graf P, > C,,, dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m gasal dan
n = 2, dikarenakan untuk m = 3 dan n = 2 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf P, > C,, untuk
m gasal dan n = 2, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf P, > C,,

adalah 3 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.

Batas bawah dari dimensi partisi graf P, > C,, dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf G isomorfik
dengan lintasan P,. Graf hasil operasi comb P, > C,, tidak isomorfik dengan
lintasan P,,, maka dapat dipastikan batas bawah dari dimensi partisi graf P, > C,,
adalah pd(P, > C,,) > 3. Selanjutnya, Untuk menentukan batas atas dimensi
partisi pd(P, > C,,) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda II
pada graf P, > C,,. Misalkan II adalah suatu partisi pembeda dari V' (P, > C,,)
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dengan II = {5, 5,55} sedemikian sehingga: S; = {y12}, S2 = {y22} dan
Sy = {y11,Y%21,¥1,5, %213 < j < m} akan ditunjukkan bahwa semua simpul
di graf P, > (), mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Dari hasil
observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > (), untuk m
gasal dan n = 2, sebagai berikut:

r(ya () = (1,2,0)
r(y21[) = (2,1,0)
(y12[11) = (0,3, 1)
(yi ) = (j —2,j+1,0);jika3 < j < [ 7] +1
(o2l = (15, 15] +2,0)
r(y;|) = (=7 +2[%5] +3, =7 +2|F] +4,0);jika [F]| +3<7<m

(

(

(

(

<

<

r

<

yo2|II) = (3,0,1)

Yol = (j + 1,5 = 2,0); jika 3 < j < [ 3] +1

(Yo, 21D = (3] +2,1%],0)

gl = (~5 + 205+ 4,5+ 215 ] +3,0)5ika [5] +3 <) < m

<

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, >C),, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi, II = {5, S, S5} merupakan partisi pembeda dari
graf P, > C,,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda II adalah |II| = 3 untuk m
gasal dan n = 2. Namun, 1I belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh
sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf P, > (), sehingga
dapat ditulis pd(P, > C,,) < 3

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 <

pd(P, > Cy,) < 3. Jadi dimensi partisi pd( P, > C,,) = 3 untuk m gasal dan n = 2.
Kasus 3: Untuk m genap dan n > 4.
Dimensi partisi graf P, > (), dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m genap
dan n > 4, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 4 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf P, > C,, untuk m
genap dan n > 4, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf P, > C,,
adalah 4. Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd( P, >C,,) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf P, > (), dapat dilihat pada
Gambar 4.5.

Misalkan II adalah suatu partisi pembeda dari V (P, > C,,) dengan II =
{S1, 52, S5, 54} sedemikian sehingga: S; = {y;2|1 <i < n}, Sy = {y;;]1 <i<
n,3 <j<m} S3={y11}dan Sy = {y;1]2 < i < n} akan ditunjukkan bahwa

semua simpul di graf P, > C,, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II.
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Gambar 4.5: Partisi Pembeda P5 > Cg Untuk m genap dann > 4

Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C,,
untuk m genap dan n > 4, sebagai berikut:
r(y11) = (1,1,0,1)
r(yia|II) = (1,1,i — 1,0); jika2 < i <n
y1211) = (0,1,1,2)
vl =G —2,0,j—1,j)jika3 <j <[] +1
yi iz = ([51.0, %] — 1, [F])

(
r(
(
(
(y1 ) = (—j+2[ 2] +2,0, —j+2[ 2] +1, —j+2[ 2]+2); jika [2]|+3 < j < m
(
(
(
(

<

<

<

r(yio|ll) = (0,1,4,1);jika2 <i<mn

yi ;| 1) = ('—2,0,j+i—2,j—1);jika3§jSL%J—I—l,?gign
Yiza2lD) = (15,0, 5] +i—2,[3] —1);jika2<i<n

r(yig|l) = (=205 1+2,0, —j+2[ 5] +i, —j+2[ 3] +1):jika [F]+3 < j < m,
2<i<n.

<

r

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, >C),, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi, [T = {5}, Ss, S5, 54} merupakan partisi pembeda
dari graf P, >C,,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |IT| = 4 untuk m
genap dan n > 4. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh
sebab itu, dapat ditentukan batas atas dimensi partisi dari graf P, > C,,, sehingga
dapat ditulis pd(P, > C,,) < 4

Selanjutnya, Untuk menentukan batas bawah dari dimensi partisi dari graf
P, > C,, didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa
partisi pembeda dari graf P, > C',, mempunyai kardinalitas kurang dari 4. Misalkan
suatu partisi pembeda dari P, > C,, dengan |TI| = 3, maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Untuk m genap dan n > 4 terdiri dari n
buah cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-

sentasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf P, > C,, dengan
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m = 4 dan n = 4, dapat dipilih IT = {S}, 5>, S5} dengan S; = {y12,y22,¥32}.
Sy = {yso} dan S5 = V(P, > C,,,) — (S1 U S2), maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama, yaitu r(y;1|II) = r(ys3|II) = (1,4,0).
Jadi, dapat diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II adalah 3 bukan merupakan
partisi pembeda. Oleh sebab itu, batas bawah dari dimensi partisi graf P, > C,,
adalah pd(P, > C,,) > 4

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dari dimensi partisi graf
P, > C,, adalah 4 < pd(P, > C,,) < 4. Maka dimensi partisi dari graf P, > C,,
adalah pd(P, > C,,) = 4 untuk m genap dan n > 4.
Kasus 4: Untuk m gasal dan n > 3.
Misalkan II adalah suatu partisi pembeda dari V (P, > C,,) dengan II =
{51, 52, S3, 54} sedemikian sehingga: S; = {yi2|l < i < n}, S = {yi;|1 <
i <n,3 << mp, Sy = {yaydan Sy = {y1]2 <0 <

n}, akan ditun-
jukkan bahwa semua simpul di graf P, > C',,, mempunyai representasi yang berbeda
terhadap II. Berikut ini merupakan hasil observasi pada graf P, > C,,. Simpul-
simpul z; dengan 1 < i < ndany; ;dengan1 <7 <ndanl < j <m — 1. Dari
hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C,,, untuk
m gasal dan n > 3, sebagai berikut:

r(yiall) = (1,1,0,1)

r(yia|l) = (1,1,i—1,0);jika2 <i<n

(y12/I1) = (0,1, 1,2)

(yulﬂ) (j—2,0,j—1,j):jika3 <j<|[3]+1

(1,1 42D = (12,0, [ 2], 131+ 1)

r(yum) (=212 [4+3,0, —j+2[ 2 |42, —j+2| 2] +3);jika | 2| +3 < j < m
(yioIl) = (0, Lyi,1);jika2 <i<mn

( §—=2,0,j+i—-2,j—1)jika3 <j<|Z|+1,2<i<n

( :(L%j,O,ng—|—i—1,L%j);jikaQ§i§n

r(yig|) = (=7 +2[%] +3,0,—5 +2[F] +i+1,—5 + 2[F] + 2); jika
2] +3<j<m,2<i<n.

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, >, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi IT = {5}, S, S3, 54} merupakan partisi pembeda
dari graf P, > C,,. Jadi, kardinalitas dari partisi pembeda IT adalah |ITI| = 4 untuk
m gasal dan n > 3. Namun, IT belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Oleh sebab itu, dapat dikatakan sebagai batas atas dimensi partisi dari graf P, > C,,
sehingga dapat ditulis pd(P, > C),) < 4
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Selanjutnya, Untuk menentukan batas bawah dari dimensi partisi dari graf P, >
C,, didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf P, > C,, mempunyai kardinalitas kurang dari 4. Misalkan suatu
partisi pembeda dari P, > C,, dengan |II| = 3, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama. Untuk m gasal dan n > 3 terdiri dari n buah cycle
dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf P,>C,, denganm = 5dann =
3, dapat dipilih IT = {5}, S5, S5} dengan S; = {y12,Y22}, S2 = {ys2} dan S5 =
V(P,>Cp,) — (S1 USs), maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi
yang sama, yaitu 7(y; 5|II) = r(y2.4|II) = (2,4,0). Jadi, dapat diperoleh bahwa II
dengan kardinalitas II adalah 3 bukan merupakan partisi pembeda. Oleh sebab itu,
batas bawah dari dimensi partisi graf P, > C,, adalah pd(P, > C,,) > 4.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dari dimensi partisi graf
P, > C,, adalah 4 < pd(P, > C,,,) < 4. Maka dimensi partisi dari graf P, > C,,
adalah pd(P, > C,,) = 4 untuk m gasal dan n > 3. O

4.1.3 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lintasan

Graf hasil operasi comb antara graf lengkap K,, dengan graf lintasan P,
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan P, sebanyak m simpul di graf lengkap
K, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lintasan P, pada setiap simpul
graf lengkap K,,,, maka dapat dikatakan bahwa graf K, >s P, merupakan graf yang
terdiri dari m kali Lintasan P,.sehingga memiliki himpunan simpul V (K ,,>s P,) =
{y;:]1 <7 <m, 1 < i < n} dan himpunan sisi E(K,, >5 P,) = {y;1¥j+x1|1 <
g <m1l<k<m-—j}UA{yyinll <j<ml<i<n-—1} Graf
K,,>5 P, memiliki nm buah simpul dan ™= 4 (n — 1) buah sisi. Graf K, >5 P,
ditunjukkan pada Gambar 4.6 (a).

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf K,, >5 P, dengan
m,n € Z*. Jikam = 2, graf K, isomorfik dengan graf lintasan P, dan jika
n = 1 maka graf hasil operasi comb K,, >s P, isomorfik dengan graf lengkap
K, sedemikian sehingga order dari graf lengkap K, dan graf lintasan F,, masing-
masing adalah m > 3 dan n > 2. Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf
K,, >s P,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi dari graf K,, >s P,. Dimensi partisi mensyaratkan

semua himpunan simpul elemen II harus mempunyai kardinalitas yang minimum.
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(a) b}

Gambar 4.6: (a) Graf Hasil Operasi K, >5 P,,, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
Ke>s Py

Teorema 4.4. Misalkan K,, adalah graf lengkap order m dan P, adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari P, yang berderajat satu. Untuk
m > 3 dan n > 2, dimensi partisi graf hasil operasi comb K,, >s P, adalah
pd(K,, >s P,) = m.

Bukti: Misalkan graf K,,>s P, memiliki himpunan simpul V' (K,,>s P,) = {y;,|1 <
j <m, 1 <i<n}danhimpunan sisi £(K,,>5 P,) = {y;19j+61]1 <j<m,1<
E<m—j} U {yyill <j<m,1 <i<mn—1}. Dimensi partisi graf
K,, >s P, dengan mn buah simpul adalah m untuk m > 3 dan n > 2, dikarenakan
untuk m = 4 dan n = 2 membentuk suatu pola. Tanpa mengurangi keumuman,
dapat diperoleh bentuk umum dari graf K, >5 P, untuk m > 3 dann > 2, sehingga
dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf K, >s P, adalah m dengan membentuk
sebuah teorema dan dibuktikan.

Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(K,, >s P,) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf K,, >s P, dapat dilihat pada
Gambar 4.6 (b). Untuk m > 3 dan n > 2. Ambil partisi pembeda II =
{51,552, 53, ..., S, } sedemikian sehingga S; = {y;;|1 <j <m,1 <i < n} akan
ditunjukkan bahwa semua simpul di graf K, >5 F,, mempunyai representasi yang
berbeda terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul

dari graf K, >s P, untuk m > 3 dann > 2, sebagai berikut:

r(y; ) = (4,...,4,0,4, ...,7); jikal <57 <m,1 <i<n
j— m—j

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf K,,>5 P, mempunyai

54



representasi yang berbeda. Jadi 11 = {S),S5,5s,...,5,} merupakan partisi
pembeda dari graf K, >5 P,. Sehingga |II| = m. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II adalah m.
Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf K, >s P, adalah pd(K,, >5 P,) < m.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >s
C,, didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf K, >s; P, memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu
partisi pembeda dari K, >5 P, dengan |II| = m — 1 maka terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3 dan n > 2 terdiri dari nm
buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama.
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf K, >;5 P, dengan m > 3 dann > 2,
dapat dipilih IT = {5}, 52,53, ..., Sm—1} dengan S; = {y;4]1 < j <m—-1,1 <
i < n}dan S,-1 = {ymill < i < n}, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama, yaitu (¢, ;|I1) = r(ym—1,|I1) = (1,\/,_%, 0). Jadi

m—2

IT dengan |IT| = m — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan m — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf K, >5 P, adalah pd(K,,>s P,) > m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi m <
pd(K,,>5 Py,) < m. Jadi dimensi partisi dari graf K, >5 P, adalah pd(K,,>s P,) =
muntuk m > 3dann > 2. O

Sekarang, akan membahas dimensi partisi pada graf K,, >ao P, dengan m,n €
Z7* dan salah satu simpul v € P, yang dilekatkan ke setiap simpul u € K, dan
simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Jika m = 2, graf K, isomorfik
dengan graf lintasan P, dan jika n = 2 graf P merupakan graf lintasan dan setiap
simpulnya tidak berderajat dua sedemikian sehingga order dari graf lengkap K,,
dan graf lintasan P, masing-masing adalah m > 3 dan n > 3. Graf K,, >a P,
ditunjukkan pada Gambar 4.7 (a). Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf
K,, >a P,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi dari graf K, >o P,. Dimensi partisi mensyaratkan

partisi pembeda II harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.5. Misalkan K,, adalah graf lengkap order m dan P, adalah graf
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(a) B

Gambar 4.7: (a) Graf Hasil Operasi K ,,>a P,,, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
Keva Fs

lintasan order n dengan simpul pelekatan dari P, yang berderajat dua. Untuk
m > 3 dan n > 3, dimensi partisi dari sebuah graf hasil operasi comb K, >a P,
adalah pd(K,, >a P,) = m.

Bukti:Misalkan graf K, >o P, memiliki himpunan simpul V(K,, >ao P,)
{yigll < <m, 1 <k <p2<p<[3]}U{yull <j<m2<
n—p+1,2 < p < [§]} dan himpunan sisi E(K,, >a P,) = {yj19j4r1/1
g<ml <r<m-—j}U{ypynll <j<ml<k<p-12<p
51 Uyl < J <m,2 <1 <n—p,2 < p < [F]JU{y;1y52/1 < j <m}.
Dimensi partisi graf K, >A P, dengan mn buah simpul adalah m untuk m > 3 dan

IAIA A

n > 3, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf K, > P, untuk m > 3
dan n > 3, sehingga dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf K, >a F, adalah
m dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.

Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(K,, >o P,) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda Il pada graf K,, >a P, dapat dilihat pada
Gambar 4.7 (b). Ambil partisi pembeda IT = {Si,S55,Sj,...,S,} sedemikian
sehingga S; = {y;x|1 < j <m,1 <k <p,2 <p <[5} S = {yull <
j<m-12<1<n-p+1,2<p < [F]danS = {yn2 <1 <
n—p+1,2 <p < [§]} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf K, >a P,
mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap
simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n
dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai

k,l yang bergantung pada nilai p dan jua nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai

56



ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai 2 < p < (g} = 3. Nilai k bergantung
pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2}
dan untuk p = 3 maka 2 < k < 3 atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p
sedemikian sehingga jikap = 2maka2 <[ < 6—2+1=5ataul € {2,3,4,5} dan
untuk p = 3maka2 <[ <6 —3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf K, >o P, untuk m > 3 dan
n > 3, sebagai berikut:

r(yielll) = (k, ... k,0,k, ... k) jikal < j<m, 1 <k <p2<p<[F]

—

j-1 m—j
r(y ) = (1,....,1,1=1,0,1,....1);jikal <j<m,2<1<n—p+1,2<p<[F]
—— ——

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf K,, oA P,
mempunyai representasi yang berbeda. Jadi IT = {5, S5, S3, ..., S, } merupakan
partisi pembeda dari graf K, >o P,. Sehingga |II| = m. Berdasarkan uraian di
atas, diperoleh bahwa IT merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II adalah
m. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat

dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf K, >A P, adalah pd(K,,>A P,) < m.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf P, > C,
dapat mempertimbangkan bahwa partisi pembeda dari graf K, >A P, memiliki
kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu partisi pembeda dari graf K, >a P,
adalah m — 1 maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi
koordinat yang sama. Untuk m > 3 dan n > 3 terdiri dari n/m buah simpul, maka
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi
keumuman, misalkan graf K,, >o P, dengan m > 3 dan n > 3, dapat dipilih
II = {51,52,5,...; 8,1} dengan S; = {y;x[l <7 <m-11<k<p2<
PN S ={yul <j<m-22<1<n-p+1,2<p< 2]}
Sm—1 = A{Ym-1012 KT < n—p+ 1,2 < p <[5} U{Ump[l <k <p,2<p < [5]}
dan S1 = {ymy|2 <1 < n—p+1,2 < p < [§]}, maka dapat kita pilih
sebarang simpul y,,,—1.1, Ym,1 € Sm—1 dan simpul y,,,_1 1, Yy,,1 memiliki jarak yang
sama terhadap kelas partisi S1, Sa, ..., Sy—2 misalkan d(yp, 1, S1) = d(Ym-1.1,51) =
Ld(Ym1,5) = d(Ym-11,52) = 1,..;d(Ym1,m—2) = d(Ym-11,m—2) = 1
sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama, yaitu
"(Yma|l) = 7(ym—11/1I) = (1,...,1,0) dikarenakan simpul y,,1 dan y,_11

~——

m—2
terdapat dalam kelas partisi yang sama. Berdasarkan Lemma 2.2, simpul y,,, ; dan
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Gambar 4.8: Graf Hasil Operasi P, > K,

Ym—1,1 harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, II dengan |II| = m — 1 bukan
merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan m — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf K, >A P, adalah pd(K,,>A P,) >
m. Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
m < pd(K,, >a P,) < m. Jadi dimensi partisi dari graf K,, >o P, adalah
pd(K,, >a P,) = muntuk m > 3 dann > 3. O

4.1.4 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lengkap

Graf hasil operasi comb antara graf lintasan P, dengan graf lengkap K,,
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap K, sebanyak n simpul di graf lintasan
P, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lengkap K, pada setiap simpul
graf lintasan F,, maka dapat dikatakan bahwa graf P, > K,, merupakan graf
yang terdiri dari n kali Lengkap K,,. Graf P, > K,, memiliki himpunan simpul
V(P> Ky) = {yii]l <j <m,1 <i<n}dan himpunan sisi £(P, > K,,) =
Wirvirnal <i<n =1} U{yiyijell <j<m,1<i<n,1<k<m-—j}
Graf P, > K, memiliki nm buah simpul dan n<m22— ™) + (n — 1) buah sisi. Graf
P, > K,, ditunjukkan pada Gambar 4.8.

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf P, > K,, dengan

m,n € Z*. Jikam = 2, graf K, isomorfik dengan graf lintasan P, dan jika
n = 1 maka graf hasil operasi comb P, > K,, isomorfik dengan graf lengkap
K, sedemikian sehingga order dari graf lengkap K, dan graf lintasan F,, masing-
masing adalah m > 3 dan n > 2.. Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf
P, > K,,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas

bawah dimensi partisi dari graf P, > K,,. Dimensi partisi mensyaratkan semua
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himpunan simpul elemen IT harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.6. Misalkan P, adalah graf lintasan order n dan K,, adalah graf
lengkap order m. Untuk m > 3 dan n > 2, dimensi partisi graf hasil operasi
comb P, > K,, adalah

m, Jjikan <m
pd(P,> K,,) =
m+1, jikan>m

Bukti: Misalkan graf P, > K, memiliki himpunan simpul V (P, > K,,,) = {y; ;|1 <
j < m,1 < i < n} dan himpunan sisi E(P, > K,;,) = {yi1vit11]1 < i <
n—1} U {yivijll <j<m,1<i<mn1<k<m-—j} Dimensi partisi
graf P, > K,,, dengan mn buah simpul adalah m jikan < m dan m + 1 jikan > m,
dikarenakan untuk m > 3, n > 2 membentuk suatu pola sehingga dapat diperoleh
bentuk umum dari graf P, > K,,, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf
P, > K, adalah m dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.
Kasus 1: Untuk n = m
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd( P, > K,,) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf P, > K, dapat dilihat pada Gambar
49. Untuk m > 3, n > 2dan n = m. Ambil partisi pembeda II =
{51, S9, 55, ..., Sin } sedemikian sehingga:
Sici={yijli#j—-1,1<i<n—-22<j<m}
Si=Atn1jn2<j<m—-1,0<1<1}
Sm = {Yii1]l <i<n—2}
Sm-1=1¥i112 <i < n}
Sm = {yn71,2}
Sy = {y1,1,yn,2}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf P, > K, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf P, > K,,, untuk m > 3, n > 2 dan m = n, sebagai berikut:
r(y1 1)) = (0,1,...,1);jikal < j7<m

~——

m—1
r(y12)ll) =(1,..,1,0);jikal < j<m
1
r(y ;1) =(1,...,1,0,1,...,1);jika3 < j <m
Jj—2 m—j+1
P(gaaT) = (1,1, 1,2,1,.,1,0,1); jika 2 < i < n — 2
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Gambar 4.9: Partisi Pembeda Graf P > K

(Y1) = (2,1, ..., 1,0, 1
(Yn-1,1[TT) = ( )

m—3

r(yna|TD) = (1,...,1,0,2
(Yn,1 1) = ( )

m—2
r(Yn—1,4/10) = (3,1,...,1,0,1,...,1);jika3 < j <m
—— =
Jj—3 m—j+1
(yn_12|I1) = (3,1,...,1,0
(Yn—1,2[1T) = ( 2 )
r(yn 1) =(1,...,1,0,1,...,1,3);jika2 < j <m
J— m=j
r(yis|) = (1,..,1,0,1,...,1,3,1, .. 1);jika2 < i <n—2,2<j <i
—— = =
j—2 ] m—i
’L':rl
r(yi ) = (1,..,1,3,1,...,1,0,1,...,1); jika2 <i<n—2i+2<j<m
—— Y= =
i—1 Jj—i—2 m—i—1
r(isaa ) = (1, 1,31, ... 1,0): jika2 < i < n — 2
(Y331 /10) (‘1 '1)J

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, > K,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi 11 = {Sj,S5,Ss,..., S, } merupakan partisi
pembeda dari graf P, > K,,. Sehingga |[II] = m. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
m. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat

dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf P, > K, yaitu pd(P, > K,;,) < m.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >
(), didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf P, > K, memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu
partisi pembeda dari P, > K, dengan |II] = m — 1 sehingga terdapat sedik-
itnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3, n > 2 dan

m = n terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf
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P, > K,, dengan m > 3, n > 2 dan m = n memiliki himpunan kelas partisi yaitu
IT = {5,95,S53,...,5,_1}. Perhatikan pada Gambar 4.8 untuk sebuah subgraf
berupa graf lengkap yang melekat pada simpul y; ; dapat ditentukan beberapa kasus

pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:

a) Ambil S1 ={y11}, S; ={v1;12 <j<m—2},dan S, 1 = {Y1.m—1, Y1m }-
Dari kelas-kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas
partisi yang sama yaitu ¥y ,,—1,Y1.m € Spm—1 dan simpul ¥y 1, Y1, tidak
berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap.
Simpul yi ,,,—1, Y1,» memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang
lain yaitu d(yy m—1, %) = d(Y1,m,w) = 1 dimanau € S\ {y1 m—1,Y1,m}. Oleh
karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y; ,,—1, Y1,m € S;—1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(yy n,—1|I1) = 7(y1.,|11) = (u, 0)

m—2
berakibat dua simpul y; ,,,—1, Y1, harus berada dalam partisi yang berbeda.

Maka IT dengan |II| = m — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

b) Misalkan S; = {yi1,} dan S;_; = {y1,|2 < j < m}. Dari kelas-
kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas partisi
yang sama yaitu y;1,y12 € S dan simpul y; o tidak berada pada simpul-
simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap. Simpul y; 1, y1 2
yang memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang lain yaitu
d(y11,u) = d(y12,u) = 1 dimana v € S\ {y11,¥12}. Oleh karena itu,
terdapat sedikitnya dua simpul y;1,y12 € S; yang memiliki representasi
yang sama sebagaimana r(y; 1|II) = r(y;2/II) = (0,1, ..., 1) berakibat dua

——

m—2

simpul y; 1, y1,2 harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka II dengan

|TT| = m — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II adalah
m — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf P, > K,, yaitu pd(P, > K,,) > m. Dengan
demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi m < pd(P,>K,,) <
m. Jadi dimensi partisi dari graf P, > K, adalah pd(P, > K,,) = m untuk m > 3,
n > 2danm = n.
Kasus 2: Untuk n < m
Untuk n = m — 1, menentukan batas atas dimensi partisi pd(P, > K,,) dapat

diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf P,> K, dapat dilihat
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pada Gambar 4.9. Untuk m > 3, n > 2dann = m — 1. Ambil partisi pembeda
IT = {5, 52,53, ..., Sy } sedemikian sehingga:
Sia={yijli#ji—-1,1<i<m—-22<j<m}
Si={Yym-11112<j <m—1}
Sm = {¥ii|l <i<m —2}
Sm—1=A{yi1]2<i<m-—1}
Sm = {ym—1,2}
Sy = {y1,1}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf P, > K, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf P, > K,,, untuk m > 3, n > 2 dan n = m — 1, sebagai berikut:
r(y11)) =(0,1,....1);jikal < j<m

~——

m—1

(2T = (1,...,1,0);jikal < j <m
N——

m—1

r(y1I) = (1,...,1,0,1,...,1);jika3 < j <m
j—2 j+1
J— m—3

r(yia|ID) = (1,...,1,2,1,..,1,0,1); jika 2 < i < m — 2
—— =

i—1 —im

m—i—2
r(Ym_11|ID) = (2,1, ...,1,0,1
(Ym-1,1[11) = ( )

m—3
(Ym0 = (3,1,...,1,0,1,...,1); jika 3 < j <m
J— m—j

m—12/1I) = (3,1,...,1,0
7"(1/ 1,2|) ( )

2
r(yis ) = (1,..,1,0,1,...,1,3,1, .., 1); jika2 <i <m—2,2< j <
—— = =

j—2 i—j m—i

i—1
r(y; 1) =(@1,..,1,3,1,..,1,0,1,...,1);jika2 <i<m —2,i+2 < j <m
."1 .Y 9 v 1
i— j—i— m—i—

. J/
~~

T(yi,i+1|H) = (17 e 1737 17 3] 1,0),]11(3.2 <i<m-—2
N~ =

i—1 m—i—1

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, > K,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi 11 = {S),55,Ss,...,5,} merupakan partisi
pembeda dari graf P, > K,,. Sehingga |[II] = m. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
m. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf P, > K, yaitu pd(P, > K,,,) < m.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >
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(), didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi

pembeda dari graf P, > K, memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu

partisi pembeda dari P, > K, dengan |II| = m — 1 sehingga terdapat sedikitnya

dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3,n > 2dann =m — 1

terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf P, > i,

dengan m > 3, n > 2 dan n = m — 1 memiliki himpunan kelas partisi yaitu
IT = {51,52,S53,...,Sm_1}. Perhatikan pada Gambar 4.8 untuk sebuah subgraf
berupa graf lengkap yang melekat pada simpul y; ; dapat ditentukan beberapa kasus

pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:

a)

b)

Ambil Sy = {y11},S; = {y1;12 <j <m—2},dan Syt = {Y1m—1, Yim }-
Dari kelas-kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas
partisi yang sama yaitu ¥1 ,,—1, Y1,m € Spm—1 dan simpul y; 1, Y1, tidak
berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap.
Simpul y; 1, Y1, memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang
lain yaitu d(yy -1, u) = d(Y1.m,u) = 1 dimana u € S\ {y1,m—1, y1.m}. Oleh
karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul ¥ ,,—1, Y1,m € Sy—1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(yy ,,,—1|IL) = 7(y1 ,|11) = (1,\/,_%, 0)

m—2

berakibat dua simpul y; ,,,—1, Y1,,» harus berada dalam partisi yang berbeda.

Maka IT dengan |II| = m — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Misalkan S; = {y11,} dan S;_1 = {y1;2 < j < m}. Dari kelas-
kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas partisi
yang sama yaitu y;1,y12 € S dan simpul y; o tidak berada pada simpul-
simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap dan simpul y; -
tidak berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf
lengkap. Simpul ¥ 1, y1 2 yang memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas
partisi yang lain yaitu d(y; 1, u) = d(y12,u) = 1 dimanau € S\ {y1.1, 12}
Oleh karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y; 1, y1 2 € S yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(y; 1|II) = r(y12|lI) = (O,M)

m—2

berakibat dua simpul v, 1, ¥ » harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka

IT dengan |II| = m — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II adalah

m — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan

batas bawah dimensi partisi dari graf P, > K,, yaitu pd(P, > K,) > m.
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Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
m < pd(P, > K,) < m. Jadi dimensi partisi dari graf P, > K, adalah
pd(P,> K;,) =muntuk m > 3,n>2dann =m — 1.

Untuk n = m — [ dimana 2 < [ < m — 2, menentukan batas atas dimensi partisi
pd(P, > K,,) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf
P, > K,, dapat dilihat pada Gambar 4.9. Untuk m > 3, n > 2dann = m — [,
2 <1 < m — 2. Ambil partisi pembeda IT = {5}, 53,53, ..., S} sedemikian
sehingga:

Sici={yili#j—-1,1<i<m—-10,2<1<m-22<j<m}

S = {11 <i<m—-1,2<1<m-—2}
Sm—1={yi1]2<i<m—-1,2<1<m-—2}

Sy = {y1,1}

akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf P, > K, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf P, > K,, untuk m > 3,n > 2dann =m —10,2 <[ < m— 2,
sebagai berikut:

r(yr1 ) = (O,M);Jlka 1<j<m

m—1
(2T = (1,...,1,0); jikal < j <m
N——

m—1
r(y 1) = (1,...,1,0,1,...,1);jika3 < j <m
~—— =
Jj—2 m—j+1
r(yia ) = (1,..,1,2,1,...,1,0,1); jika2 < i <m — 1,2 < 1 <m — 2
i—1 —i—2

r(yi; ) = (1,..,1,0,1,..,1,3,1,... 1); jika2 < i <m—1,2< 1 <m-—2,
—— = =

j—2 i—j m—i
NS

i:rl
2<j<i

r(yi ) = (1,..,1,3,1,..,1,0,1,.., 1) jika2 < i <m—1,2 <1 < m—2,

i—1 j—i—2 m—i—1
NS g

i+2<j<m )
P |T) = (1,...,1,3,1, .., 1,0 jika2 <i<m — 1,2 <[ <m—2
i—1 —i—1

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, > K,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi 11 = {S),55,Ss,...,S,} merupakan partisi

pembeda dari graf P, > K,,. Sehingga |[II| = m. Berdasarkan uraian di atas,
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diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
m. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf P, > K, yaitu pd(P, > K,,,) < m.
Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >
C,, didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf P, > K, memiliki kardinalitas kurang dari m. Misalkan suatu
partisi pembeda dari P, > K, dengan |II| = m — 1 sehingga terdapat sedikitnya dua
simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3, n > 2dann = m — [,
2 < I < m — 2 terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan graf P,>K,, denganm > 3,n > 2dann = m—I[, 2 < | < m—2 memiliki
himpunan kelas partisi yaitu IT = {57, S, S3, ..., Sm—1}. Perhatikan pada Gambar
4.8 untuk sebuah subgraf berupa graf lengkap yang melekat pada simpul y; ; dapat

ditentukan beberapa kasus pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:

a) Ambil S; = {y1.1}, S; = {y1;12 <j <m—2},dan Sy 1 = {Y1,m—1, Y1,m}-
Dari kelas-kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas
partisi yang sama yaitu ¥y ,,—1,Y1.m € Sm—1 dan simpul ¥y 1, Y14, tidak
berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap.
Simpul y1 1, Y1,,» memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas partisi yang
lain yaitu d(yy m-1,4) = d(Y1.m,u) = L dimana u € S\ {y1,m-1,Y1,m}. Oleh
karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y; ,,—1, Y1,m € S;,—1 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(yy n,—1|11) = 7(y1.,|11) = (u, 0)

m—2
berakibat dua simpul v ,,,—1, y1,,» harus berada dalam partisi yang berbeda.

Maka II dengan |II| = m — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

b) Misalkan S; = {yi1,} dan S;_; = {y1,2 < j < m}. Dari kelas-
kelas partisi tersebut, terdapat dua simpul yang berada dalam kelas partisi
yang sama yaitu ¥y, 1,%12 € 51 dan simpul y,; » tidak berada pada simpul-
simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf lengkap dan simpul y; -
tidak berada pada simpul-simpul backbone atau simpul pelekatan dari graf
lengkap. Simpul ¥ 1, y1 2 yang memiliki jarak ke simpul-simpul dari kelas
partisi yang lain yaitu d(y; 1, u) = d(y12,u) = 1 dimanau € S\ {y11, 12}
Oleh karena itu, terdapat sedikitnya dua simpul y; 1, y12 € 51 yang memiliki
representasi yang sama sebagaimana r(y; 1|II) = r(y12/lI) = (0,1,...,1)

——

m—2
berakibat dua simpul y; 1, y; 2 harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka
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IT dengan |ITI| = m — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Il dengan kardinalitas IT adalah
m — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf P, > K,, yaitu pd(P, > K,,) > m. Dengan
demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi m < pd(P,>K,,) <
m. Jadi dimensi partisi dari graf P, > K, adalah pd(P, > K,,) = m untuk m > 3,
n>2dann=m-0,2<1<m-—2.
Kasus 3: Untuk n > m
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(P, > K,,) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf P, > K,,. Untuk m > 3, n > 2 dan
n > m. Ambil partisi pembeda IT = {S, S5, S3, ..., Sy 1} sedemikian sehingga:
S;={yij2<i<n,1<j<m}
Si—1=Au;2 <j<m}
Sm1 = {11}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf P, > K, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-
simpul dari graf P, > K,,, untuk m > 3, n > 2 dan n > m, sebagai berikut:
r(yi; 1) =(1,...,1,0,1,...,1,i);jika2 <i <n,2<j<m

—— ~——

Jj=1 m—j

T(yi,lyn) = (07 1a ) 172 - 1),_]11(212 < [ <n
——

m—1

r(yi |10 = (1,..,1,0,1,...,1,3,1); jika2 < j <m
J— m—j

r ) = (1,...,1,2,0).

(y1,1| ) ( 1 )

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, > K,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {Sj,Ss, S5, ..., Spy1} merupakan partisi
pembeda dari graf P, > K,,. Sehingga |II|] = m + 1. Berdasarkan uraian di
atas, diperoleh bahwa Il merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama
dengan m + 1. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh
sebab itu, dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf P, > K,, yaitu
pd(P,> Kp) <m + 1.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >
(), didapatkan dengan Lemma 2.2. Sekarang mempertimbangkan bahwa partisi
pembeda dari graf P, > K, memiliki kardinalitas kurang dari m + 1. Misalkan

suatu partisi pembeda dari P, > K,, dengan |[II| = m sehingga terdapat sedik-
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itnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3, n > 2 dan

n > m terdiri dari nm buah simpul. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf

P, > K,, dengan m > 3, n > 2 dan n > m memiliki himpunan kelas partisi
yaitu IT = {5}, Ss, Ss, ..., Sy, }. Perhatikan pada Gambar 4.8 untuk sebuah subgraf
berupa graf lengkap yang melekat pada simpul y;;, 1 < ¢ < n dapat ditentukan

beberapa kasus pengelompokan kelas partisinya sebagai berikut:

a)

b)

Ambil IT = {51,5,,85s,...,5,} dengan S; = {y;;|1 < i < n,1 <
j < m}. Tanpa mengurangi keumuman, jika kita perhatikan kelas pastisi
S1 = {yi1|l < i < n}, maka simpul-simpul di kelas partisi S; memiliki
jarak yang sama terhadap simpul di subgraf lengkap H; = K,,. Misalkan
kita ambil dua simpul di kelas partisi S; yaitu u,v € S; sehingga jarak
antara u ke kelas partisi Sk, 2 < k& < m adalah 1 dan juga berlaku untuk
jarak v ke kelas partisi S, 2 < k < m adalah 1 sehingga didapatkan
d(u, Sk) = d(v,Sk) = 1,2 < k < m. Oleh karena itu, terdapat sedikitnya
dua simpul u,v € S; yang memiliki representasi yang sama sebagaimana
r(u|ll) = r(v|I) = (0,1, ..., 1) berakibat dua simpul u, v harus berada dalam
——

m—1
partisi yang berbeda dengan syarat salah satu dari simpul u,v merupakan

simpul ujung dari subgraf P, atau salah satu dari simpul u,v merupakan
simpul ujung dari backbone graf P, > K,,,. Maka II dengan |II| = m bukan

merupakan partisi pembeda.

Ambil IT = {5}, 55,53, ..., S} dengan S1 = {y;1]1 < i < n} U {y22 <
i < n}, S ={yi]l <i<n3<j < m}dan Sy = {y12}. Tanpa
mengurangi keumuman, jika kita perhatikan kelas pastisi S; = {y; 1|1 <i <
n} U {yi22 < ¢ < n}, maka simpul-simpul di kelas partisi S; memiliki
jarak yang sama terhadap simpul di subgraf lengkap H; = K,,. Misalkan
kita ambil dua simpul di kelas partisi .S; yaitu y; 2, yiy11 € S1, 2 < 2 <
n — 1 sehingga jarak antara y; » ke kelas partisi S, 3 < k < m adalah 1,
jarak antara y; » ke kelas partisi S, adalah 3 dan juga berlaku untuk jarak
yi+1.1 ke kelas partisi S, 3 < k < m adalah 1, jarak antara v, ke kelas
partisi S, adalah 3. Sehingga didapatkan d(v; 2, Sx) = d(yi+11,5:) = 1,
3 < k < mdan d(y;2,52) = d(Yit1,1,S2) = 3. Oleh karena itu, terdapat
sedikitnya dua simpul y; 2, y;111 € S7 yang memiliki representasi yang sama
sebagaimana 7(y; o|II) = r(y;2|II) = (0,3,1,...,1) berakibat dua simpul
——

m—2
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Yi 2, Yi+1,1 harus berada dalam partisi yang berbeda. Maka II dengan |II| = m

bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II adalah
m bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas
bawah dimensi partisi dari graf P, > K, yaitu pd(P, > K,,) > m + 1. Dengan
demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi m + 1 < pd(P, >
K,,) < m+ 1. Jadi dimensi partisi dari graf P, > K,,, adalah pd(P,> K,,) = m+1
untuk m > 3, n > 2dann > m.

Berdasarkan empat kasus pembuktian di atas diketahui bahwa pd(P,>K,,) = m
untuk n = m, pd(P, > K,,) = m untuk n = m — 1 dan pd(P, > K,,) = m untuk
n =m—I[dimana 2 <[ < m — 2 sehingga dapat digabung menjadi pd(P,> K,,) =
m untuk n < m dan pd(P, > K,,) = m + 1 untuk n > m. O

4.1.5 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lengkap

Graf hasil operasi comb antara graf lengkap K, dengan graf lengkap K,,
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap K, sebanyak n simpul di graf lengkap
K, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lengkap £, pada setiap simpul
graf lengkap K,,, maka dapat dikatakan bahwa graf i, > K, merupakan graf yang
terdiri dari n kali graf lengkap K,,, yang memiliki himpunan simpul V(K> K,,) =
{yi;I1 < j <m,1 <4i < n} dan himpunan sisi E(K,, > K,,,) = {yi1Yise1]|1 <
i<n,1<k<n—i} U{yvijull <i<n1<j<m,1<1l<m—j} Graf
K, > K,, memiliki nm buah simpul dan 2+ =n=mn pyah sisi. Graf K, > K,
ditunjukkan pada Gambar 4.10 (a).

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf K, > K, dengan
m,n € Z*. Jikam = 2, graf K, isomorfik dengan graf lintasan P, dan jika n = 2
maka graf K, isomorfik dengan graf lintasan P, sedemikian sehingga order dari
graf lengkap K, dan graf lengkap K,, masing-masing adalah m > 3 dann > 3..
Dalam menentukan dimensi partisi suatu graf K, > K,,, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
K, > K,,. Dimensi partisi mensyaratkan semua himpunan simpul elemen II harus

mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.7. Misalkan K, adalah graf lengkap order n dan K,, adalah graf

lengkap order m. Untuk m > 3 dan n > 3, dimensi partisi graf hasil operasi
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Gambar 4.10: (a) Graf Hasil Operasi K,,> K, (b) Konstruksi Partisi Pembeda Graf
K6 > K6

comb K,, > K,, adalah

iikam <
pd(KnDKm):{ o=

m, jikam >n

Bukti: Misalkan graf K, > K,,, memiliki himpunan simpul V (K,,>K,,) = {y; ;|1 <
j <m, 1 << n}dan himpunan sisi (K, > K,,) = {¥i1¥i1k1]1 <i<n,1<
E<n—i} U{yvijull <i<nl<ji<ml<Il<m-—j}. Untuk
menunjukkan dimensi partisi graf K, > K, dengan mn buah simpul, maka untuk
masing-masing nilai m dibagi menjadi tiga kasus yaitu kasus pertama untuk m < n,
kedua untuk n = m, sedangkan kasus ketiga untuk m > n.
Kasus 1: Untuk m <ndenganm =n—10,1<[1<n—-3
Dimensi partisi graf K, > K,, dengan mn buah simpul adalah n untuk m > 3
dan n > 3, dikarenakan untuk m = 5 dan n = 6 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf K, > K, untuk
m > 3 dan n > 3, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf K, > K,
adalah n dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan
batas atas dimensi partisi pd(K, > K,,) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda II pada graf K, > K, dapat dilihat pada Gambar 4.11 (b).
Misalkan II adalah suatu partisi pembeda dari V (K, > K,,) dengan II =
{851, S9, 55, ..., S, } sedemikian sehingga:
S ={xi;1<i<n}
Spricie =y 1 <1< [5] -1, 2<i <[+ 1}
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(a) (b)

Gambar 4.11: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf K5 1> Kg, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf K¢ > K5

Stictpon = Wi 1 <I< (2] —1, 3<i<i+1, 1<k<i—2)
Sp={yii; 1 <1< 5] -1 14+2<i<n—1}

Sk = Wii- 1 SIS |[5] -1, 14+2<i<n—1, 1<k<I}

Sici =yl <i<n, 1<I<S[5] -1, 1<k<I+1,2<j<n—1, j#
i—k+1}

Sp =AUt 1 SIS 5] -1, 1<k}

Sn—tk = Yn-tkp-1-m 1 SIS 5] -1, 1<E<SI-1, 1<r <k}
Sntici—z = Wi 5] <1<n—=3,2<i<n—1}

Sntici—k—2 = Wik 5] <1<n—=3,3<i<n—1, 1<k<i—2}
Sici=A{yij;1<i<n, [§]<I<n-3 1<k<I+1,2<j<n—1,j#
i—k+1}

Snr ={Un-knt-r 5] <I<n =3, 1<k <
Sn = {Yn—kt1,n—1; 7 gasal, | 5] 1

Sn = {yn—k—l-l,n—l; n genap, LiJ

n—101-2,1<r<k}

<n <k<lI}

[<n-3 1<k<l-1}

<n <k<n—l—-1n—l+1<i<
[+ 1}.

Dapat ditunjukkan bahwa semua simpul di graf K, > K,, mempunyai repre-
sentasi yang berbeda terhadap II. Berikut ini merupakan hasil observasi pada graf
K, > K,,. Simpul-simpul x; dengan 1 < ¢ < n dan y; ; dengan 1 < 7 < n dan
1 <7 <n—1— 1. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul
dari graf K,, > K, untuk m < n, sebagai berikut:
r(z;|II) = (1,...,1,0,1,...,1);jikal <i<n

—— ——

i—1 n—i
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r(y, ) = (1,.,1,0,1,..,1,2,..,2); jika 1 <1< 2] =1, 2<j<n—1
M~ Y~

j—2 n—Il—j +1
r(yadlD) = (2,..,2,1,...,1,0,2,...,2);jika 1 <1< [2] =1, 2<i<l+1
W_/ —— N——

(2,.,2,1,.,1,1,..,1,0,1,..,1,2,...,2); jika 1 < [ <
—— Y Y= Y=

i—1 i—k—1 n—Il—i—1 k l—i+2
2] —1,3<i<I+1, 1<k<i—2
(

r(yiaT) = (1,..,1,2,.,2,1, .., 1,0); jika 1 <1< [2] =1, [+2<i<n—I
S—— N~ Y

i—1—2 I+1 n—i
r(yiiwa|II) = (1,...,1,2,...,2,1,...,1,1,...,1,0,1,...,1); jika 1 < [ <
-2 I+1 —k— l— k
i— + n—Il—1

5] -1, 1+2<i<n—-1[ 1<k< l
r(yig|) = (2,.,2,1,.,1,0, 1,01 ,2,...2)jikal <1< [2]—1,1<i<
—— S—— =

i—1 j—i—1 nti—l—j—1 [—i42
[+1,i+1<j53<n—1

r(yi 1) = (1,..,1,2,..,2,1,...,1,0,1,..., 1) jikka 1l <[ < [§] =1, [ +2<i <
e e i Ve R

i—l-2  I4+1 j—i—1 n—j+1
n—Il—-1,1+1<j3<n—1I

r(yi T = (1,.,1,0,1,..,1,2, .2, 1, 1) jikal < 1< [2] =1, [+3<i<
N~ = = =

j—2 i—j—1—2  I4+1  n—itl

J/

iml-1
n,2<j<i—1-1
P Ynrin gD = (1,.,1,2,..,2,1,....1,0);jikal <1< |2] -1, 1<k <
(Yn—kt1,n—2[1) = ( )i ] 15]

n—Il—k—1 I+1 k—1
PYnnotr | = (1,.0y1,2,.,2,1,..,1,0,1,..,1); jika 1 < I
e e

n—Il—k—2 +1 k—r T

IN

J/

k1
2] -1, 1<k<l-1,1<r<k
T( Z,l‘]:[> = (2772717717072772)’Jlka L%J Slgn_B’ QSZSn_l
S—— N =

i-1  n-l-2 —i+2

(2,002,150 1,150, 1,0,1, .0, 1,2, ., 2); jika (2] <1
S~ N Y

i—1 i—k—2 n—Il—i k —i+2
n—3 3<i<n—1, 1<k<i-—2

r(y; Inm = (2,..,2,1,...,1,0,1,...,1,2,...,2); jika n genap, |2| < [
Wi 1) = ( )i ] genap, |7

IN

IN

l Dik—l-1  n—k-l-1 1-241
n—3 n—Il+1<:i<Il+1, 1<k<n-1[-1

T(Yn-ts1o—[I) = (1,..,1,2,..,2,1,...,1,0); jika n genap, |7]
S—— Y~ Y

n—k—l—1 I+1 k—1
n—3, 1<k<I[-1

"(Yn-tkrrim/II) = (1,..,1,2,..,2,1,...,1,0); jika n gasal, 5] <
S~ Y~ Y~

n—k—Il—1 I+1 k—1

IA
IA

IA

n—3, 1<k<I
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P tn g T = (1,.,1,2,.,2,1,...,1,0,1, ..., 1); jika |2] <1<n—3, 1<
e e e
n—k—Il-2 I+1 k—r T
k1

E<n—-101-2,1<r<k
(Y| = (2,.,2,1,..,1,0, 1,..,1 2, ... 2); jika [2] <I1<n—3 2<i<
—— S—— =

i-1  j—i—1 nti—j—l—1 1—i+2
n—Il—11+1<757<n—1

r(yi ) = (1,..,1,0,1,..,1,2,...,2,1, ... 1) jika | 5| <I<n-3, [+3<i<
N~ Y~ Y =

j—2 i—j—1-2 141  n—itl

i—i-1
n, 2<j7j<i1—10-1

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf K,,> K, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {S;,S55,S3,...,s,} merupakan partisi
pembeda dari graf K, > K,,. Sehingga |II| = n.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas II sama dengan n. Namun, II belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan sebagai batas atas dimensi partisi
dari graf K, > K, sehingga dapat ditulis pd( K, > K,,,) < n.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf K, > K,,,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf K, > K,, memiliki kardi-
nalitas kurang dari n. Misalkan suatu partisi pembeda dari K, > K, dengan
Il = n — 1 maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf K, > K,, dengan m < n,
dapat dipilih IT = {57, Ss, S5, ..., Sp—1} dengan S; = {y;1|1 < i < n — 1},
Sn—1 = {Yn1}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama, yaitu (Y, 1|1I) = r(yp—1.1|II) = (1%/’—1/’ 0). Jadi II dengan |II| = n — 1

n—2

bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh II dengan kardinalitas II sama
dengan n — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf K, > K, adalah pd(K,, > K,,) > n.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi n < pd(K,, > K,,) <
n. Jadi, dimensi partisi dari graf K,, > K, yaitu pd(K, > K,;,) = nuntuk m < n
denganm =n —ldan1 <[ <n—3.

Kasus 2: Untuk m =n

Dimensi partisi graf K, > K,,, dengan mn buah simpul adalah n untuk m > 3 dan
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n > 3, dikarenakan untuk m = 3 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf K, > K, untuk m > 3,
n > 3 dan m = n, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf K, > K,
adalah n dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan
batas atas dimensi partisi pd(K, > K,,) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda II pada graf K, > K, dapat dilihat pada Gambar 4.10 (b).

Misalkan IT adalah suatu partisi pembeda dari V (K, > K,) dengan
II = {5,5,,85s,...,5,} sedemikian sehingga: S; = {y;1]l < i < n},
Sic1=A{yijli #i,1<i<n,2<j<m}dan S, ={y;;|2 <i<n,i=j}akan
ditunjukkan bahwa semua simpul di graf K, > K, mempunyai representasi yang
berbeda terhadap II. Berikut ini merupakan hasil observasi pada graf K, > K,,.
Simpul-simpul z; dengan 1 <7 < ndany; jdengan1 <¢<ndanl <j <m-—1.
Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf K, > K,
untuk m = n, sebagai berikut:
r(yia|I) = (1,...,1,0,1,...,1);jikal <i<n

—— ~——

i—1 n—i

r(y ;10 =(1,...,1,0,1,...,1,2); jika2 < j <m
—— =

=2 m—j
r(yi ) = (1,..,1,0,1,..,1,2,1, .., 1):jika2 <i <n,2<j <i—1
—— = =
7j—2 i—j—1 m—i+1
i~2
r(yi D) = (1,..,1,2,1,..,1,0,1,.... 1);jika2 <i<m, i+ 1< j<m
—— = =
i—2 j—i—1 m—j+1
m:;+1
r(yi ;1) =(1,...,1,2,1,...,1,0);jika2 <i<n,i=j

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf K,,> K, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {S;,5,,Ss,...,s,} merupakan partisi
pembeda dari graf K, > K,,. Sehingga |TI| = n.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas II sama dengan n. Namun, II belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari
graf K, > K, sehingga batas atas dapat ditulis pd(K,, > K,,) < n.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf K, > K,,,
sekarang mempertimbangkan bahwa partisi pembeda dari graf K, > K, memiliki
kardinalitas kurang dari n. Misalkan suatu partisi pembeda dari K, > K, dengan

IIT| = n — 1 maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
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sama. Untuk menunjukkan bahwa terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-
sentasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf K, > K, dengan
m > 3, n > 3 dan n = m, dapat dipilih IT = {S;, S5, S3,...,.S,_1} dengan
Si = {yiall <i<n—1}, Spy = {Yna} Sjo1 = {yijli #i,1 <i <n,2 <
j <m}dan S,y = {y;;|2 < i < n,i=j} maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama, yaitu r(y, 1|II) = r(y,—11/II) = (1,...,1,0). Jadi
e
IT dengan |II| = n — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh II dengan kardinalitas II sama
dengan n — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf K, > K,, yang dapat ditulis
pd(K, > K,,) > n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf K,, > K, adalah n < pd(K,, > K,,) < n. Jadi, dimensi partisi dari graf
K, > K,, yaitu pd(K,, > K,,) = n untuk m = n.

Kasus 3: Untuk m > n

Dimensi partisi graf K,, > K,,, dengan mn buah simpul adalah n untuk m > 3 dan
n > 3, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf K, > K,,, untuk m > n,
maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf K, > K,, adalah m dengan
membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan batas atas dimensi
partisi pd(K, > K,,) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda II
pada graf K, > K,,, dapat dilihat pada Gambar 4.11 (a).

Misalkan II adalah suatu partisi pembeda dari V(K, > K,) dengan
II = {51,5,8s,...,5,} sedemikian sehingga: S; = {y;1|l < i < n},
S ={yisli#i1<i<n2<j<m}dan S, = {yiyl2 <i<n—1i=j}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf K, > K, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Berikut ini akan dilakukan observasi pada graf K,, > K,
dengan simpul-simpul y; ; dengan 1 < ¢ < n dan 1 < j < m. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf K, > K, untuk m > n, sebagai
berikut:
Pyl = (0,1.1,2)

m—2

r(yia|l) = (1,...,1,0,1,...,1);jika2 < i <n
—— N —

i—1 m—i

r(yi 10 = (1,...,1,0,1,...,1,3);jika2 < j <m
—— =

-2 m—j
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r(yi ) = (1,..,1,0,1,..,1,2,1, ..., 1):jika2 <i <n,2<j <i—1
—— = =

=2 i—j—1 m—i+1
i‘—,Q
r(yi; 1) =(1,..,1,2,1,...,1,0,1,..,1);jika2 <i<n,i+ 1 <j<m
—— = =
i—2 j—i—1 m—j+1
m:'Lr'+1
r(yi I = (1,...,1,2,1,...,1,0); jika2 <i < n,i=j

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf K, > K, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {S1,95,955,...,$,} merupakan partisi

pembeda dari graf K, > K,,,. Sehingga |II| = m.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas II sama dengan m. Namun, II belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari
graf K, > K, yaitu pd(K,, > K,,) < m.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf K, > K,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf K, > K, memiliki kardinalitas
kurang dari m. Misalkan suatu partisi pembeda dari K, > K,,, dengan |II| = m — 1
maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk
menunjukkan bahwa terdapat terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi
yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf K, > K, dengan m > 3,
n > 3 dan m > n, dapat dipilih IT = {5}, S, S5, ..., S;—1} dengan S; = {y;1]1 <
i < n}, Sjor = {yigld #4,1 <0 <n2 < j < mpdan Sy = {y;]2 <
i < n},i = j, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama,
yaitu 7 (y; ;|II) = r(yim|1) = (M,Q,u, 0). Jadi IT dengan |II| = m — 1

1—2 m—i—1

bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, maka diperoleh II dengan kardinalitas II sama
dengan m — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan batas bawah dimensi partisi dari graf K, > K,, yang dapat ditulis
pd(K, > K,,) > m. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf K, > K,,, adalah m < pd(K, > K,,) < m. Jadi, dimensi partisi dari graf
K, > K, yaitu pd( K, > K,,) = m untuk m > n. a
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Gambar 4.12: (a) Graf Hasil Operasi C,, > K,,, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
05 > KG

4.1.6 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lengkap

Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran C), dengan graf lengkap K,
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap [, sebanyak m simpul di graf lingkaran
(), dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lengkap K, pada setiap simpul
graf lingkaran C,,,, maka dapat dikatakan bahwa graf C,,, > K, merupakan graf yang
terdiri dari m kali graf lengkap K,, yang memiliki himpunan simpul V' (C,,,> K,,) =
{y;il1 <j <m,1 < i < n} danhimpunan sisi £(C,, > K,,) = {y;1yj111|1 <
J<m =1} UA{ymayin} Uyl <7 <m,1<i<n, 1 <k <n—if.
Graf C,, > K,, memiliki nm buah simpul dan ”Qm’%”m buabh sisi. Graf C,,, > K,

ditunjukkan pada Gambar 4.12 (a).

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf C,,,> K, dengan m, n €
Z*. Jikam = 2, graf C, adalah graf lunar atau graf tidak sederhana yang memiliki
sisi ganda dan jika n = 2, graf K, isomorfik dengan graf P, maka graf hasil operasi
comb C,, > K, isomorfik dengan C,, > P, sedemikian sehingga order lingkaran C,,
dan graf lengkap K, masing-masing m > 3 dann > 3. Dalam menentukan dimensi
partisi suatu graf C,,, > K, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan
batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > K,. Dimensi partisi
mensyaratkan semua himpunan simpul elemen II harus mempunyai kardinalitas

yang minimum.

Teorema 4.8. Misalkan C,, adalah graf lingkaran order m dan K, adalah graf

lengkap order n. Untuk m > 3 dan n > 3, dimensi partisi graf hasil operasi comb
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C,, > K,, adalah

n jikam <n
pd(Cp > K,) = ’ J! -
n+1, jikam >n

Bukti: Misalkan graf C,, > K, memiliki himpunan simpul V' (C,,,> K,,) = {y;,|1 <
j < m,1 < i < n} dan himpunan sisi E(C,, > K,,) = {yj1y;+11]1 < j <
m—1} U{Ymav11} U {yjiy4k]l <7 <m,1<i<n,1<k<n—i}. Dimensi
partisi graf C,, > K,, dengan mn buah simpul adalah n jika m < n dan n + 1 jika
m > n, dikarenakan untuk m = 3 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengu-
rangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf C,, > K,, untuk m > 3
dan n > 3, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf C,, > K,, adalah n
dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.

Kasus 1: Untuk m < n

Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(C,, > K,,) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf C,, > K,, dapat dilihat pada Gambar
4.12 (b). Untuk m < n. Ambil partisi pembeda 1T = {5}, S5, Ss,...,S,}
sedemikian sehingga S; = {y;1|1 < j < m}, Sicy = {yjuli # 7,2 < i <
n,1 <j<m},S, ={y;;|2 <j < m}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di
graf C,,, > K,, mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Berikut ini akan
dilakukan observasi pada graf C,,> K,, dengan simpul-simpul y;; dengan 1 < i <n
dan 1 < 5 < m. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari
graf C,, > K, untuk m > 3 dan n > 3, sebagai berikut:

r(yia[Il) = (07&;7_1/ 2)

n—2

r(yj71|H) =(1,..,1,0,1,...,1);jika2 < j <m

J— n—j
r(y]) = (1,...,1,0,1,...,1,3);jika2 <i<mn
r(y;l) = (1,..,1,0,1,...,1,2,1, ..., 1);jika2 < j <m,2<i < j— 1

i—2 j—i—1 n—j+1

=2
T(yJﬂ’H) = (17 ) 1727 17 EAS) 1707 17 R) 1),_]11(3.2 S .] S ma.]+ 1 S { S n
S—— = ~——
j—2 i—j—1 n—it+1
nf‘j’+1

ry: ;|II) =(1,...,1,2,1,...,1,0);jika2 < 5 <m
(ym| ) ( - ' )J J

J— n—j

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,> K,, mempunyai
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representasi yang berbeda. Jadi 11 = {5),955,S5s,...,5,} merupakan partisi
pembeda dari graf C,, > K,. Sehingga |II| = n. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
n. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf C,, > K, yang dapat ditulis
pd(Cy, > K,) < n.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > K,,, akan ditun-
jukkan bahwa partisi pembeda dari graf C,, > K,, memiliki kardinalitas kurang dari
n. Misalkan suatu partisi pembeda dari C,, > K,, dengan |II| = n — 1 sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3,
n > 3 dan m < n terdiri dari nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf
Cn> K, dengan m > 3, n > 3 dan m < n, dapat dipilih IT = {51, S, Ss, ..., Sp_1}
dengan S; = {y;1|1 < j <m}, Siy = {y;ilt # 5,2 <i<n,1<j<m}dan
Sn—1 = 1{y,,;|12 < j < m — 1}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-
sentasi yang sama, yaitu r(y;;|II) = r(y;,/II) = (1,...,1,2,1,...,1,0). Jadi II

——— ——

j—2 n—j—1
dengan |ITI| = n — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan n — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf C), > K, dapat ditulis
pd(Cy, > K,) > n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf C,, > K, adalah n < pd(C,, > K,,) < n. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cy > K, adalah pd(C,, > K,,) = nuntuk m > 3,n > 3 dan m < n.

Kasus 2: Untuk m =n
Untuk menentuka batas atas dimensi partisi pd(C,, > K,) dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf C,,, > K,,. Untuk m > 3, n > 3 dan
n = m. Ambil partisi pembeda I = {S;,S5,,Ss,...,5,} sedemikian sehingga
S; = {yiall < j < m}, Sici = {yili # 4,2 < i < n,1 <j < m},
Sy ={y,|12 < j < m}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,, > K,
mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Berikut ini akan dilakukan
observasi pada graf C,, > K,, dengan simpul-simpul y;, dengan 1 < i < n dan
1 < 5 < m. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari
graf C,,, > K, untuk m > 3 dan n > 3, sebagai berikut:
r(y;a ) = (1,...,1,0,1,....1);jikal <5 <m

— ——

J—1 n—j
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r(y4]) = (1,...,1,0,1,...,1,3);jika2 <i<n
—— =

1—2 n—1

r(ya) = (1,..,1,0,1,..,1,2,1, ., 1)jika2 < j <m,2<i<j— 1
—— = =

i—2 j—i—1 n—j+1

2.1,..,1,0,1,..,1);jika2 < j<m,j+1<i<n
—— =

=2 i—j—1 n—i+1

(. J/

r(y;;|II) = (u,Q,u, 0);jika2 <j<m
j-2 n—j

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,> K,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi 11 = {S,955,S53,...,5,} merupakan partisi
pembeda dari graf C,, > K,. Sehingga |II| = n. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
n. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf C,, > K, yang dapat ditulis
pd(Cr, > K,) < n.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > K,,, akan ditun-
jukkan bahwa partisi pembeda dari graf C',, > K,, memiliki kardinalitas kurang dari
n. Misalkan suatu partisi pembeda dari C,, > K,, dengan |TII| = n — 1 sehingga
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3,
n > 3 dan n = m terdiri dari nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul
dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf
C> K, dengan m > 3, n > 3 dan n = m, dapat dipilih IT = {51, S, S5, ..., Sp_1}
dengan S; = {y;1|1 < j <m}, Si.y = {y;ilt # 5,2 <i<n,1 <j<m}dan
Sn—1 = 1{y;,,;|12 < j < m — 1}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan repre-
sentasi yang sama, yaitu 7(y;;|II) = r(y;,/II) = (1,...,1,2,1,...,1,0). Jadi II
dengan |ITI| = n — 1 bukan merupakan partisi pembeda.]

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan n — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf C, > K, dapat ditulis
pd(Cy, > K,) > n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf C,, > K,, adalah n < pd(C,, > K,,) < n. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cy, > K, adalah pd(C,, > K,,) = nuntuk m > 3 dann > 3.

Kasus 3: Untuk m > n
Untuk m genap, menentukan batas atas dimensi partisi pd(C,,,> K, ) dapat diperoleh
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dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf C, > K,, dapat dilihat pada
Gambar 4.12 (b). Untuk m > 3 dan n > 3. Ambil partisi pembeda II =
{51,552, 53, ..., Spt1} sedemikian sehingga S, = {y;1]1 < j < m} U {y;,|]1 <
J<25 Si =1yl <5 <2,2<0 <n—1}, Sppr = {y523 < j <m, jgasal},
Si = {yil3 < i <n3 <7 <myjgasaly, S; = {42 < i <n3 <5<
m, jgenap}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,, > K,, mempunyai
representasi yang berbeda terhadap II. Berikut ini akan dilakukan observasi pada
graf C,, > K,, dengan simpul-simpul y;; dengan 1 < ¢ < ndan1l < j < m.
Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, > K,
untuk m > 3 dan n > 3 adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang bahwa
simpul-simpul di graf C),, > K, dibedakan menjadi simpul dalam yang berada pada
lingkaran C),, dan simpul daun yang berada pada subgraf H; = K, perhatikan

beberapa kondisi berikut ini:

a. Pandang setiap simpul y,; € V(C,, > K,,) merupakan simpul dalam di C,,, >
K, yang termuat dalam kelas partisi yang sama S, jika simpul-simpul y; ;
memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S; maka representasi simpul
y;1 terhadap II dibedakan oleh jarak simpul-simpul y; ; ke kelas partisi Sy and
Sp+1. Berakibat, representasi r(yy1|II) # ... # r(ym.1|1I) sehingga simpul

y;1 terhadap II memiliki representasi simpul yang berbeda.

b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun di j = 1,2 bahwa simpul-simpul
tersebut y; ,, di C,, > K,. Misalkan simpul y,,, € V(H; = K,,) yang termuat
dalam kelas partisi yang sama S,,, jika simpul-simpul y; ,, memiliki jarak yang
sama terhadap setiap kelas partisi 51, Ss, ..., S,,—2 maka representasi simpul
y;n terhadap II dibedakan oleh jarak simpul-simpul y; ,, ke kelas partisi S), 4.
Berakibat, representasi 7(yy 1|I1) # 7(y2.1|1)... # 7(Ym—-11|11) # 7(Ym1|1I)

sehingga simpul y; ,, terhadap II memiliki representasi simpul yang berbeda.

c. Perhatikan setiap simpul-simpul daun di j = 1,2dan 2 < ¢ < n — 1 bahwa
simpul-simpul tersebut y;; di C,, > K,,. Simpul y;, termasuk dalam kelas
partisi singleton sehingga memiliki representasi simpul yang berbeda dan

representasi simpul y; ; dibedakan oleh kelas partisi S,,_ dan S, ;.

d. Setiap simpul daun u,v € V(H; = K,) dengan 3 < j < m dan simpul
u, v termuat dalam kelas partisi singleton selain kelas partisi S;. Jika setiap

simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S; maka repre-
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sentasi simpul w, v terhadap II dibedakan oleh jarak simpul-simpul u,v ke
kelas partisi Sy and S, ;. Berakibat, representasi 7 (ys ;|II) # ... # 7(Ym.i|1I)
dengan 2 < ¢ < n sehingga simpul u, v terhadap II memiliki representasi

simpul yang berbeda.

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,> K,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {5}, S5, S5, ..., Sp+1} merupakan partisi
pembeda dari graf C,, > K,,. Sehingga |II| = n + 1. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
n + 1. Namun, IT belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf C,, > K, yang dapat ditulis
pd(Cp > Ky) <+ 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > K,,. Misalkan
suatu partisi pembeda dari C,, > K, dengan |II| = n sehingga terdapat sedikitnya
dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3 dan n > 3 terdiri dari
nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf C,, > K,, dengan m > 3 dan
n > 3. Pandang simpul-simpul di kelas partisi S, diganti menjadi kelas partisi
Sy, sehingga dapat dipilih IT = {57, 5,53, ...,.5,} dengan S,, = {y;1|1 < j <
m}U{yjnll < J <2t U{y;2l3 <j < m,jgasal}, S = {yll <j<2,2<
i<n—1}58 ={y;:l3 <i<n,3<j<m,jgasal}, S; = {y;:[2 <i<n,3<
j < m,jgenap}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang

sama, yaitu r(y;1/II) = r(y;»|II) = (4,3,1,...,1,0) untuk 1 < j < | %] dengan j

n—3
gasal atau r(y; 1|II) = r(y;n|lI) = (m—7+3,3,1,...,1,0) untuk 3 | +1 < j < m

n—3

dengan j gasal. Jadi II dengan |II| = n bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan n bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf C,,, > K, dapat ditulis pd(C,, > K,,) >
n + 1. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Cp > K, adalah n + 1 < pd(C,, > K,,) < n + 1. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cy, > K, adalah pd(C,,, > K,,) = n + 1 untuk m genap.

Untuk m gasal, menentukan batas atas dimensi partisi pd(C,, > K,) dapat
diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf C,, > K, dapat
dilihat pada Gambar 4.12 (b). Untuk m > 3 dan n > 3. Ambil partisi pembeda
IT = {51, 52,53, ..., Spt1 } sedemikian sehingga S, = {y;1|1 < j < m}U{y;,|1 <
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< 2h Sic =yl € <2,2<i<n—-1} S = {y23 <j <
+1, jgasal}U{y;»|[ 3] +2 < j < m, jgenap}, S; = {y;;[3 <i<n3<j <
+ 1, jgasal} U {y;33 < i <n, |[F] +2 < j <m,jgenap} dan S; = {y;,|2 <
i<n,3<j< [+ 1 jgenapt U{y;2 <@ <n, 5] +2< 5 <m,j gasal},

akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,, > K,, mempunyai representasi

J
]
]

7]
7]

yang berbeda terhadap II. Berikut ini akan dilakukan observasi pada graf C,, > K,
dengan simpul-simpul y;; dengan 1 < ¢ < ndan 1 < j < m. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, > K,, untuk m > 3 dan
n > 3 adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang bahwa simpul-simpul di
graf C,, > K, dibedakan menjadi simpul dalam yang berada pada lingkaran C,,
dan simpul daun yang berada pada subgraf H; = K, perhatikan beberapa kondisi

berikut ini:

a. Pandang setiap simpul y,; € V(C,, > K,,) merupakan simpul dalam di C,,, >
K, yang termuat dalam kelas partisi yang sama .S,,, jika simpul-simpul y;
memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S; maka representasi simpul
y;,1 terhadap IT dibedakan oleh jarak simpul-simpul y; ; ke kelas partisi Sy and
Sn+1. Berakibat, representasi 7 (y; 1|II) # ... # 7(ym,1|II) sehingga simpul

y;1 terhadap II memiliki representasi simpul yang berbeda.

b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun di j = 1,2 bahwa simpul-simpul
tersebut y; ,, di C,, > K,,. Misalkan simpul y,,, € V(H; = K,,) yang termuat
dalam kelas partisi yang sama S,,, jika simpul-simpul y; , memiliki jarak yang
sama terhadap setiap kelas partisi 51, .55, ..., S,,_2 maka representasi simpul
y; terhadap II dibedakan oleh jarak simpul-simpul y; ,, ke kelas partisi S, 1.
Berakibat, representasi 7(y; 1|II) # ... # 7(ym1|II) sehingga simpul y;,,

terhadap IT memiliki representasi simpul yang berbeda.

c. Perhatikan setiap simpul-simpul daundi 7 = 1,2dan 2 < ¢ < n — 1 bahwa
simpul-simpul tersebut y;; di C,,, > K,,. Simpul y;; termasuk dalam kelas
partisi singleton sehingga memiliki representasi simpul yang berbeda dan

representasi simpul y; ; dibedakan oleh kelas partisi S,,_ dan S, ;.

d. Setiap simpul daun u,v € V(H; = K,) dengan 3 < j < m dan simpul
u, v termuat dalam kelas partisi singleton selain kelas partisi S;. Jika setiap
simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S; maka repre-

sentasi simpul u, v terhadap II dibedakan oleh jarak simpul-simpul u, v ke
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kelas partisi Sy and S,,;;. Berakibat, representasi 7 (ys ;|II) # ... # 7(ym.:|1I)
dengan 2 < ¢ < n sehingga simpul u, v terhadap II memiliki representasi

simpul yang berbeda.

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,,,> K,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {5}, S, Ss, ..., S,+1} merupakan partisi
pembeda dari graf C,,, > K,,. Sehingga |II| = n + 1. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
n + 1. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf C,, > K, yang dapat ditulis
pd(Cr > Ky) < n+ 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > K,. Misalkan
suatu partisi pembeda dari C,, > K, dengan |[II| = n sehingga terdapat sedikitnya
dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3 dan n > 3 terdiri dari
nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf C,, > K,, dengan m > 3 dan
n > 3. Pandang simpul-simpul di kelas partisi 5,11 diganti menjadi kelas partisi
Sy, sehingga dapat dipilih [T = {S}, 55,53, ..., S, } dengan S,, = {y;1|1 < j
mpUA{y;nll <7 <24 S ={yll <7 <2,2<i<n-1}U{y23
J <[]+ 1 jgasal} Ud{ysel[3] +2 < j < m,jgenap}, S; = {y;[3 < i
n,3 <j < 2] +1,jgasal} U{yul3 < i <n [2]+2<j < m,jgenap} dan
Si={yul2<i<n,3<j<|3]+1,jgenap} U{y;s2<i<n, |3|+2<5<
m, jgasal}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama,
yaitu 7(y;1|II) = r(y;,|II) = (j,3,l:/.,_l, 0) untuk 3 < j <[] + 1 dengan j

n—3
gasal atau r(y; 1|II) = r(y;»|lI) = (m—7+3,3,1,...,1,0) untuk |3 | +1 < j < m

VAN VAR VAN

dengan j genap. Jadi II dengan |II| = n bukan mezLI;akan partisi pembeda.
Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan n bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf C,,, > K, dapat ditulis pd(C,,,> K,,) >
n + 1. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Cp > K, adalah n + 1 < pd(C,, > K,,) < n + 1. Jadi, dimensi partisi dari graf
Cy, > K, adalah pd(C,,, > K,,) = n + 1 untuk m > 3 dann > 3. O
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Gambar 4.13: (a) Graf Hasil Operasi P, >5 P,,, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
P6 D>s P5

4.1.7 Dimensi Partisi Graf Lintasan Comb Graf Lintasan

Graf hasil operasi comb antara graf lintasan P, dengan graf lintasan P,
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan F,, sebanyak n simpul di graf lintasan
P, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lintasan F,, pada setiap simpul
graf lintasan P,, maka dapat dikatakan bahwa graf P, >5 P,, merupakan graf yang
terdiri dari n kali graf lintasan P, yang memiliki himpunan simpul V' (P, >5 P,) =
{yi;l1 < j <m,1 < i < n}danhimpunan sisi E(P, b5 Py,) = {vi19i11.1]|1 <
i<n—1} UAdyi vl <i<n,1<j<m-—1}. Graf P, s P,, memiliki nm
buah simpul dan nm — 1 buah sisi. Graf P, >s5 P, ditunjukkan pada Gambar 4.13
(a).

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf P, >5 P, dengan m,n €
Z*. Jikan = 1, graf P, adalah graf trivial maka graf hasil operasi comb Py >5 P,
isomorfik dengan lintasan F,, dan jika m = 1, graf P, adalah graf trivial maka
graf hasil operasi comb P, >5 P; isomorfik dengan lintasan P, sedemikian sehingga
order lintasan P, dan lintasan F,, masing masing n > 2 dan m > 2. Dalam
menentukan dimensi partisi suatu graf P, >5 P,,, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >5 P,.
Dimensi partisi mensyaratkan semua himpunan simpul elemen II harus mempunyai

kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.9. Diberikan dua graf terhubung P, dan P,, dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan n > 2 dan m > 2 dengan simpul pelekatan dari graf
lintasan P,, berderajat satu, maka dimensi partisi graf hasil operasi comb P, >s P,,

adalah
2, jikan =2

pd(P, s P,,) =
(s Pr) {3, jikan >3
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Bukti: Misalkan graf P, >5 P,,, memiliki himpunan simpul V (P,>5 P,,) = {y; ;|1 <
j < m,1 < i < n} dan himpunan sisi E(P, >s P,,) = {yi1yit11]l < i <
n—1} U {yi;vijll <i<n,1<j <m— 1} Untuk menunjukkan dimensi
partisi graf P, >5 P, dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing nilai n
dibagi menjadi dua kasus yaitu kasus pertama untuk n = 2, sedangkan kasus kedua
untuk n > 3.

Kasus 1: Untukn = 2danm > 2

Untuk n = 2 dan m > 2, graf P, >y P, memiliki himpunan simpul V (P, >s
P,) = {yi1,v12} U {yi;|1 <1 <22 < j < m} dan himpunan sisi E(P, bs
Pn) =A{y11v12} U {vi vij+1]12 < j < m—1}, maka simpul-simpul y; ,,, dan ys ,,
berderajat satu dan simpul u € V(P25 P,) — {y1.m, Y2, } berderajat dua sehingga

graf P, >5 P, isomorfik dengan graf lintasan P,,.

Berdasarkan Teorema 2.3 (i) menyatakan bahwa dimensi partisi graf lintasan
pd(Py,,) = 2. Dikarenakan graf P, > P, isomorfik dengan graf P,,, maka dimensi
partisi dari graf P, >s P, adalah pd(P, >s P,,) = 2 untuk m > 2.

Kasus 2: Untuk n > 3danm > 2

Dimensi partisi graf P, >5 P,, dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m > 2 dan
n > 3, dikarenakan untuk m = 4 dan n = 3 membentuk suatu pola sehingga dapat
diperoleh bentuk umum dari graf P, >s P, untuk m > 2 dan n > 3, maka dapat
dibuktikan bahwa dimensi partisi graf P, >; P, adalah 3 dengan membentuk sebuah
teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd( P, >5 Pp,)
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda I1I pada graf P,>s P, dapat
dilihat pada Gambar 4.13 (b).

Misalkan II adalah suatu partisi pembeda dari V' (P, >s P,,) dengan II =
{S1, 52, S5} sedemikian sehingga: S; = {y1m}, S2 = {y1;]1 <j <m—1} U
{Ynj1 <g<m—-1} U{y;;2<i<n—-1,1<j<m}dan S5 = {y,m}, akan
ditunjukkan bahwa semua simpul di graf P, 5 P,, mempunyai representasi yang
berbeda terhadap II. Berikut ini akan dilakukan observasi pada graf P,>s P, dengan
simpul-simpul y; ; dengan 1 <4 < ndan 1 < j < m. Dari hasil observasi, didapat
representasi setiap simpul-simpul dari graf P, 5 P, untuk n > 3 dan m > 2,
sebagai berikut:
r(yia|ll) =(m+i—-2,00m+n—i—1);jikal <i<n
r(y1m|I) = (0,1,2m +n — 3)

"(Ynm/Il) = 2m +n — 3,1,0)
r(yi|II) =(m—74,0,m+n+j—3);jika2<j<m-—1
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"(Yn | II) = (m+n+j—3,0,m—j)jika2<j<m-—1
r(yi ;) =m+j+i—3,00m+n+j—i—2)jika2<i<n—-1,2<j<m

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, >s F,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi [T = {57, S5, S3} merupakan partisi pembeda dari
graf P, >5 P,,. Sehingga |I1| = 3.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa Il merupakan partisi pembeda
dengan kardinalitas II sama dengan 3. Namun, II belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan sebagai batas atas dimensi partisi
dari graf P, >5 P, sehingga dapat ditulis pd( P, >s P,,) < 3.

Batas bawah dari dimensi partisi graf P, >s5 P,, dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf GG isomorfik dengan
lintasan P,. Untuk n > 3 dan m > 3 graf hasil operasi comb P, >s P, tidak
isomorfik dengan lintasan F,, maka dapat dipastikan bahwa batas bawah dimensi
partisi dari graf P, >s P, yaitu pd(P, >s P,,) > 3. Dengan demikian, batas atas
dan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >5 P, adalah 3 < pd(P, >s P,,) < 3.
Jadi, dimensi partisi dari graf P, >s P, yaitu pd(P, >s P,,) = 3 untuk n > 3 dan
m > 2. O

Sekarang, akan membahas dimensi partisi pada graf P, >a P, dengan m,n €
Z* dan salah satu simpul v € P,, yang dilekatkan ke setiap simpul v € P, dan
simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Jika n = 2, graf P, merupakan
lintsan dan setiap simpul di P, tidak berderajat dua dan jika m = 2, graf
P, merupakan lintsan dan setiap simpul di P, tidak berderajat dua, sedemikian
sehingga order lintsan P, dan lintasan F,, masing-masing m > 3 dan n > 3.
Graf P, >p P,, ditunjukkan pada Gambar 4.14 (a). Dalam menentukan dimensi
partisi suatu graf P, >a P, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan
batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >ao F,,. Dimensi partisi

mensyaratkan partisi pembeda II harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.10. Misalkan P, adalah graf lintasan order n dan P,, adalah graf
lintasan order m dengan simpul pelekatan dari P,, yang berderajat dua. Untuk
m > 3 dan n > 3, dimensi partisi graf hasil operasi comb P, >a P,, adalah

Bukti: Misalkan graf P, >A P, memiliki himpunan simpul V (P, ba P,,) =
{yiel <i <1 <k <p2<p < [BJU{yyll <i<n2<1<
m —p+1,2 <p < [F]} dan himpunan sisi E(P, >a Prn) = {yi1%i111]1 < i <
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Gambar 4.14: (a) Graf Hasil Operasi P, >A P,,, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
P6 >A P7

n—1} U{yieyipr|l <i<n,1 <k <p—-12<p< [8]FU {yiayjiell <
i <n,2<1<m—p,2<p<[2]}U{yi1yi2|l <i<n}. Dimensi partisi graf
P, >a P, dengan mn buah simpul adalah 3 untuk m > 3 dan n > 3, dikarenakan
untuk m = 3 dan n = 3 membentuk suatu pola. Tanpa mengurangi keumuman,
dapat diperoleh bentuk umum dari graf P, oA FP,,, maka dapat dibuktikan bahwa
dimensi partisi graf P, >a P, adalah m dengan membentuk sebuah teorema dan
dibuktikan.

Batas bawah dari dimensi partisi graf P, >a FP,, dapat merujuk pada Teorema
2.3 (i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf GG isomorfik dengan
lintasan P,. Untuk n > 3 dan m > 3 graf hasil operasi comb P, >a P, tidak
isomorfik dengan lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa batas bawah dimensi
partisi dari graf P, >a Py, yaitu pd( P, >a P,,) > 3. Selanjutnya, untuk menentukan
batas atas dimensi partisi pd(P, >a P,,) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda II pada graf P, >A P, dapat dilihat pada Gambar 4.14 (b). Ambil
partisi pembeda IT = {5, Sz, S5} sedemikian sehingga S; = {y1 x|l <k <p,2 <
p<[B1U{yip2 <i<n2<k<p2<p <[] S ={wi2<i <
nfU{yl2<i<n2<li<m-p+1,2<p<[Z]}danS; = {y; 2 <1<
m —p+1,2 < p <[]} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf P, >a P,
mempunyai representasi yang berbeda terhadap II. Penulisan representasi setiap
simpul dapat dinyatakan dalam bentuk lebih umum yang bergantung pada nilai n
dan m. Dalam kasus ini, dapat dinyatakan dalam beberapa parameter yaitu nilai
k,l yang bergantung pada nilai p dan jua nilai p bergantung pada nilai n. Sebagai

ilustrasi, jika diambil nilai n = 6 maka nilai 2 < p < [g} = 3. Nilai k£ bergantung
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pada nilai p sedemikian sehingga jika p = 2 maka 2 < k < 2 atau k € {2}
dan untuk p = 3 maka 2 < k < 3 atau k € {2,3}. Nilai [ bergantung pada nilai p
sedemikian sehingga jikap = 2maka2 < [ < 6—2+41=5ataul € {2,3,4,5} dan
untuk p =3 maka2 <[ <6—3+1=4ataul € {2,3,4}. Dari hasil observasi,
didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf P, >A F,, untuk m > 3 dan
n > 3, sebagai berikut:
y1elIT) = (0,k, k);jikal <k <p,2 <p < [Z]
yir/ll) = 0,k —1i+k—1);jika2 <i<n, 2<k<p2<p<[7]

[

r(
(
(yig /) = (1,0, +1—=1);jika2 <i<n, 2<I<m—-p+1,2<p < [F]
(
(

r

<

r(yi1|I) = (1,0,4); jika2 <i<n
r(y|ll) = (1 —1,1,0);jikka2 <l <m—p+1,2<p < [F]

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf P, > F,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {57, .S, S5} merupakan partisi pembeda dari
graf P, >o P,,. Sehingga |II| = 3. Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa
IT merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II adalah 3. Namun, II belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas atas
dimensi partisi dari graf P, >x P, adalah pd(P, >a P,,) < 3. Dengan demikian,
diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi 3 < pd(P, >a P,,) < 3. Jadi
dimensi partisi dari graf P, > P,, adalah pd(P, >o P,,) = 3 untuk m > 3 dan
n > 3. O

4.1.8 Dimensi Partisi Graf Lengkap Comb Graf Lingkaran

Graf hasil operasi comb antara graf lengkap K, dengan graf lingkaran C,,
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran C,,, sebanyak n simpul di graf lengkap
K,, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lingkaran (), pada setiap
simpul graf lengkap K, maka dapat dikatakan bahwa graf K, > C,, merupakan
graf yang terdiri dari n kali graf lingkaran C,, yang memiliki himpunan simpul
V(K> C) = {yi |1 <j<m,1 <i<n}danhimpunan sisi E(K,, > C,,) =
Wirvirra1 <0 <n, 1 <k <n—i} U{yiyimll <0 <np U {yivijmll <
i <n,1 <j<m~—1}. Graf C, > C,, memiliki nm buah simpul dan %
buah sisi. Graf C,, > C,, ditunjukkan pada Gambar 4.15 (a).

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf K,,>C),, dengan m,n €
Z*. Jikam = 2, graf C adalah graf lunar atau graf tidak sederhana yang memiliki
sisi ganda dan jika n = 2, graf K, isomorfik dengan graf lintasan P, maka graf

hasil operasi comb K, > C,, isomorfik dengan P, > C,,, sedemikian sehingga order
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Gambar 4.15: (a) Graf Hasil Operasi K,, > C),, (b) Konstruksi Partisi Pembeda
K, 6> 06

graf lengkap K, dan lingkaran (), masing-masing m > 3 dan n > 3. Dalam
menentukan dimensi partisi suatu graf K,, > C,,, hal pertama yang harus dilakukan
adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf K,, > C,,.
Dimensi partisi mensyaratkan semua himpunan simpul elemen 11 harus mempunyai

kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.11. Diberikan dua graf terhubung K, dan C,, dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m > 3 dan n > 3, maka dimensi partisi graf hasil

operasi comb K,, > C,, adalah pd(K, > C,,) =n

Bukti: Misalkan graf &, >C),, memiliki himpunan simpul V' (K,,>C,,) = {y; ;|1 <
Jj < m, 1 <i<n}dan himpunan sisi E(K, > Cy,) = {yi1¥ire1|l <i<n,1<
kE<n—i} U{ynyimll <i<n} U {yiyinall <i<n 1 <5 <m-—1}
Dimensi partisi graf K, > C),, dengan mn buah simpul adalah n dengan m > 3
dan n > 3 dikarenakan untuk n = 3 dan m = 6 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf K,, > C), untuk
m > 3 dan n > 3, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf K,, > C,,
adalah n dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan.

Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pd(K, > C,,) dapat diperoleh
dengan mengkonstruksi partisi pembeda II pada graf K, > C),, dapat dilihat pada
Gambar 4.15 (b). Ambil partisi pembeda IT = {S;, 55,53, ...,S,} sedemikian
sehingga S1 = {y11, %12, ¥n;|3 < J < m}pdan S; = {y;1,¥i2,¥i—1,412 <@ <
n,3 < j < m}, akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf K, >C,, mempunyai

representasi yang berbeda terhadap II. Berikut ini akan dilakukan observasi pada
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graf K,, > (), dengan simpul-simpul y; ; dengan 1 < ¢ < ndan1l < j < m. Dari
hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari graf K, > C,,, untuk
m > 3 dan n > 3, sebagai berikut:
r(yia|l) =(1,...,1,0,1,...,1);jikal <i<n

—— ~——

i—1 n—i

r(yialT) = (2,..,2,0,1,2,....2);jikal <i<n—1
—— =

i—1 n—i—1

r(yn2lll) = (1,2,...,2,0)
P (YT = (G, o4, 5 —2,0,7,..7)sjikal <i<n—1,3<j<|m|+1
(Wi = (J, s 459 Jrer 53 j< %]

i—1 n—i—1

r(yi|l) =(m—7+2,...m—j+2,m—j+1,0,m—j+2,....,m— j+2);jika
m n:zr'—l

1<i<n—1[3]+2<ji<m
r(YngI0) = (0,4,... J, 7 —2)sjika3 < j < [F] +1

n—2

nt2

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf K,,>C),, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi 1T = {S,955,S53,...,5,} merupakan partisi
pembeda dari graf K, > C,,. Sehingga |II| = n. Berdasarkan uraian di atas,
diperoleh bahwa II merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan
n. Namun, II belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu,
dapat dikatakan batas atas dimensi partisi dari graf K, > C,, yang dapat ditulis
pd(K, > Cy) < n.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf K,, > C,,, akan ditun-
jukkan bahwa partisi pembeda dari graf K, > C,,, memiliki kardinalitas kurang dari
n. Misalkan suatu partisi pembeda dari K, > C,, dengan |II| = n — 1 maka akan
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk m > 3 dan
n > 3 terdiri dari nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan graf K, > C,,
dengan m > 3 dan n > 3, dapat dipilih IT = {S5,S5,,Sj,...,5,-1} dengan
St ={v11, Y12, Unjs Yn—113 <7 <mh Si = {vi1,¥i2,¥i-12 <i<n—-1,3<
J < m}dan S,_1 = {yn1,Ynso}, maka terdapat sedikitnya dua simpul dengan
representasi yang sama, yaitu r(y,, 1|11) = r(y,—11|II) = (&/,_1/, 0) dikarenakan

n—2

simpul y,, ; dan y,_; ; terdapat dalam kelas partisi yang sama dan memiliki jarak
d(Yn1,S:) dan d(yn—11,5;) dengan S; € II, 1 < ¢ < k. Berdasarkan Lemma
2.2, simpul y,, ; dan y,,_; ; harus berada pada kelas partisi berbeda. Jadi, II dengan
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Gambar 4.16: Graf Hasil Operasi C,, > C,,

|II| = n — 1 bukan merupakan partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan n — 1 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat
dikatakan sebagai batas bawah dimensi partisi dari graf K, > C,, dapat ditulis
pd(K, > C,,) > n. Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi
dari graf K,, > C,, adalah n < pd(K,, > C,,) < n. Jadi, dimensi partisi dari graf
K, > C,, yaitu pd(K,, > C,,) = n untuk m > 3 dann > 3. a

4.1.9 Dimensi Partisi Graf Lingkaran Comb Graf Lingkaran

Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran C), dengan graf lingkaran C,,
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran C,,, sebanyak n simpul di graf lingkaran
C),, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf lingkaran C,, pada setiap
simpul graf lingkaran C),, maka dapat dikatakan bahwa graf C,, > C,,, merupakan
graf yang terdiri dari n kali graf lingkaran C,, yang memiliki himpunan simpul
V(Cy>Cp) = {yij]1 <j <ml < i < n}dan himpunan sisi E(C, > C,,) =
{Yiryir11]l < i <n—=1} U {ynavia} U vyl <j<m—-11<i<
n} U {yimyii1|l < i <n}. Graf C,>C,, memiliki nm buah simpul dan n(m + 1)
buah sisi. Graf C), > ()}, ditunjukkan pada Gambar 4.16.

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf C',, > C,,, dengan m,n €
Z*. Jikam = 2, graf C, adalah graf lunar atau graf tidak sederhana yang memiliki

sisi ganda dan jika n = 2, graf (; adalah graf lunar atau graf tidak sederhana
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yang memiliki sisi ganda sedemikian sehingga order lingkaran C,, dan lingkaran
(), masing-masing m > 3 dan n > 3. Dalam menentukan dimensi partisi suatu
graf, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas
bawah dimensi partisi dari graf C,, > C,. Dimensi partisi mensyaratkan semua

himpunan simpul elemen IT harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.12. Diberikan dua graf terhubung C,, dan C,, dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m > 3 dan n > 3, maka dimensi partisi graf hasil

operasi comb C,, > C,, adalah

3, Jikan=3

d(C, > C,,) =
Pl ) {4, Jjikan > 4

Bukti: Misalkan graf C), > C,, memiliki himpunan simpul V' (C,, > C,,) = {y; ;|1 <
j <m1 < i <n} danhimpunan sisi £(C,, > Cy,) = {yi1¥it11]1 <i<n-—-1} U
{navin} U {wijvijll <j<m—1,1<14<n} U {ymyin|l < i < n}
Untuk menunjukkan dimensi partisi graf C,, > C,,, dengan mn buah simpul, maka
untuk masing-masing nilai n dibagi menjadi dua kasus yaitu kasus pertama untuk
n = 3, sedangkan kasus kedua untuk n > 4.
Kasus 1: Untuk n = 3danm > 3
Untuk n = 3 dan m > 3, graf C5 > C,, dan C'5 isomorfik K3, maka graf C3 > C,,
isomorfik dengan graf K3 > C),. Berdasarkan Teorema 4.11 menyatakan bahwa
dimensi partisi graf pd(K3 > C,,) = 3 untuk m > 3. Oleh karena itu, untuk n = 3
dan m > 3 graf C5 > C),, memiliki dimensi partisi yaitu pd(Cs > C,,) = 3. Jadi
terbukti bahwa dimensi partisi graf C'5 > ), adalah 3.
Kasus 2: Untuk n > 4 dan m > 3
Dimensi partisi graf C,, > C,,, dengan mn buah simpul adalah 4 untuk m > 3 dan
n > 4, dikarenakan untuk m = 3 dan n = 4 membentuk suatu pola. Tanpa
mengurangi keumuman, dapat diperoleh bentuk umum dari graf C, > C,, untuk
m > 3dann > 4, maka dapat dibuktikan bahwa dimensi partisi graf C,,>C,, adalah
4 dengan membentuk sebuah teorema dan dibuktikan. Untuk menentukan batas
atas dimensi partisi pd(C,, > C,,,) dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda II pada graf C,, > C,,, dapat dilihat pada Gambar 4.17 (a). Perhatikan dua
kasus berikut:

Untuk n genap dan m > 3. Ambil partisi pembeda I1 = {5,955, 53,54}
sedemikian sehingga S; = {y12,y22}, S2 = {vi2|l < @ < n, i genap},
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(a) (b)

Gambar 4.17: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Cjg > (g, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda C; 1> Cg

Sy ={yij|ll <i<n,3<j<m}UA{y1|l <i<n}dan Sy = {y;23 <
i <n, i gasal} akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,,>C;,, mempunyai
representasi yang berbeda terhadap II. Berikut ini akan dilakukan observasi pada
graf C,, > C,,,. Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul dari
graf C, > (), untuk n genap adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang bahwa
simpul-simpul di graf C), > C,,, dibedakan menjadi simpul dalam yang berada pada
lingkaran C;, dan simpul daun yang berada pada subgraf H; = (), perhatikan

beberapa kondisi berikut ini:

a. Pandang u,v € V(C, > C,,) merupakan simpul dalam di C, > C,, yang
termuat dalam kelas partisi yang sama Ss, jika simpul-simpul u, v memiliki
jarak yang sama terhadap kelas partisi S yaitu d(u, S;) = d(v,S;) maka
representasi simpul u, v terhadap II dibedakan oleh jarak simpul-simpul wu, v
ke kelas partisi Sy and S,. Berakibat, representasi r(u|II) # r(v|II) sehingga

simpul u, v terhadap IT memiliki representasi simpul yang berbeda.

b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun u,v di C, > C,,. Misalkan simpul
u,v € H; = (C, yang termuat dalam kelas partisi yang sama S3, jika
simpul-simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S; yaitu
d(u, S1) = d(v, S1) maka representasi simpul u, v terhadap II dibedakan oleh
jarak simpul-simpul u, v ke kelas partisi S, and S,. Berakibat, representasi
r(ulll) # r(v|II) sehingga simpul u,v terhadap II memiliki representasi

simpul yang berbeda.
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c. Untuk setiap simpul u, v di di simpul daun dan simpul u, v tidak berada pada
kelas partisi S3 maka representasi simpul u,v terhadap II dibedakan oleh
jarak simpul u, v ke kelas partisi S;. Berakibat, representasi 7 (u/|II) # r(v|II)

sehingga simpul u, v terhadap II memiliki representasi simpul yang berbeda.

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C),>C,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi I = {5}, S, S3, 54} merupakan partisi pembeda
dari graf tersebut. Sehingga |II| = 4. Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa
IT merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan 4. Namun, II
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas atas dimensi partisi dari graf C,, > C,,, yang dapat ditulis pd(C,, > C,) < 4.

Selanjutnya, untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C), > C,,,,
akan ditunjukkan bahwa partisi pembeda dari graf C;, > C,,, memiliki kardinalitas
kurang dari 4. Misalkan suatu partisi pembeda dari C,, > C,,, dengan |II| = 3
maka akan terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk
n genap dan m > 3 terdiri dari n + 1 buah cycle dan nm buah simpul, maka
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi
keumuman, ambil IT = {5, S2, S5} dengan S} = {y12, 922}, So = {:2|3 <i <
n, i genap} dan S3 = V(C,, > C,,) — (51 U S3) maka dapat kita pilih sebarang
Yi2, Yim € S3 untuk 3 < 7 < n dengan ¢ gasal dan simpul y; 2, ; ,, memiliki jarak
yang sama terhadap kelas partisi Sy, S; misalkan d(y;2,51) = d(Yim,S1) = 4,
d(yiz2,52) = d(Yim,S2) = 3 untuk 3 < ¢ < 7 + 1 dengan 7 gasal dan
d(Yi2,51) = dYim,S1) = n — i+ 3, d(yi2,52) = d(Yim,S2) = 3 untuk
5+2 <1
representasi yang sama, yaitu r(y; o|I1) = r(yim|1I) = (4,3,0) untuk 3 < ¢ < 5 +1
dengan ¢ gasal dan 7(y; 2|I) = 7(yim|II) = (n — i +3,3,0) untuk § +2 < i < n

< n dengan 7 gasal sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan

dengan ¢ gasal. Jadi kardinalitas partisi pembeda adalah |II| = 3 bukan merupakan
partisi pembeda.

Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama
dengan 3 bukan merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > C,,, yang dapat ditulis pd(C,, > C,,) > 4.
Dengan demikian, batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > C,,
adalah 4 < pd(C,, > C,,) < 4. Jadi, dimensi partisi dari graf C, > C,, adalah
pd(Cp>C,,) = 4untuk n > 4 dan m > 3.

Untuk n gasal dan m > 3, Ambil partisi pembeda II = {5,955, 53,54}
sedemikian sehingga S1 = {y12, 2.2}, S2 = {yi2|l < i < [5] +1, ¢ genap} U
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{iel[5] +2<i<n, igasal}, Sy ={y[1 <i<n, 3<j7<m} U {yia|l <
i <njpdan Sy = {y;o|l <i < [5]+1, i gasal} U{y;||5]+2 <i<n, i genap}
akan ditunjukkan bahwa semua simpul di graf C,, > C),, mempunyai representasi
yang berbeda terhadap II. Hasil observasi pada graf C), > C,, dapat dilihat pada
Gambar 4.17 (b). Dari hasil observasi, didapat representasi setiap simpul-simpul
dari graf C, > C,, untuk n gasal adalah berbeda. Untuk membuktikan, pandang
bahwa simpul-simpul di graf C), >C,, dibedakan menjadi simpul dalam yang berada
pada lingkaran C),, dan simpul daun yang berada pada subgraf H; = C,,, perhatikan

beberapa kondisi berikut ini:

a. Pandang u,v € V(C, > C,,) merupakan simpul dalam di C, > C,, yang
termuat dalam kelas partisi yang sama .Ss3, jika simpul-simpul u, v memiliki
jarak yang sama terhadap kelas partisi S yaitu d(u,S;) = d(v,S;) maka
representasi simpul u, v terhadap II dibedakan oleh jarak simpul-simpul u, v
ke kelas partisi Sy and S,. Berakibat, representasi r(u|II) # r(v|II) sehingga

simpul u, v terhadap IT memiliki representasi simpul yang berbeda.

b. Perhatikan setiap simpul-simpul daun u,v di C, > C,,. Misalkan simpul
u,v € H; = (, yang termuat dalam kelas partisi yang sama S3, jika
simpul-simpul u, v memiliki jarak yang sama terhadap kelas partisi S; yaitu
d(u, S1) = d(v, S1) maka representasi simpul u, v terhadap IT dibedakan oleh
jarak simpul-simpul u, v ke kelas partisi Sy and S,. Berakibat, representasi
r(ulll) # r(v|II) sehingga simpul u,v terhadap II memiliki representasi

simpul yang berbeda.

c. Untuk setiap simpul u, v di di simpul daun dan simpul u, v tidak berada pada
kelas partisi S3 maka representasi simpul u,v terhadap II dibedakan oleh
jarak simpul u, v ke kelas partisi S;. Berakibat, representasi 7 (u/|1I) # r(v|II)

sehingga simpul u, v terhadap 1I memiliki representasi simpul yang berbeda.

Terlihat dari hasil observasi di atas, semua simpul dari graf C,, >C’,,, mempunyai
representasi yang berbeda. Jadi II = {5}, S5, S3, 54} merupakan partisi pembeda
dari graf C,, > C,,. Sehingga |II| = 4. Berdasarkan uraian di atas, diperoleh bahwa
IT merupakan partisi pembeda dengan kardinalitas II sama dengan 4. Namun, II
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Oleh sebab itu, dapat dikatakan
batas atas dimensi partisi dari graf C,, > C,,, yang dapat ditulis pd(C,, > C,,,) < 4.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi dari graf C,, > C,,,, akan ditun-

jukkan bahwa partisi pembeda dari graf C,, > C,,, memiliki kardinalitas kurang dari
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4. Misalkan suatu partisi pembeda dari C,, > C,, dengan |II|] = 3 maka akan
terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang sama. Untuk n gasal dan
m > 3 terdiri dari n + 1 cycle dan nm buah simpul, maka terdapat sedikitnya
dua simpul dengan representasi yang sama. Tanpa mengurangi keumuman, ambil
IT = {51, 52, S3} dengan S1 = {y1,2, 2.2}, S2 = {wi2|1l <@ < [§]+1, i genap} U
{vigll3] +2 < i < n, igasal} dan S5 = V(Cy, > P,) — (S1 U S3) maka dapat
kita pilih sebarang v; 2, ¥;,m € Ss untuk 3 < ¢ < n dan simpul y; o, ¥; ,, memiliki
jarak yang sama terhadap kelas partisi Sy, Sy misalkan d(y; 2, S1) = d(Yim, S1) = 1,
d(yi2,52) = d(Yim, S2) = 3untuk 3 <7 < | 7] 41 dengan i gasal dan d(y; 2, S1) =
d(Yim,S1) = n — 1+ 3, d(yiz2,52) = d(Yim,S2) = 3untuk [5| +2 < i < n
dengan ¢ genap sehingga terdapat sedikitnya dua simpul dengan representasi yang
sama, yaitu 7(y; 2|II) = 7(y;m|II) = (¢,3,0) untuk 3 < ¢ < [ 5] + 1 dengan 7 gasal
dan r(y; 2|1I) = r(yim|l) = (n — i+ 3,3,0) untuk |5] + 2 < ¢ < n dengan i
genap. Jadi kardinalitas partisi pembeda adalah |II| = 3 bukan merupakan partisi
pembeda.

Oleh karena itu, diperoleh bahwa II dengan kardinalitas II sama dengan 3 bukan
merupakan suatu partisi pembeda. Oleh sebab itu, dapat dikatakan batas bawah
dimensi partisi dari graf C,, > C,, adalah pd(C,,>C,,) > 4. Dengan demikian, batas
atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf C,,>C,, adalah 4 < pd(C,,>C,,) < 4.
Jadi, dimensi partisi dari graf C,, > C,,, adalah pd(C,, > C,,) = 4 untuk n > 4 dan
m > 3. O

4.2 Dimensi Partisi Bintang Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung

Subbab ini menjelaskan dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb.
Dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb tidak dapat digeneralisasi untuk
sebarang dua graf. Hal ini dikarenakan dimensi partisi bintang pada masing-masing
graf hasil operasi comb pasti berbeda, yaitu tergantung pada graf yang dioperasikan
dan simpul yang dilekatkan.

Dalam penjelasan berikut ini ditunjukkan dimensi partisi bintang pada operasi
comb antara dua graf terhubung diantaranya graf lingkaran C),, graf lintasan P,
dan graf lengkap K,,. Beberapa hasil operasi comb dari tiga graf terhubung tersebut
sebagai berikut graf hasil operasi comb antara graf lingkaran C,,, dan graf lintasan
P,, graf lintasan P, dan graf lingkaran C,,,, graf lengkap K,, dan graf lintasan P,,
graf lintasan P, dan graf lengkap [, graf lengkap K, dan graf lengkap K,,, graf
lingkaran C),, dan graf lengkap K, graf lengkap K, dan graf lingkaran C,,, graf
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lintasan P, dan graf lintasan P,, dan graf lingkaran ), dan graf lingkaran C,,.

4.2.1 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf Lintasan

Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran C,, dengan graf lintasan P,
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan P, sebanyak m simpul di graf lingkaran
C,, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf P, pada setiap simpul graf
Cpn, maka dapat dikatakan bahwa graf C,, >5 P, merupakan graf yang terdiri
dari m kali Lintasan P,. Sehingga graf C,, >s P, memiliki himpunan simpul
V(Cns Py) = {y;il1 <j <m, 1 <i<n} danhimpunan sisi E(C,, >s P,) =
{yjnyjrall <7 <m =1} U{yi1ymat U gyl £j <m, 1 <i<n-—1}
Graf C,, >s P, memiliki nm buah simpul dan mn buabh sisi. Graf C,, >s5 P, ditun-
jukkan pada Gambar 4.1 (a).

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf C,, >5 P, dengan
m,n € Z*. Untuk m = 2, graf Cy adalah graf yang memiliki sisi ganda sehingga
graf C'y bukan graf sederhana dan untuk n = 1, graf P, merupakan graf trivial
sehingga graf hasil comb C,, >s P, isomorfik dengan lingkaran C),, sedemikian
sehingga order lingkaran C,, dan lintasan F,, masing-masing m > 3 dan n > 2.
Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf C,,, >s5 P, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
Cm >s P,,. Dimensi partisi bintang mensyaratkan IIg harus mempunyai kardinalitas

yang minimum.

Teorema 4.13. Diberikan dua graf terhubung C,, dan P, dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m > 3 dan n > 2 dan simpul pelekatan dari P, yang
berderajat satu, maka dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb C,, >5 P,
adalah

mlz], Jikan = 0(mod3), n = 2(mod3)

spd(C,, >5 Py) =
pd(C, >s Pr) {m[%J-i-(%L Jikan = 1(mod3)

Bukti: Misalkan graf C,,,>s P, memiliki himpunan simpul V' (C,,,>5 P,) = {y;.|1

IAIA

j < m,1 < i < n} dan himpunan sisi £(C,, >5 P,) = {y;1yj+11]1 < J
m—1} U{y11Ym1} U {y;iy;i41]1 < j <m,1 <i <n—1}. Untuk menunjukkan
dimensi partisi bintang graf C,,, >5 P,, dengan mn buah simpul, maka untuk masing-
masing nilai n dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama jika n = 0(mod 3), kasus
kedua jika n = 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga jika n = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk n = 0(mod 3)
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(a) b}

Gambar 4.18: (a) Konstruksi partisi pembeda bintang pada graf Cg s Ps, (b)
Konstruksi partisi pembeda bintang pada graf Cg >s Py

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi

pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S5, S5, ..., Si(2) } dengan:

%
n . .
Spg-vrh = gall Sk < 3.3k~ +1<i<3k1<j<m}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S&z(;_1);) menginduksi sebuah graf
bintang K, ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(C,, b5 P,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf C,, >s P, untuk n = 0(mod 3), adalah

Reprentasi simpul di graf C,, >; P, untuk m gasal sebagai berikut:
r(y;i|Ils) = (aj,l,ul,...,uk,l,O,tl,...,tL%J_k,bm,j); us = i — 3s,
t, =3r—(1—-1),1< s <k-11<r < |5]—-k1<E < [2],
3(k—1)+1<i< 3k, m gasal.

a=(z22,w, ..., Win |1, zf%ﬂ, Wiy ey Win |1, Zi%JH’Ul’ ey ULy ey 2,
U1, Un)o1); 28 = s+i—2dengan 2 < s < [2] +1danl < i <,

22 =22 —s+i+1dengan 2| +2<s<mdanl<i<mn,uv=-z+3l
dengan1 <1< |2] —1,w; =22 +3ldengan1 <1< [%] - 1.

|3 @l

2

— (] 1 2 2
b= (ZQ,Ul, ...,UL%J,l, vy ZL%JJA,’Ul, ...,UL%J,l, ZL%JJrz,wl, ...,wL%J,l, e Bms

w1,---,ngJ_1); Zze = s+i1—2dengan 2 < s < [Z] +1danl < i < n,

S —

22=2|%]—s+i+1ldengan |2]+2<s<mdanl<i<n, v =z +3l
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dengan1 <1< 2] —1,w; =22+ 3ldengan1 <1< [2] — 1.

Reprentasi simpul di graf C,, >5 F, untuk m genap sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj_1,u1, ..., w1, 0,11, ...,tL%J,k,bm_j); u, = 1 — 3s,
t, =3r—(—-1,1<s <k-1,1<r < |5]-k1< k< [2],
3(k—1)4+1 <1 < 3k, m genap.
a = (zfn,wl,...,wL%J_l,...,zf%HQ,wl,...,wL%J_l,L%j + i -
1,2, ...,xL%J,l,zE%J,vl, e UL 1, ey 2001, ...,’UL%J,l); 2= s+ i — 2
dengan2 < s < [2]dan1 <i<n,z? =2[2] —s+idengan |[Z|+2<s<m
dinl <i<nu =z +3ldenganl <[ < |2 -1, w = 22—|—3ldengan
1<I<[3]—Lay=|3]+3h+i—1dengan1 <h < |3 —
b = (z%,vl,...,vtgj,l,..., )5 VL, ey U 2| L% J N -
17551»-"’xL%Jszf%Hmwl’"'7“%%%17- 2y WLy s Wy ); ZE = S i — 2
dengan 2 < s < 7] dan 1 <i<mn,z? =2[%| —s+idengan |F] +2<s<m
dan1 < ¢ < n, vy = 2! +3ldengan 1 < | < 5] — L w = 22 + 31 dengan
1<i<[3]-La,= %] +3h+i—1dengan1 <h < [%] -1
Jadi llg = {51, 52, 53, ..., Spy(n) } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
m(%) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIg adalah [II5| = m(%). Akan
tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf Cy,, >5 P, yaitu spd(C,, >5 P,) < m(3).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
[IIs| = m(%) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ITg merupakan simpul-simpul dari V(C,, >s P,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIs = {51, S5, 53, ..., Sy(n)—1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sy,(z)-1 = {Ymal3 —1 <k < 3,3(F—1)+1 <
i < 3}. Sehingga diperoleh bahwa H s dengan kardinalitas |[IIs| = m(%) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf C., >5 P, yaitu spd(C,, >5 P,) > m(%).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang

m(3) < spd(Cy, >s Py) < m(%), maka dimensi partisi bintang spd(C,, >s P,) =

m(%) untuk n = O(mod 3).
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Kasus 2: Untuk n = 1(mod 3)

Simpul-simpul di graf C,, >s P, dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf P, dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lingkaran C,,. Untuk n = 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n = 1(mod 3) dan m = 0(mod 3), kedua
untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3), sedangkan untuk n = 1(mod 3) dan
m = 2(mod 3).

1. Untuk n = 1(mod 3) dan m = O(mod 3) Batas atas dimensi partisi
bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda
bintang graf C, >s P, dapat dilihat pada Gambar 4.18 (b). Misalkan
g = {51, S2, S3, ..., SmanJr%} dengan:

Suctonyr = {Wall Sk <2553k 1) +2<i<3k+1,1<j <m}
Sty ={ynll <1< 2,301 -1)+1<j <30}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S nol(io1)tk dan S, no1 mengin-
duksi sebuah graf bintang K . Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v € V(C,,>5 P,) berbeda terhadap I1s. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, >5 P, untuk n = 1(mod 3)
dan m = 0(mod 3), sebagai berikut:

Reprentasi simpul di graf C,, >s P, untuk m gasal sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj_l,ul,...,uk_l,O,tl,...,tL%J,k,cm_j,d); Us = 1 — 35 — 1,
t, =3r—(1—-2),1<s<k-11<r<[3]-k1<k< (2],
3(k—1)4+2<i<3k+1,1<j<mdengan m gasal.

a= (22, w, .., Win |1, ZT%H_Q, Wiy ey W |1, zﬁ%ﬁl,vl, e ULy ey 23,

nj )52y =s+i—1ldanv =z +3ldengan 2 < s <[] + 1

dan1 <[ < 2] —1;22 =2[2] —s+i+2dan w, = zZ + 3] dengan

3
3] +2<s<m1<I<[3]-L2<i<n

V1, .., Y|

c= (22,01, ey VLB ey zﬁ%ﬁl,vl, S UE Y zf%J+2,w1, e WR |y ey 22

Wy, ., W) 1); 2y = s+ —ldanvy, = 2z + 3l dengan 2 < s < [ 3] + 1,
— 1, zz = | —s+1+ an w; = z: + engan

1; 22 = 2= +24d 2 4 3] deng
3] +2<s<m 1<I< |3 -L2<i<n
(44 3 3. 141 1 42 2

tp = (=1 + 1 +3p—1) —j) +3f dengan 1 < f < [}

t5 = (i—=1)+(j—=3(p—1)—1)+3[% | -3f—2dengan | T |+1 < f < 1

o= (= 1)+ (—3(p—1)—1)+3f —2dengan 1 < [ < [2];
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D+ (14+3(p—1)—j)+3|%] —3fdengan |F|+1 < f <[]~
p<|2L3p-1)+1<j<3p2<i<n.

t;%:(

Reprentasi simpul di graf (), >5 P, untuk m gasal dengan i = 1 sebagai
berikut:

r(y;1|s) = (a;-1,1, t1, ---,tLgJ—me—j,d); t,=14+3r, 1 <r<[%] -1,
1 < j < m dengan m gasal.

a=(22_ l,tl,...,tng,.. zL JH,t, tL - 1,zL J,tl,...,ti%J Lreeer 21
t, .., tiJ D) 2= l—i—ldanti = 2z} +3r dengan 1 < [ <
1 <r<|[2]-1;27 = m—I4+1dant? = z}+3r dengan | Z]+1 <[ <m
1<r<|[3]-1L

c= (2, t], ..., th 1o Zm o b e bl 1,;;[%“1,@,” Ba) 1y 2By
t%,... tf%J )i 74 = 1l+1dant! = z/ +3rdengan 1 < [ < [Z],
r<|3]-1 zl = m—I+1dant? = z}4+3rdengan 2] +1 <1 < m—1,
r<l35]-
@ = (t‘ﬁ w1y s B g1 By s 8, 0,8 o bl By B )5
th = (1 +3(p -1 — j) 4+ 3f dengan 1 < f < |[%];
t3=0—-3p—-1)—1)+3[%] —3f —2dengan 2| +1< f<|%] - 1;
th = (j—3p—-1) —1) +3f —2dengan 1 < f < [B];
t;lf:(1+3(p—1)—])+3L ] —3fdengan 2] +1< f < |2] -1,

1<p<[%]3(p-1+1<j<3p

Reprentasi simpul di graf C), >5 P, untuk m genap sebagai berikut:
r(y5illls) = (aj—1,u1, ooy g1, 0,81, oty 2 g, Gy d); us = 4 — 3s — 1,
ty=3r—(-2,1<s<k-L1<r< |5 -k1<Ek<[]
3(k—1)4+2<i<3k+1,1<j<mdengan m genap.

_ (.2 2 1 1
a=(z2,w, ey WLy vy 2l gy Wy oy W |15 Zm g5 VL ooy V2] 15 o005 22

V1, .U n)o1); Zs = s+i—1dany, = 2! + 3l dengan 2 < s < 2] +1

dn1 <[ < 2] —1;22 =2[2] —s+i+1danw, = 22 + 3] dengan
B +2<s<m, 1 <1< [3]-12<i<n.

C:(Z2lﬂvlﬂ"'7vL%J—17 X E J.t,_l)vh" UL”J 1, f J+27w17"'7 [5]-15 - 727271’
Wy, W )3 2 Slzs+z—1danvl—z + 3l dengan 2 < s < | 2] +

1 <1< |2 -1 22 =212 —-s+i+1danw = zs—|—3ldengan
B +2<s<m, 1 <I<[3]-1L2<i<n.
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_ (44 4 3 3 1 1
d — <tL%J_1’ 7tL%J+1’tL%J’tL%J_1’ ...7t1,/L — 17t1, ’tL%J—:l’tL%J’
tf%m,...,tf%]_l); th = (i—1)4+ (14 3(p —1) — j) + 3f dengan
1< f< |2 =12 = (i—1)+(j—3(p—1)— 1) +3[ %] —3f — 2 dengan
Bl +1<f<[B]-Lti=(—-1)+({—3(p—1)—1)+3f —2dengan
1< f<[B]-Ltp=(0G—-1)+1+3(p—1)—j)+3[%] - 3f dengan
5]+ 1< f<|%]—Ltmy =3]%]+i—3dengan j =3(p—1)+1
danj = 3p; t|m| =3[ %] +i—2denganj =3(p—1)+2;1 <p < [%],
3p-1)+1<j<3p2<i<n

Reprentasi simpul di graf C,, >5 P, untuk m genap dengan i = 1 sebagai
berikut:

r(y;illls) = (aj—1, 1,1, ...,tL%J,l,cm_j,d); t,=14+3r,1<r<[3] -1,
1 < 7 < m dengan m genap.

a=(22_ l,t%,...,tf%J_l,. . L Hl,t%,..., L 1> L J,t},. . L I Ly ey 21
thot L%J—l); z = 1l+1dant, = 2z 4+ 3rdengan 1 < | < |2],

1 <r<[2]-12f = m—I4+1dant? = z}+3r dengan | 2] +1 < | < m—1,
1<r<|3]-L

c:(z%,t},...,ﬂ%]_l,..., im J,t%,...,ttgj_l,zf%ﬁl,tf,. . L I L or 2201
t%,...,tf%J_l); z = 1l+1dant, = 2z 4+ 3rdengan 1 < | < |2],
1 <r<[2]-12f = m—I4+1dant? = z}+3r dengan [ 2] +1 < | < m—1,
1<r<|3]-1L
_ (44 4 3 30 41 2

tf%J_l); ty = (1+3(p—1)—j)+3f denganl S f S 2] -1
£~ (j—3(p— 1) 1) + 3] 3] — 2dengan || +1< f < 2] 1
th = (j—-3p—-1) —1) +3f —2dengan 1 < f < [%] — 15

t3=(1+3(p—1)—j)+3[% | —3f dengan [ J+1<f§[%_j—l;tL%J:

3['¢] —2dengan j = 3(p — 1) + 1 dan j = 3p; t|m) = 3[ %] — 1 dengan
j=3p-D+21<p<|%].3(p-1)+1<5<3p

Jadi TIg = {5, 52, S3, ..., Smn?fl_’_%} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari m"T_l + % kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari Ilg adalah
TIg| = m™3* + 2. Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Con s By, yaitu spd(C,, b5 Py,) < m”T’l + 7.
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Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >s5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi
harus sebuah graf bintang /| » sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg
mempunyai kardinalitas |TIg| = m®z% + 2 — 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K . Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi [Is merupakan simpul-
simpul dari V(C,, >s P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan 15 =
{S1, Sa, S3, ..., Spnot +%_1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu S, n1,m ; = {yinls =1 < 1 < 2,301 —
1) +1 < j < 3l}. Sehingga diperoleh bahwa IIg dengan kardinalitas
[IIg| = m”* + % — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf C,, >s P,
yaitu spd(C,, b5 P,) > m + 2.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m”T_l + 2 < spd(Cp, >s P,) < m"T_l + %', maka dimensi partisi
bintang spd(C,,>s P,) = m™5t+2 untuk n = 1(mod 3) danm = 0(mod 3).

. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
IIg = {51, 53, S5, ..., SmnT—1+mT—1+1} dengan:

Suctonee = Wall Sk <3k —1)+2<i<3k+1,1<j <m}
Spntp =yl U< 2 3(1-1) +1 < j < 31}

Sm"T*l+mT*1+1 = {Ym1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sn%l (j—1)+k dan SmnT—l ; mengin-

duksi sebuah graf bintang K, dan SmnT—l |, m-1,; merupakan kelas partisi

4
singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf bintang.
Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(C,,, >5 P,,) berbeda
terhadap I1g. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul
dari graf C,,, >5 P,, untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3), sebagai berikut:
Reprentasi simpul di graf C,, >s P, untuk m gasal sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj_l,ul,...,uk_l,O,tl,...,tL%J,k,cm_j,d); us =1 —3s — 1,
t, =3r—(1—-2),1<s<k-1,1<r < [3]-k1Zk< (3],
3(k—1)4+2<i<3k+1,1<j <mdengan m gasal.

(.2 2 1 1
a = (z7,,w, s W1y ey 2]y Wy ooy WU 15 2 g5 VL ey U2 |1, o 2,
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ULy Un)1); 2y = s+ i — ldany = z; + 3l dengan 2 < s <[] +1
dan1 <1< [2] —1;22 =2[2] —s+i+2danw, = 22 + 3] dengan
5] +2<s<m, 1<I<|3]-152<i<n,

C—(Z%,Ul,...,UL%J Ly ﬁ m 415 UL, e U|2 |1, f m | 4o Wy ooy W21, .. ,zfn
Wi, .o, Wn|—1); 2 1:s—l—z—ldanvl—z + 3l dengan 2 < s < | 2] +

1 <1< |2 -1 22 =212 —-s+i+2danw = zS—|—3ldengan
5] +2<s<m, 1<I< |3 -152<i<n,
_ 4 4 » 13 3

d — (tL%J717."7tL%J+1’tL%J ’tL%Jfl".‘7t1’Z -
(1—|—3(p—1)—j)—|—3fdengan1§f<L%J—lﬁz
(i—1D)+(G—-3(p—-1)-1)+3[%5]-3f—1dengan [F|+1 < f < |F]—
th=0G—-1)4+ @G =3p—1)—1)+3f —2dengan 1 < f < [B] - 1;
ty = (i—=1)+(1+3(p—1)—j)+3[ 5] —3f+1dengan [ F|+1 < f < 5]~

tm)p=(i—1)+jdengan1 < j < [R5 t|m) = (i —1)+m— dengan
3] +1<j<m—1;tm =3|%]+i—2denganj =3(p—1)+1dan
j=3p—-1)+2tm =3[F]+i—3denganj =3p;t|m " =3[F]+i—-2
dengan j = 3(p — 1) + 2dan j = 3p; {|=)” = 3|%] + i — 3 dengan
J=3p-1)+L1<p< [2].3(p—-1)+1<j<3p,2<i<n,

d = (i,ti...,t‘? m|_ 1,? J,...,t(f%_l,i — 1); 3 = i+ 3f dengan
1< f<%]-1 t6 (i—1)+3%]—3f—2dengan | ] < f < %] -1
2<1<n.

Reprentasi simpul di graf (), >5 P, untuk m gasal dengan ¢ = 1 sebagai
berikut:

r(y;illls) = (a;-1, 1,1, ...,tL%J,l,cm_j,d); t,=1+3r,1<r<[3] -1
1 < 7 < m dengan m gasal.

a=(22_ l,t%,...,tf%J_l,...,zf%Hl,t%,...,tL n|_p L J,t},. ,ti n|_ Ly 21,
t, ..t L%J*l); zl = 1l+1dant, = 2z 4+ 3rdengan1 < | < |2],

1 <r<[2]-1; 2 = m—I4+1dant? = z}+3r dengan [ 2] +1 < | < m—1,
1<r<|3]—-L

l\z

(141 1 1 2 2 2 2
C = (Zl7t17 ...7tL%J_17. . I_ J,tl’...,tl_ J_l,ZL%J+1,t17...,tL%J_l, . m—1>
t%,...,tf%kl); z = 1l+1dant, = 2z 4+ 3rdengan1 < | < |2],
1 <r<[2]-1;2 = m—I4+1dant? = z}+3r dengan [ 2] +1 < | < m—1,

1<r<|3]—-1L

_ (4 4 » 13 3 1 1 2
d — (tL%J_l, ...,tL%J+17tL%J ,tL%J_l, ...7t1707 t17 ”.7t|_%J_17tI-%J7tI_%J+17 ceey
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tf%J_ptL%D; th = (1+3(p—-1)—j)+3fdengan 1 < f < |F] - 1
t3=0—-3p—-1)—1)+3[%] —3f —1ldengan || +1< f<|%] - 1;
th = (j—3p—1) —1) +3f —2dengan 1 < f < [%] - 1L
t§:(1+3(p—1)—j)+3L%J—3f+1denganL%J—|—1§f§L%J—l;
tL%J:jdenganlgjgL%J;tL%J:m—jdenganL%j—l—lgjgm—l,

tm; = 3] —1dengan j = 3(p— 1)+ 1danj = 3(p — 1) +2
tym; =3|%] —2dengan j = 3p; ¢ m|” =3¢ | —1denganj =3(p—1)+2
dan j = 3p; {|m)” = 3[F] —2dengan j =3(p—-1)+1;1 < p <[],
3p—1)+1<35<3p.

d = (1,t§’,...,tf%J_l,tf%J,...,tf%J_l,O); ty = 1 + 3f dengan
L<f< %] -1t3=3]%] —3f—2dengan [§] < f < [%] 1.

Reprentasi simpul di graf C), >5 P, untuk m genap sebagai berikut:
r(yillls) = (@j—1, w1, ooy 1,0, b1, o b2 gy Oy d); us = i — 3s — 1,
ty =3r—(i—-2),1 <s<k-11<r<[2]-k1<k<|5],
3(k—1)+2<i<3k+1,1<j<mdengan m genap.

a= (22w, ey Wy ey zf%Hz,wl, ...,wL%J,l,zE%JH,vl, e VLB 1y ey 2,
U1, Um)1); 23 = s+ i — ldany = 2z + 3l dengan 2 < s <[] +1
dan1 <1 < |2]—1;22 =2[2] —s+i+1danw, = 22 + 3] dengan
[5]+2<s<m, 1 << |5 -152<i<n,

c= (23,01, Sy ...,Zi%J+1,U1, ""UL%J*17Zf%J+27w1’ e W |, e 22
Wy, win | 1); 2y = s+i—1danv =z} +3ldengan 2 < s < [ + 1,

1 <1< [2]—-1;22 =22 —s+i+1danw, = 22+ 3] dengan
5] +2<s<m, 1 << |5 -152<i<n,
d

— 4 4 3 3 5 1 1 2 2 .

= (@ —-1)+1+3p—-1) —j) +3f dengan 1 < f < %]
(i -1+ G —-3p—-1 —1) + 3%] —3f — 1 dengan
(241 < f< (B —Lf = (i—1)+(—3(p—1)—1)+3f -2
dengan 1 < f < [2]:t3 = (- 1)+ (1+3(p—1)—j)+3[%] -3f+1
dengan | ¢ | +1< f<[%] - 1i{m)=(i—1)+jdenganl < j < [Z];
tjm) = (i—1)+m—jdengan |3 |+2 <j<m—1t|m) = (i—1)+m—j—1
denganj = 3]+ L 1<p<[F].3(p—-1)+1<j<3p2<i<n

d= (z’,t?,...,tf%J,tf%J,...,t‘f%H,z'—l);tic =i+3fdenganl < f < |2
th=(i—1)+3[%] —3f—2dengan ] +1< f< 3] -1;2<i<n.
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Reprentasi simpul di graf C,, >5 P, untuk m genap dengan ¢ = 1 sebagai
berikut:

r(y;a1|s) = (a;-1,1,t1, ...,tng_l,cm_j,d); t,=1+3r,1<r< (2] -1,
1 < 7 < m dengan m genap.

a=(22_,,t, ...,tf%J_l, ...,zf%JH,t%, ...,tf%J_l,zﬁ%J,t}, ...,ti%J_l, ey 21
t},...,tigj_l); z = 1l+1dant. = z/ +3rdengan1 < | < [Z],
1<r<|%2]-1:2 = m—Il+1dant? = 27 +3rdengan [ ]+1 < | < m—1,
1<r<|3]-1L

_ (1 41 1 1 1 1 2 2 2 2

t%,...,tf%J_l); z = 1l+1dant. = z/ +3rdengan1 < | < [Z],
1<r<|%2]-1:2 = m—Il+1dant? = z7+3rdengan [ ]+1 < [ < m—1,
1<r<|3]-1L

d = (t‘f%_l,...,tf%m,ti’[%,...,ti”,o,t%,...,ti%J,tf%Hl,...,tf%J_l);
tp = (1 +3 -1 —j)+ 3f dngan 1 < f < [B];
t;=0—-3p—1)—-1)+3[%5] —3f—1ldengan [T +1< f<[%] -1
th = (J—=3p—1) —1) +3f —2dengan 1 < f < [%] - 1
tp=1+3(p-1)—7)+3[%] —3f+1dengan [T +1< f<[}] -1
tm)=jdengan1 < j < [Z]itm) =m—jdengan |F]+2<j<m—1;
tmj=m—j—1ldenganj=[3]+1;1<p<[%],3(p—1)+1<j<3p
d = (1,#;’,...,t‘f%ytf%y...,t?%Jfl,O); t3 =1+4+3fdengan 1 < f < [%];

t$=3|%] —3f —2dengan [T | +1< f< %] -1

Jadi TIg = {51, S, S5, ..., SmanlerTle} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari m”zt + =1 + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari IIg adalah |[IIg| = m®3' 4+ 21 + 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf C,, b5 P, yaitu spd(C,, >s Py,) < m”T_l + mT_l + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >s5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K, ,; 1 < n < 2 sehingga dapat ditunjukkan
bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas [IIs| = m”3* + 21, maka pasti
terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang

Kin; 1 < n < 2. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu
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kelas partisi IIg merupakan simpul-simpul dari V' (C,,,). Tanpa mengurangi
keumuman, misalkan ITg = {57, Ss, S, ..., SmnT-l pmo } maka terdapat kelas
partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu Smanl pmo1 = {y;1]l =
mA3(1-1)+1<j<3l}uU {ym 1}. Sehingga diperoleh bahwa 15 dengan
kardlnahtas IIls| = m— + ™=1 bukan merupakan partisi pembeda bintang.
Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf C,,, >5 P,
yaitu spd(C, s P,) > mP5 + 2t + 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m 2+ + 2L +1 < spd(C 5 P,) < m25t 4 221 + 1, maka dimensi
partisi bintang spd(C’m >s Pp) =mit + 22l 41 untuk n = 1(mod 3) dan
m = 1(mod 3).

. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 2(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
g = {51, Sa, S3, ..., SmanlerszH} dengan:

Suctjo Dk = Ul Sk <2 3(k—1) +2<i<3k+1,1 <5 <m}
Spnzt w={yal<1<22301-1)+1<;5<3l}

Sm%#"'T‘?H = {Ym-1,1, ym,1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S (1) ko Smanl 4, mengin-
duksi sebuah graf bintang K o dan Smanl pme2 g merupakan kelas partisi
yang menginduksi graf bintang K ;. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v € V(C,, >s P,) berbeda terhadap Ilg. Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, >s P, untuk
n = 1(mod 3) dan m = 2(mod 3), sebagai berikut:

Reprentasi simpul di graf C,, 5 P, untuk m gasal sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj,l,ul,...,uk,l,O,tl,...,tLgJ_k,cm,j,d); Uus = 1 — 3s — 1,
ty =3r—(i—2),1 <s<k-11<r<[2]-k1<Fk<|5],
3(k—1)+2<i<3k+1,1<j<mdengan m gasal.

a=(z22,w, ..., Win|—1; .. Zf%jﬂ’ Wi, ooy W |1, zﬂ%JH,vl, e V2], ey 22,
UL, Un)1); 23 = s+ i —ldany = z; + 3l dengan 2 < s <[] +1
danlgl 2] —1; 22 = 2|2] —s+i+2dan w; = zZ + 3 dengan
1B +2<s<m,1<1< (% |-1L2<i<n.

c= (23,01, SN E TR ZL J1s ULy ey VL2 | 1,zf m |49 Wy ey WR |1, s ,zfn,
Wy, win | ); 2y = s+i—1danvy = z) +3ldengan 2 < s < [ +

1 § | < L%j—l; 22 = 2[2] — s+ i+ 2 dan w, :zs—i-?)ldengan
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B3] +2<s<m, 1 <1< [3]-12<i<n.
— » 43 3 5
d = (tf%J_l,...,t‘f%JH,tL%JH i, 1 -
1t ...,ti%J,tL%Hl,tf%m, ...,tf%J_l,tL%J); th=(i—-1)+1+3(p—-1)—
j)+3fdenganl < f < [Bit}=(i—1)+(—3(p—1)—1)+3[%]-3f
dengan [2] +2 < f < (2] — 134 = (i— 1)+ (j —3(p—1)— 1) +3f 2
dengan 1 < f < |%]5t3=(i—1)+(1+3(p—1)—j) +3[%] —3f+2
dengan |¢ | +2< f<[%] - 1i¢m)=(i—1)+jdenganl < j < [F];
tm) = (i—1)+m—jdengan |5 |+2<j<m—1im = (i—1)+m—j—1
dengan j = |§] + 1; ¢m) = 3G +7— 1dengan j = 3(p — 1)+ 1L;
tm) =3[ +idenganj =3(p—1)+2danj=3p;t|m” =3['¢|+i—1

dengan j = 3p; t|m)” = 3[%] + i dengan j = 3(p — 1) + 1 dan
J=3p-D)+21<p<|F.3p-1)+1<ji<3p,2<i<n.

(1—1)+ (1 +3[%] —j)+2dengann — 1 < j < n; t} = 2" + 3f
dengan 1< f < 2]~ Lt = (i — 1)+ (= (2] — 1) +3[2] — 3f — 2
dengan |¥] +1 < f<[%|-Ltm =3[F]+i2<i<n

Reprentasi simpul di graf (), >5 P, untuk m gasal dengan ¢ = 1 sebagai
berikut:

r(yinllls) = (aj—1, L, t, ooy tyny 1, ey d)s te = 1431, 1 <r < [5] — 1,
1 < 7 < m dengan m gasal.

2

_ 2 2 2 2 2 14 1

t%,...,tigj_l); z = 1l+1dant. = z/ +3rdengan1 < | < [Z],
1 <r<|[%]-12f = m—I+1dant} = z}+3r dengan | 2] +1 < | < m—1,
1<r<|3]-1L

g 1 14 1 2 2 2 2
t%,...,tf%J_l); z = 1l+1dant. = z/ +3rdengan1 < | < [Z],
1 <r<|[%]-12f = m—I+1dant} = z}+3r dengan | 2] +1 < [ < m—1,
1<r<|3]-1L

_ (4 4 » 43 30 41 1 2
otz ty = (L+3(p—1) —j) +3f dengan 1 < f < |];
+3[2) — 3/ dengan 2] +2 < f < 2] — 1

th=0G-3p-1-1)

th = (j—3p—-1) —1) +3f —2dengan 1 < f < [%];
ty=0+3(p—-1) —j)+3|%] —3f+2dengan [F| +2< f < |%] - 1;
tm) = j dengan 1 =< j < L5 tim) = m — j dengan
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L%J +2 Sjgm—l;tL%J =m —j— 1dengan j = I_%J—Fl;tL%J :3|_%J
dengan j = 3(p — 1) + 1; t|m) = 3[%] + 1 dengan j = 3(p — 1) +2
dan j = 3p; t|m” = 3|%] dengan j = 3p; {|m|” = 3[¢| + 1 dengan
j=3(p—1)+1danj = 3(p—1)+21<p< L%J,3(p—1>+1§j§3p.
dengann—l < j<mty =2t +3fdengan1 < f < L%J —1;

= (-5 -1 +3%] —3f—2dengan [F] +1 < f < [F] -1
tL%J—3L7J

Reprentasi simpul di graf C,, >5 P, untuk m genap sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj_l,ul,...,uk_l,O,tl,...,tL%J_k,cm_j,d); us = i — 3s — 1,
t, =3r—(i—2),1 <s<k-1,1<r<[2]-k1<Fk< |3,
3(k—1)+2<i<3k+1,1<j<mdengan m genap.

a= (22, w, e W1, '”’Zf%H?’wl’ ...,wL%J_l,zE%Hl,vl, e U1y ey 22,
U1,V n)1); 25 = s+ i — ldanwy = z; + 3l dengan 2 < s < |T] + 1
dan1<l 2] — 122 = 2|%] —s+i+ 1dan w, = 27 + 3l dengan
3] +2<s<m, 1<Z<L |—-L2<i<n.

¢ = (23,01, 0y U B ] 1, ey L |10 U5 s anJ 1, f m | g Wy oees W21, oo ,zfn,
Wy, o win|); 24 = s4+i—1danwy = z} +3ldengan 2 < s < [ +

—1; 22 = 2|2] —s+i+1dan w :zs+3ldengan

= (tf%J_l, t‘f JH,tf J,...,ti’,z’ — 1,t},...,ti%J,tf%Hl,...,tf%J_l);
)+ (1 +3(p—1) —j)+3f dengan 1 < f < [F]
t3=(i—=1)+(—3(p—1)—1)+3[ %] —3f dengan || +1 < f < [F]—1;
]

1

~
—~
Il
—~
.
|
[u—

th = (@ -1+ —-3p—1)—1)+3f —2dengan 1 < f < |%
tt = (i—1)+(1+3(p—1)—j)+3[%|-3f+2dengan | 2| +1 < f < |2 |-
tL%J:(z—l)—i—jdenganlgjgL%J—l;tL%J:(z’—l)%—m—j—l
dengan | 7] <j<m—-1L1<p<[%].3p—-1)+1<5<3p,2<i<n.
d:(zl,t?,...,tf%J_l,,t(ﬁ%J,...,tf my oy i=1); 2t = (i=1)+(1+3] 5 =) +2
dengan n —1 < j < n; t} = 2! +3fdengan 1 < f < [B] — 15
= (i— 1)+ (i~ ) — 1)+ 31) — 3 2 dengan [72] < £ < ] — L
2<1<n.

Reprentasi simpul di graf C, >s P, untuk m genap dengan ¢ = 1 sebagai
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berikut:

r(y;1|s) = (a;-1,1, t1, ...,ttgj_l,cm,j,d); t,=14+3r, 1 <r<|[3] -1,
1 < 7 < m dengan m genap.

a:(zfn_l,t%,...,tf%kl,. . L JH,t%,..., L -1 L | t, ..., L =15 , 21,
t},...,tt%J_l); 2z = l+1dant! = z + 3r dengan 1 < [ 1 Z],
1 <r<|2]-1; 27 =m—I+1dant? = 27+3r dengan | 2] +1 < —1,
1<r<|[3]-1L

<
<m

c:(z%,t%,...,tigkl,. ., L J,t},...,ti n s f JH,t%,... [2j_1r 2
t%,...,tf%J_l); z = l+1dant, = 2z +3rdengan1 < | < |2
1 <r<[2]-1;2 =m—I+1dant? = z}4+3r dengan 2| +1 < | <
1<r<|[3]-1L

_ (44 4 3 3.0 41 1 =
(14+3(p—1)—j)+3f dengan 1 < f < | % |53 = (j—3(p— 1) )+3L3J—3f
dengan 2] +1 < [ < %] L3 = (j—3(p— 1) — 1) + 8] — 2
dengan 1 < f < [2];t5 = (1+3(p — 1) — j) + 3[ %] — 3f + 2 dengan
|G+ < f<[B]-Ltm) =jdenganl < j < [ |1t |m) =m—j—1
dengan B | <j<m—-1L1<p<[Z],3(p—-1)+1<j<3p.
d = (Z 7t?7"'7 L%J_l” L%Ju-"vt\_%J—ho)’ Zl = (1 + 3L%J - J) + 2
dengan n —1 < j < m; t} = 2' +3f dengan 1 < f < [2] — 13
= (j— 2] —1)+3]2) 3 — 2dengan [2] < f < | 2] -

Jadi IIg = {51, 55,55, ..., 5, ,n-1, m— 2+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari m— + m— + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ITg adalah |IIg| = m— + m=2 1 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. J ad1 dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf C., 5 P, yaitu spd(Cy, b5 P,) < m2zt 4+ 222 + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika [I¢ mempunyai
kardinalitas |IIg| = m”T_l + mT_Q, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas
partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul
dalam salah satu kelas partisi I[Ig merupakan simpul-simpul dari V(C,,).

Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g = {S;, S5, S5, ..., SmnT—1+mT—2}
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maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu
Smuzamz = {yjll = 2230 -1)+1 < j <31}U{ym11,ym1}
Sehingga diperoleh bahwa HS dengan kardinalitas |[TIg| = "Tl + = T
bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas
bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf C,, >5 P, yaitu spd(C,, >s B,) >
mizt 4 B2 4],

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m”z* + 22 +1 < spd(C, b5 P,) < m”zt 4722 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(C,, b5 P,) = m®5t + 22 + 1 untuk n = 1(mod 3) dan
m = 2(mod 3).

Kasus 3: Untuk n = 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf C, >5 P, dapat dilihat pada Gambar 4.18 (a). Misalkan
IIg = {51, 59, S3, ..., S, o2 ..} dengan:
Sn2 k—{y”|1<k<” Bk—1)+3<i<3k+2,1<j5<m}
S, o2y —{yﬂ|1<]<m 1<i<2}
Dengan d111hat bahwa simpul-simpul pada SnT—Q (j—1)+% dan Sy, 2. ; menginduksi
sebuah graf bintang K ,,; 1 < n < 2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v € V(C,, >s5 P,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf C,,, >5 P, untuk n = 2(mod 3), sebagai
berikut:
Reprentasi simpul di graf C,, >; P, untuk m gasal sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj_l,ul,...,uk_l,O,tl,...,tL%J,k,bm_j,c); U, = 1 — 3s — 2,
tr =3r—(i—-3),1<s<k—-11<r <2 -k1<k< |2,
3(k—1)4+3 <i<3k+2,m gasal.
a=(22,w, ..., Win |1, Zf%H?’ Wi,y .oy W1, ZE%J_H, ULy oy V21, ony 23,
U1,y U 1) z]l = j+idengan 2 < j < |[B] +1dan3 < i < n,
2]2 =2|%] —j+i+3dengan [F] +2<j<mdanl <i<n,uy :2}4—3[
dengan1 <1< [2]—1, w :z?—|—3ldengan1 <I< |3 -1
b= (zi,01, e VB e Zﬂ%Hl?vl’ e VB, zf%HQ,wl, e W1y ey 22,
Wy, W) )3 zjl = j+idengan 2 < j < |B] +1dan3 < i < n,
2]2 =2|%] —j+i+3dengan [F] +2<j<mdanl<i<n,uy :2}4—3[
dengan 1 <1< |%| —1,w =2 +3ldengan1 <1< [%] — 1.

C — (tgn, ...7t%%J+2,tf%J+l7 ...7t§,i_27t§7 ...,tf%J+1’tf%J+27 ...7t72,n); t? = j+/l/ _2
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dengan2 < j <[]+ 1danl <i<n,t; = (i—1)+ (2% —j+ 2) dengan
5] +2<j<m.

Reprentasi simpul di graf C,,, >5 P, untuk m gasal dengan ¢ = 1 sebagai berikut:

r(y;illls) = (a,2,t1, ...,tL%J,l,z%,vl, U2, ...,zE%JH,Ul, ""UL%J*hZf%H»Q’

WLy ooy WB 1y ey 2y W1, ooy W |1, 0)5 6 = 2430, L < < 5] =1, 2] = +1

dengan 2 < j < [2]+ 1,22 = 2] — j+ 3 dengan [2] +2 < j < m,

vy =z +3ldengan 1 <1 < |2] —1,w; = 27 +3ldengan 1 <1 < [2] —1.m

gasal.

a= (22w, W1, "'7Zf%j+27w17 "'7wL%J_17ZE%J+17/017 s V21, oy 23,

U1,z 1); 2) =+ 1dengan 2 < j <[]+ 1,27 = 2|%] — j + 3 dengan
2l1+2<j<m,u =z +3ldengan 1 <1 < [2] — 1, w; = 27 + 3l dengan

3
1 2 2 1 _

= (t}n?~-->tL%j+2atL%J+17--~7t%>07t%7~-~>tL%j+1atL%J+27--wt:n); th = j—1

[

~ -~

i~ m_j
dengan2 < j < |2|+1,t; =2|%] —j+ 1dengan [ F] +2 < j < m.

Reprentasi simpul di graf C,,, >5 P,, untuk m gasal dengan ¢ = 2 sebagai berikut:

T(yj,2|HS> - (CL, 17t17 '”7t|_%J—17 Z%, CARIREES U\_%J—la ey ZE%J+17U17 EEEE) UI_%J—I? Zf%JJ,_Qv
vy Zims J_l,b);trzl—i—Sr,lgrSL%J—l,zlzj—i—Q

dengan 2 < j < |§| + 1, 27 = 2[F] —j+4dengan [T| +2 < j < m,

vl:z}—i—Bldenganlglg L%J—sz:zf+3ldengan1§l§ 2] —1.m

2
w1, ...,wL%J_l,. Zmy W1y -, W

B

gasal.

a= (22w, e W[n )1, ""Zf%H?’wl’ ...,wL%J_l,zﬁ%Hl,vl, U1, vy 20,

U1, n 1); 2) = j +2dengan 2 < j < || 41, 27 = 2| %] — j + 4 dengan
[ Z2]4+2<j<muy = z}+3ldengan1 SIS [B]-Lw = z32-+3ldengan
1<i< |5 -1

b = (t}n,...,t@m,tfgm,...,tf,o,tf,...,tf%ﬂ,ti%m,...,t}ﬂ); t3 = j dengan

-~ -~

i1 m

J
2<j<|%)+1.t;=2]%] —j+2dengan 7| +2 < j <m.

Reprentasi simpul di graf C,, >5 P, untuk m genap sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj_l,ul,...,uk_l,o,tl,...,tL%J,k,bm_]—,c); Ug = 1 — 38 — 2,
t, =3r—(i—-3),1<s<k-11<r < [5] k1< k< [2],
3(k—1)43 <1< 3k+ 2, m genap.
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a = (ZTZn’wl’"'?wlgjfl’"'7Zf%J+2’w1’""wL%J*b L%J + 1 +
1,3:1,...,ngJ_l,zﬁ%J,vl,... Uin| 1y 29,0150, U n)1); 2 = j + 4 dengan
2<j<|3]dan3 <i<n,zf=2%]—j+i+2dengan [F]|+2 <5< m
dan3 < i < n oy = zj +3ldengan 1 <1 < |§] -1, wy = zf-—l—i%ldengan
1<I<[3]-La,= %] +3h+i+1ldenganl <h < [Z] -1

b (z217vlu"'7,0\_%]—17"'7ZE%J71)17"'7U|_§j—17 L%J + i +
1’x17"”ILgJ—l’Zf%J—&-le’"'7 [2]—15-- ,zfn,wl,...,wL%J_l); Zjl =j+idengan
2<j<|3]dan3 <i<n,zf=2%]—j+i+2dengan [F]|+2<5<m
dan3 < i <n,uy = zj +3ldengan 1 < < [2] — 1, w; = z]2-—|—3ldengan
1<Ii< |53 —Lay,=[%]+3h+i+1ldenganl <h < %] —

c = (tfn,...,tf%J+2, 5] + i = 1,#’[ m ) Lt — 2,15, L J,L%J + i —
l,tf%Hz,...,tfn); t;’ = j+i—2 dengan2 < j < |[B]dan3 <0 <o,
th=(—1)+(2|%] —j+3)dengan [F] +2 < j <m.

Reprentasi simpul di graf C),, >s P, untuk m genap dengan ¢ = 1 sebagai berikut:
r(y;qlls) = (a,2,t1,...,tLgJ_l,zé,vl,...,UL%J_l,...,zﬂ%J,vl,...,vL%J_l,L%J +
i+ 120, mn o, zf%HQ,wl, ey WR 22wy, e Wn )1, b)s t =2+ 3r,
1<r<|[§] -1z =j+1dengan2 < j < |2], 27 = 2|%] — j 4 3 dengan
2] +2<j<m,u =z +3ldengan1 <1< [2] -1, w = z; + 3l dengan
1 <1< [%] —1, m genap.

a = (22, wl,...,wL%J_l,...,zf%HQ,wl,...,ngJ_l, 5] + i+

Ly, @n g, L%Javly---,ULngl,---72’%,@17-~-,U@71); zj = j + 1 dengan

2<j< |2+ 2|%] —j+3dengan |Z] +2 < j <m,u =z + 3l

dengan 1 <[ < ng —1,wl:z]2-+3ldengan1 <I< |3 -1

b= (t, ...,ti%m, L%j,tf%“ L 13,0,13, ...,tf%J, L%J,tl%m, by )it =j—1
~ © 0 7 .

dengan2 < j < |2, t; = 2| %] — j+ Ldengan || +2 < j < m.

Reprentasi simpul di graf C),, >s P, untuk m genap dengan ¢ = 2 sebagai berikut:
r(y2|lls) = <a7Ltl’---;tLgJ—l;Z%’UI;-~-7UL§J—17~--,ZE%J7U17--~7UL§J—1>L%J +
i+ 1,2, '-'7xL%J—1=Zf%j+27wh ey WR g, o 22w, e Wn 1, b)s t =1+ 3r,
1<r<|[§] -1,z =j+2dengan2 < j < |2], 27 = 2| %] — j + 4 dengan
2] +2<j<m,u =z +3ldenganl <[ < [2] -1, w = 2 + 3l dengan
1 <1< [%3] —1,m genap.

_ 2 2 m .
a = (zm,wl,...,wL%J_l,...,ZL%HQ,wl,...,wtgj_l,L;J + i +
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1,1’1,...,xL%J,1,ZE%J,Ul,...,UL%J,M...,Z%,Ul,...,UL%J,l); zjl = J + 2 dengan
2<j<|%]+1, 2 =2|%] —j+4dengan |F| +2 < j < m,vu =z +3l
dengan1 <1< |%] —1,wl:z]2-+3ldengan1 <I< 3] -1

! 1 2 2 2 2 m.oq 1y, 42 _ -
b = (tm, tl. 423 L 2J’tL%J"“’thO’tl’“"t\_%J7 L?J’tl_%J-i—Q?""tm)’ t] =]

N J/
~ ~

J=1 —J
dengan2 < j < |2 |, t; = 2| %] — j+2denganLJ +2<j<m

Jadi TIg = {51, 5,,Ss, ...,SmnTﬂ+m} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari m”52 + m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg adalah |IIg| =
m(™). Akan tetapi, ITs belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi
dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf C,, >5 P, yaitu
spd(Cry 5 Py) < m(™54).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas
TIg| = m(™) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ITg merupakan simpul-simpul dari V(C,, >s P,,). Tanpa mengurangi keumuman,

misalkan ITIg = {S;,5,,Ss, ..., S

m

(ntl)— |} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu S, w1y = {yjalm —1 < 53 <m,1 < i < 2}.
Sehingga diperoleh bahwa Ilg dengan kardinalitas [ITg| = m(™) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf C,, >s P, yaitu spd(C,, >s P,) > m(”“)

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(®2) < spd(CppsP,) < m(2Eh), maka dimensi partisi bintang spd(Ci,>5 P,) =
m(™) untuk n = 2(mod 3). Sebagai contoh dapat dilihat pada Gambar 4.18 (b).

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(C,,,>s P,,) =
m(%) untuk n = 0(mod 3) dan spd(C,, >5 P,) = m(%*) untuk n = 2(mod 3)
sehingga pada kedua nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(C,, >s
P,) = m[%]. Sedangkan spd(C,, >s P,) = m"—’1 + % untuk n = 1(mod 3) dan
m = 0(mod 3), spd(C,, b5 P,) = m25+ + 2 —|— 1 untuk n = 1(mod 3) dan
m = 1(mod 3) dan spd(C,, b5 P,) = m”5* —|— 2 + 1 untuk n = 1(mod 3) dan

m = 2(mod 3) dapat ditulis spd(C,, >5 P,) = ngj + 151 0
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(a) (b)

Gambar 4.19: (a) Graf Hasil Operasi Comb C,, >o P,, (b) Konstruksi Partisi
pembeda bintang pada graf Cs >a Py

Sekarang, kita akan membahas dimensi partisi bintang pada graf C,, o P,
dengan m,n € Z* dan salah satu simpul v € P, yang dilekatkan ke setiap simpul
u € C), dan simpul v berderajat dua. Untuk m = 2, graf (5 adalah graf lunar atau
graf tidak sederhana yang memiliki sisi ganda dan untuk n = 3, partisi pembeda
bintang [T membentuk pola khusus sedemikian sehingga order lingkaran C),, dan
lintasan P,, masing-masing m > 3 dan n > 4. Graf C,, >o P, ditunjukkan pada
Gambar 4.19 (a). Dalam menentukan dimensi partisi bintang suatu graf C,,, >A P,
hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah
dimensi partisi bintang dari graf C,,, > P,. Dimensi partisi bintang mensyaratkan

partisi pembeda bintang IIg harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Untuk n = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(C,, >a
Ps) > m(%) = m. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V(Cp>a P3) yakni r(y;1|1Ls) = r(y;3/ILs) untuk 1 < j < m berakibat simpul y; ;
dan y; 3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi

partisi bintang:

spA(Co b o) 2 (5 1)+ (5 1) o (5 +1) =m(G +1) = 2m
mz;ah

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(C,,>a P3) > m(5+1) = 2m.
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan ITg = {51, 52, S5, ..., Sam} dengan S; = {y;1,y;2/1 < j < m} dan
Sm+; = {y;3/1 < j < m} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S; mengin-
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duksi sebuah graf bintang K;; dan S,,.; merupakan kelas partisi yang memuat
simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
koordinat setiap simpul v € V/(C,, >o P3) berbeda terhadap IIg. Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf C,,, >A Ps berbeda.
Jadi IIg = {51, 59, S5, ..., Sain } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
2m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah |IIg| = 2m. Akan tetapi,
IIs belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf C,, >o P3 yaitu spd(C,, >a P3) < 2m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang

2m < spd(C,, >a P3) < 2m, maka dimensi partisi bintang spd(C,, >a P3) = 2m.

Teorema 4.14. Misalkan C,, adalah graf lingkaran order m dan P, adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari P, yang berderajat dua. Untuk
m > 3 dan n > 4, dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb C,, >p P,
adalah

m[%], Jikan = 0(mod 3), n = 2(mod 3)
dann = 1(mod 3), 1 <i <n,
spd(Cy,>a Py) = i # 1(mod 3)
m|z |+ %], Jjikan=1(mod 3),1<i<n,
\ i = 1(mod 3)

Bukti: Misalkan graf C,, >o P, memiliki himpunan simpul V(C,, >a B,) =
{y;i|l1 < j <m,1 < i <n}danhimpunan sisi E(C,, >a P,) = {y;yj+1.]1 <
J<m—=1i=1t2<t<n—1} U{y1¥ms i =12 <t <n—1} U{y;yji+1|l <
j <m,1 <4 <n—1}.Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf C,, >x P,
dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing nilai n dibagi menjadi tiga
kasus. Kasus pertama untuk n = 0(mod 3), kasus kedua untuk n = 1(mod 3),
sedangkan kasus ketiga untuk n = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk n = 0(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf C,, >o P, dapat dilihat pada Gambar 4.19 (b). Misalkan

g = {51, 52,53, ..., Sm(z) } dengan:

n
3

n
3
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Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S%(j,l)Jrk menginduksi sebuah graf
bintang K ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(C,,>a P,)

berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-

simpul dari graf C,, >o P, untuk n = O(mod 3) adalah berbeda. Jadi Il =
{51, 52, S3, ..., Sp(n) } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari m(%) kelas
partisi. Sehingga kardinalitas dari IIg adalah |IIs| = m(%). Akan tetapi, [I5 belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf Cy,, A P, yaitu spd(Cy, >a P,) < m(3).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika II¢ mempunyai kardinalitas |IIs| = m(%3) — 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi I[Ig merupakan
simpul-simpul dari V (C,,, >o P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan IIg =
{51,582, 53, ..., Sim(z)-1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu S;,(n)—1 = {WUmils —1 <k <%,3(k—1)+1 <i<3k}. Sehingga
diperoleh bahwa ITs dengan kardinalitas [I1s| = m(%) — 1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari
graf C,, >a P, yaitu spd(Cp, ba P,) > m(%).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(3) < spd(Cp>a Py) < m(%), maka dimensi partisi bintang spd(Cy, >a P,) =
m(%) untuk n = O(mod 3).

Kasus 2: Untuk n = 1(mod 3) dimana 1 < i < n, ¢ # 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S5, Ss, ..., Sm(nT—l)+m} dengan:
Suctonpe = Wpall Sk <53k -1)+1<i<3k1<j<mi=¢t2<
t<n-—1}

Sanlmﬂ. = {yjn]l < j < myi = t,2 < t < n — 1} Dengan dilihat
bahwa simpul-simpul pada Sg(j—1)+k menginduksi sebuah graf bintang /; » dan
S Nl merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah graf trivial dapat
disebut juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v € V(C,,>a P,) berbeda terhadap I1g. Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf C,,, > P, untuk n = 1(mod 3) adalah berbeda. Jadi

I = {S1,52, 55, e Spy noty +m} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
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m(%5%)+m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari Il adalah [[Is| = m("5%)+m.
Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-
tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf C,, >x P, yaitu spd(C,, >a P,,) <
Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ITs mempunyai kardinalitas [IIs| = m(%?) — 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi [Ig merupakan
simpul-simpul dari V(C,, >o P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g =
{51,52, 53, ..., Sm(nTH )71} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu S,,ns2)y = {Ymilk = 23k — 1) +1 < i < 3k} U {Ymn}-
Sehingga diperoleh bahwa ITg dengan kardinalitas [IIs| = m(%?) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf Cy,, ba P, yaitu spd(Ci, b Py) > m(™£2).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(®2) < spd(Cp, >a P,) < m(“£2), maka dimensi partisi bintang spd(Cy, >a
P,) = m(™2) untuk n = 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i # 1(mod 3).

Kasus 3: Untuk » = 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i = 1(mod 3)

Simpul-simpul di graf C,, >ao P, dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf P, dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lingkaran C,,. Untuk n = 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n = 1(mod 3) dan m = 0(mod 3), kedua
untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3), sedangkan untuk » = 1(mod 3) dan

m = 2(mod 3).

1. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 0(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
g = {51, 52, S3, ..., SmnT—l_i_%} dengan:

SiG—+k = Wil l <E<SL1I<I< 2] -1,3k—-1)+1<i<3k 1<
j < m}

Stz -nG-D+k = Wil <k <[5 -L1<TI<[5] - 1,3[+3(k—1)+
2<i<3l+3k+1,1<j<m}

Smizjrr ={yp 1 < f<F.3(f-D)+1<j<3fii=t=31+1,1<1<
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[3] =13

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Syj—1)4k, Smi+(|2]-1)(—1)+k
dan Sy, =z |y menginduksi sebuah graf bintang K;,. Maka dapat ditun-
jukkan representasi setiap simpul v € V(C,, >a P,) berbeda terhadap
[Tg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari
graf C,, >a P, untuk n = 1(mod 3) dan m = 0O(mod 3). Jadi IIg =
{51,52, 83, 0y Sy noty +%} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari

m(%5%) + 2 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg adalah [IIg| =

n—1
3

Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P,
yaitu spd(Cy, ba P,) < m(%54) + 2.

m("5=)-+%. Akan tetapi, [T belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K > sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg
mempunyai kardinalitas |IIg| = m(”T_l) + % — 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K . Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi [I¢ merupakan simpul-
simpul dari V(C,, >a P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g =
{51,52, 53, ..., Sm(anl)Jr%fl} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu Sm(nT—l)_,'_%_l ={y 3 -1 f<33(f-1)+1 <
jg<3fii=1t=3+1,1<1 <[] —1}. Sehingga diperoleh bahwa
ITs dengan kardinalitas [IIs| = m("5*) + % — 1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang

dari graf C,,, >a P, yaitu spd(Cy, ba P,) > m(%5%) + 2.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(%5%) + % < spd(Cp, >a P) < m(%5%) + %, maka dimensi
partisi bintang spd(Cy, >a P,) = m(“3%) + 2 untuk n = 1(mod 3) dan
m = 0(mod 3).

. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
IIg = {51, 52, S3, ..., Sm(n%leTle} dengan:

Si—+k =Wl l KE<SL1I<I<[2]-1,3k—-1)+1<i<3k 1<
j<mj
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Sl (| 2]-D(-1)+k = {yl <k < |5]-0L1<1<[3]-1,3[4+3(k—1)+
2<i<3l+3k+1,1<j<m}

Smizajr =yl < fF<PA3(f-1)+1<j<3fi=t=31+1,1<
l<|3] -1}

Smth_,’_mT—l_,'_l ={Ymuli=t=3l+1,1 <1< [3] -1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj(;_1)1x, Sm“r(L% |-1)(j—1)+% dan
S| 2]+ menginduksi sebuah graf bintang K » dan SmL% J+m=14 merupakan
kelas partisi singleton yang memuat sebuah graf trivial dapat disebut juga graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (C,,,>a P,,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf C,,, >A P, untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3).
Jadi IIg = {51, 55,53, ..., Sm(anl)+mTfl+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari 25+ + % 4 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari
ITg adalah [IIg| = m(%7) + % + 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf C,,, >4 P, yaitu spd(Cy,ba P,) < m(25%) + 25+ + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K ,,, 1 < n < 2, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
ITg mempunyai kardinalitas [TTg| = m(25+)+"5-+, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K ,,, 1 <n < 2.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg merupakan
simpul-simpul dari V' (C,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan [Ig =
duksi graf bintang yaitu Sm(an)erT—l ={yiulf =213(f-1)+1<j <
3fi=t=3l+1,1 <1< 5] -1}U{ymuli =t =31+1,1 <1 < [3]—1}.
Sehingga diperoleh bahwa ITg dengan kardinalitas [IIs| = m("5%) + 2+

{S1, Ss, 55, ..., S, (221 +mT—1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-

bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas
bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P, yaitu spd(C,, >a P,) >
m(25h) + 2 + 1

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(%5%) + %+ + 1 < spd(Cpy ba Py) < m(%5H) + 24 + 1,

maka dimensi partisi bintang spd(Cy, >a P,) = m(%5*) + 2 + 1 untuk
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n = 1(mod 3) dan m = 0(mod 3).

. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 2(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
IIg = {51, 52, S3, ..., Sm(n%leszH} dengan:

Si—+k =l <ELSL1I<I<[2] -1,3k—-1)+1<i <3k 1<
j<m)

Smi+(2)-nG-1+k = Yl <k < [3] =11 <1< [5]-1,31+3(k—1)+
2<i<3l+3k+1,1<j<m}

Sminjr =yl S fF<P23(f-1D)+1<j<3fi=t=3l+1,1<
<13 -1}

Sz 4m=241 = Wm-16:Ymali =t =31+ 1,1 <1< [2] =1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj(;_1)1, 5ml+(Lg |=1)(j—1)+k dan
S| 2|+ menginduksi sebuah graf bintang K7 » dan SmL% Jem=24 mengin-
duksi sebuah graf bintang K ;. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v € V(C,,>a P,) berbeda terhadap IT5. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf C,,,>A P, untuk n = 1(mod 3) dan
m = 1(mod 3). Jadi IIg = {Sl,SQ,Sg,...,Sm(nT—I)+mT—2+1} adalah partisi
pembeda bintang yang terdiri dari m(%) + msz + 1 kelas partisi. Sehingga
kardinalitas dari ITg adalah [IIs| = m(“3%) + ™2 + 1. Akan tetapi, IIg
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf C,, > P, yaitu spd(C,, >a P,) <
m(%) + 22+ 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K ,,, 1 < n < 2, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
ITs mempunyai kardinalitas |ITs| = m(%5+)+"52, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K ,,1 <n < 2.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg merupakan
simpul-simpul dari V' (C,, >a P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan
g = {51, 52,53, ..., Sm(anlesz} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sm(anHmsz = {yjulf =22, 3(f-1)+1 <
g <3fii=1t=3+11<1< 53] =1} U{¥Un16:Yneli =1t =
3l+1,1 <1 <[] —1}. Sehingga diperoleh bahwa ILg dengan kardinalitas
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TIs| = m("5*) + 2 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat
ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf C,, >o P, yaitu

spd(Cryoa P) > m(51) + 252 + 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(%5%) + %2 + 1 < spd(Cp ba Py) < m(%5H) + 22 + 1,
maka dimensi partisi bintang spd(Cy, >a P,) = m(%5*) + ™2 + 1 untuk
n = 1(mod 3) dan m = 0(mod 3).

Kasus 4: Untuk n = 2(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S5, Ss, ..., Sm(nT—2)+m} dengan:
Suz;_ ik = Wl <k <223k —1)+1<i <3k, 1<j<m}
Sz —{yjz|1<j<mn—1<1<n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S ne2(j 1)1k dan Sp,|z+; menginduksi
sebuah graf bintang K ,, 1 < n < 2. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v € V(C,, >a P,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, >A P, untuk n = 2(mod 3). Jadi
IIg = {51, Sa, S5, s Sy n_2) +m ) adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
m(252) + m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah |IIs| = m("5* +
1). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf C,,, >A P, yaitu spd(C,, >a

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
TIs| = m(™+) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIs merupakan simpul-simpul dari V(C,, >a P,). Tanpa mengurangi keumuman,

misalkan IIg = {57, Ss, 53, ..., S

m

(mtl)— |+ maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu S, a1y, = = {Ymilk = =23k —-1)+1 <
i < 3k} U{ymiln —1 < i < n}. Sehmgga diperoleh bahwa [Ig dengan kardi-
nalitas |IIg] = m(™) — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf C,, >ao P, yaitu

spd(Cy,>a P,) > m(%). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah
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dimensi partisi bintang m(*4+) < spd(Cp,,>a P,) < m(25

bintang spd(Cy, >a P,) = m(%+) untuk n = 2(mod 3).

), maka dimensi partisi

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(C,,>a P,) =
m(2) untuk n = 0(mod 3), spd(Cy, >a P,) = m(®5* + 1) untuk n = 1(mod 3),
1 <i<mn,i# 1(mod 3) dan spd(Cy, >a P,) = m(“5% + 1) untuk n = 2(mod 3)
sehingga pada ketiga nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(C,, >a
P,) = m[%]. Sedangkan spd(C, ba P,) = m™3* + 2 untuk n = 1(mod 3), 1 <
i <n,i=1(mod 3) dan m = 0(mod 3), spd(C,>a P,) = m®5+ 4+ 2L + 1 untuk
n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3) dan spd(C,, >a P,) = m"* + ™2 + 1 untuk
n = 1(mod 3) danm = 2(mod 3) dapat ditulis spd(C,, >a P,) = m|5] 4+ [5]. O

4.2.2 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lingkaran

Graf hasil operasi comb antara graf lintasan P, dengan graf lingkaran C,,
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran C),, sebanyak n simpul di graf lintasan
P, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf C,,, pada setiap simpul graf P,,,
maka dapat dikatakan bahwa graf P, > C,, merupakan graf yang terdiri dari n kali
Lingkaran C,,. Sehingga graf P, > C,, memiliki himpunan simpul V' (P, > C,,) =
{yi;]1 < j < m1l < i < n} dan himpunan sisi E(Pn> Cp,) = {yi1yiy11|1 <
i <n—1} U{yivijnll <j<m—-—11<i<n} U {yinyiill <i<n}
Graf P, > C,,, memiliki nm buah simpul dan mn + n — 1 buabh sisi. Graf P, > C,,

ditunjukkan pada Gambar 4.3.

Pada subbab ini, akan dibahas dimensi partisi pada graf P, >C,, dengan m,n €
Z*. Untuk n = 1, graf P, merupakan graf trivial maka graf hasil operasi comb
P, >C,, isomorfik dengan lingkaran C,, dan untuk m < 4 graf P, >C),, membentuk
pola khusus sedemikian sehingga order dari P, dan C),, adalah n > 2 dan m > 5.
Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf P, > C,,, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf
P, > C,,. Dimensi partisi bintang mensyaratkan semua himpunan simpul elemen

[T harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(P, >
Cp) > n(%). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (P, > Cy,) yakni r(y;2|Ils) = r(y;3) untuk 1 < ¢ < n berakibat simpul y;

dan y; 3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
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partisi bintang:

%+1)—|—(%+1)+...+(%+1):n(m—i—l)

nbuah

spd(Pp>Ch) > (

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(P, > C,,) > n(% + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan
g = {Sl,SQ,Sg,...,Sn(%_A'_l)} dengan S; = {y;1,¥i2/1 < ¢ < n}dan S,y =
{yi 3|1 < i < n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S; menginduksi sebuah
graf bintang K ; dan S,,;; merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah
simpul trivial yang juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v € V' (P, > C,,) berbeda terhadap 1. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C,, untuk m = 3 berbeda. Jadi
IIs = {51, 52,53, ..., Sp(m 1)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
n(y + 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari Il adalah [IIs| = n(% + 1).
Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-
tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P, > C,, yaitu spd(P, > C,,) <
n(y + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(%§ + 1) < spd(P, > Cy,) < n(% + 1), maka dimensi partisi bintang

spd(P, > Cy,) = n(% + 1) untuk m = 3.

Untuk m = 4, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(P, >
Cy) > n(™1). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (P, > Cy,) yakni r(y;2|Ils) = r(y;4) untuk 1 < ¢ < n berakibat simpul y;
dan y; 4 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:

m—1 m—1 m—1 m— 1
+1)+(T+1)+...+(T+1)=n( 3

~
n buah

spd(P,>Cry) > (

+1)

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(P, > Cy,) > n(Z5t + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan

HS = {Slv 527 537 EEE) S

n

(%714_1)} dengan Sl = {%,17%,2,%,3‘1 S 1 S n} dan
Sn+i = {wiall < i < n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S, ;
menginduksi sebuah graf bintang K ; dan S,,, merupakan kelas partisi singleton
yang memuat sebuah simpul trivial yang juga disebut graf bintang. Maka dapat

ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (P, > C,,,) berbeda terhadap I1s. Dari
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2 6 7 10 11 14 15

2 6 7 10 11 14 15

2 6 8 10 12 14 16

1 4 5 8 9 12 13 16

1 4 5 8§ 9 2 13 16
1 8 8 13

Gambar 4.20: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf P, > C}5

hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C),, untuk
m = 4 berbeda. Jadi IIg = {957, 52, 53, ...,Sn(mT—l+1)} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari n(mT_1 + 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIg
adalah |IIs| = n(”51 + 1). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P,>C,,
yaitu spd(P, > Cy,) < n(™5+ + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang n(”* + 1) < spd(P, > Cy,) < n(Z5+ + 1),
maka dimensi partisi bintang spd(P, > C,,) = n(“+ + 1) untuk m = 4.

Teorema 4.15. Diberikan dua graf terhubung P,, dan C,, dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m > 5 dan n > 2, maka dimensi partisi bintang graf

hasil operasi comb P, > C,, adalah

n

spd(Py > Cyy) = { 1, Jika m = 0(mod 3), m = 2(mod 3)
n

+ (%1, Jjikam = 1(mod 3)

Bukti: Misalkan graf P, > C,,, memiliki himpunan simpul V (P, > C,,) = {y; ;|1 <
j < m1l < i < n} dan himpunan sisi E(P, > Cp,) = {yi1yit11]1 < i < n —
1} UAYiyijll <j<m-—-11<i<n} U {yimyi1|l <i < n}. Untuk
menunjukkan dimensi partisi bintang graf P, > C,,, dengan mn buah simpul, maka
untuk masing-masing nilai m dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama jika m =
0(mod 3), kasus kedua jika m = 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga jika m =
2(mod 3).

Kasus 1: Untuk m = 0(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf P, > (), dapat dilihat pada Gambar 4.20. Misalkan IIg =
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{S1, Sa, S3, ..., Sn(%)} dengan:
Sm—1y+k = {yigll <k < %,3@ —1)+1<j<3k1<i<n}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S%(i,l)M menginduksi sebuah graf
bintang K ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(P, > C,,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf P, > C,, untuk n = 0(mod 3) dan m > 5, sebagai berikut:

7y, 1s) = (ai,l,t‘fmJ Ls e tfﬁHl,tL%J,tf%J_l,...,tif,o,t},...,ti%J_l,tL%J,
tf Hl,...,tf my g C-i); tf = (1+3(k — 1) —j) + 3l dengan 1 < k < [F],
3k—1)+1<j<3k1<I<|B]-Ltf=(G—-3k-1)—-1)+3[%] 31—
dengan 1 < k < [B],3(k-1)+1 <5 <3k |B]+1 <1< [B] -
8= —3k—-1)—1)+3l—2dengan 1 < k < [2],3(k—1)+1 < j < 3k,
1<i<[2] -1t} =(1+3k—1)—j)+3[%] —3ldengan1 < k < [2],
3k—1)+1<j <3k [Fl+1 <1< 3] -1 ¢m =3|%] — 2 dengan
j=3(k—1)+1latauj=3k;t\m =3[%]—1 denganj = 3(k —1)+2; m genap.
c = (21,8, .., timj l,tfnLJ,...,tfmJ_l,.. 2L Z,t?,...,tf%J_l,tf%J,...,tf%J_l);
zf =j+(—1)dengan1 < j < [Z]+1,1<I<n—idaml<i<my
zi=m—j+2+(—1)dengan [F] +2<j<m,1<I<n—idanl<i<n;
2 = 2z +3sdengan 1 < s < [2] —1; 15 = 2] + 3[%] — 35 — 2 dengan
5] <s<[%]-

a = (22,8, .., tf[ m_ l,tf ST f my s 2 tf m|_ l,tf m s tf my);
=j+(l—1)dengan 1 < 5 < L%J+1 1<i<i—1danl <i < m
=m—j+2+4+(—1)dengan [F]+2<j<m,1<[<i—1danl<i<m
t2 = 2zl +3sdengan 1 < s < [®] —1; 8 = 2/ + 3[%] — 35 — 2 dengan

5] <s<[%]-

1
J
1
J

Reprentasi simpul di graf P, > C,, untuk m gasal sebagai berikut:
7(y;.41ls) = (ai_l,t‘f%H,.. tf Hl,tL%J,...,tif,(),t%,...,tt%ytf J+1"">tf%kl’
eni)ilty = (1+3(k—1)—j)+3ldengan 1 < k < [2],3(k—1)+1< 5 <3k,
< < 2] 7 = (J—3(k—1) —1) + 3|%] — 3l — 2 dengan
1 g E< [5L3k-1)+1 <4 <3k [F]+1 <1 < |3 -1
—1)—1)+31—2dengan1 <k<Z[%],3k-1)+1< 5 <3k,

ity = (1 +3(k—1)—j)+3[%5] —3ldengan 1 < k <[],
3(k—1)+1§] <3k [ %] +1 <1< [%] - 1;m gasal.
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— 5 5 6 6 5 5 6 6 .
C — (217251"tL%J’tL%JJ"l,’tL%J_l’ ) TL Z’t17" tL J’tL%J‘Fl”tL%J_I),

z}zj—i—(l—l)denganlgj < |[Fl+L1<I<n—idanl<idi<my
zjl:m—j+2+(l—l)denganL%J—i—?éjgm,lglgn—idanlSign;
2 =z +3sdengan 1 < s < [2] —1;¢% = 2/ +3|%]| — 35 — 2 dengan

(2] <s< [Z] -1

a = (2t s s 2D 8t B s B )
}—J+(l—1)dengan1<J§L%J+1 1<l<i—1dal<i<n;
zj=m—j+2+(l—1)dengan 2| +2<j<m,1<I<i—1danl<i<mn;
t5 = 2} + 3s denganl < s < [2]-1;t8 = 2 +3[%] — 35 — 2 dengan
5] <s<[%]-

Jadi IIg = {51,5%,53, ..., Sp(m)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(%) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIs adalah [IIg| = n(%). Akan
tetapi, Il belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf P, > C,, yaitu spd(P, > Cy,,) < n(%).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas
[Ils| = n(%) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi I1g
merupakan simpul-simpul dari P, > C),,. Tanpa mengurangi keumuman, misalkan
g = {51, S2, S3, ..., Sn(%)_l} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi
graf bintang yaitu S,m) 1 = {yn;/5 -1 <k < 5.3k —1)+1 < j < 3}
Sehingga diperoleh bahwa Ils dengan kardinalitas [[Is| = m(%) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf P, > Cy, yaitu spd(P, > Cy,)) > n(%).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(g) < spd(P.>Cy,) < n(% ), maka dimensi partisi bintang spd(P,>Ci,) = n(%)
untuk m = 0(mod 3).

Kasus 2: Untuk m = 1(mod 3)

Simpul-simpul di graf C,, > P, dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf C),, dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lintasan P,. Untuk m = (mod 3), kelas partisi di simpul daun (pendant)

terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus untuk
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nilai n yaitu pertama untuk n = 0(mod 3) dan m = 1(mod 3), kedua untuk n =
1(mod 3) dan m = 1(mod 3), sedangkan untuk n = 2(mod 3) dan m = 1(mod 3).

1. Untuk n = 0(mod 3) dan m = 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan [Ig = {5,952,S;,..., Sn(mTfl)_i_%}
dengan:
Sovctprypr = WiglL Sk < P53k~ 1) 42 <i <3k + L1<i<n)
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada SmTfl(i_l) 4 dan Sn(m%l) 4
menginduksi sebuah graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v € V (P, > C,,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > ), untuk
n = 0(mod 3), m = 1(mod 3) dan m > 5, sebagai berikut:

. — (a4 4 3 30 41 1 2

T(y’t,]‘HS) (alfl, tL%J_:l’ '..’tL%JJ"I’tL%J".“’tl, 0,2’;1’ ..'7tL%J’tL%J+1’ ceey
tf%J_l,cn_i,d); tf = (2+3(k—1) —j)+3ldengan 1 < k < [2],
3(k—1)4+2<j <3k+L1 <1< Bt = (j—-3(k—1)—2)+3|% | -3[-1
dengan 1 <k < |2],3(k—1)+2<j<3k+1, [T +1<1< (%] -1
t} = (j—3(k—1)—2)+3l—2dengan 1 < k < [2],3(k—1)+2 < j < 3k+1,
1<1< |25t =2+3(k—1)—j)+3[%] —3l+1dengan1 < k < [ 2],
3(k—1)+2<j<3k+1, %] +1<1< (%] —1;m genap.

(L1 45 5 6 6 1 45 5 6 6 .
Cc = (Z17t1’ ""tL%J’tL%J“Fl’ ."7tL%J71’ ceey ZTL—Z7t17 ceey tL%J7tL%J+1’ “"tL%Jfl)’
z=j+1+(—-1)dengan2<j < [Z]4+1,1<I<n—idanl<i<m
zt=m—j4+3+(—1)dengan [Z|+2<j<m,1<1<n—idan
1<i<n;t) =z +3sdenganl < s < |%]:tS = j+3|% | —35—2dengan
[Z4+1] <s<[B]-1,3<j< 2] +1t0=m—j+2+3[%] —35-2
dengan [ +1] <s< %] -1 [3]+2<j<m.

_ (.2 45 5 6 6 2 45 5 6 6 )
a = (Z,[/717t17 ”"tl_%J’t\_%J"'l? ...7tL%J_1, ceey Zl7t17 ceey tl_%thL%J"’_l, ."Jt\_%J_:L)’
st=j+1+(—1)dengan2 < j <[] +1,1<I<i—1danl<i<n;
st=m—j+3+(l—1)dengan |2] +2 < j<m,1<1<i—1dan
1<i<n;td=z+3sdenganl < s < [2];¢% = j+3[ 2] —35—2dengan
(241 <s<[2]-1,3<j<|2]+1t8=m—j+2+3[%]—35—2
dengan [ +1| <s< || -1 [3]+2<j<m.
dengan 1 < p < [, 3(p—-1)+1 < i <3p, 1 < f < (8] —p,

2 < j < |Bl+Lth =m—-g+1)+(1+3p—1)—1) +3f
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dengan 1 < p < [3],3(p—-1)+1 <1 <3p 1< f<[3]-p
[Z]4+2<j<mitj=j—1ldengan2<j<|Z]+1Lt;=m—j+1
dengan | 2] +2<j<mt;=j+(i—3(p—1)—1)+3(p— f—1)dengan
1<p<[3.3p-1D+1<i<3p, 1< f<p-12<5<[F]+1
= (m—j+2)+(i—3(p—1)—1)+3(p— f — 1) dengan 1 < p < |2,

3p-D+1<i<3p 1< f<p-L[F|+2<j<m.

Representasi simpul graf P, > (), untuk m genap dengan j = 1 sebagai
berikut:

T(yi,1|HS) = (ai_l?1’t%7""ti%ytf%ﬁ—l’"’7tf%J—17C”—i7d); tll = 1+ 3l
dengan 1 <[ < |%Z|;t7 =3|%| — 3l —2dengan 2] +1 <1< [Z] - 1;
m genap.

(.1 43 3 44 1 1 43 3 4 :
2l =l+1dengan1 <l <n—idanl < i < n;t3 =z + 3s dengan
1<s<|Z]iti=2 +3[%]—3s—3dengan 2] +1<s<[2] -1

(.2 43 3 44 4 2 43 3 44 1 :
z2=i—Il+1dengan1 <[ <i—1danl <i < n;t? =2+ 3s dengan
1<s<|Zliti=2 +3]%] —3s—3dengan 2| +1<s< 2] -1
d = (t?,...,tg_l,tj,t‘f,...,tf%J_p); t$ = (I +30p—-1) —i) + 3f
dengan 1 < p < [2],3(p—1)+1 < i <3p 1 < f< (2] —p
th = (@ —=3p—-1)—-1)+3(p—f—1)+1dengan1 < p < |%],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p—1.

Representasi simpul graf P,,>>C),, untuk m gasal sebagai berikut: r(y;;|Ils) =

. 6 6 5 4 4 1 1 2
(azfl,tL%J_l, 7tL%J+1’tL%J’tL%J_1, ...,tl,o,tl, ,tL%J_l’tL%J’

ti’%JH, ...,t:[’%_l,cn_i,d); t} = (2+3(k—1)—j)+3ldengan1 < k < | 2],

3k—1)4+2<j<3k+1,1<1< L%J—l;tf%J = 2% + 2 dengan

j=3k-1)4+2atauj=3k—-1)+3,1<k< L%J;tf%J =2\2] 41
denganj =3k+ 1, 1<k < |2t =(j—-3(k—1)—2)+3[2|-31—1
dengan 1 <k < [2],3(h—1)+2<j<3k+1,[2]+1<I<[2]-1;
t} = (j—3(k—1)—2)+3l—2dengan1 < k < |2 ],3(k—1)+2 < j < 3k+1,
L<I< %) = 160w = 2% ] + 1dengan j = 3(k— 1)+ 2,1 <k < [F];
tf%J =2|%|+2denganj =3(k—1)+3atauj =3k +1,1 <k < [2];

th = 2+3k—-1)—j)+3[%] —3l+1dengan 1 < k < [Z],
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3(k—1)+2§j§3k+1 Lmj+1<l<LmJ—1'mgasal

(14T 7 7 T
z}:j+1+(l—1)dengan2§j§L2j+1,1§l§n—@dan1§2§n,
z=m—j+3+ (1 —1)dengan 2] +2<j<m,1<1<n-—idan
1<i<nitl =z +3sdengan1 < s < 2| —1;18 = j +3[ 2] — 35— 2
dengan 2] < s < |Z J—l 2< )< [ 418 =m—j+243|%|—3s—2
dengan %] <s < [2] -1, 2] +2< 5 <m.

_ T T 8 2 47 7 8 8 :
a—(zi_17t1,..., I_%J717 \_%J’.‘.7tL%J717”"zl,tl’.'.’tL%J717tL%J7‘.'7tL%J71)’
si=j+1+(—1)dengan2 < j < [Z]+1,1<I<i—1danl<i<nm;
sf=m—j+3+(—1)dengan [2]|+2<j<m,1<[]<i—1dan
1<i<nitl=2z/+3sdengan1 < s < [Z| - 1,18 =5+ 3[%] —3s—2

dengan || < s < L;J—l,?) <j< [ B]F1tS =m—j+2+3[ %] —35—2
dengan %] <s < [%| -1, [F] +2<j<m.
d=(t], ...t 1, t;, 1% .. ,tioj Lt =0 - (1+3(p—1)—i)+3f

2 < < [P+ L0 = (m—j+ 1)+ (1+3p—1) i) +3f
dengan 1 < p < [5,3(p—-1)+1 < i <3p 1< f < [5]—p
[Z]+2<j<mt;j=j—1ldengan2 < j < |2|+1;t; =m—j+1
dengan || 4+2<j<mtj=j+(i—3(p—1)—1)+3(p— f—1) dengan
1<p<[5].3p-1)+1<i<3p 1< f<p-12<j<[F]+1
th=(m—-j+2)+({@=3(p—-1)—1)+3(p—f—1)dengan1 < p < %],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p-11[F]+2<j<m.

1)+
dengan 1 < p < [5[.3p—-1)+1 <i <3p 1 < f < [5]-p

Representasi simpul graf P, > C,, untuk m gasal dengan j = 1 sebagai
berikut:
dengan 1 <1 < |%] — 1517 = 3| %] —3l—2dengan 2] <1< (2] -1
m gasal.

_ (.1 43 3 4 4 3 3 4 4 )
zl = l+1dengan1 g I <n—idan1l < i < n;t3 = 2 + 3s dengan
1<s<|Z]—1:t; =2 +3[%] —3s—3dengan [ ] <s < |2Z] -1

(2 43 3 4 4 2 43 3 4 4 )
zZ2=i—Il+1dengan1 <[ <i—1dan1l<i <n;td =2+ 3sdengan
1<s< L’gj —1; t4—zl +3L ] —3s—3dengan | 2| <s<|Z] -1
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dengan 1 < p < |5, 3(p—-1)+1<i<3p 1< f <[5 -m
th = (1 =3p—-1)—1) +3(p—f—1)+1dengan1 < p < [%],

3p-1)+1<i<3p, 1< f<p-1

Jadi Ilg = {51, 59, S5, ..., Sn(%yrg} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(mT_l) + 75 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITs adalah
IIg| = n(™5*) + %. Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
P, > Cy, yaitu spd(P, > C,) < (™) + 2.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >
C,, dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika Ilg
mempunyai kardinalitas |ITg| = n(™5+) 4+ % — 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi I[Is merupakan simpul-
simpul dari V(P, > C,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan IIg =

{51, Ss, 55, ..., S,

n

(m=1) +%_1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu S, m_1),n , = {yials =1 <1 < 5,30 —
1) +1 < i < 3l}. Sehingga diperoleh bahwa IIg dengan kardinalitas
[Ils| = m|%] + % — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf P, > (), yaitu

spd(P, > Cp) > n(25) + 2.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(1) + 2 < spd(P, > Cp,) < n(251) + %, maka dimensi partisi

bintang spd(P, > Cy,) = n(™5+) + % untuk n = 1(mod 3), m = 0(mod 3).

. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan IIg = {5, Ss, 53, ...,Sn(mT—l)_i_%_,'_l}
dengan:

SWT*(F1)+1§ = {yill <
Sp(metyy = {wiall <1
Sn(%_l)—&-%_l—i-l = {Yn1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S Mo ) g Sn(% )+ mengin-

<mH3k-1)+2<j<3k+1,1<i<n}

L3l -1)+1<i <3}

IN o
3
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duksi sebuah graf bintang K » dan Sn(mT—l) IS merupakan kelas partisi
singleton yang memuat sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (P, > C,,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi koordinat
setiap simpul-simpul dari graf P, > C,, untuk n = 1(mod 3), m = 1(mod 3)
dan m > 5, sebagai berikut:

r(yij|lg) = (ai_l,t‘f%J_l, ...,tf%m,tf%y 30,8 ti m ) L J1r -+
tf%kl,cn_i,d); t; = 2+3(k—1)—j)+3ldengan 1 < k < [2],
3k—1)4+2<j <3k+1L,1 <1< [B]3t7 = (j—3(k—1)—2)+3| %] -3[-1
dengan 1 <k < |2],3(k—-1)+2<j<3k+1[g]+1<1< (%] -1
t} = (j—3(k—1)—2)+3l—2dengan1 < k < [2],3(k—1)+2 < j < 3k+1,
1<1< |2t =(24+3(k—1)—j)+3[%] —3l+1dengan 1 < k < [2],
3(k—1)+2<j<3k+1 L%J+1§l< E3 —1'mgenap

|3

c= (21,13, ..., tf m ) L Hl,...,tf%_l,. SN I L | L J+1,...,tf%_l);
z}:j+1+(l—1)dengan2§j§L;j—i—l,lglgn—@danlgign;
z=m—j+3+(—1)dengan 2] +2<j<m,1<1<n-—idan
1<i<n;t) =z +3sdenganl < s < |2];t% = j+3|% | —35—2dengan
(241 <s<[2]-1,3<j<|2]+1t8=m—j+2+3[%]—35—2
dengan | g +1] <s<[%] -1, [F]+2<j<m

a= (22,13, ...,tf%J,t‘f%Hl, ...,tf%H, 2, ...,tf%J,tf%Hl, ...,tf%H);
si=j+1+(—1)dengan2 < j < [Z]+1,1<I<i—1danl<i<nm;
sf=m—j+3+(—1)dengan [2]|+2<j<m,1<[]<i—1dan
1<i<mt)=z/+3sdenganl < s < [2];10 = j+3[ 2] —35—2dengan
241 <s<[B]-1,3<j< 2] +1ti=m—j+2+3[%]—35-2
dengaan+1J<s<LﬂJ—1 2] +2<j<m.

d= (8, sty gt th o tfn) )it = (G = 1)+ (14 3(p = 1) — i) + 3f
dengan 1 < p < L%J’3(p—1)+1_l§3p,1§f§ 5] —p+ 1,
2 < j < |ZBl+LtF = (m—-j+1)+14+3p—1) —i)+3f
dengan 1 < p < [3],3(p—1)+1<i<3p 1 < f<[F]—p+1,
(2] +2<j<mit;=j—1ldengan2<j<|Z]+1Lit;=m—j+1
dengan | 2| +2<j<mt;=j+(i—3(p—1)—1)+3(p— f—1)dengan
1<p<[53p-1)+1<i<3p 1< f<p-12<j< |3+
ti=m—-j+2)+(i-3(p—-1)—1)+3(p—f—1)dengan1 <p < 5],
p-—D+1<i<3p, 1< f<p-1L[F]+2<5<m.

d = (t?,...,t?%ytj); t9 = j+3[%] —3f dengan 1 < f < %],
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2<j< (B + Lt =(m—j+2)+3[%] —3fdengan 1 < f < [2],
3] +2<j<mi=n

Representasi simpul graf P, > (), untuk m genap dengan j = 1 sebagai
berikut:

T(yi1|HS) = (ai 1,1,t%7. ,ti J’tl_ J-&—l"”tf%J—l’c”_i’d); tll = 1+3l
dengan 1 <[ < |%);t7 =3|%| — 3l —2dengan 2] +1 <1< [2] - 1;
m genap.

(1 43 3 44 4 3 3 44 4 :
z}:l+1dengan1 <[l <n-—idanl gzgn;ti’:z}—i-?)sdengan
1<s<|Z]iti=2 +3]%]—3s—3dengan 2| +1<s< [2] -

_ (.2 3 44 4 2 43 3 44 4 :
Cl—(th . tL J,tL J+1’“"tL%J717‘.‘7zi_1’t17“"tL%J7tL J+1""’tL%J71)’
zf:i—l+1dengan1<l<z’—1dan1gign;ti’—zl+3$dengan
1<s<[2]; t4—zl—|—3L ] —3s—3dengan %] +1<s< 2] -1
d= (t7,..,t01,0,%, ..., L |pi1)s 15 = (14 3(p — 1) — i) + 3f dengan
1 <p < [5L,3p-D+1 <i<3p, 1 < fZ [5]-p+ 1
th = (@ —=3p—-1)—-1)+3(p—f—1) +1dengan1 < p < |%],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p-1
d= (t{,...,tE%J,O);t} =3[%] —3f+1ldengan1 < f < |2]ii=n

Representasi simpul graf P,i>C,,, untuk m gasal sebagai berikut: r(y;,;|Ils) =
6 6 5 4.0 41 1 2
(az_l’tL%J_17...,tL%J+1’tL J’t\_ J_17...,t1,07t17. ’tl_ J 1’t\_%J7
t?%]-ﬁ-l’ ...,ti’%_l,cn_i,d), t} = (2+3(k—1)—j)+3ldengan1 < k < | 2],
3k—=1)+2<j<3k+1,1<1< (%) —1;tf%J = 2|%] + 2 dengan
j=30k—1)+2atauj =3(k—1)+3, 1<k < [3]; ) =2[2] +1
dengan j =3k + 1,1 <k < |2|;¢)=(j—3(k—1)—2)+3[%] -3l—1
dengan1 <k < [2],3(k—1)+2<j<3k+1,[2|+1<I<[2]-1;
th = (j—3(k—1)—2)+3l—2dengan 1 < k < [2],3(k—1)42 < j < 3k+1,
1<1< %] —1;tf%J =2|%] +1denganj =3(k—1)+2,1<k < |[2];
tf%J =2[%] +2dengan j =3(k —1)+3atauj =3k +1,1 <k < [B];
= (2+3k—-1)—4)+3%] =3l +1dengan 1 < k < [%],
3k—1)+2<j5<3k+1, L%J+1§l< | %] — 1; m gasal.
(14T 7 8 8 7 7 8 8 :
2zl =j+1+4(l—1)dengan2 < j < L%J—l—l,lglgn—idanlgign;
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z=m—j+3+(—1)dengan 2] +2<j<m,1<1<n—idan
1<i<mtl=z +3sdengan1 < s < [2] —1;48 =j+ 32| —3s—2
dengan 2] < s < | % J—l 2<j < [B]4+1t5=m—j+243|%|—35—2
dengan[ J<5<L J LZ]+2<j<m
_ 8 2 47 7 8 8 :
zf:j—|—1+(l—1)dengan2§j§L%J—i—l,lglgi—ldanlgign;
Zt=m—j+3+(l—1)dengan |2]+2<j<m,1<1<i—1dan
1<i<mt]=z+3sdengan1 < s < [B] - 185 =5+ 32| — 35 —2
Bl <s<[B]-1,3<)< | 2)+1t0=m—j+24+3[2]—35-2
dengan %] <s < [%] -1 |F]+2<j<m.
d:(sz{,...,t;’,_l,tj,t}“,...,z&f’J it = =D+ (1 +3(p—1) —i) +3f
dengan 1 < p < [3],3(p—1)+1<i<3p 1 < f<[5]—p+1,
2 < j < |Bl+LtY =m—-j+1)+(1+3p—-1)—1)+3f
dengan 1 < p < [5],3(p—1)+1<i<3p 1< f <[5 —p+1,
2] +2<j<mit;j=j—1ldengan2 < j < |Z|+1;t;=m—j+1
dengan |3 | +2 < j<m;t; =j+(i—3(p—1)—1)+3(p— f—1) dengan
1<p<|[2].3p-D+1<i<3p, 1< f<p-1,2<j <3|+
£ = (m—j+2)+ (i —3(p—1)— 1) +3(p— [ — 1) dengan 1 < p < |2,
Bp—1)+1<i<3p 1< f<p-1L[5]+2<<m
d = (ti' .., tFJ’ it = j+ 33 —3f dengan 1 < f < [%],
2<j< B+ Lt =(m—j+2) +3|%] —3fdengan 1 < f < [£],
5] +2<j<mit; =j—1dengan2 < j < |F]+1Lit; =m—j+1
dengan [t] +2 < j < mii = n.

w3 w3

Representasi simpul graf P, > C), untuk m gasal dengan j = 1 sebagai
berikut:
T(yl,1|HS) == (az_l, 1,t%’...,ti%J_l,tf%J,...7t%%J_1,Cn_i7d); t} — 1 + 3l
dengan 1 <1 < |%] —1;t7 = 3[%] —3l —2dengan |2| <1< [Z] - 1;
m gasal.

(.1 43 3 1 4 1 43 3 4 4 .
2zl =1+ 1dengan1 <l <n-—idanl < i < n;t3 =z + 3s dengan
1<s<|Z]—1:t; =2 +3[%] —3s—3dengan 2] <s < |2Z] -1

(.2 43 3 4 4 2 43 3 4 1 :
z2=i—1+1denganl1 <[ <i—1dan1l <i<mn;t3= 2"+ 3sdengan
1<s<|Z] -1t =22 4+3|%] —3s—3dengan 2] <s < [2] -1
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d=(t7,...,t)_ 1,O t?,...,tf%_pﬂ)' tfc = (1+3(p—1) —i) + 3f dengan
th = (@ =3p—-1) -1 +3p—f—1) +1dengan1 < p < [5],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p—1

d=(t7, ..., t{ 0ty =3[5] —3f+1denganl < f < [3]si=n

Jadi IIg = {51,559, 55, ..., Sn(m;1)+n71+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(™3= m-ly 4 n=l 4 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ITg adalah [[Ig| = n(™5—= 1) + 221 + 1. Akan tetapi, [Ig belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. J ad1 dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf P,, > C,, yaitu spd(P, > Cy,) < n(51) + 254 + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai
kardinalitas |ITs| = n(”1) + "5+, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas
partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul
dalam salah satu kelas partisi I1g merupakan simpul-simpul dari V (P, > C,,).
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g = {5}, S, S, ..., Sn(mT—1)+nT—1}
maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu
Sp(metypno1 = {yirll = 251,31 — 1) + 1 < i < 31} U {yn,1}. Sehingga
diperoleh bahwa IIg dengan kardinalitas |IIs| = n(“5+) + 25+ bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah
dimensi partisi bintang dari graf P, > C,, yaitu spd(P, > Cy,) > n(mT_l) +
41

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(1)+ 251 +1 < spd(P,>Cl,) < n(™5+)+"51 +1, maka dimensi
partisi bintang spd(P, > Cy,) = n(%5+) + %5+ + 1 untuk n = 1(mod 3),
m = 1(mod 3).

. Untuk n = 2(mod 3) dan m = 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan IIg = {Si,5,,S5,...,5, (motyyn=2 2.1}
dengan:

Smotiiiyn = Wigll Sk <53k —1)+2<j <3k + 1,1 <i<n}

©
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Sp(met +,_{y”yl<l<” Bl—=1)+1<i<3l}

Sn(mT—l)Jr"T—?H = {ynq,lyn,l}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada SmTfl (i—1)+k dan S, (M=l
menginduksi sebuah graf bintang K » dan S, mo1y n-2 merupakan kelas
partisi yang menginduksi sebuah graf bintang K ;. Maka dapat ditunjukkan
representasi setiap simpul v € V(P, > C,,,) berbeda terhadap Ilg. Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C,,
untuk n = 2(mod 3), m = 1(mod 3) dan m > 5, sebagai berikut:

r(yi j|lg) = (ai,l,t‘f%J_l, ...,tf%Hl,ti’[ m 13,0t ...,ti%J,tf%Hl,
tf%_l,cn,i,d); tf = (2+3(k—1) —j)+3ldengan 1 < k < [2],
3k—1)42<j <3k+1,1 <1< [2]it7 = (j—3(k—1)—2)+3| 3| -3]-1
dengan 1 <k < |Z],3(k—1)+2<j<3k+ 1 [T +1<1< (%] -1
t} = (j—3(k—1)—2)+3l—2dengan 1 < k < [2],3(k—1)+2 < j < 3k+1,
1<1< |25t =(2+3(k—1)—j)+3[2] —3l+1dengan 1 < k < [2],
3(k—1)+2<j<3k+1, L3j+1§l< | %] — 1; m genap.

c= (2513, ..., tf m ) L Hl,..,tng,. o2 Z,ti,..,tf%J,tf%JH,...,t‘f%H);
z}:j—i—l—l—(l—l)dengaanjg [Z]+1,1<I<n—idanl<i<m
2 =m—j+34+(—1)dengan [Z] +2<j<m,1<1<n—idan
1<i<mt) =z +3sdenganl < s < [2];10 = j+3[ 2] —35—2dengan
(2] +1<s<|2]-13<<|[B]+Ltl=m—j+2+3[%]—-3s—2
dengan 2] +1<s< [2] -1, [2]+2<j<m.

a= (22,15, ..t ) L%Hl,...,tf%J_l,...,z%,t?,...,t"[%J,tf%Hl,...,tf%_l);
Z=j+1+(1—1)dengan2<;j<[2]+1,1<I<i—1ldanl<i<m
st=m—j+3+(l—1)dengan |2] +2<j<m,1<1<i—1dan
1<i<n;td=z+3sdenganl < s < [2];¢5 = j+3[ 2] —35—2dengan
(2] +1<s<|2]-1,3</<|[2]+LtS=m—j+2+3[2]—3s—2
dengan [%] +1<s< [% J—l |5 +2< 5 <m.

A= (H], ooty B ) )85 = (= 1)+ (143(p— 1) — ) + 3f
dengan 1 < p < [5],3p-1)+1<i<3p 1< f< (5] -p+1,
2 <j < [Bl+Lty = m—-j+1)+Q+3p—1)—i)+3f
dengan1 < p < [2],3(p-1)+1<i<3p1<f<|2—p+l,
2] +2<j<myt;j=j—1ldengan2 < j < |Z2|+1;t;=m—j+1
dengan |3 | +2 < j<m;t;=j+(i—3(p—1)—1)+3(p— f—1) dengan
1<p<|[3].3(p —1)+1§i§3p,1§f§p—1,2§j§ 5]+ 1
tp=(m-j+2)+({@-3(p-1)—1)+3(p—f—1)dengan1 <p < |5],
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3p-1)+1<i<3p, 1< f<p-11%]+2<j<m.
A= (8 oty )i 13 = j+(i=3]3 ) —1)+3(3] —3f dengan 1 < f < |3,
2<j<|[2]4+1Ln—-1<i<nit;=(m—j+2)+(i—3[%]-1)+3[%]-3f
dengan 1 < f < [%], |F] +2<j<m,n—-1<i<n;t; =j—1dengan
2<j<[F]+Lt;=m—j+ldengan|[F]+2<j<m

Representasi simpul graf P, > C,, untuk m genap dengan j = 1 sebagai
berikut:

r(yz‘1|HS> = (ai- 1717t%7- ° t%J»tf%JJ,_l)"‘atf%J_lacn—iud); tll = 1+3l
dengan 1 <1 < |%];¢7 =3|%| —3l —2dengan 2] +1 <1< [2] - 1;
m genap.

_ (.1 43 3 4 4 3 3 4 4 )
2l =l+1denganl <[ <n—idanl <3 < n;ti’ = z} + 3s dengan
1<s<|Blity =2 +3[%] —35—3dengan LmJ+1<s< B

_ (.2 43 3 4 4 3 3 4 )
22 =1—1+1dengan 1 Slgi—ldanl gzgn,tg’—zl + 3s dengan
1<s< Lmj 4:z12+3LmJ —3s—3dengan ]+ 1<s< [2] -
d= (17, .., t0_1,0,t9, ...t L |pi1)s t§ = (L+3(p — 1) — i) + 3f dengan
L <p < 3L3p—-1)+1 < <3p, 1< f < [3]-p+0
tp = (@ =3p—-1)—-1)+3p—f—1) +1dengan1 < p < %],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p-—1
d=(t, ... t[ 1 0);tf = (i=3[5]—1)+3[§]—3f+1dengan1 < f <[5/,
n—1<:1<n

Representasi simpul graf P,>C,,, untuk m gasal sebagai berikut: r(y;,;|Ils) =
6 6 4 40 41 1 2
(az_17tL%J_17.. tl_ J+1, I_ J’t\_ J 17...,t1,07t17. ,tL J 17t\_%J7
tf%ﬁl, ...,t:[’%kl,cn_,,d), tll = (2+3(k—1)—j)+3ldengan1 < k < [ %],
3k—1)+2<j<3k+1,1<1< (%2 —1;sz%J = 2|%] + 2 dengan
j=3k—1)+2atauj =3(k—1)+3,1 <k < [2]; 8, =2[2]+1
6
dengan j =3k + 1L, 1<k < [2[;tf=(—-3(k—1)—2)+3|%| 311
dengan 1 <Ak < |B[,3(k—1)+2<j<3k+ 1|2 +1<I< (%] -1
t} = (j—3(k—1)—2)+3l—2dengan 1 < k < [2],3(k—1)+2 < j < 3k+1,
1<i1<|2) - 1,ti’ | =2|%)+1ldenganj=3(k-1)+2,1<k<[}];

tf%J:2L%j—|—2denganj:3(k—1)+3atauj:Sk:—i-l,l§k:§ KK
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th = 2+3k—-1)—j)+3%] =3l +1dengan 1 < k < |2],
3(k—1)+2§j§3k+1,{%j+1§l<LmJ—l'mgasal

.. ,t{ m_ 1,tf J,...,tf%J_l);
zll:j+1+(l—1)dengan2§j§L5J+1,1§l§n—zdan1§i§n;
Z=m—j+3+(—1)dengan |2]|+2<j<m,1<1<n—idan
1<i<nitl =z +3sdenganl < s < 2| —1;18 =5+ 3[2] —3s—2
dengan 2] < s < |2 J—l 2< < 2] +1t8 =m—j+2+3|%] 352
dengan %] <s<[%| -1, [F]+2<j<m.

— 1 47 7 8 8

77’LZ7

_ 8 2 47 7 8 8 :
a = (Z’L—l’tl’ .-.7tL%J_1,tL%J, ...7tL%J_17 ""Zl?t17 ...’tL%J_:l?tL%J? ...,tL%J_l),
s=j+1+(—1)dengan2< ;< [2]+1,1<I<i—1ldanl<i<m
Z=m—j+3+(l—1)dengan |2]+2<j<m,1<]<i—1dan
1<i<mt]=z+3sdengan1 < s < [B] - 185 =5+ 32| — 35 —2
dengan | 2| < s < |2]|-1,3<j < [Z]+1t0=m—j+2+3[%]—35—2
dengan %] <s < [%] -1 |F]+2<j<m.

d=(t],...,t0_1,t; ,t}“,...,tt%J_pH) tP=0G-1)+1+3(p—1)—1)+3f
dengan 1 < p < [3],3(p—1)+1<i<3p 1 < f<[F]—p+1,
2 < j < Bl +LtY =m—-j+1)+(1+3p—-1)—1)+3f
dengan 1 < p < [5],3(p—1)+1<i<3p, 1< f <[5 —p+1,
2] +2<j<mit;j=j—1ldengan2 < j < |2|+1it;=m—j+1
dengan |3 | +2 < j<m;t; =j+(i—3(p—1)—1)+3(p— f—1) dengan
1<p<[5,3p—-1D)+1<i<3p, 1< f<p-12<; < |3+
£ = (m—j+2)+(i-3(p—1)—1)+3(p—f —1)dengan 1 < p < 2],
Bp—1)+1<i<3p, 1< f<p-L[5]+2<j<m.

d = (. tilj,t); t}l = (@ —-35] -1 +j+ 33 - 3f
dengan 1 < f < [3],2 < 5 < [BF]+Ln—-1 <10 < n
P = (i = 313) = 1)+ (m —j +2) + 3[3] —3f dengan 1 < f < 2],
[Z]+2<j<mn-1<i<n;t;=j—1ldengan2 < j < [2]|+1;
tj=m—j+1ldengan 3] +2<j<m.

Representasi simpul graf P, > C), untuk m gasal dengan j = 1 sebagai
berikut:

T(yz,1|HS) — (ai_l’17t%7.”’tt%J717tf%J7”"tfgjfl’{jn_i’d); tll — ]_ + 3l
dengan 1 <[ < |%] —1;t7 = 3[%] — 3l —2dengan || <1< [2] - 1;
m gasal.

— 1 43 3 4 4 1 3 3 4 4 .
CcC = (Zl7t1,7tL%J_17tL%J,,tL%J_17 .y 7’L Z,t17,tL%J_l,tL%J7,thJ_1),
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2l =1+1denganl1l <[ <n—idanl < i <t =2z + 3s dengan
1<s< |2 -1t =2 +3|2] - 35—3denganL J<5<L | -1
_ (.2 43 3 1 1 3 3 4 :
zf:i—l+1dengan1§l§z’—1dan1§z§n;t§’=z?+3sdengan
1§s§Lﬂj—1't4:zl2—|—3L%J—33—3denganL%J§5§L%J—1.
d=(t7,..,t5_,,0, t?,...,tf n) o) 1 = (L+3(p—1) — i) + 3f dengan
1 <p < [3L3p-D+1 <d <3p, 1 < f < 5] —p+1
tp = ((-3p—1) -1 +3p—f—1) +1denganl < p < [§],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p—1.

d:(t{,...,tI%J,O);t}:(i—BL | —1)4+3|%]—3f+1denganl < f < |2],
n—1<:<n.

Jadi IIg = {51, 59, 55, ... Sn - n—2+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(mT’l) + = T —|— 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ITg adalah |TIg| = n(Z5%) + 252 4+ 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. J ad1 dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf P,, > C,,, yaitu spd(P, > Cy,) < n(251) + 252 + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K ,,; 1 < n < 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
IIs mempunyai kardinalitas [IIs| = n("5= )+ 22 'maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang /; ,,;; 1 <n < 2.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg merupakan
simpul-simpul dari V (P, > C,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan
IIg = {54,952,Ss, ..., Sn(mT—l)_’_%} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu S, m_1), n_2 = = {yiill = 22,301 — 1) +

1 < i <3} U{yn, 1} Sehingga diperoleh bahwa Ilg dengan kardinalitas
IIs] = n(5+) + 252 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, > C,, yaitu
spd(P, > Crp) > n(22) + 222 + 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n (™) + 2241 < spd(P,>Cl,) < n(Z54)+252+1, maka dimensi

partisi bintang spd(P, > Cy,) = n(™7%) + %22 + 1 untuk n = 2(mod 3),
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m = 1(mod 3).

Kasus 3: Untuk m = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan I1g = {5, S, Ss, ..., Sn(mTﬁ)+n} dengan:

Smz;_ Dk = Wil Sk <2 3(k—1)+3< 7 <3k+2,1<i<n}
Sp(m=2), ={yi 1 <i<n1<j<2}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S mo2 (i 1)k menginduksi sebuah graf
bintang K> dan S, mz) menginduksi sebuah graf bintang /i ;. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V' (P, > C,,,) berbeda terhadap [Is. Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > C),, untuk

= 2(m0d 3), sebagai berikut:

4 3 3.0 41 . 2

cn_i,d),tl —(3~|—3(k3 1) ')—{—3ldengan1§k‘§ ng, (k 1)+3§j§3k—|—2,
L<i <[22 =(—3Kk—-1)—3)+3[%] —3ldengan 1 < k < [2],
3k—1)4+3<j<3k+2,[Z]+1 <1< 2] -1t =(j—3(k—1)—3)+31—2
dengan 1 < k < [, 3k —-1)+3 < j < 3k+2, 1 <1

th = 3+3k -1 —j) +32] —3 +2dengan 1 < k < |
3(k—1)+3§j§3k+2,L%J+1§l§LmJ—l'mgenap.

A

_ 145 5 6 6 545 6 6 )
C — (Z:L?tl,...,tl-%J_l,tL%J,...7tL%J_17 . TL l7t17'”7 \_ J_17tL%J7...,tL%J_1),
2 =j+2+ (@ —1)dengan3 < j < [Z]+1,1 <l <n-—idanl <i <y
z=m—j+4+ (1 —1)dengan 2] +2 < j <m, 1 <1 < n—idan

1<i<ntd=z +3sdenganl <s < [2]—1;15=j+3|%]—3s—2dengan
2] <s<|Z2]-1,3<j<[2]+1t8=m—j+2+3[2]—3s—2dengan
[§l<s<[3]-LI[5]+2<j<m.

a = (z?_l,tf{,...,tT%H,tf%J,.. tf m_ 1,...,zf,t§’,...,ti%kl,tf m |y t‘f mi 1)

2=j+2+(—1)dengan3 < j <[] +1,1<I<i—1danl<i<my
s =m—j+4+ (@ —1)dengan 2| +2 < j <m 1 <1< i—1dan
1<i<nitd=z}+3sdenganl <s < [2]—1;15=j+3|%] —3s—2dengan

2] <s<[2]-1,3<j< |2 +1t5=m—j+2+3|%]— 35— 2dengan
gl <s< Bl -L[3]+2<j<m

d= (24,2, 252, 22_)s 20 = j+ (1 —1)dengan 3 < j < 2] + 1,
1<l<i—1ldanl<i<n;z =m—j+2+(—1)dengan |Z|+2<j<m,
1<l<i—1ldanl<i<mnz=j+(—1)dengan3 < j < [Z]|+1,
1<l<n—idanl<i<nzl=m—j+2+(l—1)dengan 2] +2 < j <m,
1<i<n—idaml<i<mz=j-23<j<|2|+Lz22=m—j+1,
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2] 4+2<j<m.

Representasi simpul graf P, > C,,, untuk m genap dengan j = 1 sebagai berikut:
T‘(yl71|Hs) - (a2_1727t%, “"ti%Jfl7tf%J7 .”7tf%J71’cn_i7d); tll - 2 + 3l dengan
1<1<|2) -1t =3|%] — 3] — 2 dengan LmJ <1< |%] —1; m genap.

_ 3 3 4 4 3 3 4 4 )
& — (Zl7t17" tl_ J 17tl_%J7“.’tL%J_1’. .y TL 7’7t1’“.’t\_%J_1’tl_%J’.“7tl_%J_1)’

2t =3+ (—1)dengan1 <[ <n—idanl <i < n;td =2z + 3s dengan
1§ s<|%] -1t =3|%] —3s—1ldengan 2| <s< [2]—1.
a = (22, t?,...,t?[%J_l,tL%J,...,tL%J_l,...,zl,tzf,...,tL%J_I,tL%J,...,t‘f%J_l);
22 =3+ (—1)dengan1 <l <n—idanl < i < n;t3 =2+ 3s dengan
1§ s<|%] -1ty =3|%] —3s—1dengan 2| <s<[2]—1.
d= (2l 1,..,21,0,2% ...,22_); 2l =ldengan1 <[ <i—1dan1l < i < m;

ldengan1<l<z—1dan1<z<n

Representasi simpul graf P, > C,,, untuk m genap dengan j = 2 sebagai berikut:
T‘(yl72|Hs) — (az_17 1, t%, ceey ti%Jflj tf%J, ceey tf%Jfl’ CTL—’L7 d); tll - 1 + 3l dengan
1<I1< LEJ —1;t; = 3|%| — 31 — 1 dengan Lﬂj <1< |%] —1;m genap.

_ 3 43 1 4 3 43 1 4 :

2t =4+ (—1)dengan1 <l <n-—idanl < i < n;td =2z + 3s dengan
1§ s < |%] —1;t; =3|%] —3sdengan 2] <s < |Z] -1

_ (2 3 43 3 1 4 :

a - ( ’L tl’""tL%J717tL%J7'.‘7tL%J71’“"Zl,tl’""tL%Jfl’tL%J’.“7tL%J71)’

4+ (—1)dengan1 <[ <n—idanl <i < n;td =2+ 3s dengan
1<3<L%j—1;t§:3Lj—3sdenganL J<s<|Z] -1

d=(zl1,..,21,0,2%,...,22 ); 2l =1+ 1dengan 1 <[ <i—1danl <i<m;

’ T n—1

zl =[]+ 1ldengan1 <[ <i—1danl<i<n.

Representasi simpul graf P, > C,, untuk m gasal sebagai berikut(y,;|lls) =

(ai_l,tf%kl,...,tf%HQ,tf%Hl,tf%J,...,t‘f,O,ti,. . L J,tf JH,tf%HQ,

. t?[mJ 1 Cnisd); 1 = (34 3(k —1) — j) + 3l dengan 1 < k < [Z],
3k—1)+3<j<3k1<1< |2 tL m |y = 3|'g] dengan j = 3(k — 1) +3,
1 <k< (2] tf . = 3[%] + 1dengan j = 3(k — 1) + 4 atau j = 3k + 2,
1 <k< [3J,t3— (j —3(k—1)=3)+3[%] —3ldengan 1 < k < %],

B(k—1)+3<j<3k+2 [2]+2<1< | 2| —1;tl = (j—3(k—1)—3)+31—2
dengan 1 <k < [%],3(FA—1)+3<j<3k+2,1<1< [F]; L%JHZBL%J

dengan j =3k +2,1 <k < L%j;tf%Hl = 3[%] + 1dengan j = 3(k —1) +3
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atau j = 3(k— 1)+ 4,1 <k < |2); 16 = (34+3(k — 1) — j) + 3|2 — 31 +2
dengan 1 < k < [2],3(k—1)+3<j<3k+2 2] +2<I< |2

gasal.

2l —1im

c = (z%,t{,...,t{%kl,tf%y...,tf%kl,. . }lZ,t{,...,t(%kl,tf%y...,tng);
2 =j+24+(—1)dengan3 < j < [Z]+1,1 <l <n-—idanl <i <y
z=m—j+44+ (1 —1)dengan 2| +2 < j <m,1<1<n—idan
1<i<mt] =2z +3sdengan1 < s < [2] — 154§ = j+ 32| — 35 — 2 dengan
2] <s<[B]-1,3<j< |2 +1t8=m—j+2+3|%] — 35— 2dengan
gl <s< Bl -L[5]+2<j<m

a

_ (2 4T T 8 8 27 47 8 8 :
2=j+2+(—1)dengan3 < j < [Z]+1,1<I<i—1danl<i<my
st =m—j+4+ (1 —1)dengan 2] +2 < j <m,1 <1 < i—1dan
1<i<ntl=z+3sdengan1 < s < [2] —1;¢8 = j+ 32| — 35 — 2 dengan

2] <s<[2]-1,3<j<|[2]+1t5=m—j+2+3|%2]—3s—2dengan
Gl <s<[3]-L[3]+2<j<m

d= (21,021,252, .,22_)y 20 = j+ (I —1)dengan 3 < j < [2] + 1,
1<l<i—1ldanl<i<n;z =m—j+2+(l—1)dengan |Z2|+2<j<m,
1<l<i—1danl <i<mnz=j+({—1)dengan3 < j < [Z] +1,
1<l<n—idanl<i<nz}=m—j+2+(l—1)dengan 2] +2 < j <m,
1<i<n—idml<i<mz2*=7-23<<|2]+L22=m—j+1,
2] 4+2<j<m.

Representasi simpul graf P, > C,,, untuk m gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
T(yz71|Hs) — (az_17 27 t%, ceey ti%J717 tf%J, “eey tf%Jfl7 Cn_“ d); tll - 2 + 3l dengan
1<1<|%2) -1t =3|%] — 3] — 2 dengan Lmj <1< |%] —1;m genap.

_ 3 3 4 4 3 3 4 4 )
C - <217t1’~-~ tL J tL J7.-. tL —J 1,- (X} n l,tl,.-. t\. J_l’tL —J,-.-7tI.%J_1>’

3+(l—1)dengan1<l<n—zdan1<z<n t3—zl+35dengan
1§ s < |%] -1t =3|%] —3s—1dengan 2| <s <[] —
a = (22, ti’,...,tf’[%kl,t‘f%y.. tf m|_ 1,...,z1,t:1’),...,t?[%kl,tf J,...,ﬁ%H);
22 =3+ (l—1)dengan1 <] < n—idanl <i<n't3:zl + 3s dengan
1§ s < |%] -1t =3|%] —3s—1ldengan 2| <s < [2]—
d= (2} 1,..,21,0,2% ...,22 ); 2l =ldengan1 <[ <i—1danl < i < m;

zl =ldengan1 <[ <i—1danl <7< n.

Representasi simpul graf P, > C,, untuk m gasal dengan j = 2 sebagai berikut:
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(3/12|HS> = (Gi 1,1,15%,.. ti%J—l’tf J,...,tf%J_l,Cn,i,d); tll =1 —|—3l dengan
1<1< |2 -1t =3|%] —3l—1dengan | 2| <1< [2] —1; m genap.

|

_ 143 3 4 4 3 3 4 4 )
¢ = (3t watLthLJ,-aLJa'7nzat1a'~tLJ17LJ77LJ1)

2l =4+ (l—1)dengan1 <l <n—idanl < i < n;t? =z + 3s dengan
1§ s< B -Lit; =32 J—33denganL J<s<|Z] -1

_ 2 B3 4 3 3 4 4 )
a ( ’L t17. . I_ J 13 I_ J,... tL J een Zl7t17"' t\_ J_l,tL%J7..7tL%J_1),

22 =4+ (1 —1)dengan1<l<n—@dan1<z<n t5:z12+35dengan
1§s§L%J L;ti =3[%] —3sdengan 2] < s < [2] — 1.
d=(z' 4,250,228, ..,22 )2l =1+ 1dengan 1 <[ <i—1danl <i<m;
z2=1+1dengan1<[<i—1danl<i<n.

Jadi IIg = {5, 5%, Ss, ...,Sn(m—2)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n("5= 2) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah || =
n(™2 + 1) = n(Zf). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P,>C,,
yaitu spd(P, > Cp,) < n(Z).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
IIs| = n(™) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ITs merupakan simpul-simpul dari V' (P, > C,,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIg = {54, 52,53, ..., Sn(mTJrl)il} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu S, (mily g = {Yi1Yim|n —1 << n}. Sehingga
diperoleh bahwa Ils dengan kardlnahtas TIs| = n(™) — 1 bukan merupakan
partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf P, > C,, yaitu spd(P, > Cy,) > n(25L).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang

n(™H2) < spd(P, > Cp,) < n(™41), maka dimensi partisi bintang spd(P, > C,,) =
n(™) untuk m = 2(mod 3).

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(P, > C,,) =
n(%) untuk m = 3 dan spd(P, > Cy,) = n(”5* + 1) untuk m = 4 maka dapat
ditulis spd(P, > Cy,) = n([% | +1) untuk m € {3,4}. Selanjutnya untuk spd(F, >
Cp) = n(%) untuk m = 0(mod 3) dan m > 5 dan spd(P, > Cy,) = n(™) untuk
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m = 2(mod 3) dan m > 5 sehingga pada kedua nilai m tersebut dapat digabungkan
sedemikian spd(P, >C.,) = n[2]. Sedangkan spd(P,>C,,) = n(™5+) + % untuk
m = 1(mod 3), m > 5 dann = 0(mod 3), spd(P, > Cy,) = n(™5+) + 22 untuk
m = 1(mod 3), m > 5 dann = 1(mod 3) dan spd(P, > Cy,) = n("5+) + =
untuk m = 1(mod 3), m > 5 dan n = 2(mod 3) dapat ditulis spd(P, > C,,) =

nl2) + 3], 0

4.2.3 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lintasan

Graf hasil operasi comb antara graf lengkap K,, dengan graf lintasan P,
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan P, sebanyak m simpul di graf lengkap
K, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf P, pada setiap simpul graf
K,,, maka dapat dikatakan bahwa graf K,, >s P, merupakan graf yang terdiri
dari m kali Lintasan P,. Sehingga graf K,, >5 P, memiliki himpunan simpul
V(K> P) = {y;i|l <7 <m,1<4i<n}danhimpunan sisi £(K,, >s P,) =
Wiyl <j<m, 1<k <m—j} U{yyinll <j<m,1<i<n-—1}
Graf K, >s P, memiliki nm buah simpul dan m2+2m+_3m buah sisi. Graf K,,,>5 P,
ditunjukkan pada Gambar 4.6 (a).

Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf K, >5 P, dengan m,n €
Z*. Untuk n = 1, graf P, merupakan graf trivial maka graf hasil operasi comb
K, b5 P, isomorfik dengan lingkaran /,, dan untuk m = 2, graf K5 isomorfik
dengan lintasan P, sehingga graf hasil operasi comb K, >5 P, isomorfik dengan
P, >5 P, sedemikian sehingga order dari lintasan P, dan graf lengkap K, masing-
masing adalah m > 3 dan n > 2. Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf
K,, >5 P,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K,, >s P,. Dimensi partisi bintang

mensyaratkan IIg harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.16. Diberikan dua graf terhubung K,, dan P, dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m > 3 dan n > 2, maka dimensi partisi bintang graf

hasil operasi comb K,, >5 P, adalah

mlg], jika n = 0(mod3) dan n = 2(mod3)

spd( K, >s Pp) =
pd( ) { m|g] +1, jikan = 1(mod3)

Bukti: Misalkan graf K,,>5 P, memiliki himpunan simpul V (K,,>5P,) = {y;,|1 <
J <m, 1 <i<n}danhimpunan sisi E(K,,>s P,) = {y;19j+x1]1 <j<m,1<
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Gambar 4.21: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf K¢>5 Ps, (b) Konstruksi
Partisi Pembeda Bintang graf K¢ >s5 Py

kE<m—j}U{y;yjir1]l <j<m,1<i<n—1}. Untuk menunjukkan dimensi
partisi bintang graf K, >5 P, dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing
nilai n dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama jika n = 0(mod 3), kasus kedua

jikan = 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga jika n = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk n = 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi

pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S, Ss, ..., Sm(%)} dengan:

S%(j_l)_% = {yj,i\l <k< ,3(/{2— 1) +1<i<3k,1<5< m}

n
3
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sg(j—1)+k menginduksi sebuah graf
bintang K ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (K, >5 P,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-

simpul dari graf K, >s P, untuk n = 0(mod 3), sebagai berikut:

T(?J],Z’HS) - (Z7v17 "‘JUL%j—la ey 25 U1, "‘7U|_%j—17u17 "‘7uk—1707t17 "‘7t\_%j—k7

i1
2,015 e, U2 |1, ooy 2, UL -~-7UL§J—1)? us = i — 3s dan t, = 3r — (i — 1) dengan

~~
m—j

L<h<|2),3k—1+1<i<3kl1<s<k-11<r<|2—hkv=i+3l
danz =idengan 1 <i <n, 1 <1< |[3] -11 <5 <m.
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Jadi IIs = {51, 5%, 53, ..., Spy(z) } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari m(%) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari II¢ adalah |IIg| = m(%). Akan
tetapi, Il belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan

batas atas dimensi partisi bintang dari graf K, >5 P, yaitu spd(K,, >s P,) < m(3).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K,, >5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas
[Ils| = m(%) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIs merupakan simpul-simpul dari V' (K, >5 P,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIs = {51, 52, 53, ..., Sy(z)-1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sy,n)_; = Wimalg —1<k<23k-1)+1<
i < 3}. Sehingga diperoleh bahwa I1s dengan kardinalitas |ITs| = m(%) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi

partisi bintang dari graf K, b5 P, yaitu spd(K,, >5 P,) > m(%).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang m(3) < spd(K, >s P,) < m(%), maka dimensi partisi bintang
spd( Ky, >s P,) = m(%) untuk n = 0(mod 3).

Kasus 2: Untuk n = 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf K,, >5 P, dapat dilihat pada Gambar 4.21 (b). Misalkan
g = {51, S2, S3, ..., Sm(an)H} dengan:

Sntonee = Wall Sk <53k - 1) +3<i<3k+2,1<j <m}
Sm(nT—l)H ={y;1|]1 <j<m}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S oL 1)k menginduksi sebuah graf
bintang K » dan S, noig menginduksi sebuah graf bintang K ,,—;. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(K,, >s P,) berbeda terhadap Ilg.
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf K, >s P,
untuk n = 1(mod 3), sebagai berikut:

T(yjﬂ“Hs) = (Z,Ul, ...,’U\_%J_l, ey 2,01, ...,’U\_%J_l,ul, ...,uk_l,(),tl, "‘7t\_%J—k7

J

~~

j—1
2,015 ey U2 1 ey 2, U1, ...,UL%J_l,Zl); us =1 —3s—1dant, = 3r — (i — 2)

v~

m—j
dengan 1 <k < |2),3k—1+2<i<3k+1,1<s<k—-11<r<|2|—Fk
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vy =i+3l+1danz=i+1danz' =i—1ldengan2<i<n,1<1<|%] -1,
I<j<m

T(yj71|HS) = (2,u1, ...,utgj,l, ...,2,u1, ...,UL%J,l, 1,t1, ...,tL%J,l,

i1
2, U1, ey Uy ey 2, U, ..‘,uL%J_l,O); us = 2+ 3sdant, = 3r + 1 dengan 1 <
m—j

s< 3] -L1<r<[2]-1L1<5<m.

Jadi IIg = {51, 5, Ss,...,S,, (n=1) .1} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari m(%5+) + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg adalah |IIg| =
m("%) + 1. Akan tetapi, IIs belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf K, >s P, yaitu
spd(Kp, s Py) < m(™5) + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, >s P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
IIs| = m(%5*), maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ITs merupakan simpul-simpul dari V' (K, >5 P,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIg = {S57,5,,55, ..., Sm(an )} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu S,,n-1) = {yjall < j < m}puU{y2 <i<
4}. Sehingga diperoleh bahwa HS dengan kardinalitas [ITs| = m(%5*) bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi

pasrtisi bintang dari graf K, >5 P, yaitu spd(K,, b5 P,) > m(*3%) + 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(%2) + 1 < spd(K,, >s P,) < m(%7F) 4 1, maka dimensi partisi bintang
spd(Kp, 5 P,) = m("5+) 4+ 1 untuk n = 1(mod 3).

Kasus 3: Untuk n = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf K,, >s P, dapat dilihat pada Gambar 4.21 (a). Misalkan
IIg = {51, 59, S3, ..., S, (222) 4m } dengan:

Sn2 k—{y“|1<k:<” B(k—1)4+3<i<3k+2,1<j<m}

Sm(n_ 'f{yji|1<j<m 1<i<2}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S no2(i 1)1k menginduksi sebuah graf
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; menginduksi sebuah graf bintang K ;. Maka dapat

ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(K,, >s P,) berbeda terhadap II.

bintang K 5 dan Sm(nT_er

Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf K,,, >5 P,

untuk 7 = 2(mod 3), sebagai berikut:

r(yjyi\HS) = (Z,’Ul, ...,UL%J,l, .y 2, U1, ...,UL%J,I,ul, ...,uk,l,(),tl, ""tL%J*’“

TV
j—1
2 2 .1 .2 2. _
2y U1y oy U2 =1y ey £, V15 ooy V221,875 00y 85,27, 27,000, 2 ); us = i — 3s — 2 dan
-~ S —— ——
m—j Jj—1 m—j

t,=3r—(i—3)dengan1 <k < |2],3k—-1+3<i<3k+2,1<s<k—1,
| —kiv=i+3l+2,2z=14+2, 2! =i—2dan 2*> = i dengan

<i<[l-L1<j<m

T(ijlHS) = (3,u1, s |21, ey 3, U, ---;UL%J—hQ;tl; "'7tL%J—1’

j—1
3,u1, ...,uLgJ_l, ...,3,u1, ~-->UL§j—la

—_

ey 1,0, 1,0 1) ug = 3+ 3sdant, = 3r+2

j—1

{
{

~~
m—j

dengan1 <s < 3| -1, 1<r < |3] - 151

IN

m—j
Jj<m.

r(yj72|H5) = (4,u1, "'7UL%J—17 ...,4, Uy, "'7U’L%J—17 1,t1, "'7t\_%J—17

j—1
4oy, U oyen d U, 21, 2,.0,2,0,2, 0, 2); ug = 4+ 3sdant, = 3r+1
~ 3 N~ N~

~~
m—j

dengan 1 <s < [3] -1 1<r <[5 -1L1<j<m

Jj=1 m—j

Jadi IIg = {54,952, 9s, ..., Sm(ansz} adalah partisi pembeda bintang yang

n+1
3

m("T“) Akan tetapi, [1g belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat

terdiri dari m(™%=) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari [Ig adalah |IIg| =
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf K, >5 P, yaitu spd(K,, >s
P,) < m("£h).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, >s P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas
IIg| = m(™)) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIg merupakan simpul-simpul dari V' (K, >5 P,). Tanpa mengurangi keumuman,

misalkan IIg = {57, Sy, Ss, ..., Sm(nT—2+1)_1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
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menginduksi graf bintang yaitu S, ni1y ) = {yjilm —1 < j <m,1 <i <2}
Sehingga diperoleh bahwa ITg dengan kardinalitas |TIs| = m(%*) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf K, >5 P, yaitu spd(K,, >s P,) > m(”T“)

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(®2) < spd(K,, >s P,) < m(%*), maka dimensi partisi bintang spd(K,, >s

P,) = m(™=) untuk n = 2(mod 3).

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd( K, >s P,) =
m(%) untuk n = 0(mod 3) dan spd(K,, >5 P,) = m(™=) untuk n = 2(mod 3)
sehingga pada kedua nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(K,, >s

P,) = m[%]. Sedangkan spd(K,, >s P,) = m|% |+ luntuk n = 1(mod 3). O

Sekarang, kita akan membahas dimensi partisi bintang pada graf K,, >a P,
dengan m,n € Z* dan salah satu simpul v € P, yang dilekatkan ke setiap simpul
u € K,, dan simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Untuk n = 2, graf P
merupakan lintasan P, dan setiap simpulnya tidak berderajat dua dan untuk m = 2,
graf K, isomorfik dengan lintasan P, sehingga graf hasil operasi comb Ky >a P,
isomorfik dengan P, >A P, dan untuk n = 3, partisi pembeda bintang membentuk
pola khusus sedemikian sehingga order dari lintasan P, dan graf lengkap K,
masing-masing adalah m > 3 dan n > 4. Graf K, >p P, ditunjukkan pada
Gambar 4.22 (a). Dalam menentukan dimensi partisi bintang suatu graf K,, > P,
hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah
dimensi partisi bintang dari graf K,,, > P,. Dimensi partisi bintang mensyaratkan
partisi pembeda bintang IIs harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Untuk n = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd( K, >
Ps) > m(%) = m. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V(KA Ps) yakni r(y;1|ILs) = r(y;3/ILs) untuk 1 < j < m berakibat simpul y; ;
dan y; 3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi

partisi bintang:

spd([lls) > (5 +1) + (5 + D)+ o+ (5 +1) = m(5 +1) = 2m

m buah

J/

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(K,,>a P5) > m(3 +1) = 2m.
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan ITg = {51, 52, S5, ..., Som} dengan S; = {y;1,y;2/1 < j < m} dan
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(a) (b}

Gambar 4.22: (a) Graf Hasil Operasi Comb K,, >p P,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Bintang Ks >a Fy

Sm+; = {y;3/1 < j < m} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S; mengin-
duksi sebuah graf bintang K, ; dan S,,;; merupakan kelas partisi yang memuat
simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
koordinat setiap simpul v € V(K,, >an P;) berbeda terhadap Ilg. Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf K, > P; berbeda.
Jadi Ty = {51, S5, S5, ..., Sa;n } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
2m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah |IIg| = 2m. Akan tetapi,
[Tg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf K,, > Ps yaitu spd(K,, >o P;) < 2m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang

2m < spd(K,, >a P3) < 2m, maka dimensi partisi bintang spd( K, >A P3) = 2m.

Teorema 4.17. Misalkan K, adalah graf lengkap order m dan P, adalah graf
lintasan order n dengan simpul pelekatan dari P, yang berderajat dua. Untuk
m > 3 dan n > 4, dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb K,, >a P,
adalah

( mlg], Jikan = 0(mod 3), n = 2(mod 3)
dann = 1(mod 3), 1 <i <mn,
spd(Km >a Py) = i # 1(mod 3)
m|3] +1, jikan=1(mod 3), 1 <i<n,
\ i = 1(mod 3)
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Bukti: Misalkan graf K, >o P, memiliki himpunan simpul V (K, >o P,)

{y;:]1 <7 <m, 1 < i < n}dan himpunan sisi E(K,, >a P,) = {y;+¥j+i:|1 <
J<ml1<k<m-—ji=t2<t<n-—1} U {y;yi+1l]l <j<m,1<i<
n — 1}. Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf K,, >o P, dengan mn
buah simpul, maka untuk masing-masing nilai n dibagi menjadi tiga kasus. Kasus
pertama untuk n = 0(mod 3), kasus kedua untuk n = 1(mod 3), sedangkan kasus
ketiga untuk n = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk n = 0(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf K,, >a P, dapat dilihat pada Gambar 4.22 (b). Misalkan
IIs = {51, 2, 53, ..., Sin(n) } dengan:

Sugoner = {Wll <k < 2, 3(k=1)+1<i<3k1<j<mi=t2<t<n-1}

n
3
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sz (;_1);) menginduksi sebuah graf
bintang K ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (K,,>a P,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf K, >o P, untuk n = 0(mod 3) adalah berbeda. Jadi I1g =
{851, S5, S5, ..., S, m(2 )} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari m(%) kelas
partisi. Sehingga kardinalitas dari I adalah |II5| = m(%). Akan tetapi, [I5 belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf K,,, >a P, yaitu spd(K,, >a P,) < m(%).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, >A P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika ITs mempunyai kardinalitas |IIs| = m(%3) — 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi [Is merupakan
simpul-simpul dari V (K, >o P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g =
{51, 82,55, ..., S m(2) _1} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sy,(z)-1 = {Uml3 — 1 <k < 5,3(k — 1) +1 <14 < 3k}. Sehingga
diperoleh bahwa H s dengan kardinalitas [IIs| = m(%) — 1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari

graf K, >a P, yaitu spd(K,, >a P,) > m(3).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
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m(3) < spd(K,,>a P,) < m(%), maka dimensi partisi bintang spd(K,, >a P,) =
m(%) untuk n = O(mod 3).

Kasus 2: Untuk n = 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i # 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S, Ss, ..., S m(n=L) +m ) dengan:

Sni(j 1)k = {y;al <k <2223k -1)+1<i<3k1<j<mi=t2<
t<n-—1}

Snl = {yjn]l < j < myi = t,2 < t < n — 1} Dengan dilihat
bahwa 51mpul-31mpu1 pada S% (j—1)++ menginduksi sebuah graf bintang K> dan
SnT—l m+; merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah simpul trivial
dapat disebut juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v € V(K,,>a P,) berbeda terhadap I1g. Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf K, >5 P, untuk n = 1(mod 3) adalah berbeda. Jadi
I = {S1,52, 55, e Sy noty +m ) adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
m(%5+)+m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg adalah [[Is| = m("5*)+m.
Akan tetapi, IIs belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-

tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf K,,, >a P, yaitu spd(K,,>a P,) <

42),

m(

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, >A P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika II¢ mempunyai kardinalitas |IIs| = m(%3) — 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi IIg merupakan
simpul-simpul dari V' (K,, >A P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g =
{S1, Ss, 53, ..., S, m(22) _,} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu S, (ni2) , = = {ymilk = =2 3(k — 1) + 1 < i < 3k} U {ymn}
Sehingga diperoleh bahwa IIg dengan kardmahtas Is| = m(™2) — 1 bukan

merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi

n§2>

partisi bintang dari graf K, >a P, yaitu spd(K,, >a P,) > m(
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang

m(%r) < spd(Cry ba P,) < m(%$?), maka dimensi partisi bintang spd(Cy, >a

P,) = m(™2) untuk n = 1(mod 3) dimana il < i < n, i # 1(mod 3).

Kasus 3: Untuk n = 1(mod 3) dimana 1 < i < n, i = 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
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pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S5, Ss, ..., SmnT—1+1} dengan:
SiG—)+k = Wil <ESLI<IS 3] 13k -1)+1<i<3k1<j<m}
Smir(z-nG-n+k = Wll Sk < [§] - L1 <I< 3] - 131+3(k—1)+2 <
i <3l+3k+1,1<j<m}

S|z ]41 = il <j<Mii=t=31+1,1<1< 3| -1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S;(; 1)+« dan Syt (| 2] —1)(j—1)+ mengin-
duksi sebuah graf bintang K, dan S, 2, menginduksi sebuah graf bintang
K, ,,.Dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(K,, >ao P,) berbeda
terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari
graf K,, > P, untuk n = 1(mod 3). Jadi IIg = {5}, S2, 55, ..., Sm%ﬂ} adalah
partisi pembeda bintang yang terdiri dari m”T_l + 1 kelas partisi. Sehingga kardi-
nalitas dari [15 adalah |I1¢| = m”T_l + 1. Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai
kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari
graf K, > P, yaitu spd(K,, >a P,) < m”zt + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
|Is| = m"T_l, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi
ITg merupakan simpul-simpul dari V' (K, >a P,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIg = {Si, S, S3, ..., Smanl} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu SmnTﬂ ={yj ]l <j<myi=t=314+11<
<3 =13 U{ymilk =1,1 <1< [3] —1,3(k —1) +1 < i < 3k}. Sehingga
diperoleh bahwa Ilg dengan kardinalitas |IIg| = m"T_l bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari
graf K., > P, yaitu spd(K,, > P,) > m”zt 4 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m"T_l +1 < spd(K,, >a P,) < m"T_l + 1, maka dimensi partisi bintang
spd(Kp>aP,) = m™t+1 untuk n = 1(mod 3) dimanal < i < n,i = 1(mod 3).
Kasus 4: Untuk n = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan IIg = {5}, S, Ss, ..., Smanaer} dengan:

Suzippe = Wall Sk <2723k —1)+1 <0 <3k, 1 <j <m}
Sm"T_Q—f—j:{yj,iH <j<myn—-1<i<n}

153



Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada SnT—Q (j—1)++ menginduksi sebuah graf
bintang K, dan SmL% |+; menginduksi sebuah graf bintang K, ;. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(K,, >o P,) berbeda terhadap II.
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf i,,,>a P,
untuk n = 2(mod 3). Jadi IIg = {5}, 53, 3, ..., SmnT—2+m} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari m"T’2 + m kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIg
adalah |IIg| = m("52 + 1). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
K, >a Py, yaitu spd( K, >a Py) < m(”T“)

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K,, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
TTs| = m("52 +1) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIs merupakan simpul-simpul dari V' (K, >o F,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan ITg = {51, Sa, S5, ..., 5, n_2 +1)—1f maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu S, n2,1) 1 = {ymilk = 52,3k — 1) +1 <
i < 3k} U{ymiln —1 < i < n}. Sehingga diperoleh bahwa IIg dengan kardi-
nalitas |TIg| = m(”T_2 + 1) — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, >a P, yaitu
spd(Ky, >a P,) > m(“5% + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas
bawah dimensi partisi bintang m (%52 4 1) < spd(K,,>a P,) < m(“5% + 1), maka
dimensi partisi bintang spd(K,, >a P,) = m("5* + 1) untuk n = 2(mod 3).

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(K,,>a P,) =
m(%2) untuk n = 0(mod 3), spd(K,, > P,) = m(%5* + 1) untuk n = 2(mod 3)
dimana 1 < i < n, i # 1(mod 3) dan spd(K,, >a P,) = m(*5% + 1) untuk
n = 2(mod 3) sehingga pada ketiga nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian
spd(Ky, >a P,) = m[%]. Sedangkan spd(K,, >a P,) = m”3* + 1 untuk n =
I(mod 3) dimana 1 < i < n, ¢ = 1(mod 3) dapat ditulis spd(K,, >o P,) =
m|z |+ 1. O

4.2.4 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lengkap
Graf hasil operasi comb antara graf lintasan P, dengan graf lengkap K,,

dihasilkan dari menduplikat graf lengkap K, sebanyak n simpul di graf lintasan
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Gambar 4.23: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang graf Fs > K

P,, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf K, pada setiap simpul graf
P,, maka dapat dikatakan bahwa graf P, > K, merupakan graf yang terdiri dari
n kali graf lengkap K,,. Sehingga graf P, > K,, memiliki himpunan simpul
V(P> Kp) = {yij]1 <j <m,1 <i<n}dan himpunan sisi E(P, > K,,) =
{yiryisial <i<n—1} U{yvijeell <j<m,1<i<n1<k<m-—j}
Graf P, > K,, memiliki nm buah simpul dan w buah sisi. Graf P, > K,
ditunjukkan pada Gambar 4.8.

Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf P, > K, dengan m,n €
Z*. Untuk n = 1, graf P, merupakan graf trivial maka graf hasil operasi comb
P, > K,, isomorfik dengan lingkaran K,, dan untuk m = 2, graf K, isomorfik
dengan lintasan P, sehingga graf hasil operasi comb P, > K, isomorfik dengan
P, > P, sedemikian sehingga order dari lintasan P, dan graf lengkap /,,, masing-
masing adalah m > 3 dan n > 2. Dalam menentukan dimensi partisi bintang
graf P, > K,,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, > K,,. Dimensi partisi bintang

mensyaratkan IIg harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.18. Diberikan dua graf terhubung P, dan K,, dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m > 3 dan n > 2, maka dimensi partisi bintang dari

graf hasil operasi comb P, > K, adalah spd(P, > K,,) = n(m — 1)

Bukti: Misalkan graf P, > K, memiliki himpunan simpul V (P, > K,,)
{yijl1 < j <m,1 <4i < n} dan himpunan sisi £(P, > K,,) = {yi1¥i+1.1]1 <
i <n—1} U{yivijell <j<m1<i<nl<k<m-—j} Untuk
menunjukkan dimensi partisi bintang graf P, > K,,, dengan mn buah simpul, maka

pertama menentukan batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan
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mengkonstruksi partisi pembeda bintang graf P, > K, dapat dilihat pada Gambar
4.23. Misalkan ITg = {51, 55, S5, ..., Sp(m—1)} dengan:
Sim-1)-1)4j—1 = {Wij[1 <i<n,2 <5 <m}
Stm—1)i—mr2 = {¥i1|l <i <n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S; dimana (m — 1)(i — 1) +2 < j <
(m — 1)i, 1 < i < n merupakan kelas partisi singleton yang berisi sebuah simpul
trivial yang juga merupakan graf bintang, sedangkan S; = {v;1,y;2/1 < i < n}
merupakan kelas partisi yang menginduksi graf bintang K, ;. Maka dapat ditun-
jukkan representasi setiap simpul v € V (P, > K,,,) berbeda terhadap ITg. Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > K,,) untuk
n > 2 dan m > 3, sebagai berikut:
1
r(yi;ls) = (Z1azl+1 Z1+1 211 Z— 1+1 ’Zi—1+1lawa07u7

m=2 me2 j—2 mej
zf,zfjtl z%—l—1,...,zz_i,zi_i—|—1,...,zi_i+1); 2zl = 2+ (I — 1) dengan

Vv Vv
m—2 —

1<1i<i—1,1<i<n zl—2+(l 1)dengan1 <l <n—i,1<i<n;
2<j<m.

i1 |1T 223+ 1. z-+1 S22 2+ 1,0,1, 0,1, 2
(yl| S) (11 1 1 1 1 1

-

m—2 -2 m—2

21, z1+1 b 41,2 4+1); 22 = 1+ (I — 1) dengan

o TL 2 “n—i

v ~~
m—2 m—

2
1<I<i—1,1<i<myzt=1+({—1)dengan1<I<n—4,1<i<n.

Jadi Ilg = {51, S5, S5, ..., Spm—1) } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(m — 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah |TIg| = n(m —
1). Akan tetapi, [Ig belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P,,> K, yaitu spd(P,>K,,) <
n(m —1).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, > K,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
IIls| = n(m — 1) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi

ITs merupakan simpul-simpul dari V (P, > K,,). Tanpa mengurangi keumuman,

156



misalkan ITg = {51, S5, S5, ..., Sp(m—1)—1} maka ada dua kasus yaitu

a. Jika sebarang simpul u,v € V (P, > K,,,) dengan u, v tepat pada subgraf K,
maka berdasarkan Lemma 2.2 terdapat paling sedikit dua simpul memiliki
representasi simpul terhadap Ils yang sama. Misalkan kelas partisi Sy =
{Y1.3,y1.4}, maka simpul y; 3 dan y; , memiliki jarak yang sama ke semua
simpul di V' (P, > K,,,) — {y13, 14} atau dapat ditulis d(y; 3, w) = d(y;.4, w)
dimana w € V(P, > K,,) — {y1.3,y1.4} berakibat r(y; 5|I1s) = r(y1.4|I1s).
Jadi IIg dengan |IIg| = n(m — 1) — 1 bukan merupakan partisi pembeda

bintang walaupun kelas partisi So menginduksi graf bintang.

b. Jika kita ambil kelas partisi Syn—1)n-2)+1 = {Un-12}> Snm-1)(n-1)+1 =
Wn2ts Stn-1yn-1)-m+2 = {Yn-11} dan Se1yn—mi2 = {Yn1} digabung
menjadi satu partisi S’ dan dapat dilihat bahwa kelas partisi S’ tidak mengin-
duksi sebuah graf bintang maka IIg bukan merupakan partisi pembeda
bintang walaupun kelas partisi S’ memiliki representasi simpul terhadap Ilg
berdeda.

Sehingga diperoleh bahwa IT5 dengan kardinalitas |IIg| = n(m — 1) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf P, > K, yaitu spd(P, > K,,) > n(m — 1).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m —1) < spd(P, > K,,) < n(m — 1), maka dimensi partisi bintang spd(P, >
K,,) =n(m — 1) untuk m > 3 dann > 2. O

4.2.5 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lengkap

Graf hasil operasi comb antara graf lengkap K, dengan graf lengkap K,,
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap £, sebanyak n simpul di graf lengkap K,
dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf K, pada setiap simpul graf K,
maka dapat dikatakan bahwa graf K,, > K,,, merupakan graf yang terdiri dari n kali
Lengkap K,,. Sehingga graf K, > K, memiliki himpunan simpul V (K, > K,,,) =
{yi;I1 <j <m,1 <4 < n} dan himpunan sisi E(K,, > K,,,) = {yi1Yirk1|1 <
i<n,l<k<n—iditU{yvijnll <i<nl1<j<ml<Il<m-—j}
Graf K, > K, memiliki nm buah simpul dan ™ =1=m byah sisi. Graf K, > K,
ditunjukkan pada Gambar 4.10 (a).

Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf K, > K, dengan m,n €

Z*. Untuk m = 2, graf K, isomorfik dengan lintasan P, sehingga graf hasil operasi
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comb K, > K, isomorfik dengan K, > P, dan untuk n = 2, graf K, isomorfik
dengan lintasan P, sehingga graf hasil operasi comb K, > K, isomorfik dengan
P, > K, sedemikian sehingga order dari graf lengkap K, dan graf lengkap K,,
masing-masing adalah m > 3 dan n > 3. Dalam menentukan dimensi partisi
bintang graf K, > K,,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, > K,,. Dimensi partisi

bintang mensyaratkan IIg harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.19. Diberikan dua graf terhubung K,, dan K,, dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m > 3 dan n > 3, maka dimensi partisi bintang dari

graf hasil operasi comb K, > K, adalah spd( K, > K,,) =n(m — 1)

Bukti: Misalkan graf K,,> K,;, memiliki himpunan simpul V (K,,>K,,) = {y; ;|1 <
J <m, 1 < i< n}dan himpunan sisi E(K, > K,,) = {yi1¥isx1|l <i<n,1<
kE<n—i} U{yivijnll <i<n,1<j<m,1<I[<m—j} Untuk menun-
jukkan dimensi partisi bintang graf K,,> K, dengan mn buah simpul, maka pertama
menentukan batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkon-
struksi partisi pembeda bintang graf K,, > K,, dapat dilihat pada Gambar 4.24.
Misalkan IIg = {S1, S2, S3, ..., Sp(m—1)} dengan:
Stm-1)i-1+j-1 = {¥i[1 <P <n,2<j <mj}
Sim-1)i—m+2 = {¥ia|l <i < n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S(,,—1)(i—1)+j—1 dimana 2 < j < m dan
1 <7 < n merupakan kelas partisi singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang
juga merupkan graf bintang, sedangkan S; = {y;1,%i2|/1 < ¢ < n} merupakan
kelas partisi yang menginduksi graf bintang K ;. Maka dapat ditunjukkan repre-
sentasi setiap simpul v € V (K, > K,,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf K, > K,,) untuk n > 3 dan
m > 3, sebagai berikut:
r(yi;|1s) = (2,3,..,3,..,2,3,..,3,1,..,1,0,1,...,1,2,3,...,3,...,2,3,...,3);
~—— —— e Y~~~ ~——

m—2 m—2 7j—2 m—j m—2 m—2
i—1 n—
1<i<ndan2 <j<m.

%

r(yin|ls) = (1,2,.,2, ., 1,2,..,2,0,1, .., 1,1,2,...,2,..,1,2,..,2); 1 < i < n.
S~—— —— Y=~ = S~——

m—2 m—2 m—2 m—2 m—2
NS > A >
vV Vv

i—1 n—1i

Jadi IIg = {54, S, S5, ..., Spm—1) } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
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Gambar 4.24: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang Graf K¢ > K¢

dari n(m — 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah |[TIg| = n(m —
1). Akan tetapi, [Ig belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf K, > K, yaitu spd(K, >
K,) <n(m-—1).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, > K,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
|Ilg| = n(m — 1) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIs merupakan simpul-simpul dari V (K, > K,,). Tanpa mengurangi keumuman,

misalkan ITg = {1, S5, S5, ..., Sp(m—1)—1} maka ada dua kasus yaitu

a. Jika sebarang simpul u,v € V (K, > K,,) dengan u, v tepat pada subgraf K,
maka berdasarkan Lemma 2.2 terdapat paling sedikit dua simpul memiliki
representasi simpul terhadap Ils yang sama. Misalkan kelas partisi Sy =
{v13, y174}, simpul y; 3 dan y; 4 memiliki jarak yang sama ke semua simpul
di V(K> K.,) — {13, y1.4} atau dapat ditulis d(y, 3, w) = d(y; .4, w) dimana
w e V(P> Kp,) — {y13, y1.4} berakibat r(y; 3|Ils) = r(y14/Ils). Jadi Ilg
dengan |IIg| = n(m — 1) — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang

walaupun kelas partisi S, menginduksi graf bintang.
b. Jika kita ambil kelas partisi Sy(m—1)(n-2)+1 = {¥n-12}> Snm-1)(n—1)41 =
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{Un2}ts Sim-1)(n—1)—m+2 = {¥n-1,1} dan Sin—n-m+2 = {Yn,1} digabung
menjadi satu partisi S’ dan dapat dilihat bahwa kelas partisi S’ tidak mengin-
duksi sebuah graf bintang maka IIg bukan merupakan partisi pembeda
bintang walaupun kelas partisi S’ memiliki representasi simpul terhadap Il
berdeda.

Sehingga diperoleh bahwa IT5 dengan kardinalitas |IIg| = n(m — 1) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf K,, > K,,,) yaitu spd(K, > K,,)) > n(m — 1).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(m —1) < spd(K, > K,,) < n(m — 1), maka dimensi partisi bintang spd(K, >
K,,) =n(m — 1) untuk m > 3 dann > 3. O

4.2.6  Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf Lengkap

Graf hasil opersi comb antara graf lingkaran C,, dengan graf lengkap K,
dihasilkan dari menduplikat graf lengkap K, sebanyak m simpul di graf lingkaran
(), dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf K,, pada setiap simpul graf C,,,,
maka dapat dikatakan bahwa graf C,,, > K,, merupakan graf yang terdiri dari m kali
graf lengkap K,. Sehingga graf C,,,> K, memiliki himpunan simpul V' (C,,>K,,) =
{y;il1 <j <m,1 < i < n} danhimpunan sisi £(C,, > K,,) = {y;1yj111|1 <
J<m—=1} U{ymavia} Uyl <j<m,1<i<n, 1<k <n—i}.
Graf C,, > K,, memiliki nm buah simpul dan "Qm’%ﬂm buabh sisi. Graf C,,, > K,
ditunjukkan pada Gambar 4.15 (a).

Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf C,, > K,, dengan m,n €
Z*. Untuk m = 2, graf Cy merupakan graf yang memiliki sisi ganda sehingga
(5 bukan graf sederhana dan untuk n = 2, graf K, isomorfik dengan lintasan P,
sehingga graf hasil operasi comb C,, > K, isomorfik dengan C,,, > P, sedemikian
sehingga order lingkaran dan graf lengkap masing-masing adalah m > 3 dann > 3.
Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf C,,, > K,,, hal pertama yang harus
dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf C,, > K,,. Dimensi partisi bintang mensyaratkan IIg harus mempunyai

kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.20. Diberikan dua graf terhubung C,, dan K, dengan masing-masing
ordernya m dan n dengan m > 3 dan n > 3, maka dimensi partisi bintang dari

graf hasil operasi comb C., > K,, adalah spd(C,, > K,,) = m(n — 1).
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Gambar 4.25: Konstruksi Partisi Pembeda Bintang Graf Cg > K

Bukti: Misalkan graf C,,, > K, memiliki himpunan simpul V(C,,> K,,) = {y;|1 <
Jj < m,1 < i < n} dan himpunan sisi E(C,, > K,,) = {y;19j4+11]1 < j <
m—1} U {Ymavi1} U {y;:95046]l <j<m,1<i<n,1<k<n-—2i}. Untuk
menunjukkan dimensi partisi bintang graf C,, > K,, dengan mn buah simpul, maka
pertama menentukan batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan
mengkonstruksi partisi pembeda bintang graf C',, > K, dapat dilihat pada Gambar
4.25. Misalkan I1g = {51, S, S5, ..., Sm(n—1)} dengan:
Stn-1)G-1)+i-1 = Wil <7 <m,2<i<n}
Stn-1)j-n+2 = {yall <j <m}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S(,,—1)(j—1)+i—1 dimana 3 < i < n dan
1 < 5 < m merupakan kelas partisi singleton yang berisi sebuah simpul trivial
yang juga merupakan graf bintang, sedangkan S(,_1)(j—1)+1 U S(n—1)j—n+2 dimana
1 < 7 < m merupakan kelas partisi yang menginduksi graf bintang K ;. Maka
dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(C,, > K,,) berbeda terhadap
IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf
Cy, > K,,) untuk n > 3 dan m > 3, sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj-1,1,...,1,0,1, ..., 1, ¢ppj); 1 < j <mdan 2 < i < n, m gasal.
c= (21,51 +1,.,z+ 1 zmy, 2+ 1 2 + 1/, Z|m iy,

n—2 e
2z + 1,2 mpp + 1/, oy Zm—15 Zmo1 + 1 s 21 + %), 2z = | + 1 dengan

-
n—2 n—2
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1<I<[%;za=m—1+1dengan |[Z]+1<1<m—1.
a = (zm,l,fm,l + 1, 2m1 + 1, ey 241, 24 +1,..., Z|m gy + 1’ZL%J’
02 n_2
Zmp+ 1 2m+ 1z + 1+ 1); y =+ 1dengan 1 <[ < |F];
ntQ nt?

zz=m—1+1dengan 7] +1<1<m—1

Reprentasi simpul di graf C,,, > K,, untuk m gasal dengan 7 = 1 sebagai berikut:
r(yj,l|HS) = (a'j—lv Oa 17 reey 1a cm—j); 1 S .] S m,m gasal'

m—2

c= (21721 + 1, ey 21+ 11, ey ZL%J,ZL%J + 1, "'72L%J + 17 ZL%J-H?

n—2 e
ZL%jJrl+17---aZL%J+1‘l’lam,Zm—la\Zm—l+17-~-a2m—1+11); 2z = | dengan
N ~ ~~

1<I<|B)im=m—ldengan ] +1<1<m— 1.
= (Zm- 15 Zm— 1+ 1,. o o Bm—1 +1J""7zL%J+1’ZL%J+1 +17"'72L%J+1 +1/’ZL%J’
n—2 n—2
Z|m | +17""ZL%J —|—1,...,2’1,Z1—1-1,...,21—0—11); z; = ldengan 1 < [ < L%J,
n_2 n—2

zp=m —ldengan |F|+1<1<m— 1.

Reprentasi simpul di graf C,, > K, untuk m genap sebagai berikut:
r(y;illls) = (aj-1,1,...,1,0,1,..,1,¢p—y); 1 < j < mdan2 < i < n, m

i—2 n—i
genap.
c= (21751 +1,..,21+ 117 e Z|m)y 2|t 1, ey Z|m) 1, 2|m 41,
n‘—,2 h nt2 g
Z|m |41 +1,... Z|m |41 + 1, vy Bm—15 Zm—1 + 1, 2m + 1); z; = [ + 1 dengan
h nvz s n—2
<I<|F]im=m—I1+1dengan ] +1<1<m—1.

= (Zm—1, Zm— 1+1 o Zmet + L zmp, zm L 2 1 2 mg,

n—2 nt2
2|z) + 1,2 m) + 11, cwznat o, zm 4 11), 7z =1+ 1dengan 1 <1 < |[F];

-

-

n—2 n—2
zz=m —1+1dengan 3] +1<1<m—1.

Reprentasi simpul di graf C, > K,, untuk m genap dengan + = 1 sebagai berikut:
r(y;1|s) = (aj-1,0,1, ..., 1, ¢pj); 1 < 7 < m, m genap.

m—2
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c= (217\21 +1,..,2+1, s Z|m, 2| m + 1, ey 2| + 1, Z|m 41,

-~

-~

n—2 n—2
2o+ 12w+ 1 21, 2 + ,...,zm_1+11); 2z = | dengan

~~

-
n—2 n—2

<|%Z];z=m—ldengan 2] +1<1<m-1

1<
a = (zm,l,gm,l + 1, Zme1 + 1, ey 241, 24 + 1, ey Zlm 4 + 1, Z|m),

-

P
n—2 n—2

fL%J+17'-~a2L%J+1v~-~721>§1+1a-"721+£); 7z = ldengan 1 < [ < [B];

~
nt2 n—2

zz=m—ldengan |F] +1<1<m—1

Jadi ILg = {51, 52, S5, ..., Smn—1) } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari m(n — 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah |IIg| = m(n —
1). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat
ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf C,, > K,,) yaitu spd(C,, >
K,) <m(n-1).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, > K,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
|Ils| = m(n — 1) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi I1g
merupakan simpul-simpul dari V(C,,) U V(K,). Tanpa mengurangi keumuman,

misalkan IIg = {S1, S, S3, ..., Sp(n—1)—1} maka ada dua kasus yaitu

a. Jika sebarang simpul u,v € V(C,, > K,,) dengan u, v tepat pada subgraf K,
maka berdasarkan Lemma 2.2 terdapat paling sedikit dua simpul memiliki
representasi simpul terhadap IIs yang sama. Misalkan kelas partisi Sy =
{y1.3,y1.4}, simpul y; 3 dan y; , memiliki jarak yang sama ke semua simpul
di V(C,,> K,) — {y1.3, y1.4} atau dapat ditulis d(y 3, w) = d(y1.4, w) dimana
w € V(Cy > K,) — {y13, Y14} berakibat r(y; 3|I1s) = r(y1.4|Is). Jadi Ilg
dengan |IIg| = m(n — 1) — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang

walaupun kelas partisi S; menginduksi graf bintang.

b. Jika kita ambil kelas partisi Sp,(n—1)(m-2)41 = {Um-12}> Smn-1)(m-1)+1 =
{ym,Q}, S(nfl)(mfl)fnJrZ = {ym—l,l} dan S(nfl)mfnJrZ = {ym,l} digabung
menjadi satu partisi S’ dan dapat dilihat bahwa kelas partisi S’ tidak mengin-

duksi sebuah graf bintang maka IIg bukan merupakan partisi pembeda
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bintang walaupun kelas partisi S” memiliki representasi simpul terhadap Ilg
berdeda.

Sehingga diperoleh bahwa I1g dengan kardinalitas |IIg| = m(n — 1) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf C,,, > K, yaitu spd(C,, > K,,)) > m(n — 1).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
m(n — 1) < spd(Cp, > K,,) < m(n — 1), maka dimensi partisi bintang spd(C,, >
K,) =m(n — 1) untuk m > 3 dann > 3. O

4.2.7 Dimensi Partisi Bintang Graf Lintasan Comb Graf Lintasan

Graf hasil operasi comb antara graf lintasan P, dengan graf lintasan P,
dihasilkan dari menduplikat graf lintasan F,, sebanyak n simpul di graf lintasan
P, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf P, pada setiap simpul graf
P,, maka dapat dikatakan bahwa graf P, >s P,, merupakan graf yang terdiri
dari n kali Lintasan F,,. Sehingga graf P, >; F,, memiliki himpunan simpul
V(Pyvs Pr) = {yi;]1 <j <m,1 <4i<n} dan himpunan sisi £(P, >5 P,,) =
{Wirviri1]l <i <n—=1} U {yivi 4|1 <i<n,1 <j<m—1}. Graf P,p;5 P,
memiliki nm buah simpul dan nm — 1 buah sisi. Graf P, >5 P,, ditunjukkan pada
Gambar 4.13 (a).

Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi graf P, >5 P,, dengan m,n € Z*.
Untuk n = 2, graf hasil operasi comb P, >5 P, isomrorfik dengan lintasan P, dan
untuk m = 1, graf P, adalah graf trivial sehingga graf hasil operasi comb P, >s P,
isomrorfik dengan lintasan P,, sedemikian sehingga order lintasan P, dan lintasan
P,, masing-masing adalah n > 3 dan m > 2. Dalam menentukan dimensi partisi
bintang graf P, >5 P,,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf P, >5 P,,. Dimensi partisi bintang

mensyaratkan IIg harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Teorema 4.21. Diberikan dua graf terhubung P, dan P,, dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan n > 3 dan m > 2 dengan simpul pelekatan P, yang
berderajat satu, maka dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb P, >s P,,
adalah

m ikam = 0(mod 3) d oiod 3
spd(Pn D5 pm) _ n|—3_|7 ]l am (mo ) an m (mo )
n| %]+ 131, Jjikam = 1(mod 3)
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Gambar 4.26: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf Py >5 Ps, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf Py >s Py

Bukti: Misalkan graf P,>; P,, memiliki himpunan simpul V (P,,>5 P,,,) = {y; ;|1 <
j < m,1 < i < n} dan himpunan sisi E(P, >5 P,,) = {yi1yir11]l < @ <
n—1} U {yi;vij+1ll <17 <n,1<j <m— 1} Untuk menunjukkan dimensi
partisi bintang graf P, >5 P,, dengan mn buah simpul, maka untuk masing-masing
nilai m dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk m = 0(mod 3), kasus
kedua untuk m = 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk m = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk m = 0(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi

pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S, S3, ..., Sn(%)} dengan:

szl-i—k {yzj|1<k 73<k_1)+1§j§3k71§2Sn}

m
3
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Swu(;_1)+, menginduksi sebuah graf
bintang K, ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(P,, b5 Pp,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf P, >5 P,,) untuk m = 0(mod 3), sebagai berikut:

r(yi;ls) = (ai—1,ur,...,ux—1,0,11, cotm g, Cani); us = j — 3s dan
t,=3r—(j—1)dengan 1 <k < [2],3(k—-1)+1<j<3k1<s<k—1,
1<r<|B] -k

c = (zll,té,...,ti%y. Szl ot ’tL m); 5 = j+(I—1)dengan1 < j < m,
1<l<n—i1<i<nt,=2z +3sdengan2 < s < [Z].

a=(za—1)%13, ...,t?[%J, 2213, ...,tzf%); z2=j+(—1)dengan1 < j <m,
1<1<i—1,1<i<mt2=2 +3sdengan2 < s < [2].

Jadi [Is = {S7,5%, 53, ..., Sp(m)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
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dari n(% ) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIs adalah [IIg| = n(%). Akan
tetapi, Ilg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf P, b5 P, yaitu spd(P, >5 P,) < n(%).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas
[Ils| = n(%) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ITg merupakan simpul-simpul dari V (P, >5 P,,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIg = {51, S5, 53, ..., Sp(n)-1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sy(m) 1 = {y, ;|5 —1 <k < 3. 3(k—1)+1 <
j < 3}. Sehingga diperoleh bahwa II5 dengan kardinalitas |IIs| = m(%) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
pasrtisi bintang dari graf P, o5 B, yaitu spd(P, >5 Py)) > n(%).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(%g) < spd(P, >s P,) < n(%), maka dimensi partisi bintang spd(P, >5 P,) =
n('§) untuk m = 0(mod 3).

Kasus 2: Untuk m = 1(mod 3)

Simpul-simpul di graf P, >; P, dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf P, dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lintasan P,. Untuk m = 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n = 0(mod 3) dan m = 1(mod 3), kedua
untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3), sedangkan untuk n = 2(mod 3) dan
m = 1(mod 3).

1. Untuk n = 0(mod 3) dan m = 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang graf P, >; P, dapat dilihat pada Gambar 4.26 (b).
Misalkan [1g = {5}, Ss, S5, ..., Sn(mT—ng} dengan:

SmT’l(i—l)—i-k ={yi;|1 <k < %,3(/{;—1)—%2 <1<3k+1,1<i<n}
Sn(mTfl)+l ={yial1 <1<5,3(1-1)+1<4 <3}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada SmTfl (i—1)+ dan Sy motyy
menginduksi sebuah graf bintang /; ». Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v € V(P, >s P,,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi
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diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, >5 P, untuk
= 0(mod 3) dan m = 1(mod 3), sebagai berikut:

r(yi,j|H5) = (ai_l,ul,...,uk_l,O,tl,...,tL%J_k,cn_i,d); Us = ] —3s—1
dant, = 3r — (j —2)dengan 1 < k < [ %], 3(F—1)+2 < j <3k +1,
1<s<k—-1,1<r< Lmj—k

c = (zll,t%,...,ti%_l,. Szk oot i wm_1); 24 = j+ (I—1)+ 1 dengan
2<ji<m,1<I<n—i,1<i<n; tl—zl+35dengan1<s<L | -1
a = (20 — 180, tim gy 20,87, s L%H), Z=5+0-1)+1
I <i—-1,1<i<nt:= zf—i—3sdengan

IA el

dengan 2 < 5 < m, 1
1<s< %] -1
d=(t}, .ty y,j = Ltt o the)ith = (= 1)+ (1+3(p—1) =) +3f
dengan2 < j<m,1<p<|[2],3(p—1)+1<i<3p1<f< (2] —p
tp=7+(@-3(p-1)—-1)+3(p—f—1)dengan2 < j<m,1<p<|5],
3p—1)+1<i<3p,1<f<p-1L

r(yia|lls) = (ai_l,1,t1,...,tL%J,1,cn_,~,d); t;, = 1 4+ 3l dengan
1<i< (B -1
c = (le,t%,...,ti%J_l, o 2y l,t%,.. 1 m|_ 1)' le = [ + 1 dengan

1§l§n—i,1§i§ntl—zl+35dengan1<s<L | -1

= (Z(l)Qat%v ) L J=13 z‘ 17t17- ) L |- 1)' Zl =1—-101+1 dengan
1<I<i—1, 1<z<nt2—zl—|—3sdengan1<s<L | —1.

d = (#117 >p170t?7'-'7|_J_p>’ t?‘ = <1+3<p—1)—l)+3f
dengan 1 < p < [5),3(p—-1)+1 <i<3p 1< f < [5]-p
tp =(@—3p—-1)—-1)+3p—f—1) +1dengan1l < p < [%],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p—1

S

Jadi IIg = {51, S, S5, ..., Sn(mT4)+%} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(mT_l) + 7 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IT5 adalah
IIs] = n(™5+) 4+ %. Akan tetapi, ITg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
P, >s P, yaitu spd(P, >s P,,) < n(mT_l) + 5.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >s
P,, dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan memper-

timbangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap
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kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa
jika TIg mempunyai kardinalitas |ITg| = n(Z5+) + % — 1, maka pasti
terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang.
Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg merupakan
simpul-simpul dari V(P,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan 115 =
{81, Ss, 53, ..., S, n(m=tyyn _, } maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaltu Sp(m-tyin = {yialy —1 <1 < 2,301 —
)+1 < < 3l}. Sehmgga diperoleh bahwa IIs dengan kardinalitas
[Ils| = m|%] + % — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >s P, yaitu
spd(Py b5 Pp) > (™) + 2.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(™1) + 2 < spd(P, bs P) < n(™71) + %, maka dimensi
partisi bintang spd(Pn >s Prn) = n(™5) + 2 untuk n = 1(mod 3) dan
m = 0(mod 3).

. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan I1g = {Si,Ss, Ss, '">Sn('”T*1)+%+1}
dengan:

SmTa(ilek ={y; ;|1 <k < m—,3(k:—1)+2 <j<3k+1,1<i<n}
Szt = Wil ST< 254 3(1—1) +1 <0 < 31}

Sn(mT*l)Jr"T*lH = {yn1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S Mo 1)k Sn(mTfl )+ Mmengin-
duksi sebuah graf bintang K > dan S, molyynog merupakan kelas partisi
singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V/(P,,>s P,,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf P, >5 P, untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3),
sebagai berikut:

r(yi;|\s) = (ai—1,u, ...,uk_l,O,tl,...,tL%J_k,cn_i,d); us = j —3s —1
dant, = 3r — (j —2)dengan 1 < k < [%],3(k—1)+2 < j <3k +1,
1<s<k-1L1<r<[%]|-Fk

c = (21,1, ...,ti%_l, 2kt ...,ti%_l); 2zt = j+ (I—1)+ 1 dengan
2<j<m,1<l<n—i,1<i<nt,=z+3sdenganl <s < |%Z]|—1.
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a=(z1)%, ...,tf%J_l, e 22,1 ...,tf%J_l); 2 =j+(l—1)+1dengan
2<ji<m,1<I<i—1, 1<z’<n;t§:z12+35dengan1§s§ | 2] —1.
d=(t}, oty j =L th o thn) )i t] = (= 1)+ (1+3(p—1) —4) +3f
dengan2 <j<m,1<p<|[5].3p-1)+1<i<3p1<f<[5]—p
ti=j+(@—=3(p—-1)—1)+3(p—f—1)dengan2 < j <m,1<p<|%],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p—1.

d= (8], t)n), j—1)it; = j+3[3] —3fdengan2 < j <m, 1 < f < [3];

7 =n.

r(yia|lls) = (ai,l,1,t1,...,tL%J_1,cn,i,d); t; = 1 4+ 3l dengan
1<i<|Z]—1.
c = (25t} .., ti m | gy e Zn zvt%’"wﬁ%kl); 2z = 1 + 1 dengan

1§lﬁn—ia1§1§n,tizzl+33dengan1§8§L%J—1-

a = <Z(1)2’t%’""tf%J—P'"?’Zitht%v' ;tf m)_ BE Zl2 = ¢ — [ + 1 dengan
1§l§i—1 1<i<n;tzzzf+3sdengan1§s§L%J—l,

d = (t},....t;_,0, t?““’t?[gjfpﬂ); t3 = (1+3(p —1) — i) + 3f dengan
1 <p< |2,3p—1)+1<i<3p1<f< [2]-p+1
tj“ = (i—-3p—-1)—-1)+3p—f—1) +1dengan1l < p < [Z],
Bp-1)+1<i<3p,1<f<p—1

d=(t,...,10x),0); 13 = 3[§] —3f + 1dengan 2 < j <m, 1 < f < [§];

1 =n.

Jadl HS == {51,52753,...78 (mf

3
yang terdiri dari n("5= mly 4ol 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari Ilg adalah |IIg| = (mTl) + =1 + 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf P, >5 P, yaitu spd(P, b5 P,) < n(™5= 4ol 41,

)y sl 41} adalah partisi pembeda bintang

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >s
P,, dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg
mempunyai kardinalitas |IIs| = n(”5%) + 51, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak mengmdukm graf bintang. Perhatikan

bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg merupakan simpul-
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simpul dari V (P, >5 P,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan IIg =
{Sb SQ; S37 teey S

n

duksi graf bintang yaitu S, m_1), 21 = {yirll = 2,31 —-1)+1 <

(m1) +nT—1} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-

i < 3l} U {yn1}. Sehingga diperoleh bahwa IIs dengan kardinalitas
TIs] = n(5+) + 25+ bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >s P, yaitu
spd(Py b5 Py) > (™) + 271 4+ 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(251)+ 252 +1 < spd(P>5 Py) < n(P5%)+ 25+ +1, maka dimensi
partisi bintang spd(P, b5 P,,) = n(™5+) + %5 + 1 untuk n = 1(mod 3) dan
m = 1(mod 3).

. Untuk n = 2(mod 3) dan m = 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
IIs = {51, S2, 83, .., Sy m= mo1)yn-2 2+1} dengan:

S (s 1+k—{y”|1<k< mol 3k —1)+2<j<3k+1,1<i<n}
S( +l—{y11|1<l<” 3([—1) 1 <i<3l}

Sn(mT—)JrnT—zH = {Yn-1,1,Yn1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S mol( 1)tk dan S, moty
menginduksi sebuah graf bintang K, dan Sn(mTfl ) menginduksi
sebuah graf bintang /; ;. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v € V(P, s P,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf P, >5 P, untuk n = 2(mod 3)
dan m = 1(mod 3), sebagai berikut:

r(yij|Ils) = (ai_l,ul,...,uk_l,(),tl,...,tL%J,k,cn_i,d); us = j —3s — 1
dant, = 3r — (j —2)dengan 1 < k < [ %], 3(k—1)+2 < j <3k +1,
1<s<k-1,1<r< LmJ—k

c= (z%,t%,...,ti%_l,. Lz, ...,ti m )i % = j+ (I —1)+1dengan
2§j§m,1§l§n—z,1§z§n,ti—zl+3$dengan1§s§ 2] —1.
a= (21?21 ..., tf%J_l, S-SR - S tf%J_l); 2?2 =j+(l—1)+1dengan
2<j<m,1<1<i—1,1<i<nit?=z'+3sdenganl < s < [Z]—1.
d=(t1,....t)_ 1,]—1,t§,...,ti’%J_p+1);t?} =G-1D+(1+3(p—1)—4)+3f
dengan2 < j <m,1<p<|5],3(p—1)+1<i<3p, 1< fF<[3] —
ty=j+(G@=3p-1)—-1)+3(p—f—1)dengan2 < j <m, 1 <p<|%],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p—1.
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d = (t?,...,tfgj,j —1);t% = (i = 3|%] — 1) +j + 3|%] — 3f dengan
2<j<m 1< f<[gin—1<i<n

’l“(yi71|HS) = (a,i_l,1,t1,...,t\_%J,1,Cn_i,d); tl = 1 + 3l dengan
1<i< (2] -1,
c = (z%,t%,...,ti%_l,. 2k l,t%,...,ti%_l); 2zl = 1| + 1 dengan

1<1<n—i1<i<n;t,=2 +3sdenganl <s<[2]—

a = (z(l)Q,t%,...,tf%kl,...,zf_l,t%,...,tf%kl); 22 = i — | + 1 dengan
1§l§i—1 1<i<nit?=z43sdenganl <s < |%2] -1

d = (t,..,t5_1,0,t3, ., Ljp+1) t3 = (1+3(p—1) —14) + 3f dengan
1 <p < [3L3p-D+1 <4 <3p, 1 < f < 5] —p+1
tp = (i—-3(p—1)—1)+3(p—f—1)+1dengan1 < p < %],
3p—1)+1<i<3p, 1< f<p-—1

d = (t?,...,t‘r[%y()); th = (i — 3% — 1) +j +3[%] — 3f + 1 dengan
2<j<m, 1< f<|gii=n.

Jadi Ils = {57,52,53, ..., S(m=1y n—2+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(™3= L) + == —|— 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari IIg adalah |IIg| = n(mTl) + %22 + 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf P, b5 P, yaitu spd(P, b5 P,) < n(™5— moly o241,

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, b
P,, dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika Ilg
mempunyai kardinalitas |IIs| = n(™5= 1) + 222 maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak mengmdukm graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg merupakan simpul-
simpul dari V(P, >5 P,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan IIg =
{S1, 52, 53,..., S,

duksi graf bintang yaitu S, m_1),n 2 = {yirll = 2,301 —-1)+1 <

(m=1) +an2} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-

i < 3l} U {yn1}. Sehingga diperoleh bahwa IIs dengan kardinalitas
Ts] = n("5+) + 252 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi

dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf P, >s P,
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yaitu spd(P, >5 Pry) > (") + 252 4 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(Z5)+22+1 < spd(P,>sPy,) < n(?51)+"52 41, maka dimensi
partisi bintang spd(P, b5 P,) = n(™5+) + 252 4+ 1 untuk n = 2(mod 3) dan
m = 1(mod 3).

Kasus 3: Untuk m = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf P, >s P, dapat dilihat pada Gambar 4.26 (a). Misalkan
IIg = {51, 52, S5, ..., Sn(mT%)+n} dengan:

Smz;_ Dok = Wil Sk < ™2 3(k—1)+3<j<3k+2,1<i<n}
Sn(mQ c={uill1 <i<n,1<j<2}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S m2(; 1) 4k menginduksi sebuah graf
bintang K 5 dan Sn(msz) +; menginduksi sebuah graf bintang K, ;. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(P, 5 P,,) berbeda terhadap Il.
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, >s5 P,
untuk m = 2(mod 3), sebagai berikut:

r(yi;|Ils) = (ai_l,ul,...,uk_l,O,tl,...,tL%J,k,cn_i); us = j — 3s — 2 dan
t,=3r—(j—3)dengan1 <k < [%],3(k—-1)+3<j<3k+2,1<s<k—1,
1<r< %] -k

c= (zll,té,...,tt%y. Skt L m); 2z =j+(l—1)+2dengan3 < j <m,
1<l<n—i,1<i<mnt,=z +3sdengan2 < s < [2].

a = (zi — 1)2,t§,...,tf%J,...,z%,t%,...,tf%); 22 = j+ (I — 1) + 2 dengan
3<j<m1<i<i—1,1<i<n;t?=2z+3sdengan2<s< |2

d=(t} .., t1,22.6 .68 )t =5+(1—1)dengan3 < j <m,1 <1< n—i,
1<i<mtt=j+(0—-1)dengan3 < j <m, 1 <1 <i—11<i<m
23 = j—2dengan 3 < j < m.

r(yi1|ls) = (@i-1,2,t1, ...,tL%J,l,cn_i,d); ty=2+3ldengan 1 <[ < [ %] — 1.
c= (25,1, ..., timj Lo 20t timJ s 2l =3+(l—1)dengan1 <[ < n—i,
1<i<njti=2z +3sdenganl < s < |% J 1.

a = (zi— 124, .., tf | gy 2yt L |1 28 = 3+ (I — 1) dengan
1<I<i—1,1<i<m tz—zl +3sdengan1 < s < [2]—1.
d=(2}1,..,23,0,21,.,20_); 22 =ldengan 1 <[ <i—1,1<i<n;z =1

dengan1 <[ <n—1,1<17<n.
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T(yi,Q‘HS) = (ai,l, 1,t1, .. thJ 1,Cn,i,d); tl =1+3 dengan 1 < { < L%J — 1.
t1, ...,ti%J_l);zll =4+4(l—1)dengan1 <1 < n—i,
1<i<nit, =2z +3sdenganl < s < |%Z]|—1.

a = (2@ — 124, ..., tf m|_ T - P tf mi 1) 22 = 4+ (I — 1) dengan
1<l<z’—1,1§z’§nt2—zl—|—3sdengan1§s_L 1

d= (2} 1,..,23,0,28,..,22 )22 =1+ 1dengan1 <[ <i—1,1
zl:l+1dengan1<l§ —3,1 <i<n.

7TL7,7

C = (Z%,t%, "‘7t]\:%J_1’ .

IN

1 <n

Jadi IIg = {5, 5%, Ss, ...,Sn(m—2)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n("5= 2) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah || =
n(™2 + 1) = n(Zf). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P,,>sC,,
yaitu spd(P, b5 Py) < n(ZH).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >s5 P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
IIg| = n(™) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIs merupakan simpul-simpul dari V (P, >s P,,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan I1g = {S;,5,, S5, ..., S

(il )_1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(mTH)_l = {¥i1,Yim/n —1 << n}. Sehingga

n(34)

partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf P, >s5 P, yaitu spd(P, >s P,,) > n(mT“)

diperoleh bahwa Ilg dengan kardinalitas |IIg| = — 1 bukan merupakan

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(™2) < spd(P,>sPy) < n(™), maka dimensi partisi bintang spd(P,>s P,,) =
n(™) untuk m = 2(mod 3).

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd( P, >s P,,,) =
n(%) untuk m = 0(mod 3) dan spd(P, b5 P,) = n(™) untuk m = 2(mod 3)
sehingga pada kedua nilai m tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(P, >
P,,) = n[%]. Sedangkan spd(P, b5 P,) = n("*) + % untuk m = 1(mod 3)
dan n = 0(mod 3), spd(P, b5 P,,) = n(%+) + 22 untuk m = 1(mod 3) dan

n = 1(mod 3) dan spd(P, >5 P,) = n(%+) + 2 untuk . = 1(mod 3) dan
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n = 2(mod 3) dapat ditulis spd(P, >5 P,) = n| %] + [5]. 0

Sekarang, kita akan membahas dimensi partisi bintang pada graf P, >a P,
dengan m,n € Z* dan salah satu simpul v € P,, yang dilekatkan ke setiap simpul
u € P, dan simpul v mempunyai derajat sama dengan dua. Untuk n = 1, graf hasil
operasi comb P, >a P, isomrorfik dengan lintasan P, dan untuk m = 3, graf
hasil operasi comb membentuk pola khusus sedemikian sehingga order lintasan
P, dan lintasan P, masing-masing adalah n > 2 dan m > 4. Graf P, >a P,
ditunjukkan pada Gambar 4.27 (a). Dalam menentukan dimensi partisi bintang
suatu graf P, >a P,,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >a F,,. Dimensi partisi
bintang mensyaratkan partisi pembeda bintang IIg harus mempunyai kardinalitas
yang minimum.

Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(F, >a
Ps) > n(%) = n. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di
V (P, >a P3) yakni r(y; 1|Ils) = r(y;3|Ilg) untuk 1 < ¢ < n berakibat simpul y; ;
dan y; 3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi

partisi bintang:

spd(Py >a Py) > (%+1)+(%+1)+...+(%+1):n(gﬂ):2n
nl;:ah

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(P, >a P3) > n(% + 1) = 2n.
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan [Ig = {S}, 52,55, ...,52,} dengan S; = {y;1,9i2/1 < @ < n} dan
Sn+i = {yi3]1 < i < n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S; mengin-
duksi sebuah graf bintang K, dan S,; merupakan kelas partisi yang memuat
simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
koordinat setiap simpul v € V(P, >an P3) berbeda terhadap Ilg. Dari hasil
observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, >A P3 berbeda.
Jadi IIg = {S1, 59, S5, ..., Sa, } adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
2n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah |IIg| = 2n. Akan tetapi,
ITg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf P, >a P3 yaitu spd(P, ba P;) < 2m.
Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang

2n < spd(P, >a Ps) < 2n, maka dimensi partisi bintang spd(P, > Ps) = 2n.
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Gambar 4.27: (a) Graf Hasil Operasi Comb P, > F,,, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Bintang Py >a P

Teorema 4.22. Misalkan P, adalah graf lintasan order n dan P,, adalah graf
lintasan order m dengan simpul pelekatan dari P,, yang berderajat dua. Untuk
n > 2 dan m > 4, dimensi partisi bintang dari sebuah graf hasil operasi comb

P, oA P, adalah

n[%], Jika m = 0(mod 3), m = 2(mod 3)
danm = 1(mod 3), 1 < j <m,
spd(P,>a Py) = j # 1(mod 3)
nl %]+ [5], Jjikam = 1(mod 3),1 < j <m,
Jj = 1(mod 3)

Bukti: Misalkan graf P, >x P, memiliki himpunan simpul V (P, >p P,,) =
{yi;I1 <j <m,1 <4i < n} dan himpunan sisi E(P, >a Py,) = {¥i1¥it14/1 <
i<n—-1,j=t2<t<m-1} U{yyijnll <i<n1l<j<m-—1}
Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf P, >a F,,, dengan mn buah simpul,
maka untuk masing-masing nilai m dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk
m = 0(mod 3), kasus kedua untuk m = 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk
m = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk m = 0(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi

pembeda bintang graf P, >a P, dapat dilihat pada Gambar 4.27 (b). Misalkan
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g = {51, 52, S3, ..., Sn(%)} dengan:

Sm-nyr = {yi|1 <k < %
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S%(Z-,l)ﬂc menginduksi sebuah graf
bintang K ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V' (P, >a Pp,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf P, >o P, untuk n = 0(mod 3) adalah berbeda. Jadi IIg =
{51,552, 85, ..., Sp(m)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari n (") kelas
partisi. Sehingga kardinalitas dari I1s adalah [IIs| = n(%'). Akan tetapi, [Ty belum
tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf P, >a P, yaitu spd(P, >a P,) < n(%).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas [IIs| = n(%) — 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi [Is merupakan
simpul-simpul dari V' (P, >A P,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g =
{S1, Ss, S3, ..., Sn(%)_l} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu Sy,(m)_; = {njl5 —1< k<%, 3(k—1)+1 < j < 3k}. Sehingga
diperoleh bahwa IIg dengan kardinalitas [IIs| = n(%') — 1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari

graf P, >a P, yaitu spd(P, >a Pp) > n(g).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(§) < spd(P,>a P) < n(%), maka dimensi partisi bintang spd(F, >a Pp) =
n(%) untuk m = 0(mod 3).

Kasus 2: Untuk m = 1(mod 3) dimana 1 < j < m, j # 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan I1g = {5}, S5, Ss, ..., Sn(%)m} dengan:
&%Wﬂ%:ﬁmugkg%%3%—D+1§j§%ﬁ§i§nJ:u2§
t<m-—1}

SmTﬂn+i = {yim|l < i < n,j = t,2 <t < m — 1} Dengan dilihat
bahwa simpul-simpul pada S%(i_l)% menginduksi sebuah graf bintang K > dan

, merupakan kelas partisi singleton yang memuat sebuah simpul trivial

Smg—ln+«
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dapat disebut juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v € V(P,>a P,,) berbeda terhadap I1g. Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf P, >A P, untuk n = 1(mod 3) adalah berbeda. Jadi
IIs = {51,52,53, ..., Sn(mTan} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
n(™51) +n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITs adalah |[Is| = n(Z5%) +n.
Akan tetapi, [Ig belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat diten-
tukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P, >A P, yaitu spd(P, >a P,,) <

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf bintang sehingga
dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas [IIs| = n(%) — 1,
maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi [Ig merupakan
simpul-simpul dari V' (P, >A P,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g =
{51,52, 53, ..., S mt2 )71} maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf
bintang yaitu S,,mi2) ;= {yn lk = L3k —1)+1 < j < 3k} U {ynm}-
Sehingga diperoleh bahwa IIg dengan kardinalitas [IIs| = n(”42) — 1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf P,, >a Py, yaitu spd(P, >a P,) > n(™52).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n("H) < spd(P, >a Py) < n(™F2), maka dimensi partisi bintang spd(P, >
P,,) = n("™2) untuk m = 1(mod 3) dimana 1 < j < m, j # 1(mod 3).

Kasus 3: Untuk m = 1(mod 3) dimana 1 < j < m, j = 1(mod 3)

Simpul-simpul di graf P, >a P, dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf F,,, dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lintasan P,. Untuk n = 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun (pendant)
terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus untuk
nilai m yaitu pertama untuk m = 1(mod 3) dan n = 0(mod 3), kedua untuk
m = 1(mod 3) dan n = 1(mod 3), sedangkan untuk m = 1(mod 3) dan

n = 2(mod 3).

1. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 0(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan I1g = {57, S5, S3, ..., San—lJr%} dengan:
Sii—y+k = Wil S ELS LTSI 2] -1,3k—1)+1<j<3k1<
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i<n}

Snl+(L%J—l)(i—1)+k ={yl<k<[3]-01<1<[3]-130+3(k -
)4+2<j<3l+3k+1,1<i<n}

Sopmprp =yl < f<83(f-1)+1<i<3f,j=t=3l+1,1<I<
=)~ 1)

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj(;—1)4+, Snl+(t% -1y (i—1)+ dan
Sp|z|+¢ menginduksi sebuah graf bintang K’y ,. Maka dapat ditunjukkan
representasi setiap simpul v € V(P, >a P,,) berbeda terhadap Ilg.
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf
P, >an P, untuk m = 1(mod 3) dan n = 0(mod 3). Jadi IIg =
{81, Sa, S3, ..., Spm- +%} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri dari
n™=L + 2 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIs adalah [IIg| =
an_l + 3. Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P, >A P,
yaitu spd(P, >a P,,) < an_l + 2.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K > sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg
mempunyai kardinalitas |IIg| = an_l + ¢ — 1, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang K . Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi I[Ig¢ merupakan simpul-
simpul dari V (P, >a P,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan IIg =
{51,52, 53, ..., SanflJr%fl} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
duksi graf bintang yaitu San_lJr%_l ={yiel3 —1<f<53(f-1)+1<
i <3f,j=1t=3l+1,1<1<[%]—1}. Sehingga diperoleh bahwa IIg
dengan kardinalitas |TTg| = an_l + 5 — 1 bukan merupakan partisi pembeda
bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf

P, >a Py, yaitu spd(P, >a Pp,) > nt + 2.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang an_l + % < spd(P, >a Pp) < an_l + % maka dimensi partisi

bintang spd(P,>a P,) = n™5++% untuk m = 1(mod 3) dan n = 0(mod 3).

. Untuk m = 1(mod 3) dan n = 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang

dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
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IIg = {51, 59, S5, ..., San—l+nT—1+1} dengan:

Sii—y+k = Wil kB LTSS 2] -1,3k—1)+1<j<3k1<
i<n}

Snir( 2 -ni-n+k = {igll <k < [F] L1 <0< 5] = 1,30+ 3(k -
1)4+2<j<3l4+3k+1,1<i<n}

Snpmirr ={yiall < F <2 3(f—1)+1<i<3fj=t=3l+11<
L<[3]-1}

SnL%HanlH ={yneli =t =31+1,1<1 < |[7] -1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj(;—1)4+, Snl+(Lm =) (i—1)+k dan
Sy z |+ menginduksi sebuah graf bintang K » dan S, my 01y merupakan
kelas partisi singleton yang memuat sebuah graf trivial dapat disebut juga graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (P,,>a Py,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf P, >5 P, untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3).
Jadi TIg = {S5,95,,5j,...,S m71+n71+1} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n— + 271 4+ 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari IIg adalah |IIg| = ”T + - T + 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf P, >A P, yaitu spd(P, ba Pp,) < n— L

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai
kardinalitas |IIg| = n™L + 2!, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas
partisi yang tidak meng1nduks1 graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul
dalam salah satu kelas partisi ITg merupakan simpul-simpul dari V (P,>A Py, ).
Tanpa mengurangi keumuman, misalkan ITg = {S;, S5, S5, ..., Sanquanl}
maka terdapat kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu
Spmeana = {yulf ="53(f 1) +1<i<3fj=t=31+11<
< [3] =1} U{ynli =t =3l+1,1<1< Lmj — 1}. Sehingga diperoleh
bahwa ITg dengan kardinalitas |I1g| = n— + =1 bukan merupakan partisi
pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang
dari graf P, >a P, yaitu spd(FP,, >a Py) > n— e e

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
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bintang nt + %=1 +1 < spd(P,>a Py) < n7 4221 4+ 1, maka dimensi
partisi bintang spd(P, >a Py,) = an’l + "%1 + 1 untuk m = 1(mod 3) dan
n = 0(mod 3).

. Untuk m = 1(mod 3) dan n = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi
partisi pembeda bintang. Misalkan IIg = {5}, S5, Ss, ...,Sanfl+an2+1}
dengan:

Siti—y+k = Wil SESLILS<I< 2] -1,3k—1)+1<j<3k1<
i <n}

Snir(z)-ti-n+r = {Yill <k <[] -01 <1< %] — 1,30+ 3(k -
1)4+2<j<3l4+3k+1,1<i<n}

Snpmirr ={yiall < F<23(f—1)+1<i<3fj=t=31+11%<
I< |2 -1}

Sppm o=z = {Un-1pyneli =t =31+ L1 <1< 3] -1}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sj(;—1)4+, Snl+(L% =) (i—1)+k dan
Sp|z |+ menginduksi sebuah graf bintang K7 > dan SnL% RS- mengin-
duksi sebuah graf bintang K ;. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap
simpul v € V(P,>a P,,) berbeda terhadap I1g. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf P, > P, untuk n = 1(mod 3)
dan m = 1(mod 3). Jadi IIg = {51, Sy, S5, ..., San—1+nT—2+1} adalah partisi
pembeda bintang yang terdiri dari an_l + "T_Q + 1 kelas partisi. Sehingga
kardinalitas dari IIg adalah |[Ig| = an_l + ”T_Q + 1. Akan tetapi, Ilg
belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas
atas dimensi partisi bintang dari graf P, >a P, yaitu spd(P, >a BP,) <

nted 4 R 4],

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >a
P,, dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang, sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg
mempunyai kardinalitas |IIg| = an’l + %2, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi 1Ig merupakan simpul-
simpul dari V(P, >o P,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan I1g =

{S1, Sa, S3, ..., Sn% pnc2 } maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-
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3 —
i S 3f7.] =1 = 3l+ 171 S l S L%J - 1} U {ynfl,tayn,tu =t =
3l+1,1 <1 < |%]—1}. Sehingga diperoleh bahwa Il dengan kardi-

nalitas |IIg| = an_l + ”T_l bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi

duksi graf bintang yaitu S,m1,n2 = {yilf = pL3(f—1)+1 <

dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P,,>a P, yaitu
spd(P,>a Pp) > net + 222 41

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang an_l + ”T_2 +1 < spd(P,>a Py) < an_l + "T_Z + 1, maka dimensi
partisi bintang spd(P, >a P,,) = n+ + %22 + 1 untuk m = 1(mod 3) dan
n = 0(mod 3).

Kasus 3: Untuk m = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan I1g = {5, 53, S5, ..., San4+n} dengan:

Smz(iiye = Wigll Sk <523k —1)+1<j <3k, 1 <i<n}

Spmez s ={yigll <i<nym—1<j<m}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S mo2(; 1) 4k menginduksi sebuah graf

bintang K dan S, = );; menginduksi sebuah graf bintang K. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(P, >a P,,) berbeda terhadap Ilg.
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf P, >a P,
untuk m = 2(mod 3). Jadi Ilg = {51, Ss, Ss, ..., Sn%m} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari an_Q + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIg
adalah |IIs] = n(”52 + 1). Akan tetapi, IIs belum tentu mempunyai kardi-
nalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
P, > Py, yaitu spd(P, ba Pp,) < n(mT“)

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf P, >a P,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
TIs| = n(™52 + 1) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIs merupakan simpul-simpul dari V (P, >a F,,). Tanpa mengurangi keumuman,

misalkan IIg = {5, 52, S3, ..., S

n

(m=2 +1)—1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu S, m_2 )y = {ynylk = %523k — 1) +1 <
J < 3k} U{yn;lm —1 < j < m}. Sehingga diperoleh bahwa IIs dengan kardi-
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nalitas |IIg| = n(mT_2 + 1) — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf P, >a P, yaitu
spd(P, >a Pn) > n(™52 +1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas
bawah dimensi partisi bintang n(”52 + 1) < spd(P, > Py) < n(™52 + 1), maka
dimensi partisi bintang spd(P, >a Py,) = n(™52 + 1) untuk m = 2(mod 3).
Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa spd(P,>a Py,) =
n(2) untuk m = 0(mod 3), spd(P, >a Pn) = n(%+ + 1) untuk m = 1(mod 3),
1 < j<m,j# 1(mod 3) dan spd(P,>a P,,) = n(”52 +1) untuk m = 2(mod 3)
sehingga pada ketiga nilai n tersebut dapat digabungkan sedemikian spd(P, >a
P,,) = n[%]. Sedangkan spd(P, >a P,) = n™ + % untuk m = 1(mod 3),1 <
j <m,j=1(mod 3) dann = 0(mod 3), spd(P,>a P,,) = n"+ + 2% + 1 untuk
m = 1(mod 3) dan n = 1(mod 3) dan spd(P, >a P,) = n™* + "% + 1 untuk

m = 1(mod 3) dan n = 2(mod 3) dapat ditulis spd(P, >a Py) = n[%] +[%]. O

4.2.8 Dimensi Partisi Bintang Graf Lengkap Comb Graf Lingkaran

Graf hasil operasi comb antara graf lengkap K, dengan graf lingkaran C,,
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran C),, sebanyak n simpul di graf lengkap
K,, dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf C), pada setiap simpul graf
K, maka dapat dikatakan bahwa graf K, > C,, merupakan graf yang terdiri dari
n kali graf lingkaran C),. Sehingga graf K, > (), memiliki himpunan simpul
V(K> Cp) = {yijll <j <m,1 <1i<n}danhimpunan sisi E(K, >C,,) =
{Wirvirrall <i<n,1 <k <n—i} U{yii¥imll <t <n} U {yivijll <
i <mn,1<j<m-—1}. Graf K,, > C,, memiliki nm buah simpul dan W
buah sisi. Graf K, > C,, ditunjukkan pada Gambar 4.15 (a).

Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi graf K,,>C,,, dengan m,n € Z*. Untuk
n = 2, graf K, isomorfik dengan lintasan P, maka graf hasil operasi comb Ky C,
isomrorfik dengan lintasan P» > C,,, dan untuk m € {3,4}, partisi pembeda bintang
membentuk pola khusus sedemikian sehingga order graf lengkap K, dan lingkaran
(), masing-masing adalah n > 3 dan m > 5. Dalam menentukan dimensi partisi
bintang graf K, > C),, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas
atas dan batas bawah dimensi partisi dari graf K, > C,,. Dimensi partisi bintang
mensyaratkan IIg harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(K,, >
Cp) > n(%). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi koordinat simpul-

simpul di V' (K,,>C,,) yakni 7(y; 2|Ils) = r(y;3) untuk 1 < ¢ < n berakibat simpul
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y;2 dan y; 3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah

dimensi partisi bintang:

+1)+(%+1)+...+(

nbuah

spd(Kp > Ch) > (% % +1) = n(

J/

m
—+1
3 +1)

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(K, > Cy,) > n(% + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan IIg = {5}, S, S3, ..., Sn(%ﬂ)} dengan S; = {yi1,vi2]l < i < n}
dan S,y; = {yi3|l < i < n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S;
menginduksi sebuah graf bintang K, ; dan simpul-simpul pada S, ; merupakan
kelas partisi singleton yang memuat simpul trivial yang juga graf bintang. Maka
dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (K, > C,,) berbeda terhadap
IIs. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf
K, > C,,) untuk m = 3 berbeda. Jadi [Ig = {5}, Ss, S5, ..., Sn(%ﬂ)} adalah partisi
pembeda bintang yang terdiri dari n(% 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari
I1s adalah [ITs| = n(% + 1). Akan tetapi, I belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
K, > Cy,) yaitu spd(K, > Cy,) < n(% +1). Dengan demikian, diperoleh batas atas
dan batas bawah dimensi partisi bintang n(%3 + 1) < spd(K, > Cy,) < n(% + 1),

maka dimensi partisi bintang spd(K,, > C,,) = n(% + 1) untuk m = 3.

Untuk m = 4, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(K, >
Cn) > n(mT’l) + 1. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul
di V(K, > C,,) yakni 7(y; 2|Ils) = r(y;4) untuk 1 < ¢ < n berakibat simpul y; o
dan y; 4 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi

partisi bintang:
-1 -1 —1 —1
z +1)+(mT+1)+...+(mT+1):n(m3 +1)

n buah

spd(K,>Cp) > (

(.

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(K, > Cy,) > n(“5+ + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan
IIg = {51,952, S5, ---7Sn(mT*1+1)} dengan S; = {y;1,¥i2 ¥is|l < @ < n} dan
Sn+i = {yi4]l < i < n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S; mengin-

duksi sebuah graf bintang K, dan simpul-simpul pada S,; merupakan kelas
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(a) (b)

Gambar 4.28: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf K¢ > Cg, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf K¢ > C5

partisi singleton yang memuat simpul trivial yang juga graf bintang. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (K, >C,,) berbeda terhadap I1g. Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf K, >C, untuk
m = 4 berbeda. Jadi I = {51, 52,9s, ..., Sn(mT4+1)} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari n(mT_1 + 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g
adalah |ITg| = n(”~"+). Akan tetapi, IIs belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf K,>C,,
yaitu spd(K, > Cy,) < n(”51 + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas dan
batas bawah dimensi partisi bintang n(“+ + 1) < spd(K, > Cp,) < n(Z5+ + 1),

maka dimensi partisi bintang spd(K, > Cy,) = n(Z5+ + 1) untuk m = 4.

Teorema 4.23. Diberikan dua graf terhubung K, dan C,, dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m > 5 dan n > 3, maka dimensi partisi bintang graf

hasil operasi comb K, > C,, adalah

. ik = 0(mod 3), m = 2(mod 3
spd(K, 5 C) = nl 2], ]l am = 0(mod 3), m = 2(mod 3)
n|2|+1, jikam = 1(mod 3)

©f3 w3

Bukti: Misalkan graf K, >C,,, memiliki himpunan simpul V (K,,>C,,) = {y; ;|1 <
j <m, 1 <i < n}dan himpunan sisi E(K, > Cy,) = {yi1yire1|l <i<n,1<
E<n—i} U{ya¥im|ll <i<n} U Yyl <i<n 1 <5 <m-—1}

Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf K, > C,,, dengan mn buah simpul,
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maka untuk masing-masing nilai m dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk
= 0(mod 3), kasus kedua untuk m = 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk

m = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk m = 0(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi

pembeda bintang graf K, >, dapat dilihat pada Gambar 4.28 (a). Misalkan [1g =

{81, Ss, S3, ..., Sn(%)} dengan:

m
Sm i)tk = {yi |l <k < 3

Bk—1)4+1<j<3k1<i<n}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sz (;_1)+, menginduksi sebuah graf
bintang K ». Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V (K, > C,,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-
simpul dari graf K, > C,, untuk n = O(mod 3), sebagai berikut:

(yzylHS) (az 17 |_ J 12 L J+17 |_ Ju "'7t%707t%7 7{'% J t% J+17 “'7tf%J_17
Cni)s U} —(1+3(k—1)—])+3ldengan1 <kEZ[3]3(k-1)+1<5 <3k,
1<i< |2t =(G—3k—-1)—1)+3[%] -3l —2dengan 1 < k < [2],
3(k—1)+1<j <3k %] +1<1<[%] —1;m gasal.

_ 143 3 44 4 3 3w 1 :
C — (Z t .. tl_ J, |_ J+1,...7tL%J_1,. 72]72(: ...7tL%J7tL%J+1,...,tL%J_l),
Jl—]dengan1<]<LJ+1;z}:m—j+2denganL%J+2Sjgm;
8 = z; +3sdengan 1 < s < %) t; = z + 3[%] — 35 — 2 dengan

2l +1<s< %] -1

_ 2 13 3 1 3 3 1 :
a — (Z' t e tl_ J’ |_ J+1"'.7tL%J—1" 7ZJ’t .o t\_ J, L J+1,-co,tL%J_1)’
—]dengan1<]<LJ+1;zj2:m—j+2denganL5J+2§jSm;
— zj + 3s dengan 1 < s < [2]; 17 = 27 + 3|%] — 35 — 2 dengan

[ Zl+1<s<|%B] -1

2
J
3
s

Reprentasi simpul di graf K, > (), untuk m genap sebagai berikut:

P(Yig|TLs) = (@im1, 8 oo B gt by 8], 0ttt
oy gs oo tm) gy nmi)s 4 = (L4 3(k — 1) = j) + 3l dengan 1 < k <[],
(k1) 1< 30 1S LS () =1 = (G 3k~ 1)~ 1) 313 —31 -2
j=3(k—1)+ 2; m genap.

— 1 43 3 4 3 3 4
CcC = (Zj7t17"'7t\_ J 1,t|- J,tl_ J+17...7tL%J_1, 7ZJ7t ...7tL%J_17tL%J7t|—%J+1,...7
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t‘f% )i zj = jdenganl < j < [%]+1; zj = m—j+2dengan |5 |42 < j < m;
2 = zj +3sdengan 1 < s < [%]; t; = zj + 3[%] — 3s — 2 dengan
2412 (2]~ Lty — 2

a:(zjz,t:{’,...,tf%Jfl,tL%J,tf%Hl,...,t‘ﬁ J b 2t ?[ m_ 1,thJ,t‘E%JH,...,
t‘f%_l);z?:jdenganlgjgt |+1:2f =m—j+2dengan |5 |42 < j < m;
2 = 27 +3sdengan 1 < s < [%]; 11 = 27 + 3[%] — 35 — 2 dengan
B+ 1<s<[%]-Ltm =2 +3|%] -2

Jadi IIg = {51, 5%, 53, ..., Sp(m)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(%) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari Il adalah [IIg| = n(%). Akan
tetapi, Il belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf K,, > C,, yaitu spd(K, > Cy,) < n(%).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIs mempunyai kardinalitas
[Ils| = n(%) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
IIs merupakan simpul-simpul dari V' (K,, > C,,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIg = {51, S55, 3, ..., Sp(n)-1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sy(m) 1 = {y, ;|5 —1 <k <3, 3(k—1)+1 <
j < 3k}. Sehingga diperoleh bahwa IT5 dengan kardinalitas |IIs| = m(%)—1 bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf K, > Cy, yaitu spd(K,, > Cy,)) > n(%).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(%) < spd(K, > Cp) < n(%), maka dimensi partisi bintang
spd(K,, > Cy,) = n(%) untuk m = 0(mod 3) dan m > 5.

Kasus 2: Untuk m = 1(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang. Misalkan IIg = {5}, S5, Ss, ..., S,
Sot(rype = Y[l Sk <23k —1) +2<j <3k +1,1<i<n}
S (241 = {yia[l <i<n}

n

(mT—1)+1} dengan:

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada qu(i 1)+ menginduksi sebuah graf
bintang K 5 dan S, (m=1)11 menginduksi sebuah graf bintang K ,,_;. Maka dapat
ditunjukkan representa51 setiap simpul v € V(K, > C,,) berbeda terhadap Ilg.
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Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf K, > C,,
untuk m = 1(mod 3) sebagai berikut:
(yzylHS) (az 17 |_ =12 L J+1 |_ Ju"'7t?707t%7" ti O L J+17“'7tf%J_17
Cneir ;)i 1] = (243(k—1)—j)+3ldengan1 < k < |2 ],3(k—1)+2 < j < 3k+1,
1 <1 < Bt = (j—3(k—1) —2) 4+ 3[%] — 3l — 1 dengan
1 <k < |BL3k-1)+2 <7 <3k+1 [F]+1 <1< |7 —-1
tp=(—3(k—-1)—2)+3l—2dengan1 < k < [2],3(k—1)+2<j <3k+1,
1<i< |2t =0243k—-1)—j)+3[%] -3+ 1denganl < k < [2],
3k-=1)4+2<j<3k+1, 2] +1<1< [2] —1;2; =j— 1 dengan
2§j§{2j—|—1xj—m j+1dengan2<3<L |+ 1; mgenap
_ 5 5 5 6 )
& — (Z t ceey |_ J’ |_ J+1,...7 L%J_ 19 7Z],t .. t\_ J, \_ J"Fl’ ...,tL%J_l),
—]+1dengan2<j <|%]+1;2, =m—j+3dengan 3| +2<j <my
= 2z +3sdengan 1 < s < [2]; 5 = 2} + 3[%] — 35 — 3 dengan

L%J+1§S§LmJ—1

_ 2 45 6 6 5 5 6 .
= (Z t ceey L J’tl_ J+1,7tL%J_’ 7Z_]7t . t\_ J, \_ J+177tl_%J_1)’
f—]+1dengan2<j<L J+1§Z]2=m—j+3denganL2J+2§j§m;
t2 = 27 +3sdengan 1 < s < %) 18 = 27 4 3[%] — 35 — 3 dengan

B r1<s< |2 -1

Representasi simpul graf K, > C,,, untuk m genap dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yiillls) = (ai—1, 1,83, ..., t:f J,t‘fmjﬂ,.. tf m |15 Cnis 0); t2 = 1 + 3l dengan
L<i< |2t =32 J—3l—2denganL J+1<l<[ | = 1; m genap.

c = (2t .., L J,tf m s tL oo 20t L J?tf S L%J_l);
tll:2+3ldengan1<l< LGJ,t;*_ L%J l—1denganL J+1<i<|2]-1.
a = (2,81, ..., ti J,tf%m,... tf%J a2, ti J,tf%m,...,tf%kl);
t} =2+3ldengan1 <1 < [2];t} = 3| %] —3l—1dengan [ 2] +1 <1< [2]—1.

Representasi simpul graf K, ©> (), untuk m gasal sebagai berikut:
_ 4 4 3 3.0 +1 1

T(yi,j|HS) = (ai—latL%pr-- t[ J+1at/L%JatL%J717"'7t1a07t17"'atL%JflatL%b
tf%Hl, ...,tf%_l,cn,i,xj); t} =(2+3(k—1)—j)+3ldengan1 < k < | 2] —
3k—1)+2<j<3k+1,1<I<|2lt7=0G—-3k—-1)—2)+3|%]-31—-1
dengan 1 < k < |[B],3(k—1)+2<j<3k+ 1 [Fl+1 1< (5] -1
tp=(—3(k—1)—2)+3l—2dengan 1 <k < [2],3(k—1)+2<j <3k+1,
1<1< |2 -1t} =(2+3(k—1)—j)+3[%] —3l+1dengan 1 < k < [2],

]
Bk—1)+2<j<3k+1[2]+1 <1< |21 tHm =32 -1
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dengan j = 3(k — 1) +2dan j = 3(k — 1) + 3; {|=) = 3[F| — 2 dengan
Jj = 3k+1;t,L%J = 3|%] —ldengan j = 3(k — 1) + 2; tL | =3l%) -2
dengan j = 3(k —1)+3danj =3k +1;2; = j — ldengan2 < j <[] + 1
xj:m—j+1dengan2§j§L%J+1;mgasal

_ L8, 18 6 St 6 6 :
]1—]+1dengan2<j <|%]+1Lzj=m—j+3dengan [§] +2<j <my
t = 2z} +3sdengan 1 < 5 < [B] — 1: 1S = 2} + 3|%] — 35 — 3 dengan

2] <s< 2] -
_ 2 5 5 6 6 5 5 6 6 .

—j+1dengan2<j< L%thl;z?:m—j—i—?)dengan 2] +2<j<m;

= 27 4+ 3sdengan 1 < s < |%] —1;t2 = 27 4 3| %] — 35 — 3 dengan

2
J
5
S 6

t

2] <s< 2] -

Representasi simpul graf K, > C,,, untuk m gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yZJ’HS) = (alfl,l,t?, t:E'mJ l’tLT”J tzimJ I,Cn,i,O)' t? = 1 + 3l dengan
1<i< |2 -1t =3|%] —31—2denganL | <1< %] —1;m gasal.

_ 1 1 1 2 2 )
& — (27t17...,tL%J_1, I_%J"”’ L%J_l, ..7272(:1,...7 L%J_l7tL%J7.",tl_%J_l)’
t; = 243l dengan 1 < | < [2] —1; ¢/ = 3[%] — 3l — 1 dengan
Bl <i<|m) -1

_ 1 2 1 1 2
t =243l denganl <l § Lﬁj—l;tjl = 3| %] —3l—1dengan 2] <1 § ng 1

Jadi IIg = {S51,59,5s,...., 5, (mt) .1} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(™1) + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg adalah [TIg| =
n(™1) + 1. Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum.
Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf K, > (), yaitu
spd(K, > Cp) < n(%5h) + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K,, > C,, dapat
diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa graf
yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah graf
bintang K ,; 1 < n < 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai
kardinalitas |IIg| = n("5= 1), maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang
tidak menginduksi graf bintang K;,; 1 < n < 2. Perhatikan bahwa simpul-
simpul dalam kelas partisi I[Ig merupakan simpul-simpul dari V (K, > C,,). Tanpa

mengurangi keumuman, misalkan IIg = {Sj,Ss, S5, ..., Sn(mT—l)} maka terdapat
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kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu Sn(mT—l) = {yp;/m—1<
J < m}U{y;1]1 < i < n}. Sehingga diperoleh bahwa II¢ dengan kardinalitas
ITls| = n(mT_l) bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan
batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, > C,, yaitu spd(K, > C,,) >
n(24) + 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(™2) +1 < spd(K, > Cp) < n(™3) + 1, maka dimensi partisi bintang
spd(K,, > Cp) = n(™5+) + 1 untuk m = 1(mod 3).

Kasus 3: Untuk m = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf K, > (), dapat dilihat pada Gambar 4.28 (b). Misalkan
g = {51, Sa, S3, ..., Sn(msz)Jrn} dengan:

Smoz iy = {Yigll <k < m23(k—1)+3<j<3k+21<i<n}
S(m2 —{y”|1<z<n1<]<2}

n

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S mo2 (i 1)k menginduksi sebuah graf
bintang K5 dan S, (m=2)4i menginduksi sebuah graf bintang /i ;. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(K, > C,,) berbeda terhadap Ilg.
Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf K, > C,,
untuk m = 2(mod 3), sebagai berikut:

r(y; ;| 1ls) = (ai_l,t‘f%_l, ...,tf%m,t’t%m,tf%], 13,008 L ptm s,
tf%JH,...,tf%kl,cn_i,d); tf = (B+3(k—-1)—j)+3ldengan1 < k < [2],
3k—1)+3<j<3k+2,1<I<[2it7=(—3(k—1)—3)+3[%] -3l
dengan 1 < k < [B],3(k—-1)+3 <7 <3k+2, [Z]+2<1< (2] -1
tp=(j—3(k—1)—3)+3l—2dengan 1 <k < |2, 3(k—1)+3<j <3k+2,
1<i< (2t =0B+3k—-1)—j)+3[%] —3l+2dengan1 < k < [2],
3k—1)+3 < j < 3k+2 L%J-ﬁ-? <1l < L%J — 1; t[%H-l = 3L%J

dengan j = 3(k — 1) + 3dan j = 3(k — 1) + 4; t|m |, = 3| %] + 1 dengan

Jj =3k + Q;t/L%Hl =3[ %/ denganj = 3(k — 1) + 3; t/L%Hl = 3% ] + 1 dengan
j=3(k—1)+4dan j = 3k + 2; m gasal.

_ 145 5 6 6 5 6 6 :
C e (Z' t .. tL’I’LJ 17tL77LJ,0-',tL%J_1’- (X} ]’t1’.-.,tL%J_l,tL%J’-a.’tL%J_l)’
}*j+2dengan3<] <|%]+1izj=m—j+4dengan [F] +2<j <my
t2 = zj +3sdengan 1 < s < %] - 1; 0 = 3|3 — 3s + 1 dengan

L%JSSSL%J—

_ 2 45 5. 6 6 5 6 6 :
2z :j—|—2dengan3§j <%+ 127 :m—]+4dengan 2] +2<j<m;
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t? = 27 +3sdengan 1 < s < [B] — 1 t3 = 3[%] — 35 + 1 dengan

]
d=(z1,.. z1 zj,zl». zj);z) =jdengan3 < j < |Z] 4+ 120 =m—j+2
—— ——

i—1 n—i
dengan 2| +2 < j <m;z =j—2dengan3 < j < L%j%—l;z;:m—j—l—l
dengan || +2<j<m;1<i<n.

Representasi simpul graf K, > C,,, untuk m gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
r(yia|lls) = (ai,1,2,t1,...,tL%J_l,tL%J,...,tL%J_l,cn,i,d); t; = 2 + 3l dengan
1<I<|%] -1t =3[%] —3l—2dengan || <1< [%]—1;m gasal.
¢ = Gtpetimp tmys e g 3000 et g )
t; = 343l dengan 1 < | < [2] —1; ) = 3[%] — 3l — 1 dengan
sl <i<[3]-1L
a = (3, t},...,ti m|_ 1,tf m |y tf% 53 t},...,ti%J_l,tf%J, ,tf my );
t{ = 3+ 3ldengan 1 < [ < |Z] —1; ¢ = 3|%] — 3l — 1 dengan
5l <i<l3)-1L
d=(1,..,1,0,1,..,1);1 <i<mn.

A

i—1 n—i

Representasi simpul graf K, > C),, untuk m gasal dengan j = 2 sebagai berikut:
r(iallls) = (@i-1, 1, b1, s tymy g, tymy, o tym)y, ¢y d); i = 1 + 31 dengan
1<I<[%] -5t =3%] —3l—2dengan 7] <1< [%] —1;m gasal.

_ 1 1 2 2 1 1 2 2
C - (4’t1’...’tL%J_17tL%J7...’tL%J_l’...’4,t1’... t\_ J 17t\- J,... tL J-l)
t}:4—|—3ldengan1§l§L%j—l;t?‘:?)uj—?)ldenganL J<Z<L | -1

_ 1 1 2 2 1 )
a i (4’t17."’tL%J717tL%J7""tL%Jfl’"' 4 tl’.-- thJ 17 Lmj7.-.7 Lmel)’
t; =4+3ldengan1 <1 < |%|—1;¢) =3[%] —3ldengan 2] <1< 2] -1
d=(2,..,2,0,2,...,2); 1 <i<n.

S—— =

i—1 n—i

b

Representasi simpul graf K, > (), untuk m genap sebagai berikut:
r(yiyj\l_[s):(ai_l,t‘f%kl,.. tf Hl,t?[mj L13,0,th .t L J,tf m g tfmJ ’
Cnird);t] = (34+3(k—1)—j)+3ldengan 1 < k < [2],3(k—1)4+3 < j < 3k+2,
1<i< (254 =(G—3Kk—-1)—3)+3[%] —3ldengan1 < k < [2],
3k—1)43<j<3k+2,[B]+1 <1< 2] -Lt) = (j—3(k—1)—3)+31-2
dengan 1 < k& < [R], 3k —-1)+3 <5 < 3k+2,1 <1 < |

th = B3 +30k —1) —j) +3[2] =3 +2dengan 1 < k < |
3(k—1)+3<j<3k+2, %] +1<1<[%] —1;m genap.

190



°) ] Y

—j—|—2dengan3<]<L J+1Lzj=m—j+4dengan [§] +2<j <my
= 2z +3sdengan 1 < s < %] —1; t8 = 3|%] — 35 + 1 dengan
L%J<5§L%J—l.

a

_ 145 5 6 6 5 5 6 6 )
C — (Z t .o thJ 17tL'IYLJ,---7tL%J_1’- Z t --.7tL%J_1’tL J’...7tL%J_1),

_ 248 6, 6 5., 6 )

?—j+2dengan3<]<L j—|—1;zj2-:m—j+4denganL2j—|—2§j§m;
t) = 27 4+ 3sdengan 1 < s < %] —1; t§ = 3|%] — 35 + 1 dengan
Bl <s< %] -1

d= (2,22, %, 2): 27 = jdengan 3 < j < [2| + 15 2) =m —j+2
denganL%J+2<y<m zj=j—2dengan3<j<|Z|+1Lizl=m—j+1
dengan ] +2<j<m;1<i<n

Representasi simpul graf K, > C,,, untuk m genap dengan j = 1 sebagai berikut:
T’(yi71|HS) = (ai—la2at17-~-;tL%j—1atL%ja ~-->H%J—1;Cn—z‘>d); t; = 2 + 3l dengan
1<ILS [l -1t = BL%J — 3l —2dengan | ] <1< LEJ — 1;mgenap.

_ 1 2 1 2 .
i = 3+ 3l denganl <1 < L%j—l; t;‘ = 3L3J—31—1dengan
2 <i< (2] -1

_ 1 2 2 1 L 2 2 .
t :3+3ldengan1 §l§ 2] — 1 tj‘: L3J—3l—1dengan
5 <i<|3]-1
d=1(1,..,1,0,1,..,1);1 <i<n.

—— =

1—1 n—i
Representasi simpul graf K, > C),, untuk m genap dengan j = 2 sebagai berikut:

T(yi,2|H5> = (ai,l,l,tl,... thj—latLﬂj thJ_l,Cn,i,d)' t; = 1 4 3l dengan
1<I< %] - Lt =3[%] —3l—2denganL | <1< [%] —1;m gasal.

— 1 1 2 2 .
C — (4’t1’.‘.7tL%J71’ L%J’-n-’ L%Jil’-.- 4 tl’---7 Lmj 1’thJ’o-n’t|\mJ71)’
t}:4+3ldengan1<l<Lmj—l't?:iSL?)j—BZdenganL J<Z<L ] -1
— 1 2 1 2 .

%

t :4+3ldengan1 <l

d=(2,..,2,0,2,..,2); 1
—— =

i—1 n—i

1=
<2 J 1544 2 8]2) 3l dengan |2 JS!SL%J—L
<i<n

Jadi IIg = {51,5,,55,....5, (m—2)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n ("= 2) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1g adalah || =
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n(™2 + 1) = n(Zf). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf K,,>C,,
yaitu spd(K,, > C,) < n(™F).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf K, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus sebuah graf
bintang K ,; 1 < n < 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai

kardinalitas [IIs| = n(Z)

— 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi
yang tidak menginduksi graf bintang K ,,;; 1 < n < 2. Perhatikan bahwa simpul-
simpul dalam kelas partisi 15 merupakan simpul-simpul dari V' (K, > C,,,). Tanpa

mengurangi keumuman, misalkan IIg = {5}, S5, S3, ..., S

n

(mt1 )_1} maka terdapat
kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu .S, (mtly g = {Yi1, Yim|n —
1 < < n}. Sehingga diperoleh bahwa II5 dengan kardmahtas s| = n(H) -1

bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah

=)

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(2H) < spd(K,>Cy,) < n(™H), maka dimensi partisi bintang spd(K,,>C,y,) =
n(2) untuk m = 2(mod 3).

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa untuk spd(K, >
Cp) = n(%) untuk m = 0(mod 3) dan m > 5 dan spd(K, > Cy,) = n("*)
untuk m = 2(mod 3) sehingga pada kedua nilai m tersebut dapat digabungkan
sedemikian spd(K,,>C,) = n[2]. Sedangkan spd(K,,>C,,) = n(™) + 1 untuk
m = 1(mod 3) dapat ditulis spd(P, > Cy,) = n| %] + 1. O

dimensi partisi bintang dari graf K,, > C,, yaitu spd(K,, > C,,) > n(

4.2.9 Dimensi Partisi Bintang Graf Lingkaran Comb Graf Lingkaran

Graf hasil operasi comb antara graf lingkaran C), dengan graf lingkaran C,,
dihasilkan dari menduplikat graf lingkaran C,,, sebanyak n simpul di graf lingkaran
(', dengan meletakkan salah satu simpul ujung graf C),, pada setiap simpul graf C,,
maka dapat dikatakan bahwa graf C), > C,,, merupakan graf yang terdiri dari n kali
Lingkaran C,,. Sehingga graf C,, > C,,, memiliki himpunan simpul V' (C,, > C,,,) =
{yi;]1 <j <m1 <i<n} dan himpunan sisi £(C,, > C,,) = {yi1yir11]1 <i <
n—=1} U{Yn a1yt U{yi¥ijll <j<m—1,1<i<n} U {yinyii|l <i<n}
Graf C,, > C,,, memiliki nm buah simpul dan n(m + 1) buah sisi. Graf P, > C,,
ditunjukkan pada Gambar 4.16.

Pada subbab ini, dibahas dimensi partisi bintang graf C,, > C,,, dengan m,n €
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Z*. Untuk n = 2, graf Cy adalah graf yang mempunyai sisi ganda sehingga C5
bukan graf sederhana dan untuk m € {3, 4} partisi pembeda bintang membentuk
pola khusus sedemikian sehingga order lingkaran C), dan lingkaran C,, masing-
masing adalah n > 3 dan m > 5. Dalam menentukan dimensi partisi bintang graf
C, > Cp,, hal pertama yang harus dilakukan adalah menentukan batas atas dan batas
bawah dimensi partisi dari graf C,, > C,,,. Dimensi partisi bintang mensyaratkan I1g

harus mempunyai kardinalitas yang minimum.

Untuk m = 3, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(C,, >

Cm) > n(%). Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-simpul di

V(Cy, > Cp,) yakni 7(y; 2|lls) = 7(y;3) untuk 1 < ¢ < n berakibat simpul y; -
dan y; 3 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah dimensi
partisi bintang:

spA(Cob Cn) 2 (5 + 1)+ (5 + 1) + o+ (5 +1) = nl(5 +1)

N >
Vv
nbuah

m
3

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(C, > Cy,,) > n(% + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang
misalkan I1g = {57, 5, 53, ..., Sn(%ﬂ)} dengan S; = {yi1,vi2|1 < i < n}
dan S,;; = {wi3]l < i < n} Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S;
menginduksi sebuah graf bintang K ; dan S,;; merupakan kelas partisi yang
memuat simpul trivial dapat juga disebut graf bintang. Maka dapat ditunjukkan
representasi koordinat setiap simpul v € V(C,, > C,,) berbeda terhadap I1g. Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf C, > C,,
untuk m = 3 berbeda. Jadi ITg = {57, S5, 53, ..., Sn(%ﬂ)} adalah partisi pembeda
bintang yang terdiri dari n(% + 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg
adalah |IIs| = n(% + 1). Akan tetapi, Il belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Cy > Cy, yaitu spd(Cy, > Cy,) < n(% + 1). Dengan demikian, diperoleh batas atas
dan batas bawah dimensi partisi bintang n (% + 1) < spd(C,, > Cy,) < n(% + 1),

maka dimensi partisi bintang spd(C,, > C,,) = n(% + 1) untuk m = 3.

Untuk m = 4, andaikan batas bawah dimensi partisi bintang yaitu spd(C,, >
Cn) > n(™1) + [2]. Berdasarkan Lemma 2.2, terdapat representasi simpul-

simpul di V(C,,>C,,,) yakni 7(y; 2|I1s) = r(y;.4) untuk 1 < ¢ < n berakibat simpul
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(@) ()

Gambar 4.29: (a) Konstruksi Partisi Pembeda Graf Cg > (g, (b) Konstruksi Partisi
Pembeda Graf Cg > Cs

y; 2 dan y; 4 harus berada pada kelas partisi yang berbeda sehingga batas bawah
dimensi partisi bintang:

—1 —1 —1
+1)+(mT+1)+...+(mT+1):n(m

~
n buah

m—1

spd(C,>Chy) > ( +1)

Jadi, batas bawah dimensi partisi bintang adalah spd(C,, > Cy,) > n(Z5t + 1).
Untuk menentukan batas atas, dapat dikonstruksi partisi pembeda bintang misalkan
s = {51,52,53,---,571(%—1“)} dengan S; = {¥i1,¥i2 ¥is|l < @ < n} dan
Sn+i = {viall < i < n}. Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada kelas
partisi S; menginduksi graf bintang K » dan kelas partisi S,,; memuat sebuah
simpul trivial yang juga graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi
setiap simpul v € V(C, > C,,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf C, > C,, untuk m = 4
berbeda. Jadi IIg = {Si, S5, Ss, ..., Sn(mTfl+1)} adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(”5* + 1) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg adalah
IIs] = n(™+ + 1). Akan tetapi, IIg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
Cl > Cly, yaitu spd(C, > Clp,) < n(™5+ +1). Dengan demikian, diperoleh batas atas
dan batas bawah dimensi partisi bintang n(”52 +1) < spd(C,,>Cy,) < n(Z52+1),
maka dimensi partisi bintang spd(C,, > C,) = n("5+ + 1) untuk m = 4.
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Teorema 4.24. Diberikan dua graf terhubung C,, dan C,, dengan masing-masing
ordernya n dan m dengan m > 5 dan n > 3, maka dimensi partisi bintang graf

hasil operasi comb C,, > C,,, adalah

spd(Coy> C) = n[=%], jika m = 0(mod 3), m = 2(mod 3)
T nl% |+ 5], Jjikam = 1(mod 3)

Bukti: Misalkan graf C,, > C,,, memiliki himpunan simpul V' (C,,>C,,) = {y; ;|1 <
J <m1 <i<n} dan himpunan sisi E(C,, > Cy,) = {yi1¥it11]1 <i<n-—1} U
{Ynav11} U vyl <j<m—-11<i<n} U {yimyi1|]l <i<n}
Untuk menunjukkan dimensi partisi bintang graf C, > C',, dengan mn buah simpul,
maka untuk masing-masing nilai m dibagi menjadi tiga kasus. Kasus pertama untuk
m = 0(mod 3), kasus kedua untuk m = 1(mod 3), sedangkan kasus ketiga untuk
m = 2(mod 3).

Kasus 1: Untuk m = 0(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf C;, > C,, dapat dilihat pada Gambar 4.29 (a). Misalkan [1g =
{51, Sa, S3, ..., Sn(%)} dengan:

S 1yon = {yiyl <k < % 3(k—1)+1<j<3k1<i<n}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada Sz (;_1);, menginduksi sebuah graf
bintang K;,. Maka dapat ditunjukkan representasi koordinat setiap simpul
v € V(C, > C,,) berbeda terhadap I1g. Dari hasil observasi diperoleh representasi
setiap simpul-simpul dari graf C,, > C,,, untuk n = 0(mod 3), sebagai berikut:

r(yij|lg) = (ai_l,t‘f%H,.. tf Hl,tf%J,...,ti”,O,t%,... [m J,tf Hl,...,tfmJ "’
i) 4 = (L + 30k —1) —j) + 3l dengan 1 < [ < [Z];
t7 =(—3k—-1)—1)+3[%] =3l —2dengan 2] +1 < < [2] - 1;
t} = (j—3(k—1)—1)+3l—2dengan 1 < < [2]; ¢} = (1+4+3(k—1)—j)+3

2] =3l
5 -
dengan %] +1 <1< [3|-L1<k<[2],3(k-1)+1<5j<3k1<i<n,
m gasal.
Representasi ¢, _; untuk m gasal sebagai berikut:
_ (1 45 5 6 6 5 6 6 2
7 7 8 8 2 7 8 8 . 1 _

(j—1)+sdengan1 < j < |2]+1,1<s< [2];z2l =m—j+1+s

dengan |2 +2 < j<m,1<s < |[2];t) =zl +3ldengan1 < [ < [2];
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1) =20 +3[%] —3l—2dengan 2] +1 <1< [B] -Lz22=(j—1)4+n—s
dengan1 < j < [2|+1, |2 +1<s<n—1;z2=(m—j+1)+n+sdengan
2] +2<j<m |2]4+1<s<n—-11t =z +3ldengan1 <[ < [2];
t) =22 4+3[%] —3l—2dengan 2] 4+1<I< 2] -11<i<n.
Representasi a; _; untuk m gasal sebagai berikut:

a=(z2_ 1,t{,...,ti%ytf%”1,...,tf%_l,... zf Hl,tl,. ,tL J,tL J1s -+ tf%J_l,
zﬂ%yt?,...,tf%ytf%ﬁl,...,t?%J_l,...,zll,t‘i’,. . L I L J11r e L 113
z;:(j—1)+sdengan1§j§L%J+1,1§s§ng;z;—m—jJrlJrs
dengan 2| +2 < j<m,1 <s < |2];t) =2 +3ldengan1 < [ < [2];
=2l +3|%2] —3l—2dengan [ 2] +1 <1< [Z]-1L;22=(—1)+n—s
dengan1 < j < [2|+1,|2]+1<s<n—1;z2=(m—j+1)+n+sdengan
2] +2<j<m |2]+1<s<n—-1t =z +3ldengan1 < [ < [2];
=22 +3[%] —3l—2dengan 2] +1<I< [2] -1 1<i<n.

Representasi simpul graf C,, > C,, untuk m genap sebagai berikut:

(yZ]|HS) (az la L JESERREE L j-‘rl’tt Ik t:f Mgy t‘;’,o t%, . L - l’tL%J’
tf%Hl, ...,tf%J,l,cn—z), t] =(1+3(k—1)—j)+3ldengan1 <[ < 2] -1
i = —3k—-1)—1)+3[%] =3l —2dengan 2] +1 < < [2] -1
t?:(j—3(/€—1)—1)+3l—2dengan1§l<LmJ_l,

t} = (14+3(k—-1)—j)+3[%] —3ldengan |Z] +1 < [ < [2] —1;
tym) =3[ ] —2denganj = 3(k — 1)+ 1danj = 3k; ¢|m) = 3| % | — 1 dengan
J=3k—-1)+2,1<k<[F],3(k—1)+1<j <3k 1<7<n,m genap.
Representasi c,,_; untuk m gasal sebagai berikut:

c= (21,13, ..., tf J_l,t?%J,...,tf%J_l,..., ﬁ J,ti...,tf[%_l,t‘f%],...,tf%J_l,zfgm,
.., t( m_ l,tf J,...,tf%H,...,zg_l,ti,.. t{ m|_ l,tf%J,...,tf%H); 2! =
(j—1)+sdengan1 < j < |[2]+1,1<s<[2];2) =m—j+1+sdengan
2] +2<j<m1<s< [2]5t) =2 +3ldengan1 <[ < [2] —
tf =zl +3|%] —3l—2dengan |Z] <1< |Z]-Lz2Z2=(G(-1)+n—s
dengan1 < j < [2]+1, [2]+1<s<n—1;22=(m—j+1)+n+sdengan
2] +2<j<m 2] +1<s<n—1;t] =22+3ldengan 1 < [ < [2] — 1;
tf =2243|%] —3l—2dengan 2] <1< |Z|-1;1<i<n.

Representasi a;_; untuk m gasal sebagai berikut:

a=(z2_ 1,t{,...,t{%kl,tf%y...,tf%kl,...,zf JH,t{,.. t{mJ 1,tfmj,.. tff%H,
E%J .. t\’m l,tfmj tfmJ Lo 21 10 tfmJ l,tm tm D
zi=(—1)4sdengan1 < j < [Z]+1,1<s< [2lizl=m—j+1+s

s
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dengan 2] +2 < j <m,1 < s < [2]it) =2, +3ldengan1 <1 < |[2] —1;
) = zi +3|%] —3l—2dengan |2| <[ < |2 -1;22=(—1)+n—s
dengan1 < j < [2]+1, [5]+1<s<n—1;27=(m—j+1)+n+sdengan
2] +2<j<m |3 +1<s<n—1;t] =27+3ldengan1 <[ < [Z] - 1;

tf =2243[%] —3l—2dengan 2] <1< |Z|-1;1<i<n.

Jadi [Ig = {51, 5%, 3, ..., Sp(m)} adalah partisi pembeda bintang yang terdiri
dari n(%) kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari I1s adalah [IIg| = n(%). Akan
tetapi, Ilg belum tentu mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan
batas atas dimensi partisi bintang dari graf C,, > C,,, yaitu spd(C, > Cy,) < n(%).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
[Ils| = n(%) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
II¢ merupakan simpul-simpul dari V(C,, > C,;,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan [Ig = {S1,5%,53, ..., Sp(n)-1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sy,(m)_; = Wnjl5 — 1<k <2 3(k-1)+1<
j < 3}. Sehingga diperoleh bahwa II5 dengan kardinalitas |IIs| = m(% — 1) bukan
merupakan partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi
partisi bintang dari graf C,, > C,, yaitu spd(C,, > Cy,)) > n(%).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(g) < spd(C,>Cy,) < n(% ), maka dimensi partisi bintang spd(C,,>Ci,) = n(%)
untuk m = 0(mod 3).

Kasus 2: Untuk m = 1(mod 3)

Simpul-simpul di graf C,, > ), dibedakan menjadi simpul daun (pendant)
merupakan simpul-simpul subgraf C},, dan simpul dalam merupakan simpul-simpul
di subgraf lingkaran C,,. Untuk m = 1(mod 3), kelas partisi di simpul daun
(pendant) terpisah dengan kelas partisi di simpul dalam sehingga terdapat tiga kasus
untuk nilai m yaitu pertama untuk n = 0(mod 3) dan m = 1(mod 3), kedua
untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3), sedangkan untuk n = 2(mod 3) dan
m = 1(mod 3).

1. Untuk n = 0(mod 3) dan m = 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
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HS = {51,52753, 7Sn(m7_1)+
Smtpyn = Wigll Sk <23k —1)+2<i<3k+1,1<i<n}
Spmety = {1 <1< 5,30 -1) +1 <1 <3}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada SmTfl (i—1)+k dan S, (m=1) 4

E} dengan:

menginduksi sebuah graf bintang. Maka dapat ditunjukkan representas1
setiap simpul v € V(C,, > C,,,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi
diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf C, > C), untuk
n = 0(mod 3), m = 1(mod 3) dan m > 5, sebagai berikut:
r(yij|Ils) = (a;—1,b, cn_i,d); 1 < i < n, m gasal dan n gasal.
Representasi b untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:
b= (t‘f m | gy L [y ,1&L - e 03,0, . ,ti EYRTLIEY
tf m s Lngl)’ t}] = (2+3(k—1)—j) + 3l dengan 1
ti=(—3(k—1)—2)+3|%] —3l — 1dengan | %] +1 3
tim) = 3] — 1dengan j = 3(k — 1) +2dan j = 3(k — 1) + 3;
tim) = 3|%] —2denganj = 3k + 1, ¢} = (j —3(k —1) —2) +31 — 2
dengan 1 <1< [2] — 1t} = (2+3(k — 1) — j) + 3[ %] — 3l + 1 dengan
5]+ 1 <1< [%]-L#m=" =3[%] —1dengan j = 3(k — 1) + 3 dan
j=3k+Ltm " =3 +1denganj =3(k—1)+2,1<Fk<|[%];
1<k<|[Z].3k-1)+2<j<3k+1
Representasi c,,_; untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:
c= (21,13, ... tf m|_ 1,tf m s tf%H,.. zi J,tﬁ,...,tf%kl,tf%y ...,tf%H,
zfgm,t n wtL - l,tL It tf?J_l,. S22 1,t{,...,t{%_l,tf%y...,tf%J_l);
2zl = j+sdengan2 < j < L J+1,1 <5< |3];2) = (m—j+2)+s dengan
3] +2<j<m1<s<|[5]i) =2 +3ldenganl <1< [F] -1
tp =z +3[%] —3l—3dengan 2] <1 < [B]-1;22=j+n—s
dengan2 < j < [Z]+1, [2]+1<s<n—LizZ=(m—j+2)+n—s
dengan [2| +2 < j <m, [2] +1 < s <n—1;t = 22+ 3l dengan
1<I1< |2 -1Lt)=22+3|%] -3l —3dengan | 2| <1< [2] -1
Representasi a;_; untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:
a=(22_|,t .., t[ m|_ l,tf%y...,tf%J_l,...,zfgj+1,t{,...,t[%J_l,tf%J,...,
tff m|_ 1,2L J,tl,. ,zfL I 1,1&‘@, ...,tf%J_l, ey 21,15, ...,tf%J_l,tf%J,...,
tf?kl); 2l = j4+ sdengan 2 < j < [Z]+1,1 < s
ze = (m—j+2)+sdengan 2] +2 < j < m, 1 < s < |
) = zl+3ldengan 1 < [ < [2| —1;t) = 28 +3|%2] —31—-3

dengan 2] <1 < [2] —1;22 = j+n—sdengan2 < j < [Z] +1,

<
<
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2] +1<s<n—1;22=(m—j+2)+n—sdengan 2] +2 < j <m,
2] +1 < s < n—1;t] = z2+3ldengan 1 < | < [Z] — 1
tp =22 4+3|%] -3l —3dengan %] <1< %] -1

Representasi d untuk m gasal dan n gasal sebagai berikut:

d = (tH ooy th,tL J,...,til,zi”,t?,.. tL J,tt J1r e tt h1)s
2 = j—1ldengan 2 < j < [Z] +1; 2° = m — j + 1 dengan
2] +2<j<mitd =2+ (1+3(p—1)—i)+3rdenganl <r < |2];
=22+ (i—-3(p—1)—1)+3|%] —3r—2dengan 2] +1<r < |3] - 1;
' = 2+ (@ —-3p—1 —1)4+3r —2dengan 1 < r < [2];
t=2"+(1+3(p—1)—i)+3[%] —3rdengan 2] +1<r<|2]-1,
1<p<[3].3(p—1)+1<4i< 3p.

Representasi simpul graf C,, > C,, untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yi1|lls) = (ai—1,b, ch_i,d); 1 <i < mn, m gasal dan n gasal.

Representasi b untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:

b= (1,11, . tL - 1,tf%J,.. tsz )itj =1+3ldengan1 <1< |2 —1;

t?:j—l—BLSJ —3l—2dengan 2| <1< [Z] -1

Representasi c,,_; untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
c= (21,83, ... tf ST f m ;- ..,t‘f%J_l,. ., L J,ti’, ...,tf%J_l,t‘E%J, ...,tﬁ[%_l,

%Hl,t tL - l,tm, tf%H,. 2R, ...,tf%kl,t‘f%y ...,tf%H);
=1+4sdenganl < s < [%];¢) =zl +3ldengan1 < s < [2] — 1

t} =21 +3[%] —3l4+s—3dengan | 2| <I< [Z] -LizZ2=n—s+1

dengan [3] +1 < s <n—1;t = 22+ 3ldengan1 < [ < [2] — 1;

) =22 +3|%] —3l—3dengan 2] <1< [2] -1

Representasi a;_; untuk m gasal dan n gasal dengan J = 1 sebagai berikut:

5 5 6 6 5 5 6
(1,—( TL 1,t1,...7tL%J_1,tL%J7...7tL%J_17. I_ J+1’t17...,tL%J_l,tL%J’...,
t3

‘f m|_ 1,2LEJ, 1,...,tf%J_1,t‘f%J,...,tf%J_l,...,zl,tif,...,ti[*%J_l,t”[%J,...,
t4mJ )i zs = 1+ sdengan 1 < s < [2]; t7 = z! + 3l dengan
1<s< 2] -1t} =2+3|%] —3l+s—3dengan 2] <1< |[2]—1;
22 =n—s+1ldengan [2] +1 < s < n—1;t] = 22+ 3l dengan
1<1< |2 -1Lt)=2+3|%] -3l —3dengan |Z| <1< [2] -1
Representasi d untuk m gasal dan n gasal dengan 5 = 1 sebagai berikut:
d o= (%) st g 8 oo 10,8 o T B )5 8]
(143(p—1)—i)+3rdengan1 < r < |2];¢% = (i—3(p—1)—1)+3| 2| —3r—2
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dengan 2| +1 <r <[] —1;t) = (1 —3(p — 1) — 1) 4+ 3r — 2 dengan
1<r<[2];6° =143(p—1)—i)+3| %] —3rdengan [2]+1 <r < [2] -1,
1<p<[2].3(p—1)+1<i<3p

Representasi simpul graf C),>C),, untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:
r(yi;|s) = (a;—1,b, ch_i, d); 1 < i < n, m genap dan n gasal.

Representasi b untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:

—_ 4 4 3 3 1 1 2 2 .
b= (fpper o o oo 80,80 o i i s o B 1)
tt = 2+ 3Kk —-1) —j) +3l dengan 1 < | < 2] 7 =
(j —3(k —1) —2) + 3] — 3] — 1dengan [2] +1 < < [2] —1;
tf = (j =3k —1) —2) +3l —2dengan 1 < [ < [B];

ti=2+3(k—1)—j)+3[%] —3l+1dengan 2] +1 <1< 2] -1,
1<k<[ZL1<E<|B]3k—-1)+2<j<3k+ 1.
Representasi c,,_; untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:

— (1 45 5 6 1 5 5 6 6
C — (Zl,tl’ .o t\_ tL%J_l7 .'.’ZL%J’tl, -.-7tL J tL t

L5
2n s oo tm i s o tf%H,...,zg_l,ti,...,t{%ytt%m,...,tf%H);
zs—j+sdengan2<3<LmJ+11<5<ng'21:( —Jj+2)+s
dengan |Z| +2<j<m,1<s<|%];¢) =z +3ldengan1 <1< [2];
tp =2y +3[%] —3l—3dengan 2] + 1 <I <[] -Liz2=j+n—s
dengan2 < j < |2+ 1, |2]+1<s<n—-1L;zZZ=(m—j+2)+n—s
dengan |2|+2 < j<m, [2]+1<s<n-—11 =22+ 3l dengan
1<1<|2)5t) =2243[%] —3l—3dengan 2] +1 <1< |[2] -1

Representasi a;_; untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:

Pt e J0 o by

a= (25 1t tm ) s B g 200 s o B s o
tf%J_l,zL%J,ti’,.. tf[ J,thHl,...,tf%J_l,...,z%,t?,.. tf,nJ,tm+1,...,
tf%_l); zl = j+sdengan 2 < j < [Z2]4+1,1 < s < [2];
zeo = (m—j+2)+sdengan 2] +2 < j < m, 1 < s < |B];
t) = zi +3ldengan 1 < | < [2];#) = 2z} + 3% — 3] — 3 dengan
L%J—i—l << Lmj —1;22 = j+n—sdengan 2 < j < L%J+1,
2] +1<s<n—1;22=(m—j+2)+n—sdengan | 2| +2<j<m,
[2]+1 <s<n—1;t] =22+3l denganl << |2t = 224312 ] -31-3
dengan [ %] +1 <1< |%] -

(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk

m gasal dan n gasal)
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Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m genap dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yi1|ls) = (ai—1,b, chi,d); 1 <1i < mn, m genap dan n gasal.
Representasi b untuk m genap dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:

b = (1,15},...,15%J t2mJ+1,.. tL |1)itp =143l dengan1 <1 < |Z];
t7 =3|%] —3l—2dengan 2] +1 <1< 2] -1

Representasi c,,_; untuk m genap dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:
c= (21,43, ...,tf%J,tf%Hl, ...,tf%H,. ., L J,tl, ...,tL J,t‘f%m, ...,t”[%H,
zfgm,t t?mj,tffmm,... tfmj_l,..., n_l,t?,...,t5%J,t‘E%J+1,...,tf%_l);
ze =1+ sdengan1 < s < [2]; ¢} = 2zl +3ldengan 1 < s < [2];
t} =z 4+3[%] —3l+s—3dengan | 2] +1 <1< |Z]-1;22=n—s+1
dengan |%| +1 < s < n— 1t = 22 +3ldengan1 < | < [2];
tf =22 +3|%] —3l—3dengan [2] +1 <1< [2] -1

Representasi a;_1 untuk m genap dan n gasal dengan j = 1 sebagai berikut:

5 5 6 6 2 5

§J+17
3 4 4
tm) 1) LJ’tl" o Wmpy bm gy U

t4mJ )izs =1+sdengan1 < s < [%];t} =2z} +3ldengan 1 < s < [Z];
t4—zs—|—3[3j—3l+s—3denganLgJ+1glgL;j—l,zszn—s—i—l
dengan [2] +1 < s < n—1; ) = 22 +3ldengan1 < [ < [2];
tp =2243|%] —3l—3dengan || +1 <1< 2] -1

(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk

t5 6
ceey L J, LmJ+17cou’
1 43 3 4
J 170- Zl’tl’n- t\_ J7tL J+1’.-o7

%J“‘l? ceey

m gasal dan n gasal dengan j = 1).

Representasi simpul graf C,,>C,,, untuk m gasal dan n genap sebagai berikut:
r(yij|Ils) = (a;—1,b, i, d); 1 < i < n, m gasal dan n genap.
(Representasi a;_1,b, c,,_; untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-

sentasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m gasal dan n gasal).

— (412 12 11 11 .3 49 9 10
d_(tL%J . t\_ J+17 L%J7tL%J_1,...,tl ,Z 7t1,...7tL%J_1,tL%J,tL%J+l7...,
ti%kl); =j—1ldengan2 < j < |Z] +1;2° = m — j + 1 dengan
[Z]+2<j<m;t) =2*4+(1+3(p—1)—i)+3rdenganl < r < [2] — 1;

w3

£ = 24 (i=3(p—1) = 1) +3[ 5] — 3r — 2 dengan | } J+1<r<t 1=
' = 24 (i = 3(p—1) — 1) +3r —2dengan 1 < r < H—

1 =25+ (1+3(p—1) —i) +3[5] — 3rdengan [§] +1<7 < 5]~ Ls
tin) =2°+3[§] —1ldengani =3(p—1) +2;t|n| = z° +-3| §| — 2 dengan

i=3(p—1)+1danj=3p; 1 <p<[%].3(p—1)+1<i<3p.
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Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m gasal dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yia1|lls) = (@i—1,b, chei, d); 1 < i < mn, m gasal dan n genap.
(Representasi a;_1,b, c,,_; untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1).

— (+10 10 9 9 3 47 7 8
d — <tL%J_1’ ...,tL%J+17tL%J7tL%J_17 ...,tl,Z 7t17 ...7tL%J_17tL%J7t

N S
ols
s
o3
g
[
—_

tfgj,l); tT = (14+3(p—1) —i) + 3r dengan 1 < r

t8=(—-3(p—1)—1)+3[%] —3r—2dengan [2] +1 <7 < [2] -1,
0 = (1 —3(pp—1) —1)+3r —2dengan 1 < r < [2] — 1
t) = (1+3(p—1)—14) + 3|5 —3rdengan [B] +1 < r < [B] - 1;

tny) = 3l§) — Ldengan i = 3(p — 1) + 25 t2) =

3
6
i=3(p—1)+1danj=3p;1<p<|5].3(p—1)+1=<7< 3p.

Representasi simpul graf C), > C,, untuk m genap dan n genap sebagai
berikut:

r(yi;|\s) = (a;—1,b, ¢h—i, d); 1 < i < n, m genap dan n genap.
(Representasi a;_1, b, ¢,_; untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1, b, ¢,_; untuk m genap dan n gasal).

(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d

untuk m gasal dan n genap).

Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m genap dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yi1|s) = (ai—1,b, ¢y, d); 1 < i < n, m genap dan n genap.
(Representasi a;_1, b, c,_; untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m genap dan n gasal dengan j = 1).

(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d

untuk m gasal dan n genap dengan 7 = 1).

Jadi TIg = {51, 5, Ss, ..., Sn(mTfl)+%} adalah partisi pembeda bintang yang

m—1

3
TIs| = n(™5+) 4+ %. Akan tetapi, ITg belum tentu mempunyai kardinalitas

terdiri dari n(™5=) + % kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari ITg adalah

minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf
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Cy > Cp, yaitu spd(C, > Cy,) < n(m_) +

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam satu kelas partisi harus
sebuah graf bintang K ,;; 1 < n < 2 sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika
ITs mempunyai kardinalitas |TIs| = n(™5*) + 2 — 1, maka pasti terdapat
sedikitnya satu kelas partisi yang tidak meng1nduks1 graf bintang Ky ,,; 1 <
n < 2. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg
merupakan simpul-simpul dari V' (C,, > C,,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan IIg = {5, 55, 53, ...,Sn(mT—l)Jr%_l} maka terdapat kelas partisi
yang tidak menginduksi graf bintang yaitu S, m_1),»_; = {wialz —1 <
I < %,3(I —1)+1 <4 < 3l}. Sehingga diperoleh bahwa ITg dengan kardi-
nahtas [Ils| = m|%| + % — 1 bukan merupakan partisi pembeda bintang.
Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf C,, > C,,
yaitu spd(C,, > C) > n(™5+) + 2.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(%+) + 2 < spd(Cy, > Cy,) < n(™5+) + %, maka dimensi partisi

bintang spd(C,, > Cy,) = n(™5+) + 2 untuk n = 1(mod 3), m = 0(mod 3).

. Untuk n = 1(mod 3) dan m = 1(mod 3)
Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi

partisi pembeda bintang. Misalkan I1g = {5, Ss, 53, ...,Sn(mT—1)+nT—l+1}

dengan:
SmTfl(iq)Jrk:{yz‘,jH <k< m— Bk—1)+2<j<3k+1,1<i<n}
Sn(mT*l)H ={yia[1 <1< 75731 —-1) +1 <i < 3l}

Sn(mT—l)-s-"T—lH = {yn,l}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada S mo () g Sn(% )+ mengin-
duksi sebuah graf bintang K » dan S, moly notg merupakan kelas partisi
singleton yang berisi sebuah simpul trivial yang juga merupakan graf
bintang. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(C,, > C,,)
berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh representasi setiap
simpul-simpul dari graf C,, > C,,, untuk n = 1(mod 3), m = 1(mod 3) dan
m > 5, sebagai berikut:

r(yi;|\s) = (a;i—1,b, ch_i, d); 1 < i < mn, m gasal dan n gasal.

(Representasi a;_1, b, c,_; untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
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sentasi a;_1,b, ¢,_; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)
dan n gasal).

d_(tfJ L
tiojltg)'z?’ j—ldengan2<j§L%J+1;z3:m—j+1
dengan |2| +2 < j < m;t) = 2%+ (1 4+ 3(p — 1) — i) + 3r dengan
1 <r (2] —1; 4,0 = 2% + (z—3(p—1)—1)+3{%j—3r—1
J+1 < r < [5] =L tn) = 2° +3[¢] — 1 dengan
i =3p—1)+1dani=3(p—1)+2tn = 2°+3[§] —2dengan
i = 3p; tyn) = 2> +idengan 1 < i < [§]; #2) = 2° + n — i dengan
L2J—|—1§z_n—1t”—z + (i —3(p — 1) — 1) + 3r — 2 dengan
1<r<[2]-Lt?=24+(1+4+3(pp—1)—14) +3[%] —3r+ 1 dengan
L%J+1STSL§J—1 tn)” = 2° +3|§] — ldengani = 3(p — 1) + 2
dan i = 3p; t|n " =23 +3|5) —2dengani =3(p—1)+1;1 < p < [5],
3p—1)+1<i<3p.

d= (23,13, ...,tfj 1’ti4j tiﬂ 1, 73); 744 = jdengan 2 < j < [Z] 4+ 1;
zp = m —j+2dengan 2] +2 < j < m; ;> = 2} + 3r dengan
1<r<[2]-Lizf=j—1ldengan2<;<|Z]+1;25=m—j+1
dengan |2 |+2 < j <m; 1" = 23+3| %] —3r—2dengan [ 2] <r < [2]—1,

untuk ¢ = n.

12 11 11 .3 19 9 10
tl_ J+17 L%J7tL%J_17...,tl ,Z 7t17."’tL%J_l’tL%J’tI_%JJ’_l"”’

—

IN

dengan |

=

Representasi simpul graf C, > C),, untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yi1|lls) = (@i—1,b, chi,d); 1 < i < mn,m gasal dan n gasal.
(Representasi a;_1, b, c,_; untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
sentasi a;_1,b,c,_; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)
dan n gasal dengan 5 = 1).

d= (t@J_l, ...,ti%J+1,tL%J,th%J_l,.. 9,0, 7 ..., L [ERTI L J1s e
tf%j—l’tng); th = (14+3(pp—1) —4)+3rdengan 1 < r < [2] — 1
##=(—3(p—1)—1)+3[2] —3r — 1dengan [2] +1 <7 < |2 J—1
tiny = 3|5 —1dengani = 3(p — 1) +1dani = 3(p — 1) +

tlo) = 3| 5] —2dengani = 3p;t|z) =tdengan1 <i < LEJ;tL%J =n—1
dengan [2|+1 <i<n—-1;t) = (i —3(p—1) — 1) 4+ 3r — 2 dengan
1 <r < [B] -1t = (1+3p—1) —i)+ 3% —3r+ 1 dengan
5] +1 < r < [5] =L #n" =3[ —1dengani = 3(p — 1) + 2
dani = 3p; t|»)” = 3|g] —2dengani =3(p—-1)+ L1 <p < [g],
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Bp—1)+1<i<3p.
d = (1,8, .., tF’J l,ti‘lj,.. ti‘lj 5,0 6 = 1 + 3r dengan
1

<r < |2]-1;t" =3|%]—3r—2dengan [ %] <7 < |%]—1,untuki = n.

Representasi simpul graf C,,>C),, untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:
r(yi;|\s) = (a;—1,b, ch_i,d); 1 < i < n, m genap dan n gasal.

(Representasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-

sentasi a;_1,b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)

dan n gasal).

(Representasi d untuk m genap dan ngasal sama dengan representasi d untuk

m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 1(mod 3) dan n gasal).

Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m genap dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yia1|lls) = (@i—1,b, ch—i, d); 1 < i < mn, m genap dan n gasal.
(Representasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-
sentasi a;_1,b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).

(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk

m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 1(mod 3) dan n gasal dengan j = 1).

Representasi simpul graf C),>C,,, untuk m gasal dan n genap sebagai berikut:
r(yi;|\s) = (a;—1,b, ch_i,d); 1 < i < n, m gasal dan n genap.
(Representasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1,b, c,_; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)
dan n gasal).

d = (ﬁ?J L ,tfﬁl,tilj,...,t}l,z?’,t?,. St J,tiom,..,ti%J_l,tL%J);
2 = j—1dengan 2 < j < [2]+1; 22 = m — j + 1 dengan
2] +2 < j < myt) = 22+ (14 3(p—1) — i) + 3r dengan
L <r < 2t =22 +(@—-3p—1)—1) 432 —3r—1
dengan [%] +1 < r < B3] —Litjn) = 2° +idengan 1 < i < [3];

3 3]
tin) = 2 +n—i—ldengani = [§|+ 15 tj») = 2° + n — i dengan
]
1<

|3

J—|—2<z<n—1 th' = 234+ (1 —3(p—1) — 1) + 3r — 2 dengan
< Bt =24+ (1+3(p—1) —i)+ 3% — 3r + 1 dengan

0|3
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2] +1<r<[2]-L1<p<|%2].3(p—1)+1<i<3p
d= (2,007, o 13 b gy oo B, 25); 20 = j dengan 2 < j < 3] 4 1,
Zz} = m —j+2dengan [Z] +2 < j < m; ;> = 2} + 3r dengan
1<r<|[%];23=j—1ldengan2 < j < |Z|+1;2 =m—j+1dengan
2] +2<j<mt=23+3[2]—3r—2dengan |2]+1 <7< [2]-1,

untuk ¢ = n.

=

Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m gasal dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yi1|lls) = (@i—1,b, chi,d); 1 <i < mn, m gasal dan n genap.
(Representasi a;_1, b, ¢,,—; untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1,b,c,_; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)

dan n gasal dengan j = 1).

_ (410 10 9 9 0 47 7 438 7T —
(1+3(p—1)—z)+3r denganl <r < [2]:t) = (@— (p— ) 1) L%J r—1
dengan [§] +1 < r < [§] — 1; #») = i dengan 1 < i < [3];
flz) = n — i — 1 dengan i = 5] + 1 ti2; = n — i dengan

i <n—-1,t = (i —3(pp—1) — 1) + 3r — 2 dengan
2]t = (14 3(p — 1) — 1) + 3[%] — 3r + 1 dengan
r< 3] -11<p<[%3].3(p—1)+1<i<3p.

= (1,t33,. tF’J,thJH,.. thJ 10): 63 =1+ 3rdengan1 <7 < [2];
trt =3[%] —3r —2dengan [2] 4+ 1 <r < [%] — 1, untuk i = n.

Representasi simpul graf C, > C), untuk m genap dan n genap sebagai
berikut:

r(yi;|\s) = (a;—1,b, ¢h—i,d); 1 < i < mn, m genap dan n genap.
(Representasi a;_1, b, c,_; untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1,0, ¢,_; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)
dan n gasal).

(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d

untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 1(mod 3) dan n genap).

Representasi simpul graf C,, > C),, untuk m genap dan n genap dengan j = 1

sebagai berikut:
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r(yi1|ls) = (@i—1,b, ch—i,d); 1 < i < mn, m genap dan n genap.
(Representasi a;_1, b, c,_; untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1,b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)
dan n gasal dengan 7 = 1).

(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d

untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 1(mod 3) dan n genap dengan
j=1.

Jadi IIs = {5y, 5,53, ..., 5, (melypnct 1} adalah partisi pembeda bintang

3

yang terdiri dari n(mTl) + ”Tl + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas

dari ITg adalah |IIg| = n(Z) + 25 4+ 1. Akan tetapi, I belum tentu

mempunyai kardinalitas minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf C,, > Cy,, yaitu spd(C,, > Cy,) < n(Z54) + %5+ + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan
bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi
harus sebuah graf bintang K;,; 1 < n < 2 sehingga dapat ditunjukkan
bahwa jika ITg mempunyai kardinalitas |IIg| = n(“1) 4+ %51, maka pasti
terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak mengmdukm graf bintang
Kin; 1 < n < 2. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas
partisi IIg merupakan simpul-simpul dari V' (C,, > C,,). Tanpa mengurangi
keumuman, misalkan IIg = {31,52,53,...,Sn(%—1) +nT—1} maka terdapat
kelas partisi yang tidak menginduksi graf bintang yaitu .S, (molypnst =
{yirll = =2, 3(1—1)+1 <4 < 31} U{y,.1}. Sehingga diperoleh bahwa ITg
dengan kardmahtas IIs| = n(™5+) 4 "5+ bukan merupakan partisi pembeda
bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang dari graf
Cp > Gy, yaitu spd(C,, > Cy,) > (51 + 24 + 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n (™) + 251 +1 < spd(C,>Chy) < n(Z5+)+251+1, maka dimensi
partisi bintang spd(C,, > Cy,) = n(51) + 5+ 4+ 1 untuk n = 1(mod 3),
m = 1(mod 3) dan m > 5.

. Untuk n = 2(mod 3) dan m = 1(mod 3) Batas atas dimensi partisi bintang
dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi pembeda bintang. Misalkan
IIg = {51, Sa, S3, ..., Sn(mi—l)_i_n?—Q_’_l} dengan:

3
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S(L-l+l:{y“!1<ls"72,3<l—1>+1s¢§3l}

n

Sn( )+7+1 — {yn 1,1Yn, 1}
Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada SmTfl (i—1)+k dan S, (m=1) 4

menginduksi sebuah graf bintang K, dan Sn(mT—l) pns2gy meng1nduks1
sebuah graf bintang K, ;. Maka dapat ditunjukkan representasi setiap simpul
v € V(C, > C,,) berbeda terhadap IIg. Dari hasil observasi diperoleh
representasi setiap simpul-simpul dari graf C,, > C,, untuk n = 2(mod 3),
m = 1(mod 3) dan m > 5, sebagai berikut:

r(yi;|\s) = (a;—1,b, ch—i,d); 1 < i < n, m gasal dan n gasal.
(Representasi a;_1,b, c,,—; untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
sentasi a;_1,b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)

dan n gasal).

12 12 11 11 .3 419 9 10
d — <tL J 13 ’tL%J+2’t\-%J+1’t\_%J’ 7t1 ,Z 7t17 ’tl_%J’tL%JJ’_l’tl_%J"’_Q’ ceey

tioj ptzg); 28 =g —1ldengan2 < j < |9 +1;2° =m—j+1
dengan |2| +2 < j < m;t) = 2%+ (1 4+ 3(p — 1) — i) + 3r dengan
1 <r < |26 = 22+ (i—3(p—1) — 1)+ 3[%4] — 3r dengan
5] +2 <r < 3] =1 tn) = 2° +3|§) dengani = 3(p — 1) + I;
tinjyr = 2" +3|5] +1dengani=3(p—1)+2dani=3p;t|n 1 = 2" +i

3
dengan 1 <4 < [§]5¢nj4y =2 +n—i—1ldengan 3] +1<i<n-—2
= 2+ (@ —-3p—1 —1)+3r —2dengan 1 < r < [2];
t2 =2+ (14+3(p—1)—i)+3[%] —3r+2dengan 2] +2 <r < [2] —1;
tinjy” = 2° 4 3|5 dengan i = 3p; t|n )" = 2° 4+ 3[§] + 1 dengan
i=3(p—1)+1dani=3(p—1)+21<p<|2],3(p—1)+1<i<3p.
d = (23,3, ...,tf%H,tL%J,%JH,.. tﬁj L) 2 = -1+
(1+3[5] —i)+2dengann —1 < i < n, 2 < 5 < ]+ 1L
23 =m—j+2+(1+3[%] —i)+2dengan [ 2] +2 < j <m;t}® =2} +3r
dengan1 <r < |2|—1;25 =j—1ldengan2 < j < |2 |+1;25 =m—j+1
dengan 2| +2 < j <mit," = 25 ++(i —3[%] — 1)+ 3|%] —3r—2
dengan [§|+1<r <3| =13t =3[§] +1+ 2, untukn —1 <i <n.

Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m gasal dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:
r(yi1|lls) = (@i—1,b, ch—i, d); 1 < i < n, m gasal dan n gasal.

(Representasi a;_1, b, c,_; untuk m gasal dan n gasal sama dengan repre-
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sentasi a;_1,b, c,_; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)
dan n gasal dengan 57 = 1).

— 3 47 7
d — (t]li%J_l, ...7t]\:%J+27tL%J+17t?%J7 ...,t?,Z 7t17 ...7tL%J7tL%J+17t?%J+2, ceey
t"f%kl,tt%); th = (1+3(p—1) —i)+3rdengan 1 < r < [2];
ty = (i—=3(p—1)—1)+3| 5] —3rdengan [§|+2 <7 < [5]—1;tn) = 3| §]
dengan i = 3(p — 1) + 1; {241 = 3[§] + 1 dengani = 3(p — 1) + 2
dan i = 3p; t|» 41 = i dengan 1 < i < 151 t|nj4+1 = n —i—1dengan
2] +1<i<n—2:t)=(i—3(p—1)—1)+3r—2dengan1 <r < |2];
0 =(143(p—1)—i)+3|%] —3r+2dengan 2] +2<r < [2] -1,
tizy41” = 3| g dengani = 3p;t =) ,” =3[§] +1dengani=3(p—1)+1
dani=3p—-1)+2:1<p<[2],3(p—1)+1<4<3p.
d = (zf,t%l,...,ttl%Jfl,tL%J,t@JH,...,t@Jfl,O); 2t = (L+3[%] —i)+2
dengan n — 1 < ¢ < n; t! = 23 + 3r dengan 1 < r 2] — 1;
tr* = (i — 3|2 —1)+3|%] —3r —2dengan [2] +1 < r ;
tl_ﬁj :3L%J + Luntukn —1 <7 <n.

6

Representasi simpul graf C,,>C),, untuk m genap dan n gasal sebagai berikut:
r(yi;|\Hs) = (a;—1,b, ch_i,d); 1 < i < mn, m genap dan n gasal.
(Representasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-
sentasi a;_1,b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)
dan n gasal).

(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk

m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 2(mod 3) dan n gasal).

Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m genap dan n gasal dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yinllls) = (@i—1,b, ¢p—i,d); 1 <i < n,m genap dan n gasal.
(Representasi a;_1, b, ¢,,_; untuk m genap dan n gasal sama dengan repre-
sentasi a;_1,b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)
dan n gasal dengan j = 1).

(Representasi d untuk m genap dan n gasal sama dengan representasi d untuk

m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 2(mod 3) dan n gasal dengan j = 1).

Representasi simpul graf C,,>C),, untuk m gasal dan n genap sebagai berikut:
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r(yi|Ils) = (a;—1,b,cn—i,d); 1 < i < n, m gasal dan n genap.
(Representasi a;_1,b, c¢,,_; untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1, b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)
dan n gasal).

d = (t@J_l,...,ti%JH,ti%J,...,t%l,zi’),t?,...,t?%yti%wrl,...,tt%J_l,tLgJ);
> = j—1ldengan 2 < j < [Z] +1; 2° = m — j 4+ 1 dengan
2] +2<j<mitd =2+ (1+3(p—1)—i)+3rdenganl <r < |2];
=22+ —-3(pp—1)—1)+3[%] —3rdengan [2]+1<r< |2 -1
tn) = > +idengan 1 < i < [Z] —1; tn) = 2> + n — i dengan
2] <i<n—24' =23+ (i—3(p—1)—1)+3r—2dengan 1 <r < |2];
t? =22+ (143(p—1)—i)+3[%] —3r+2dengan 2] +1<r < [2] - 1;
1<p<[5].3p—1)+1<i< 3p.

d= (zf’,t}?’,...,ti%J_l,téJ,...,ti‘éJ_l,zS);zf =(-1+(1+3[%]—i)+2
dengann—1<i<n,2<j<[Z]+1;2 =m—j+14+(143[%] —i)+2
dengan 2] +2 < j <m;t)® =z} +3rdengan 1 <r <[] —1; 25 = j—1
dengan 2 < j < |2| +1; 20 =m —j+ Ldengan |2| +2 < j < my
=23+ +(i— 3|2 —1)+3|%] —3r —2dengan 2] <r < |2] -1,
untukn — 1 <7 < n.

Representasi simpul graf C, > C,,, untuk m gasal dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yi1|lls) = (@i—1,b, ch—i, d); 1 <i < mn, m gasal dan n genap.
(Representasi a;_1,b, ¢,,_; untuk m gasal dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1,0, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 0(mod 3)

dan n gasal dengan j = 1).

_ 10 10 9 9 3 47 748 8 .
d — (tL%J_:l?7tL%J+1’tL%J”t172 ,t17,tL%J,tL%J_,’_I,,tL%J_l’tLgJ),
th = (1 +3(p—1) —4) 4+ 3r dengan 1 < r < [2]; 8 =
(i —=3(p—1) —1)+3|5] —3rdengan |F] +1 < r < [§] — 1
tin) = i dengan 1 < i < 5] — L ti»; = n — i dengan

—

2 <i<n—208) =(i—3(p—1)—1)+3r—2dengan 1 < r < [2];

0 =(14+3(p—1)—i)+3|%] —3r+2dengan [Z] +1<r < [2|-1;
]

1<p<[3].3p—-1)+1<i<3p.

d = (zf,tf”,...J@Jfl,tt%,...,ti‘ékl,zg’); 2= (14 3% —4) + 2
dengan n — 1 < @ < ny t}' = 2} +3rdengan1 < r < [2] — 13
62 = (i —3[%] — 1)+ 3[%] —3r —2dengan [%] <r < |2]| — 1, untuk
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n—1<¢<n.

Representasi simpul graf C),, > C,, untuk m genap dan n genap sebagai
berikut:

r(yi|Ils) = (a;—1,b, cp_i,d); 1 < i < n, m genap dan n genap.
(Representasi a; 1, b, c,_; untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1,b, ¢,—; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)
dan n gasal).
(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d

untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 2(mod 3) dan n genap).

Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m genap dan n genap dengan j = 1
sebagai berikut:

r(yia1|lls) = (@i—1,b, ch—i,d); 1 < i < mn, m genap dan n genap.
(Representasi a;_1, b, c,_; untuk m genap dan n genap sama dengan repre-
sentasi a;_1,0, ¢,_; untuk m = 1(mod 3) dan m genap dan n = 0(mod 3)
dan n gasal dengan 7 = 1).

(Representasi d untuk m genap dan n genap sama dengan representasi d

untuk m = 1(mod 3) dan m gasal dan n = 2(mod 3) dan n genap dengan
j=1.

Jadi IIg = {5y, 5,53, ..., 5, n(melyns2 >, } adalah partisi pembeda bintang
yang terdiri dari n(mTl) + ”TQ + 1 kelas partisi. Sehingga kardinalitas
dari ITg adalah |TIg| = n(Z5%) + 252 4+ 1. Akan tetapi, IIg belum tentu
mempunyai kardinalitas minimum. J adl dapat ditentukan batas atas dimensi

partisi bintang dari graf C,, > C, yaitu spd(C,, > Cy,) < n(Z5%) 4+ 22 + 1.

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C), >
C,, dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertim-
bangkan bahwa graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas
partisi harus sebuah graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika Ilg
mempunyai kardinalitas |IIs| = n(”5%) + 52, maka pasti terdapat sedik-
itnya satu kelas partisi yang tidak meng1nduks1 graf bintang. Perhatikan
bahwa simpul-simpul dalam salah satu kelas partisi IIg merupakan simpul-

simpul dari V(C,, > C,,,). Tanpa mengurangi keumuman, misalkan IIg =
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duksi graf bintang yaitu S m_1) n> = {yiall = 252,31 —-1)+1 <

{51, 59, 55, ..., S, (m=1yy n—2} maka terdapat kelas partisi yang tidak mengin-

i < 3} U {yna}- Sehlngga dlperoleh bahwa IIs dengan kardinalitas
TIs| = n(™5*) + “5* bukan merupakan partisi pembeda bintang. Jadi
dapat ditentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, > C), yaitu
spd(Cy > Cry) > n(252) 4+ 22 + 1.

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi
bintang n(251)+ 22 +1 < spd(C,>Cr,) < n(254)+252+1, maka dimensi
partisi bintang spd(C, > C,,) = n(21) + 252 + 1 untuk n = 2(mod 3),
m = 1(mod 3) dan m > 5.

Kasus 3: Untuk m = 2(mod 3)

Batas atas dimensi partisi bintang dapat diperoleh dengan mengkonstruksi partisi
pembeda bintang graf C,, > C,, dapat dilihat pada Gambar 4.29 (b). Misalkan
s = {S1, 52,53, ..., Sy m2 )4n ) dengan:

Smsz(FlHk = {y;;]1 < k:§ m3 Bk—1)43<j<3k+2,1<i<n}
Sn(m=2)yi = {yij|l1 <i<n,1<5<2}

Dengan dilihat bahwa simpul-simpul pada SmT—2(,L»_1) 4 menginduksi sebuah graf
bintang K} » dan Sn( m-2) menginduksi sebuah graf bintang K, ;. Maka dapat
ditunjukkan representasi setiap simpul v € V(C,, > C,,,) berbeda terhadap I1s. Dari
hasil observasi diperoleh representasi setiap simpul-simpul dari graf C), > C),, untuk

m = 2(mod 3), sebagai berikut:

tf m |49 ---7tf%_1,0n—i7d); = (3+ 3(k -1) - j) + 31 dengan 1 S l g L6j;
2= (j—3(k—1)—3)+3|Z |3l dengan [2]+2 <1 < [2] 15 t(n s — 3 2]
dengan j = 3(k — 1) + 3; t|=m 4y = 3['¢| + 1 dengan j = 3(k — 1) + 4 dan
j=3k+2t} =(j—3(k—1)—3)+3l—2dengan1 < [ < |2 |;

= (B3+3k—1)—j)+3[%] -3l +2dengan || +2 <1 < [F] - 15
tymy” = 3|’¢ ] dengan j = 3k +2;¢|m " = 3[¢ ] +1denganj = 3(k—1)+3
danj=3k—-1)+41<E<[ZLE1<ES|F]3k-1)+3<j<3k+2,
1 <1 < n,m gasal.
Representasi ¢,,_; untuk m gasal sebagai berikut:

— 1 45 5 6 6 1 5 5 6 6 2
C = (letl"."tL%J717tL%J7...7tL%J717.“’ZL J’t17" thJ 1’thJ’"'7tL%J717ZL%J+1’
7 7 8 8 2 7 8 . 1 —
t1’ ...,tL%J_l,tL%J’ .'.’tL%J—l, (EXX Zn_1’ tl, . tL’!fLJ 1’ tL’f’LJ’ --.,tLTVLJ 1), ZS —

(j+1) +sdengan3 < j < [2]+1,1<s< [2]i2l =(m—j+3)+s
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dengan 2] +2 < j <m,1<s<[%];t) =z +3ldengan1 < s < 2] —1;
8 =(+s)+3%] —3l—3dengan 2| <1< |2]-1,3<;<[2]+1,
1<s< |35t =(m —j+s+2)+3{%j—3l 3dengan |F] <1< %] -1,
L%J+2§j§m,1§SSL%J; > = (j+1) 4+ n— s dengan
3< i< |24+, [2]+1<s<n—-1;z22=(m—-j+3)+n—s
dengan[%j+2§j§m, L%J—i—lgsgn—l't7:z2+31dengan

1<I< 2] -1t} =(j+n—s)+3[%] —3l—2dengan 2] <1< [2] -
3<7< B+, L%J+1§s§n—1;t8:(m—]+n—s+2)+3L§J—3l—
dengan [§] <1< |%|-L|g]+2<j<m,[5]/+1<s<n—1
Representasi a; 1 untuk m gasal sebagai berikut:
a=(22_ l,t{,...,t[%J_l,tf%J,.. tf m| s LHl,t{,..,t[%J_l,t’f%J,...,tf%J_l,
E%J t?,...,tt%kl,tf%y...,t‘f%kl,...,zl,t?,...,t‘[’ﬂfl, (E%J""’t?%kl);
Zi=(G+1) +sdengan3 < j < [Z]4+1,1<s< [2]szl=(m—j+3)+s
dengan 2] +2 < j<m,1<s<|[2];t) =z +3ldengan1 < s < |2 —1
— (j+5)+31%) 3~ 3dengan [2] <1< (2] - L3 <)< [2]+1
1<s<|3lit)=(m—j+s+2)+3[%] -3l —3dengan 2] <1< %] -
2] +2 < j < m 1 < s < |25 22 = (j+1)+n — s dengan
3<i< 2 4L 1 +1<s<n—-1z22=(m—-j+3) +n—s
dengan |2| +2 < j < m, [2]+1 < s < n—1;t] = 22+ 3l dengan
1<I<|B]-LtP=(+n—s)+3%] -3 —2dengan | 2| <1< [Z] -
3<i< B+ 3 +1<s<n—-Lt;=(m—j+n—s+2)+3[2]-3l—
dengan || <I<[%Z| -1 [%]+2<j<m, [5]+1<s<n—1L
Representasi d untuk m gasal sebagai berikut:
d= (", ..., tiOJH,t‘f n s A9, 23080 £l J,tiOJH,..,t;ol);z3:j—2dengan
3<j<|Z]+1;2*=m—j+1dengan |2|+2<j<m;t)=j+s—1dengan
3<j< Bl +L1<s<|[5litd=m—j+s+1ldengan |[F|+2<j<m,
1<s<|[2]itl®=j+n—s—1dengan3 <j<|[Z]+1 [2]+1<s<n—1;
ty=m+n—j—s+1ldengan 2] +2<j<m,|3]+1<s<n—1

Representasi simpul graf C),>C,,, untuk m gasal dengan j € {1, 2} sebagai berikut:
r(yij|s) = (ai—1,3 — J, t1, ...,ti%J_l, tf%y ...,tf%J_l, Cnisd)s tf = (3—7) + 3l
dengan 1 <[ < |[%] —1;t] = j+ 3[%] — 3l —3dengan [2] <[ < [2] —
1<i1<n,1< 5 <2, m gasal.

Representasi ¢,,_; untuk m gasal dengan j € {1, 2} sebagai berikut:

— (-1 43 3 4 4 3 3 4 4
C_ (Zl7t17"‘7tL%J—1’t|_%J7'.'7tL%J_17. tl,u-u,t mJ_ljt m "c,t % _

" L ik L% L&)’
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5 5 6, 6 2 45 5. 6, 6,

(1+j)—|—sdengan1 < s < (28 =z —|—3ldengan1 < s < [2] -1,
tf = j+3%] —3l+s—3dengan [Z] <1 < 2] -1,1 < s < |3];
22 =n—s+(1+j)dengan [3] +1 < s < n—1;1 = 22+ 3l dengan
1<I< |2 -Litf=n—s+j+3|%] —3l—3dengan 2| <1< [2] -1,
ng+1§s§n—1;1§j§2.

Representasi a;_; untuk m gasal dengan j € {1, 2} sebagai berikut:
a:(zi_l,ti’,...,tft’%kl,t?%],...,t‘f%kl,..., fJH,t?,. . 5[ m| g f J,. . ‘E%H,

1 3 43 s 4 LB B
s=(1+4j)+sdengan1 < s < [B]; 1] = 2] —|—3ldengan1 g s < L6J —

tf = j+3%] —3l+s—3dengan 2] < | < 2] -1,1 < s < |3];

22 =mn—s+(1+j)dengan [3] +1 < s < n—1;1 = 22+ 3l dengan
1<I< %] -Litf=n—s+j+3|%] —3l—3dengan 2| <1< [2] -1,
5] +1<s<n—-11<j<2

Representasi d untuk m gasal dengan j € {1 2} sebagai berikut:

d=(t_4, .., L |11 H 0T T B J,tf%m,. Gt =5+ (- 1)
dengan1 < s < |%]; tS—n—s+(j—1)denganL§J—|—1gsgn—1,1§j§2.

Representasi simpul graf C,, > C,,, untuk m genap sebagai berikut:

r(yij|lg) = (ai_l,t‘f%J_l, ...,tf%m,tf% oy 13,0, 1, ...,ti%ytf%m, ...,tf%J_l,
Cnird); tf = (3 + 3k —1) — j) + 3l dengan 1 < | < [Z];
tf = —3k—1)—3)+3[%] —3ldengan 2] +1 < < [2] -1t} =
(j—3(k—1)—3)+3l—2dengan1 < I < |2 |;t} = (3+3(k—1)—j)+3| 2] —31+2
dengan || +1 <1< |B]-L1<k<[3],3k-1)+3< ) <3k+2,
1 <17 < ndan m genap.

Representasi ¢,,_; untuk m genap sebagai berikut:

_ 1 45 5 6 6 5 5 6 6 2
C_ (Zl,tl,.- t\_ J_l,tL%J,-..,tL% tl,.-.,tl- J 17tL J,.-.7tL%J_1JZ|-%J+17
e tim

Jo1 e 2

(o 1,tf J,...,tf%J_l,...,zi_l,tz,...,t{ m|_ l,tf J,...,tfﬂ_l); 2! =
(j+1)+sdengan 3 < j < [2]+1,1 < s < LQJ,z; =(m—-—7+3) +s
dengan 2] +2 < j <m,1<s<[2];t) =2l +3ldengan1 < s < [2] —

tf = (j+s)+3%] —3l—3dengan 2] <1< |2]-1,3<j<[2]+1,
1<s<|3lit)=(m—j+s+2)+3[%] -3l —3dengan 2] <1< |Z]| -1,
2] +2 < j < m 1 < s < |25 22 = (j+ 1)+ n — s dengan

3< < 1Bl4+L3]+1<s<n—-1z22=m—-j+3)+n—s
dengan [Z] +2 < j < m, [3]+1 < s < n—1; tf = 22 + 3l dengan
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1<1< (2] -1t =(j+n—s)+3[%] -3 —2dengan 2] <1< 2] -
3< <B4+ 3 +1<s<n—Lt;=(m—j+n—s+2)+3[2]-31-2
dengan | %] <I< [Z] -1, |F]+2<j<m, [5]+1<s<n—1
Representasi a,;_; untuk m genap sebagai berikut:

a=(z2_,,t, ...,t{%J_l,tf%J, ...,tf%J_l, ...,zngH,tI, ...,t{%J_l,tf%J, ...,tf%J_l,
zE%J .. tf%J_l,tf%J,...,tf%J_l,...,z%,t?,...,tf%J_l,tf%J,...,t‘f%J_l);
Zze=(G+1) +sdengan3 < j < [Z]+1,1<s< [B];zi=(m—j+3)+s
dengan 2] +2 < j<m,1<s<|[%]:t) =2z +3ldengan1 < s < 2] —1;
tp = (+s) +3[%5) -3l —3dengan || <1< [F]-13<j< 3] +1
1<s< |2t =(m—j+s+2)+3[%] —3l—3dengan 2] <1< |2Z]| -1,
Z]+2 < j < m 1 < s < [2]; 22 = (J+1) +n— s dengan
3§j§L%J+ 2]+1 < s<n-122=(m—-j+3)+n—s
dengan [Z] +2 < j < m, [2]+1 < s < n—1,t = 22+ 3l dengan
1<I< %] —1;t?z(j+n—s)+3{%j — 3l —2dengan |2| <1< [2]—

3< < [B]+1, L%j—i—lSsSn—l;tsz(m—]+n—s+2)+3L§j—3l—
dengan | %] <I< [ -1, [F]+2<j<m, [5]+1<s<n—1
Representasi d untuk m genap sebagai berikut:

d= (2, .., ti J+1’ L%J,...,t?,zi”,t?,.. H,tiom,. Lt10); 23 = j — 2 dengan
3<j<|%Z]+1;2>=m—j+1dengan |2]+2 < j <m;t)=j+s—1dengan
3<y< B+ L1<s< |3t =m—j+s+1dengan |2]|+2<j<m,
1<s< |2t =j4+n—s—1dengan3 <j<[Z]+1,[2]+1<s<n-—-1;
tl=m+n—j—s+1ldengan 2] +2<j<m, |2]+1<s<n-—1

Representasi simpul graf C,, > C,, untuk m genap dengan j € {1,2} sebagai
berikut:

r(yi | ls) = (ai,l,(3—j),t},...,ti%J_l,tf%J,.. tf m |y Cnid)it] = (3—7)+3l
dengan 1 <! < |[%Z] —1;t] = j+3|%] — 3l —3dengan 2] <1< [2] —1;
1<i<n,1< 75 <2, m genap.

Representasi ¢,,_; untuk m genap dengan j € {1, 2} sebagai berikut:

C = (Z%,t;i, t:E'mJ_l,tL%J,’t?%J_l, ZinJ,t?’...,t?[%J_ljt?%J,.. t? J 1

2 5 6 6 5 5 6 6 )
=0+ )+sdengan1<s<LJt3—z —|—3ldengan1<s<LJ—1
tf = j+3l%] =3l +s—3dengan ] <1 < [§]-11<s < [5];
22 =n-—s4+(j+1)dengan [2] +1 < s < n—1;¢ = 22+ 3l dengan

1<I< |2 Lt =n—s+j+3[%] —30—3dengan | 2] <1< 2] -1,

N

[\
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5] +1<s<n—-11<j5<2
Representasi a; 1 untuk m genap dengan j € {1 2} sebagai berikut:
_ (52 45 5 6 6 5 5

6 6
%J,...7 J_l,tL%J7...,t|—%J_1,

zE%J .. i’[ m|_ 1,#@” tfmj 1,...,2%,1551”,...,thJfl,t‘f%J,...,t‘f%kl);

2t =(j+ )+3dengan1<s<ng;t?:z;—i—BldenganlgsgL%J—
tf = j+3[%] —3l+s—3dengan 2] <[ < [2]-1,1< s < [2];
22 =n—-s+(+1)dengan [2] +1 < s < n—1;¢ = 22+ 3l dengan
1<I< %] -Lti=n—s+j+3|%]—3l—3dengan 2| <1< [2] -
5] +1<s<n-11<j5<2

Representasi d untuk m genap dengan j € {1, 2} sebagai berikut:

d= (8 1,...,tf%H t[%y...,tI,O,tZ,...,tI%J,tf%Hl,. LB )t =s+(j—1)
dengan1 < s < |[2];18 =n—s+(j—1)dengan 2] +1<s<n—-1;1<j <2

Jadi [Ig = {51,95,Ss,...,5, (M72)+n} adalah partisi pembeda bintang yang
terdiri dari n(”52) + n kelas partisi. Sehingga kardinalitas dari IIg adalah |IIs| =
n("2 + 1) = n(™). Akan tetapi, ITg belum tentu mempunyai kardinalitas
minimum. Jadi dapat ditentukan batas atas dimensi partisi bintang dari graf P,>C,,
yaitu spd(C,, > Cp,) < n(™F).

Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi bintang dari graf C,, > C,,
dapat diperoleh dengan Lemma 2.2. Selain itu, dengan mempertimbangkan bahwa
graf yang diinduksi oleh simpul-simpul dalam setiap kelas partisi harus sebuah
graf bintang sehingga dapat ditunjukkan bahwa jika IIg mempunyai kardinalitas
TIs| = n(™) — 1, maka pasti terdapat sedikitnya satu kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang. Perhatikan bahwa simpul-simpul dalam kelas partisi
ITs merupakan simpul-simpul dari V(C,, > C,;,). Tanpa mengurangi keumuman,
misalkan I1g = {57, 5s, 3, ..., S mi1 )_1} maka terdapat kelas partisi yang tidak
menginduksi graf bintang yaitu Sn(mTJrl)_l = {yi1yim/n — 1 << n}. Sehingga
diperoleh bahwa Il dengan kardinalitas |IIs| = n(“#*) — 1 bukan merupakan
partisi pembeda bintang. Jadi dapat ditentukan batas bawah dimensi pasrtisi bintang
dari graf C, > Cy,, yaitu spd(C,, > Cy,) > n(™).

Dengan demikian, diperoleh batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang
n(2H) < spd(C>Cy) < n(™H), maka dimensi partisi bintang spd(C, > C,y,) =
n(2) untuk m = 2(mod 3).

Berdasarkan ketiga kasus pembuktian di atas diketahui bahwa untuk spd(C,, >

Cp) = n(%) untuk m = 0(mod 3) dan m > 5 dan spd(C, > C,,) = n(™)
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untuk m = 2(mod 3) sehingga pada kedua nilai m tersebut dapat digabungkan
sedemikian spd(C,, > Cy,) = n[%]. Sedangkan spd(C, > Cy,) = n(%+) + 2

untuk m = 1(mod 3), m > 5 dan n = 0(mod 3), spd(C,, > C,,) = n(mT_l) + "T“
untuk m = 1(mod 3), m > 5 dan m = 1(mod 3), m > 5 dan spd(C,, > C,,) =
n("5+) + "= untuk m = 1(mod 3), m > 5 dan n = 2(mod 3) dapat ditulis

spd(Cn > Cn) = n ] + [5]. O

4.3 Hubungan antara Dimensi Partisi dan Dimensi Partisi Bintang pada Graf
Hasil Operasi Comb Dua Graf Terhubung

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada subbab 4.1 sampai 4.2, dapat dituliskan
kembali hasil mengenai dimensi partisi dan dimensi partisi bintang untuk masing-
masing graf hasil operasi comb seperti pada Tabel 4.1 dan Tabel 4.2.

Dari kedua tabel tersebut dapat dilihat bahwa dapat disimpulkan hubungan
antara dimensi partisi dengan dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb.
Secara umum, terdapat hubungan antara dimensi partisi dengan dimensi partisi
bintang sebagaimana dapat ditunjukkan dengan mengambil Teorema 4.1 menun-
jukkan bahwa pd(C,, >s P,) = 3 untuk m > 3, n > 2 dan Teorema 4.13 menun-
jukkan bahwa spd(C,, >5 P,) = m|[3| untuk n = 0(mod 3), n = 2(mod 3) dan
spd(Cr, 5 P,) = m[%] + [%] untuk n = 1(mod 3) dan untuk kasus khususnya

sebagai berikut:

e Untuk m = 3 dan n = 2 didapat pd(C3 >s5 P») = 3 dan spd(C5>5 Py) = 3
sehingga dapat ditunjukkan bahwa pd(Cs5 >5 Py) = spd(C3>5 Py) = 3

e Untuk m = 4 dan n = 2 didapat pd(Cy >s P») = 3 dan spd(Cy>s Py) = 4
sehingga dapat ditunjukkan bahwa pd(C5 >5 Py) < spd(Cs>s Po) =4

e Untuk m > 3 dann > 2 dapat ditunjukkan bahwa pd(C,,>5 P,) < spd(C,,>s
P,)

Untuk graf hasil operasi comb selain C,, >s P, dapat ditunjukkan bahwa nilai
dimensi partisi graf hasil operasi comb lebih kecil dari nilai dimensi partisi bintang
graf hasil operasi comb. Sehingga untuk graf G dan H didapatkan bahwa pd(G >
H) < spd(Gr> H).

Dalam Teorema 2.4 merujuk dari Marinescu dan Ghemeci (2012) menyatakan

bahwa terdapat hubungan antara dimensi partisi dan dimensi partisi bintang graf
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Tabel 4.1: Ringkasan Dimensi Partisi pada Graf Hasil Operasi Comb Dua Graf

Terhubung
No Graf Dimensi Partisi
1. | Cpnvs P, | Untuk simpul graf Lintasan P, yang dilekatkan berderajat satu maka
pd(Cp, > —0P,) =3
2. | Cpy>a P, | Untuk simpul graf Lintasan P, yang dilekatkan berderajat dua maka
3, jikam e {3,4
pd(Cm >A Pn) - . { }
4, jikam>5
3, jikam genap dann € {2, 3}
m gasal dann = 2
4, jikam genapdann > 4
m gasal dann > 3
4. | K, >s P, | Untuk simpul graf Lintasan P,, yang dilekatkan berderajat satu maka
pd(Kp,bs Pp) =m
5. | Ky>a P, | Untuk simpul graf Lintasan P,, yang dilekatkan berderajat dua maka
pd(Kpy>a Py) =m
m, jikan <m
m+1, jikan>m
n, jikam<n
7. | Kn> Kn, pd(Kn > Kip) =
m, Jjikam >n
8. | Pn>s Py | Untuk simpul graf Lintasan P,, yang dilekatkan berderajat satu maka
2, jikan=2
pd(Py>s Pp) = .
3, jikan >3
9. | P,>a Py, | Untuk simpul graf Lintasan P, yang dilekatkan berderajat dua maka
pd(P,>a Py) =3
) jikam <
10. | G Ko pd(Cr> Kp) =4 yram=n
n+1, jikam>n
11. | K,>Cy pd(K,>Cp) =n
3, jikan=3
12. | Cp>Cpy pd(Cp > Chy) = J
4, jikan >4
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Tabel 4.2: Ringkasan Dimensi Partisi Bintang pada Graf Hasil Operasi Comb Dua

Graf Terhubung
No Graf Dimensi Partisi Bintang
1. | Cns Py Untuk simpul graf Lintasan P,, yang dilekatkan berderajat satu maka
spd(Co 5 Py) = { mlg], jika n = 0(mod3), n = 2(mod3)
mlg]+ %], jikan = 1(mod3)
2. | Cpa Py Untuk simpul graf Lintasan P,, yang dilekatkan berderajat dua maka
mlg], jikan = 0(mod 3), n = 2(mod 3)
dann = 1(mod 3),1 < i < n,
spd(Cp>a Py) = i # 1(mod 3)
mlg]+ %], jikan=1(mod3),1<i<n,
i = 1(mod 3)
n[g], jika m = 0(mod 3), m = 2(mod 3)
3. P,>C,, spd(Pp > Cp,) = danm > 5
n|%|+ 5], Jjikam =1(mod 3)danm >5
4. | Kp>s Py Untuk simpul graf Lintasan P,, yang dilekatkan berderajat satu maka
spd(Fy, 5 Py) — { m[g], jika n = 0(mod3) dan n = 2(mod3)
m|%|+1, jikan = 1(mod3)
5. | Kmpa Py Untuk simpul graf Lintasan P, yang dilekatkan berderajat dua maka
m[g], jikan = 0(mod 3), n = 2(mod 3)
dann = 1(mod 3),1 <i < mn,
spd(Kpm ba Prn) = i # 1(mod 3)
m|g|+1, jikan=1(mod3),1 <i<n,
{ i = 1(mod 3)
6. | Po>Kny spd(Py > Ky,) = spd(K, > Ky) =n(m — 1)
7. | Puvs Py Untuk simpul graf Lintasan F,,, yang dilekatkan berderajat satu maka
spd(Py o5 Poy) = { n[ ], jika m = 0(mod 3) dan m = 2(mod 3)
n| %] +[5], jikam = 1(mod 3)
8. | Pora Py Untuk simpul graf Lintasan P, yang dilekatkan berderajat dua maka
( n[g], jika m = 0(mod 3), m = 2(mod 3)
danm = 1(mod 3),1 < j <m,
spd(Pp>a Py) = j # 1(mod 3)
n| g +[%], Jjikam=1(mod3),1<j<m,
j = 1(mod 3)
9. | Chr> K, spd(Cpy > Kp) = m(n —1)
0| k.0, spd(K o Cyy) = { n[ %], jikam = 0(mod 3), m = 2(mod 3)
n|g]+1, jikam = 1(mod 3)
| cec, spd(Cy s C) = { n[g], jikam = 0(mod 3), m = 2(mod 3)

24Pm | 421, jikam = 1(mod 3)




terhubung G yaitu 3 < pd(G) < spd(G) sehingga didapatkan suatu Akibat 4.1

sebagai berikut:

Akibat 4.1. Misalkan G dan H adalah graf terhubung, G > H adalah graf hasil
operasi comb G dan H. Maka, dimensi partisi dan dimensi partisi bintang graf
terhubung adalah

2<pd(GrH) < spd(GrH)
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BAB V
SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Penelitian dalam tesis ini telah memberikan kontribusi dalam bidang dimensi
pastisi dan dimensi partisi bintang sebuah graf terhubung G. Tesis ini memberikan
hasil baru, seperti graf hasil operasi comb antara dua graf terhubung.

Dimensi partisi graf hasil operasi comb F' = GG> H adalah 2 jika F' = P, >5 P,
untuk n = 2 dan simpul pelekatan graf lintasan F,, berderajat satu. Selanjutnya,
dimensi partisi graf hasil operasi comb F' = G > H adalah 3 jika F' = C,, >s P,
dengan simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat satu, jika /' = C,,,>a P, dengan
simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat dua dan m € {3,4}, jika F = P,>C,,
dengan m genap dann € {2, 3} atau m gasal dan n = 2, jika F' = P, >s P, dengan
simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat satu dengan n > 3, jika F' = C,, > C,,
dengan n = 3 dan jika F' = P, >a P, dengan simpul pelekatan graf lintasan P,
berderajat dua. Dimensi partisi graf hasil operasi comb ' = G > H adalah 4 jika
F = (), >a P, dengan simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat dua untuk
m > b, jika F' = P, > C,, dengan m genap dan n > 4 atau m gasal dan n > 3 dan
jika F' = C, > C,, dengan n > 4.

Demikian juga untuk dimensi partisi graf hasil operasi comb ' = G > H adalah
n, jika F' = K, > K,, untuk m < n, jika F = C,, > K, untuk m < n dan jika
F = K,, > C,,. Dimensi partisi graf hasil operasi comb F' = G > H adalah m, jika
F = K, > K, untuk m > n, jika FF = K,, > P, dan jika I’ = P, > K,, untuk
n < m. Selanjutnya, dimensi partisi graf hasil operasi comb P,,> K,,, adalah m + 1
jika n > m dan dimensi partisi graf hasil operasi comb C,,, > K,,, adalah n + 1 jika
m > n.

Kami juga memperoleh dimensi partisi bintang G > H untuk graf G dan H,
meliputi graf lengkap, graf lintasan dan graf lingkaran. Dimensi partisi bintang graf
hasil operasi comb I’ = G > H adalah m[%], jika F' = C,, s P, atau K, >5 P,
dengan simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat satu untuk n = 0(mod3) atau
n = 2(mod3) dan m|[% | + [%] jika F' = C,, b5 P, atau K, >s5 P,, dengan simpul

pelekatan graf lintasan P, berderajat satu untuk n = 1(mod3). Dimensi partisi
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bintang graf hasil operasi comb F' = G > H adalah n[7%], jika F' = P, > C,,
K, > C,, dan C, > C,, dengan m = 0(mod3) atau m = 2(mod3), m > 5 dan
n|% |+ 5] jika F = P, > C,, atau C, > C,, untuk m = 1(mod3) dengan m > 5
dann|% ] + 1jika F' = K, > Cy, untuk m = 1(mod3) dengan m > 5. Kemudian,
didapatkan dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F' = G'>H adalah n[% ],
jika F' = P, >s P, dengan simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat satu untuk
n = 0(mod3) atau n = 2(mod3) dann|% | +[%] jika F' = P, >; P, dengan simpul
pelekatan graf lintasan P, berderajat satu untuk n = 1(mod3).

Selanjutnya, dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F' = GG > H adalah
n(m — 1), jika FF = K, > K,, untuk n,m > 3 atau F' = P, > K,,, untuk n > 2 dan
m > 3. dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F' = G>H adalah m(n—1),
jika F' = (), > K,, untuk n,m > 3. Demikian juga, kami juga mendapatkan
dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb F' = G > H adalah m|[z], jika
F = C,,>a P, atau K, >A P, dengan simpul pelekatan graf lintasan P,, berderajat
dua untuk » = 0(mod3), n = 2(mod3) dan n = 1(mod3) untuk 1 < i < n
dengan i = 1(mod 3) dan m |3 | + [%] jika FF = C,, >a P, atau K, > B,
dengan simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat dua untuk n = 1(mod3) untuk
1 <7 < ndengan i # 1(mod 3). Dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb
F = G > H adalah n[%], jikka F© = P, >A P, dengan simpul pelekatan graf
lintasan P, berderajat dua untuk m = 0(mod3), m = 2(mod3) dan m = 1(mod3)
untuk 1 < j < m dengan j = 1(mod 3) dan n|[%] + [%] jika FF = P, >p Py
dengan simpul pelekatan graf lintasan P, berderajat dua untuk m = 1(mod3) untuk
1 < j < mdengan j # 1(mod 3).

Kami telah mendapatkan batas bawah dan batas atas dimensi partisi G > H
untuk graf G dan H, meliputi graf lengkap, graf lintasan dan graf lingkaran.
Kami menyatakannya dalam dimensi partisi G > H yaitu max{pd(G),pd(H)} <
pd(Gv> H) < pd(G)+ pd(H ) dan didapatkan suatu relasi antara dimensi partisi dan
dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb dua graf terhubung G dan H adalah

2<pdGrH)<spd(G>H)

5.2 Saran
Pada penelitian ini dimensi partisi dan dimensi partisi bintang terdapat masalah
terbuka yang dapat digunakan sebagai titik tolak penelitian dalam bidang dimensi

partisi dan dimensi partisi bintang dari suatu graf terhubung:

a. Menentukan dimensi partisi graf hasil operasi comb G > H untuk sebarang
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graf G dan H.

. Menentukan dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb G > H untuk

sebarang graf G dan H.

. Menentukan dimensi partisi pada graf hasil operasi comb G > H untuk graf
dasar yang tidak sederhana misal graf tak terhubung, graf yang memiliki loop,

graf yang bersisi ganda dan graf berarah.

. Menentukan dimensi partisi bintang pada graf hasil operasi comb G H untuk
graf dasar yang tidak sederhana misal graf tak terhubung, graf yang memiliki

loop, graf yang bersisi ganda dan graf berarah.

. Membuktian batas atas dan batas bawah dimensi partisi graf hasil

operasi comb dua graf terhubung G dan H untuk sebarang graf yaitu
max{pd(G), pd(H)} < pd(G> H) < pd(G) + pd(H).

. Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi bintang graf hasil

operasi comb GG > H untuk sebarang graf G dan H.

. Menentukan relasi antara dimensi partisi bintang graf G dan H dengan

dimensi partisi bintang graf hasil operasi comb G > H.
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