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BABI
PENDAHULUAN

Pada bab ini diuraikan latar belakang yang mendasari penelitian yang
dilakukan. Didalamnya mencakup identifikasi permasalahan, beberapa informasi
tentang penelitian terdahulu yang berhubungan dengan topik tesis, uraian singkat
tentang virus dan penyebarannya. Selain itu dirumuskan permasalahan yang akan
dibahas, batasan masalah, tujuan penelitian, dan manfaat penelitian.

1.1 Latar Belakang

Virus adalah organisme parasit berukuran mikroskopik yang menginfeksi
sel organisme biologis dan mengandung sejumlah kecil asam nukleat yang
diselubungi semacam bahan pelindung yang terdiri atas protein, lipid,
glikoprotein, atau kombinasi ketiganya. Organisme ini mempunyai DNA dan
mampu berkembang biak pada sel hidup dan juga bisa seperti benda mati karena
tidak mempunyai protoplasma dan mampu dikristalkan. Virus digolongkan ke
dalam kingdom tersendiri karena sifatnya parasit obligat, yaitu hanya dapat
bereproduksi didalam material hidup dengan memanfaatkan sel makhluk hidup
karena tidak memiliki perlengkapan seluler untuk bereproduksi sendiri. Hampir
semua organisme ini menimbulkan penyakit pada makhluk hidup lain
(Artikelsiana, 2015).

Sebagian besar virus masuk dan berkembang biak dalam tubuh manusia
dan hewan melalui mulut, hidung, dan kulit yang luka. Jika ada virus yang masuk
ke dalam tubuh maka sel tubuh akan mempertahankan dengan menghasilkan sel
fagosit, antibodi, dan inferteron. Beberapa penyakit menular yang disebabkan oleh
infeksi virus adalah influenza, batuk, pilek, tifus, flu burung dan MERS. Ada
beberapa penyakit yang memiliki masa inkubasi, yaitu masa dimana virus sudah
masuk pada tubuh manusia namun tubuh tersebut belum menunjukkan adanya
infeksi suatu penyakit. Pada masa inkubasi, virus yang masuk dalam tubuh
manusia akan melawan sistem kekebalan tubuh individu, jika kekebalan tubuh
individu sehat yang telah melakukan kontak dengan individu terinfeksi lebih kuat
maka individu tersebut tidak akan tertular penyakit, namun sebaliknya jika

kekebalan tubuh individu sehat yang telah melakukan kontak dengan individu



terinfeksi lemah maka individu yang sehat akan menjadi individu terinfeksi.
Beberapa penyakit memiliki masa inkubasi yaitu MERS dengan masa inkubasi 2
— 14 hari, ebola dengan masa inkubasi 2 — 21 hari, flu burung dengan masa
inkubasi 1- 3 hari (Gunawan. E., 2015).

Penyebaran penyakit infeksi merupakan penyebab kematian yang lebih
umum di dunia, mekanisme penularan dari individu terinfeksi kepada yang rentan
sangatlah kompleks, sehingga akan dibangun model epidemik dengan
memperhatikan epidemiologi dari penyakit tersebut. Epidemiologi adalah studi
tentang frekuensi dari suatu penyakit yang terjadi pada sekelompok orang
sehingga dapat digunakan untuk merencanakan strategi pengendalian dan
pencegahan penyebaran penyakit dengan mengamati sumber penyakit tersebut
(Abdul. R., 1974).

Pemodelan epidemik berkenaan dengan pemodelan deterministik dinamis
dimana populasi dibagi dalam kompartemen—kompartemen yang didefinisikan
sebagai status epidemiologi seperti SEIR.. Model epidemik menggunakan
deskripsi mikroskopik atau peranan individu yang menularkan kepada orang lain
sehingga dapat digunakan untuk memprediksi perilaku makroskopik dari
penyebaran penyakit melalui populasi (Hethcote, 2000).

Salah satu contoh model epidemik yang pernah dibuat adalah model
epidemik multispesies (Julien Arino dkk, 2005) yang mengkonstruksi model
matematika bertipe SEIR bertujuan untuk mengetahui penyebaran penyakit antar
spesies pada multi lintasan dengan mencari R, hanya pada lintasan tanpa
memperhatikan penyebaran penyakit antar wilayah. Model epidemik pre-koalisi
antara HINI-p dan H5N1 ( Hariyanto dkk, 2013) yang mengkonstruksi model
matematika bertipe SEIS (Susceptible, Exposed, Infected, Susceptible) bertujuan
untuk mengetahui virus yang lebih dominan pada suatu sistem tersebut dengan
menganalisis sistem dengan menggunakan persistensi dan R,, namun pada
penelitian ini tidak didapatkan nilai R, pada lintasan yang menghubungkan dua
wilayah dan diasumsikan bahwa wilayah 1 dan wilayah 2 adalah identik. Model
Epidemik antar dua wilayah (Alan. E. dkk, 2015) bertipe SITRS (Susceptible,
Infected, Treatment, Recovery, Susceptible) bertujuan untuk  mengetahui

penyebaran penyakit antar dua wilayah dengan mencari nilai R, pada suatu sistem



yang terdapat hubungan antar wilayah dengan mengasumsikan bahwa wilayah 1
dan wilayah 2 adalah identik, sehingga R, yang didapatkan hanya ada 1, selain itu
R, pada lintasan yang menghubungkan antar wilayah diabaikan.

Berbeda dengan penelitian sebelumnya, pada penelitian ini dikonstruksi
model matematika bertipe SEIR. Model tersebut dikonstruksi bertujuan untuk
mengetahui aliran penyebaran virus antar 2 wilayah dengan memperoleh R, pada
lintasan, wilayah 1 dan wilayah 2. Model pada wilayah 1 dan wilayah 2 tidak
identik artinya memiliki parameter kelahiran, kematian, transmisi virus, transisi
keadaan individu yang berbeda untuk setiap wilayah karena setiap wilayah 1 dan
wilayah 2 belum tentu memiliki parameter yang sama.

Bilangan reproduksi dasar (R,) didefinisikan sebagai tolok ukur terjadi
atau tidaknya endemik pada suatu wilayah, dan pada lintasan yang
menghubungkan antar wilayah. Selain itu R, juga dapat didefinisikan sebagai
jumlah rata-rata infeksi sekunder yang dihasilkan bila seorang individu yang
terinfeksi masuk ke dalam populasi dimana semua orang rentan. Untuk model
epidemik, infeksi bisa dimulai pada populasi yang benar-benar rentan jika dan
hanya jika R, > 1. Dengan demikian R, sering dianggap sebagai kuantitas
ambang batas yang menentukan kapan infeksi bisa menginfeksi dan tetap bertahan
pada populasi yang baru. Pengetahuan tentang R, menginformasikan ukuran
kontrol misalnya vaksinasi minimum yang dibutuhkan untuk mencegah epidemik
(Clancy dan Oneils, 2008) menyatakan begitu pentingnya menentukan R, dalam

persoalan epidemik.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka dapat dirumuskan
permasalahan yang dibahas dalam penelitian ini sebagai berikut.

1. Bagaimana mengkonstruksi model epidemik SEIR penyebaran penyakit
menular antar dua wilayah dengan melalui dua lintasan yang
menghubungkan dua wilayah tersebut.

2. Bagaimana menentukan rumus R, pada masing-masing wilayah dan pada

lintasan yang menghubungkan dua wilayah tersebut.



1.3

Bagaimana simulasi R, dari model tipe SEIR dengan menggunakan

metode Runge—Kutta.

Batasan Masalah

Penelitian ini difokuskan pada pembahasan dengan beberapa batasan

masalah sebagai berikut.

1.
2.

Individu yang menjadi objek penelitian ini adalah manusia.

Individu yang baru lahir memiliki kekebalan alami, sehingga masuk dalam
subpopulasi Susceptible.

Banyaknya wilayah asal ada dua, banyaknya lintasan ada dua dan

banyaknya wilayah tujuan ada dua.

4. Virus yang diamati satu spesies.
5. Individu infected tidak melakukan travelling ke wilayah lain.
6. Individu infected terisolasi saat di lintasan sehingga yang bergerak
individu susceptible.
7. Individu yang melakukan travelling ke wilayah lain akan menjadi individu
wilayah tersebut.
14 Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah
sebagai berikut.

1. Mengkonstruksi model epidemik SEIR penyebaran penyakit menular
antar dua wilayah dengan melalui dua lintasan yang menghubungkan dua
wilayah tersebut.

2. Mendapatkan rumus R, pada masing-masing wilayah dan pada lintasan
yang menghubungkan dua wilayah tersebut.

3. Simulasi R, dari model tipe SEIR dengan menggunakan metode Runge—
Kutta.

1.5  Manfaat Penelitian

Manfaat yang diharapkan dari hasil penelitian ini antara lain



Mengetahui transmisi suatu penyakit dari individu terinfeksi antar dua
wilayah melalui dua lintasan.

Mengetahui dinamika setiap laju subpopulasi dan berusaha mengurangi
penyebaran penyakit dengan memperhatikan R.

Memberi peringatan kepada pemerintah untuk segera mencari solusi

mengatasi penyebaran virus ketika nilai Ry, > 1.



BAB 2
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI

Sebelum membangun model dan menganalisisnya, sangat diperlukan
adanya materi-materi penunjang dan pendukung. Pada bab ini diberikan teori—
teori penunjang terkait dengan penelitian.

2.1 Penelitian Terdahulu

Penyebaran penyakit menular telah menjadi momok bagi masyarakat dan
tidak mudah untuk mengendalikan penyebarannya karena interaksi penularan
pada populasi sangat kompleks. Model epidemik menggunakan deskripsi
mikroskopik atau peranan individu yang menularkan kepada orang lain sehingga
dapat digunakan untuk memprediksi perilaku makroskopik dari penyebaran
penyakit melalui populasi (Hethcote, 2000).

Model epidemik yang pernah dibuat diantaranya adalah model epidemik
multi-spesies (Julien Arino dkk, 2005) yang mengkontruksi model matematika
bertipe SEIR (Susceptible, Exposed, Infected, Removed) bertujuan untuk
mengetahui penyebaran penyakit antar spesies pada multi-lintasan dengan
mencari R, hanya pada lintasan tanpa memperhatikan penyebaran penyakit antar
wilayah.

Model epidemik pre-koalisi antara HINI1-p dan H5N1 ( Hariyanto dkk,
2013) yang mengkonstruksi model matematika bertipe SEIS (Susceptible,
Exposed, Infected, Susceptible) bertujuan untuk mengetahui virus yang lebih
dominan pada suatu sistem tersebut dengan menganalisis sistem dengan
menggunakan persistensi dan R, namun pada penelitian ini tidak didapatkan nilai
Ro pada lintasan yang menghubungkan dua wilayah dan diasumsikan bahwa
wilayah 1 dan wilayah 2 adalah identik.

Model penyebaran penyakit (Driessche dkk, 2002) yang mengkonstruksi
model epidemik multi-infeksi, model epidemik dengan pengobatan, model multi-
grup. Pada penelitian ini mencari nilai R, pada masing-masing model, namun

hanya satu wilayah yang diamati.



Model Epidemik antar dua wilayah (Alan. E. dkk, 2015) bertipe SITRS
(Susceptible, Infected, Treatment, Recovery, Susceptible) bertujuan untuk
mengetahui penyebaran penyakit antar dua wilayah dengan mencari nilai R, pada
suatu sistem yang terdapat hubungan antar wilayah dengan mengasumsikan
bahwa wilayah 1 dan wilayah 2 adalah identik, sehingga R, yang didapatkan
hanya ada 1, selain itu R, pada lintasan yang menghubungkan antar wilayah

diabaikan.

2.2 Sistem Dinamik
Berikut ini contoh sistem dinamik yang berbentuk non linier.
1. Model epidemik multi spesies (Julien Arino dkk, 2005).
Model ini menggambarkan penyebaran penyakit dari satu spesies ke spesies

lainnya karena bertemunya spesies satu dengan lainnya ketika di lintasan.

ds \
ip
wrake dip(Nip = Sip) = Zﬁijp PN, ~E Z MipgSiq Z MigpSip

N

dE;,
dt Z ijpSip N (dlp + glp)Elp + Z MipqEiq Z MigpEip
]=
dl;
dltp EipEp (dlp + le)llp + Z Mipqlip Z Migplip (2.1)
q=
dR

n
ip
T Yiplip — dipRip + z MipqRiq — z MigpRip
q=1 q=1

Diberikan kondisi awal yaitu

N, (0) = 50.000, I;,(0) = 50.
dengan Ny, =S;, + Ej + 1, + R, dan  semua  kelahiran  diasumsikan
Susceptible dengan d;,N;;, dan kematian karena penyakit diabaikan. f;;,, = 0
tingkat penularan penyakit dari spesies j ke spesies i di lintasan p. m;pq =0

tingkat travel untuk spesies i dari lintasan q ke lintasan p dan m;,,, = 0.



2. Model epidemik multi-kota (Julien Arinot, 2003).
Model ini menggambarkan penyebaran penyakit karena perpindahan
penduduk dari satu kota ke kota lainnya.

Penduduk dari kota i ke kota i, dengani =1,2,3,...,n

n n
ds..
dtu = Z TikSik — 9iSii — z l:Blkl all kl + d(N] — S;) + VR
k=1 k=1
dE; ~
dtu Z rlkElk glEll + Z lﬁlkl ” kl ( + d)Eu
k=1
n
a Z Ticlix — gilii + €Ey — (v +
k=1
n
a - Z TikRik — giRii + vIii — (v + DRy
k=1

Diberikan kondisi awal yaitu

Sii(0) = Siioy, Eii(0) = Eyyoy,  1:i(0) = Liygoy , Ri(0) = Ryjo)-
dengan g; = 0, g; adalah penduduk yang meninggalkan kota i, 7, adalah tingkat
penduduk yang kembali dari kota k ke kota i.

Untuk j # i
N
ds;; Siil;
d_tu = 9im;iSi — 1ijSij — z K Bikj % dSij + VR;;
j=1 J
dE ° Sijl
y L
d_tU = gimiEy —1i;Eij + Z K;iBikj % —(d + €)Ey;
.=1 j
ar -~ 9imyilu =1l + € Eyj = (d+ 7)1
¢ = 9imyiRi —1iRi; 4yl — (d +v)I;;

Diberikan kondisi awal yaitu
Si;(0) = Sijcoy, Eij(0) = Eijcoy, 1j(0) = Lijcoy » Rij(0) = Rij(o)-
dengan N;; = S;; + Ejj + I;; + Ry
gim;; adalah tingkat travel dari kota i ke kota j, 7;; adalah tingkat penduduk yang

kembali dari kota j ke kota i dan k;f;;; adalah tingkat kontak penyakit dikota j



antara peluang individu susceptible dari kota i dan peluang individu infected dari
kota k. Sedangkan d,y,e,v adalah tingkat kematian, tingkat transisi dari
populasi infected menjadi populasi recovery, tingkat transisi dari populasi exposed
menjadi populasi infected, tingkat transisi populasi recovery menjadi populasi

susceptible kembali.

Pada penelitian ini dibutuhkan titik setimbang untuk mengetahui perilaku
dari solusi sistem dinamik dengan suatu pendekatan disekitar titik setimbang.
2.3 Titik Kesetimbangan

Titik setimbang adalah titik dimana sistem berada dalam keadaan
setimbang. Jika sistem stabil maka penyelesaian sangat dekat ke titik setimbang
didalam suatu sekitar (asalkan titik awal cukup dekat ke titik setimbang).

Definisi 2.1

ax _ n
S=f() xeR

Mempunyai solusi setimbang adalah titik x*e R™ yang memenuhi f(x*) =0
tidak berubah terhadap waktu atau konstan. Istilah lain untuk x* adalah titik tetap,
titik stasioner, titik tunggal, titik kritis (Alligood dkk, 2000).

Misalkan terdapat suatu sistem

a5 _ (S,E,I,R)
dt_fl y Ly L,

aE _ (S,E,I,R)
dt_fz y L, 1,

dl
. _f3(SIEIIIR)

dt (2.2)

dR
- = AGSELR) (SELR) €R!

Sebuah solusi kesetimbangan dari sistem (2.2) adalah sebuah titik
(S*,E*, I*,R*) € R* yang memenuhi f;(S*,E*,I*,R*) =0, f,(S*, E*,I*,R*) =
0, fs(S"E*I",R") =0, fo(S* E*, I"',R*) =0, f.(S",E*,I',R") =0.

(§*,E*,I*,R*) disebut titik kritis atau titik kesetimbangan atau titik tetap dari
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sistem (2.2). Titik setimbang merupakan solusi Sistem (2.2) yang bernilai konstan
(Kumar, B, 2013).

Sistem epidemik yang dikonstruksi pada penelitian ini berbentuk non
linier maka dibutuhkan linierisasi sehingga sistem epidemik menjadi linier.

2.4 Linierisasi

Linierisasi merupakan proses melinierkan sistem nonlinear yang
variabelnya memiliki pangkat tertinggi lebih dari satu menjadi sistem linier.
Pendekatan linier dilakukan disekitar titik setimbang.

Misalkan

@ _ (S,E,I,R)
dt_fl y Ly t,

aE _ (S,E,I,R)
dt_fz y L t,

dl (2.3)
= f:(S,E,LR)

dR
Fri f1(S,E,I,R) ,(S,E,I,R) €eR*

Asumsikan fi, f, f3 dan f, mempunyai turunan parsial yang kontinu di titik

x* = (§* E*, I",R*). Deret Taylor fungsi fi, f,, f5 dan f, disekitar x* adalah

i@ =) + fl( )(S S+ fl( )(E E")
5 (2.4)
+ f}j(lx)(l ")+ fl( )(R R*) + ¢, (%)
f20) = () + fz( )(s s+ fz( )(E E*)
(2.5)
+ fza( )(1—1)+ fz( )(R R*) + ¢,(®)
F@ = £, + L8 (5 5+ L& )(E g+ 235 gy
(2.6)
f3< X*)

+

5p R—RI+¢®)
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f4 x") f4 x")

fa(®) = f,(x*) +
f4 X*)
LT

(S—59+ (E—E")
2.7)

f4 *)

(I=1)+ (R—=R*) +¢,(X)

dengan ¢; (X), ¢, (%), ¢3(X) dan ¢, () adalah suku sisa.

Hampiran orde satu terhadap f3, f, f3, dan f, , suku sisa memenubhi sifat

; ¢1 (x)
@Do0) lwll

)

¢ (x)
@)oo lwl —

)

(2.8)
¢3 (x)

@)oo lwl —

)

im 94(95)
@Do0) lwl

)

denganw = (S —S*,E —E*, I — I*,R — R*)T.

ds d d .
Karenaa——(S S)E_E( —E)E—E(I—I),dan

% = % (R — R*) maka Persamaan (2.4)-(2.7) dapat ditulis dalam bentuk matriks,
sebagai

0f Oh 0f O
dS OFE 0l OR

s—s1 [AGD] |0, of, of, Of2 §—5*71 [
lE—E|_|LGD|, |35 FE A OR|Gm|E-E |, |0®
al1-r f3(F)J f, s s s -1 | T le®
R-R1 £, |as 9E a1 orR R—R'1 l¢ (@

s fs Ofr Ofa
LgS O0E 01 OR-

[0f1 0fi 0fi Oty
S OE al OR
0f2 0f2 0f2 0f2
Matriks % gi; % g (x*) disebut matriks Jacobi atau partial derivative
S OE al OR
0fs Ofa Ofs 3fa
-0S OE al OR-

matrix dan dinotasikan dengan J(x*) atau disingkat J.

Jika diasumsikan S =S — S E =E —E*, I =1—1", dan R = R — R* dan dapat

ditulis kembali dalam bentuk
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s 0fi 9 Ofi O

dt as 0E ol OR .

| joh K L O S [=

dt| _|8s o0E a1 dR|,—n |E G2

ar|=lor on o on |G|} e 2.9)
dt as 0E ol OR . (o

| of om of on| N

~dt- L dS 0E ol OR-

Persamaan (2.9) dapat ditulis sebagai

dw_ N
dt—]w ¢

Untuk w = (S’, E, i,R)T dan ¢ = (¢1,¢5,¢3,64)7. Bila (S,E,I,R) cukup dekat
dengan (S*,E*,I*, R*) maka (S, E, I, R) bernilai kecil, sehingga ||¢|| < |lw||. Oleh
karena itu , ¢ dapat diabaikan dan Persamaan (2.9) dapat di hampiri oleh sistem

linear

(Boyce & Prima, 2009)

Bilangan reproduksi dasar sangat dibutuhkan untuk mengetahui aliran
penyebaran virus yang terjadi pada dua wilayah dan lintasan yang
menghubungkan dua wilayah tersebut.

2.5 Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar (R,) dapat digunakan sebagai penjelasan
tentang fenomena yang telah dibuat, selain itu dapat digunakan untuk
menunjukkan banyaknya infeksi baru yang disebabkan oleh individu terinfeksi
selama individu tersebut hidup sebagai individu yang terinfeksi. Jika Ry < 1
maka setiap individu yang terinfeksi memproduksi kurang dari satu individu
terinfeksi baru, dengan kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi akan bersih dari
populasi. Sebaliknya, jika Ry > 1 maka individu yang terinfeksi memproduksi
lebih dari satu individu terinfeksi baru. Dalam keadaan endemik, dapat ditentukan
suatu tindakan pengendalian dan besarnya nilai parameter yang tepat, sehingga
Ry < 1. Sedangkan jika R, = 1 maka terjadi bifurkasi yang dapat didefinisikan
sebagai perubahan stabilitas yang diakibatkan oleh perubahan parameter.

Diasumsikan populasi dapat dikelompokkan ke dalam n kompartemen.

Diberikan x = (x; ...x,)T dengan x; > 0, dimana x; adalah banyaknya individu
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pada masing-masing kompartemen. Kemudian diberikan X; adalah himpunan
state yang tidak nol saat bebas penyakit dan didefinisikan sebagai berikut
Xs={x=20|x; =0,i =1,..m}

dengan m adalah banyaknya kompartemen yang terdapat individu terinfeksi.
Untuk menghitung nilai dari R, terdapat dua langkah. Pertama didefinisikan
F;(x) adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen i, sedangkan
V7 (x) adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen i dan
V;*(x) adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen i. Model
penyebaran penyakit terdiri dari kondisi awal non negatif dengan persamaan
sistem sebagai berikut.

X =filx) =Fi(x)—V;(x),i=1,..,n
dengan V;(x) = V7 (x) — V;*(x). Kemudian langkah kedua harus memenuhi
asumsi - asumsi berikut.

1. Setiap fungsi mempresentasikan perpindahan langsung dari individu,
sehingga semua fungsi bernilai non negatif, maka dapat ditulis
Jika x = 0, maka F;(x), Vi (x), V;*(x) = O untuk i = 1, ...n.

2. Jika sebuah kompartemen kosong, maka tidak ada individu yang keluar
dari kompartemen melalui kematian dan infeksi.

Jika x; = 0 maka V;” = 0. Secara khusus, jika x € X, maka V;” = 0 untuk
i=1,..,m

3. Berdasarkan dari fakta sederhana bahwa jika timbulnya infeksi untuk
kompartemen yang tidak terinfeksi adalah nol, maka dapat ditulis

F; =0,jikai > m.

4. Jika populasi bebas dari penyakit maka populasi akan tetap bebas dari
penyakit (tidak ada imigrasi atau infeksi).

Jika x € X,, maka F;(x) = 0 dan V;* = O untuk i = 1, ..., m.

5. Berdasarkan turunan dari f didekat titik kesetimbangan bebas penyakit
atau Disease Free Equilibrium (DFE), didefinisikan DFE dari f adalah
penyelesaian kestabilan lokal dari titik kesetimbangan bebas penyakit,
dengan f terbatas ke X. Jika populasi ada disekitar DFE, maka populasi

akan kembali ke DFE menurut linearisasi sistem:

14



f = D (x)(x — x), dengan Df (xy) = 2

j
jika F(x) menuju nol, maka semua nilai eigen dari Df(x,) mempunyai
bagian real negative (Driessche & Wetmough, 2002).

Dari asumsi 1-5 di atas didapatkan Lemma 2.1 sebagai berikut

Lemma 2.1

Jika x, adalah titik kesetimbangan bebas penyakit dan f;(x) memenuhi

asumsi 1-5, maka turunan DF (x,) dan DV (x,) adalah partisi sebagai berikut

b7 = (5 o) Ve =(;, )

Dengan F dan V adalah matriks berukuran m X m yang didefinisikan
sebagai berikut

_ |9Fi(x0) _ |9Vi(xo) ..
F= [—ax,- ],V = [—ax,- ] ,dengan 1 <i,j<m

Dengan F non negatif dan ¥V merupakan M-matriks non-singular, dan semua nilai
eigen dari /3 dan J, adalah positif.
Matriks generasi selanjutnya adalah A = FV~! dan R, dapat dituliskan
sebagai
Ry = p(FV™) = p(4),
denganp(A) adalah spectral radius dari matriks A, yaitu maksimum modulus nilai
eigen dari matriks A (Driessche & Wetmough, 2002).
Definisi 2.2
Matriks V merupakan M-matriks non singular jika dan hanya jika sebuah
matriks V berukuran n X n menunjukkan bentuk V = sI — B. Dimana s > p(B)
maksimum modulus dari nilai eigen B ( Berman & Plemmons, 1979, M;;s,
p.127).
R, didapatkan dengan menggunakan next generation matrix (Driessche &
Watmough, 2002)
Ro = p(FV™)
R, sebagai ambang batas kestabilan pada titik setimbang bebas penyakit. Jika
Ry < 1 maka titik kesetimbangan bebas penyakit stabil ( semua nilai eigen dari
F —V mempunyai bagian real negatif). Jika R, > 1 maka titik kesetimbangan
bebas penyakit tidak stabil (Driessche & Watmough, 2002).
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Berikut ini cara mencari R, pada lintasan dari Model epidemik (2.1)

E111E21’ PR ’E121 P ’ESTl’1111121’ ey 151, 112, ey ISTI.

Matrik non negatif F mempunyai bentuk

8 90

Dan matrik V adalah matrik blok

V = I:_ch g] — A;ll ”.' Ann

By - Byl
Matrik G, 4, B, dan C dalah matrik sn X sn. Matrik A dan B adalah M matrik non
singular ( Berman & Plemmons, 1979, M;s, p.127) jadi A~ dan B! adalah
non negatif.
Teorema 2.1
R, pada Model epidemik (2.1) adalah

Ry =p(GB~1CA™Y)
Jika R, < 1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik lokal, jika
Ro > 1, maka titik kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil.

Model ditunjukkan bahwa model memiliki penyelesaian ada dan tunggal

2.6 Fungsi Lipschitz

Fungsi Lipschitz dilakukan bertujuan untuk mengetahui bahwa model
memiliki penyelesaian tunggal dan ada, selain itu sebagai representasi dari model
yang dibangun berdasarkan fenomena pada objek pengamatan.
Definisi 2.3
Misalkan A € R dan f:A — R disebut fungsi Lipschitz jika terdapat K > 0
sedemikian hingga:

If (1) = fQeDIl < K [lxg — x50l ¥ xq,x, €A
( Pangarapan Lasker,2009)

Diberikan sistem dari masalah nilai awal yang berbetuk

du,

W == fl(t’ ul, uz, ...,um),
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du,

E = fz(t, Uq, Uy, ...,um),

du

m
7 = fm(t, Uq, Uy, ...,um).

untuk a < t < b, dengan kondisi awal
uy(a) = ag, uy(a) = ay, ..., up(a) = ay,
Sistem tersebut dibuktikan existensi dan ketunggalan solusi sistem dengan
menggunakan definisi Lipschitz.
Definisi 2.4
Fungsi f{(t,uy, Uy, .., up)la <t <bdan— oo <uy; < o,Vi=1,2,...,m}

Dikatakan memenuhi kondisi Lipschitz di D, Jika terdapat sebuah konstanta L > 0
m
|f(t, g, Upy ooy Upy) — f (21, Zoy oo Zi) | < L2|uj -z
j=1

Untuk semua (t, Uy, Uy, ..., Uy,) dan (t, z4, 25, ..., Zy,) di D.

(Burden.L dkk, 2011)

Pada simulasi penelitian ini digunakan metode runge kutta

2.7 Metode Runge Kutta

Metode Runge-Kutta merupakan metode penyelesaian numerik yang hanya
membutuhkan satu nilai awal. Metode ini mencapai keakuratan dari suatu
pendekatan deret Taylor tanpa memerlukan turunan tingkat tinggi sehingga
banyak digunakan untuk menyelesaikan persamaan differensial. Metode ini
mempunyai galat pemotongan h*, sedangkan metode euler mempunyai galat h,
metode Heun mempunyai galat h?. Sehingga dapat dikatakan bahwa metode
Runge-Kutta orde 4 adalah metode terbaik dengan nilai galat paling kecil daripada
metode lainnya (Burden. L, dkk, 2011).

Misalkan S(t), E(t), 1(t), R(t) adalah sistem PDB orde 1 dengan empat

persamaan sebagai berikut
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S(t) = f,(t,S,E,I,R)
E@t) = f,(t,S,E,I,R)
I(t) = f5(t,S,E,ILR)
R(t) = f,(t,S,E,I,R)

yang memenuhi syarat awal
S(to) = al,E(to) = az,l(to) = a3,R(t0) = Q4 dan a<t < b

untuk menghitung S;, 1, Ens1, Ins1, Rnsa

1
Spe1 =S50+ 5 (kis+ 2k + 2ks s + kys)
1
Eny1 = Ep + 5 (kg + 2kyp + 2k3p + kyp)
1
Inyi =1 + 5 (kg + 2ky; + 2k3; + ky )

Rn+1 = Ro +% (kg + 2kyp + 2k3p + kor)

Dengan melakukan beberapa langkah:

Pertama, cari nilai k; g, k1 g, k1 j, k1 p dengan memasukkan nilai awal pada fungsi
kis=hfi(to,So,Eo, 1o, Ro)
kig=hf(to,So0,Eo,1Io,Ro)
ki =h f3(to,So,Eo, 1o, Ro)
kir = h fa(to,So,Eo, 1o, Ro)

Kedua, setelah mendapatkan nilai kg kg kqp, kg maka nilai tersebut

digunakan untuk mendapatkan k; s, k> g, k5 1, ko g

k,s=hf <t0 +

Ketiga, setelah mendapatkan nilai kps, kpp,ky; kg maka nilai tersebut

digunakan untuk mendapatkan ks g, k3 g, k3, k3 r

1 1 1 1
So+= kysy Eo+skap, Io+ska, Ro+5kar

hﬁ:hﬂ(%+§’ 2% 2" 2" 2" )
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h 1 1 1 1
ksg=hf; (to +=,S8S0+t5 kys, Eo+skap, Io+5ka Ry +5kag )

2 2 2 2 2
h 1 1 1 1
ks, =hfs (t0+5, So+§ kas, Eg +Ek2,E' Io+zk2,1' Ry +§k2,R )

h 1 1 1 1
k3,R = hf;l_(to +E ) SO +E kZ,S’ EO +§k2,E' IO +§k2‘1, RO +§k2,R )

Keempat, setelah mendapatkan nilai k3, k3, k3, k3 g maka nilai tersebut
digunakan untuk mendapatkan ky g, k4 g, Kap, Kag

kos=hfi(to+h, So+kss,Eo+ksp, Io+ks;, Ro+ksg)

kog =hfo(to+h, So+kss,Eg+ksp, Iop+ks;, Ro+kspg)

ko =hfs(to+h, So+kss, Eo+ksg, Io+ks;, Ro+ksg)

kog =hfi(to+h, So+kss, Eo+ksg, Ip+kss, Ro+ksg)

(b—a)

Dengan jarak antara titik-titik h = = t;41 — t;, N adalah banyaknya partisi

(Burden.L dkk, 2011).
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BAB 3
METODE PENELITIAN

Metode penelitian mempunyai tahapan—tahapan yang diuraikan untuk
mencapai tujuan penelitian. Adapun tahapan—tahapan penelitian yang akan

dilakukan adalah

3.1 Tahapan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah yang ada , maka langkah-langkah yang

akan dilakukan pada penelitian ini adalah sebagai berikut.
1. Studi literatur

Pada tahap ini dilakukan kajian terhadap penelitian studi literatur dengan
tujuan untuk mendalami, mencermati, dan mengidentifikasi pengetahuan yang
menunjang penelitian ini. Literatur—literatur yang dipelajari berupa jurnal, paper,
dan buku-buku yang berhubungan dengan model epidemi penyebaran penyakit
antar wilayah, penyebaran penyakit multi spesies dan multi lintasan, sistem
dinamik, titik kesetimbangan, bilangan reproduksi dasar, serta referensi lainnya
yang mendukung penelitian ini.
2. Konstruksi model

Pada tahap ini dilakukan konstruksi model penyebaran penyakit menular
antar dua wilayah dengan melalui beberapa lintasan yang menghubungkan dua
wilayah tersebut bertipe SEIR. Adapun langkah-langkah dalam pembuatan model
matematika penyebaran penyakit antar dua wilayah dengan melalui beberapa
lintasan yang menghubungkan dua wilayah tersebut bertipe SEIR adalah

a. Menetukan objek yang diamati yaitu wilayah yang terinfeksi virus.

b. Mengidentifikasi masalah berdasarkan fenomena-fenomena penyebaran

penyakit yang terjadi pada populasi objek.
Berikut adalah beberapa fenomena penyakit yang menggambarkan model

penyebaran penyakit tipe SEIR.
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SARS adalah suatu jenis penyakit pernapasan akibat virus yang pertama
kali terjadi di beberapa Asia. Penyakit ini kemudian menyebar ke Amerika
dan Eropa. Para peneliti menemukan bahwa penyebabnya adalah sejenis virus
yang termasuk dalam kelompok virus corona penyebab influenza biasa dari
manusia yang masuk ke dalam tubuh binatang dan mengalami mutasi,
kemudian menjadi virulen dan menginfeksi manusia yang memakannya.
Virus SARS-CoV pertama kali berkembang di dalam tubuh hewan. Hal ini
berdasarkan temuan pada tubuh musang. Pertama kali di Guangdong akhir
November 2002, dalam dua bulan virus SARS menyebar ke berbagai kota di
China bahkan sampai ke Negara-negara yang jauh dari daratan China, seperti
Canada dan Singapura. Ini disebabkan karena adanya pedagang China masuk
ke Negara. Di China musang dikonsumsi sebagai makanan. Selain itu WHO
menyatakan bahwa virus itu menyerang binatang umumnya babi. Jika virus
ini berasal dari babi maka pada manusia akan menyebabkan kelainan Gastro
Enteritis. Jika berasal dari ayam, pada manusia akan menyebabkan bronchitis
dan jika berasal dari tikus, pada manusia akan menyebabkan hepatitis. Gejala
Penyakit SARS adalah demam dengan suhu tubuh lebih dari 38 derajat
celcius, batuk kering, nafas pendek, sesak, sakit kepala, sakit otot, sakit
tenggorokan, diare, gelisah, dan hilang selera makan. Gejala-gejala tersebut
bisa terjadi selama 3-7 hari atau paling lama 10 hari. Cara penularan penyakit
melalui kontak langsung dengan penderita SARS baik karena berbicara,
terkena percikan batuk atau bersin. Penularan melalui udara, ventilasi, dalam
satu kendaraan atau dalam satu gedung jika terjadi kontak langsung dengan si
penderita. Tingkat penyebarannya sangat cepat melalui perorang,
diperkirakan virus ini mempunyai kemampuan luar biasa yang dapat menulari
sekaligus 300 orang lainnya.

Flu burung adalah penyakit menular yang disebabkan oleh virus
influenza tipe A dan ditularkan oleh unggas. Virus influenza termasuk
keluarga orthomyxoviridae. Penyakit flu burung yang disebabkan oleh virus
avian influenza jenis H5N1 pada unggas di konfirmasi telah terjadi di
Republik Korea, Vietnam, Jepang, Thailand, Kamboja, Taiwan, Laos, China,

Indonesia dan Pakistan. Di Asia tenggara kebanyakan kasus flu burung
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berasal dari migrasi burung dan transportasi unggas yang terinfeksi. Masa
inkubasi virus flu burung pada unggas 1 minggu, sedangkan pada manusia 1
— 3 hari, masa infeksi 1 hari sebelum sampai 3 — 5 hari sesudah timbul gejala.
Pada anak sampai 21 hari. Flu burung menular dari unggas ke unggas dan
dari unggas ke manusia melalui air liur, lendir dari hidung dan faces. Penyakit
ini dapat menular melalui udara yang tercemar virus HSN1 yang berasal dari
kotoran atau sekreta burung atau unggas yang menderita flu burung. WHO
telah mencatat sebanyak 310 kasus dengan 189 kematian pada manusia yang
disebabkan virus ini diantaranya Indonesia mengalami 99 kasus dengan 79
kematian.

Virus Ebola adalah sejenis virus yang berasal dari keluarga Filoviridae,
genus Ebolavirus. Ada 5 jenis virus Ebola yang telah teridentifikasi, yaitu:
Virus Ebola (Zaire ebolavirus), Virus Sudan (Sudan ebolavirus), virus Tai
Forest (Tai Forest ebolavirus), virus Bundibugyo, dan virus Reston. Virus ini
dijumpai pada beberapa negara Afrika, dan pertamakali ditemukan di Kongo
pada tahun 1976, di dekat sungai Ebola. Peneliti sejauh ini menduga kuat
bahwa virus ini berasal dari hewan, utamanya kelelawar. Gejala penyakit
Ebola adalah demam, sakit kepala berat, nyeri otot, lemah, lelah, diare, mual,
sakit perut, dan perdarahan atau lebam pada kulit. Masa inkubasi virus Ebola
sekitar 2 sampai 21 hari. Virus Ebola dapat menyebabkan pendarahan dengan
tingkat kematian 70% dikarenakan rusaknya lapisan endothelium pembuluh
darah sehingga menyebabkan pendarahan. Kerusakan ini tidak secara
langsung disebabkan oleh virus Ebola, tetapi juga disebabkan oleh terlalu
aktifnya sistem pertahanan tubuh dalam mengantisipasi keberadaan virus
yang masuk ke dalam tubuh. Aktivitas sistem pertahanan yang berlebihan
tersebut justru mengakibatkan rusaknya beberapa organ tubuh yang penting.
Virus Ebola dapat menular melalui kontak langsung (melalui kulit rusak atau
selaput lendir, misalnya, mata, hidung, atau mulut), dengan darah atau cairan
tubuh (termasuk urin, air liur, keringat, tinja, muntah, ASI, dan air mani), atau
melalui benda yang telah terkontaminasi dengan virus (seperti jarum suntik).

c. Membangun model matematika
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Model pada penelitian ini dikonstruksi untuk menggambarkan
penyebaran penyakit antar dua wilayah dan melalui beberapa lintasan yang
menghubungkan dua wilayah tersebut, dengan tujuan untuk mengetahui
penyebaran penyakit pada masing—masing wilayah dan pada lintasan yang
yang menghubungkan 2 wilayah.

Model penyebaran penyakit menular antar dua wilayah dengan melalui
beberapa lintasan yang menghubungkan dua wilayah bertipe SEIR sebagai
berikut

d(sl ) i S
el z Biu l(Nk)] pq)j:;(bik)pj(sik)p: (dir) j(Nig)

i=12.j=12. k=12
Artinya laju perubahan subpopulasi susceptible dari wilayah i ke
wilayah k melalui lintasan j, dipengaruhi atau bergantung kepada banyaknya
individu susceptible yang bergerak dari wilayah i ke wilayah k melalui
lintasan j melakukan kontak dengan subpopulasi infected dari wilayah p ke
wilayah g melalui lintasan j, banyaknya individu susceptible melakukan
travel dari wilayah i ke wilayah k melalui lintasan p pindah ke lintasan j, dan

kelahiran individu dari setiap subpopulasi yang memiliki kekebalan alami.

d(El ), i .
— Zﬁz z(Nk)] pq)j:Z(bik)pj(Eik)p » Vir) j(Eix) j
q=1

i=12.j=12.k=1,2

Artinya laju perubahan subpopulasi Exposed dari wilayah i ke wilayah
k melalui lintasan j, dipengaruhi atau bergantung kepada banyaknya individu
susceptible yang bergerak dari wilayah i ke wilayah k melalui lintasan j
melakukan kontak dengan individu infected dari wilayah p ke wilayah q
melalui lintasan j, banyaknya individu exposed yang melakukan travel dari
wilayah i ke wilayah k melalui lintasan p pindah ke lintasan j , selain itu juga
bergantung kepada tingkat transisi individu exposed menjadi individu

infected.
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d(li);
dt
Artinya laju perubahan subpopulasi Infected dari wilayah i ke wilayah k

= f((0i) ;i) j, (dip) jUi);) i=12. j=1,2. k=1,2

melalui lintasan j, dipengaruhi atau bergantung kepada tingkat transisi
individu infected menjadi individu recovered, kematian dari individu infected
dari wilayah wilayah i ke wilayah k melalui lintasan j.
2
% =f| du)jRu)js ) i) jp(Rix) js
p=1
i=12.j=12.k=1,2
Artinya laju perubahan subpopulasi Recovered dari wilayah i ke
wilayah k melalui lintasan j, dipengaruhi atau bergantung kepada banyaknya
individu Recovered yang melakukan travel dari wilayah i ke wilayah k
melalui lintasan j pindah ke lintasan p , selain itu juga bergantung kepada
kematian individu Recovered.
d.  Kondisi awal dan batas
Diberikan kondisi nilai awal sebagai berikut.
(Six) j(0) = (Si) jcoy (Ei) j(0) = (Eix) oy, Uir) j(0) = (Tixe) jcoys
(Ri);(0) = (Ri) oy
dengan kondisi batas pada model ini, penyebaran virus hanya terjadi dari
manusia ke manusia, dan pada penelitian ini individu susceptible, exposed, ,
recovery dapat melakukan perjalanan.
3. Analisis dinamik pada suatu sistem model epidemik SEIR
Pada tahap ini dilakukan analisis dinamik pada sistem model epidemik SEIR
yang telah dikonstruksi, yaitu pencarian titik kesetimbangan, mencari R, pada
masing-masing wilayah, dan R, pada lintasan. Menganalisa kestabilan bebas
penyakit dan endemik pada masing—masing wilayah dan pada lintasan
berdasarkan R, . Selain itu mengetahui sumber virus berdasarkan nilai- nilai
parameter pada R,.
4. Simulasi model
Pada tahap ini dilakukan beberapa kegiatan yang didasari pada point 2,

yaitu:
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a. Simulasi model
Simulasi model dilakukan dengan menggunakan metode numerik
Runge — Kutta orde 4 dengan menggunakan bantuan software Matlab
2010 untuk menguji hasil analisis , melihat pengaruh dari parameter dan
untuk mengetahui penyebaran penyakit.
b. Dokumentasi hasil simulasi
c. Analisis hasil dan kesimpulan
Hasil yang diperoleh dari beberapa simulasi yang dilakukan dianalisis dan
dibahas, untuk kemudian dicari solusi yang terbaik dari penyebaran penyakit
menular antar dua wilayah dengan melalui dua lintasan yang menghubungkan dua
wilayah.

5. Penyusunan tesis
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Berikut ini akan dijelaskan langkah-langkah penyusunan tesis menggunakan

diagram alir pada Gambar 3.1

L Studi literatur J

Konstruksi Model Epidemik Multi-Wilayah
Multi-Lintasan

!

Analisis dinamik pada suatu sistem model epidemik Multi-Wilayah

Multi-Lintasan

Simulasi model

Analisis hasil simulasi model

Kesimpulan dan saran

Gambar 3.1 Diagram Alir
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BAB 4
PEMBAHASAN

Pada bab ini dikonstruksi tiga model epidemik, yaitu model epidemik pada
wiayah satu, model epidemik pada wilayah dua, dan model epidemik pada
lintasan yang menghubungkan dua wilayah tersebut. Setiap model tersebut
dilakukan analisa titik setimbang bebas penyakit, bilangan reproduksi dasar (R,)
yang bertujuan untuk mengetahui terjadinya aliran virus. Berdasarkan R, pada
setiap model yang diperolah dapat dilakukan analisa kestabilan bebas penyakit
dan endemik. Selain itu dilakukan analisa eksistensi atau ketunggalan pada setiap
model, sehingga diketahui bahwa setiap model memiliki penyelesaian tunggal,
ada dan juga sebagai representasi dari model yang dibangun berdasarkan
fenomena pada objek pengamatan. Kemudian setiap model dilakukan
penyelesaian numerik dengan menggunakan motode Runge-Kutta orde empat dan
diilustrasikan menggunakan software Matlab.

4.1 Model Pada Wilayah Satu

Model pada wilayah satu adalah model yang menggambarkan terjadinya
penyebaran virus pada wilayah satu. Model ini dikonstruksi berdasarkan
fenomena-fenomena yang terjadi pada wilayah satu yang bertujuan untuk
mengetahui penyebaran virus pada wilayah satu.

4.1.1 Konstruksi Model Pada Wilayah Satu

Populasi di wilayah satu terbagi menjadi empat subpopulasi berdasarkan
kondisi kesehatan individu, yaitu subpopulasi susceptible, exposed, infected, dan
recovery. Subpopulasi susceptible (S;) merupakan kumpulan individu sehat (s;)
di wilayah satu. Subpopulasi exposed (E;) merupakan kumpulan individu masih
dalam masa inkubasi (e;) di wilayah satu. Subpopulasi infected (I;) merupakan
kumpulan individu terinfeksi virus (i;) diwilayah satu. Subpopulasi recovery (R;)
merupakan kumpulan individu sembuh dari suatu infeksi virus (r;) di wilayah
satu.

Setiap individu susceptible, exposed, dan recovery dari wilayah satu dapat

melakukan travelling ke wilayah dua, begitu sebaliknya individu susceptible,
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exposed, dan recovery dari wilayah dua dapat melakukan travelling ke wilayah
satu. Individu susceptible, exposed, dan recovery dari wilayah dua yang
melakukan travelling ke wilayah satu menjadi individu susceptible, exposed, dan
recovery di wilayah satu. Individu infected tidak dapat melakukan travelling ke
wilayah lain karena individu infected terisolasi dalam wilayah masing-masing.
Penyebaran virus dapat terjadi karena individu exposed dari wilayah dua
mengalami keadaan transisi menjadi individu infected saat dilintasan. Sehingga
ketika individu exposed masuk wilayah satu tidak lagi sebagai individu exposed
melainkan menjadi individu infected. Penyebaran virus terjadi saat individu
susceptible bergerak dan memiliki peluang untuk bertemu dengan individu
infected di wilayah satu. Setiap subpopulasi susceptible, exposed, infected dan
recovery di wilayah satu mengalami perubahan setiap waktunya. Berikut ini akan
dijelaskan laju perubahan setiap subpopulasi.
a. Laju Perubahan Subpopulasi Susceptible

Laju perubahan subpopulasi susceptible per satuan waktu dipengaruhi oleh
laju populasi kelahiran di wilayah satu sebesar A; per satuan waktu. Rate
travelling per satuan waktu sebesar b, yang dilakukan oleh s; dari wilayah dua ke
wilayah satu yang menjadi individu di wilayah satu, sedemikian hingga jumlah
dari individu-individu tersebut per satuan waktu dinotasikan )/~ b, s; = b, S,.
Hal itu dapat mengakibatkan jumlah individu subpopulasi susceptible bertambah
per satuan waktu.

Namun jumlah individu subpopulasi susceptible dapat berkurang per satuan
waktu karena adanya rate kematian dari individu s; per satuan waktu sebesar d,
sedemikian hingga jumlah dari individu-individu tersebut per satuan waktu
dinotasikan },i-,d;s; = d; S;. Rate travelling yang dilakukan oleh s; dari
wilayah satu ke wilayah dua per satuan waktu sebesar b; . Sedemikian hingga
jumlah dari individu-individu tersebut per satuan waktu dinotasikan )}/-; b;s; =

b; S;. Selain itu karena adanya s; bergerak dan memiliki peluang untuk bertemu
dengan i; di wilayah satu, sehingga terjadi interaksi antara (s;i;) yang
mengakibatkan adanya transmisi virus dari i; ke s; dalam selang waktu t € [tq, t,]

sebesar f; .[; merupakan rate transmisi virus dari individu infected kepada
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individu susceptible per satuan waktu dan rata-rata banyaknya pertemuan
s; dengan i; sebesar p; . p; merupakan parameter non dimensional. Sedemikian

hingga jumlah dari individu susceptible yang melakukan kontak dengan infected
per satuan waktu dinotasikan Y7~ ; By i % i, = B If]_l I
1 1

Sehingga diagram laju perubahan subpopulasi susceptible per satuan waktu

A Biiy
E— —>

S1
bz \L bl

Gambar 4.1 Diagram subpopulasi susceptible di wilayah satu

seperti Gambar 4.1.

b. Laju Perubahan Subpopulasi Exposed

Laju perubahan subpopulasi exposed per satuan waktu dipengaruhi oleh
perubahan status s; menjadi e, karena interaksi antara (s;i;) = e, yang
mengakibatkan transmisi virus dari i; ke s; sebesar (; dalam selang waktu
t € [ty,t;]. By merupakan rate transmisi virus dari individu infected kepada
individu susceptible per satuan waktu dan rata-rata banyaknya pertemuan
s; dengan i; sebesar p;. u; merupakan parameter non dimensional. Sedemikian
hingga jumlah dari individu susceptible yang melakukan kontak dengan infected

. . » S ..
per satuan waktu dinotasikan Yj-, 8144 % i = iy N—lll. Selain itu adanya rate
1 1

travelling individu e; dari wilayah dua ke wilayah satu per satuan waktu sebesar
b, , sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan
Yi=1bye; = b, E, . Hal itu dapat mengakibatkan jumlah individu subpopulasi
exposed bertambah per satuan waktu.

Namun jumlah individu subpopulasi exposed dapat berkurang per satuan
waktu karena rate kematian dari individu e; per satuan waktu sebesar d;
sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan

*.d, e; = dy E;. Rate transisi perubahan status individu e; menjadi i, per
satuan waktu sebesar y; sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan

waktu dinotasikan Yi-,y; e; = ¥; E;. Selain itu rate travelling yang dilakukan
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oleh e; dari wilayah satu ke wilayah dua per satuan waktu sebesar b;. Sedemikian
hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan Y/~ b; e; = by E;.

Sehingga diagram laju perubahan subpopulasi exposed per satuan waktu seperti

Gambar 4.2.
B1y Y1

—> E —>

Ey
b, l by

Gambar 4.2 Diagram subpopulasi exposed di wilayah satu

c.  Laju Perubahan Subpopulasi Infected

Laju perubahan subpopulasi infected per satuan waktu dipengaruhi oleh rate
transisi sebesar y; menyatakan perubahan status individu e; menjadi i, per satuan
waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan
Yicivie = vy Eq Hal tersebut dapat mengakibatkan jumlah individu
subpopulasi infected bertambah per satuan waktu. Namun jumlah individu
subpopulasi infected berkurang per satuan waktu karena rate kematian individu i;
per satuan waktu sebesar d; , sedemikian hingga jumlah dari individu ini per
satuan waktu dinotasikan Y[, d; i; = d; I;. Selain itu adanya rate transisi
sebesar ¢, menyatakan perubahan status individu i; menjadi 1, per satuan waktu
, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan
Yie1®1i; = @1 1. Sehingga dapat dibentuk diagram laju perubahan subpopulasi

infected per satuan waktu seperti Gambar 4.3.

[
Y1 P1

— L —>

Gambar 4.3 Diagram subpopulasi infected di wilayah satu
d.  Laju Perubahan Subpopulasi Recovery
Laju perubahan subpopulasi recovery per satuan waktu dipengaruhi oleh

rate transisi sebesar ¢, yang merupakan perubahan status individu i; menjadi 7y
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per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu
dinotasikan Y, ; ¢,i; = ¢, I;. Selain itu adanya rate travelling sebesar b, yang
dilakukan oleh r; dari wilayah dua ke wilayah satu per satuan waktu , sedemikian
hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan )., b, 1; = b, R,.
Hal tersebut dapat mengakibatkan jumlah individu subpopulasi recovery
bertambah per satuan waktu.

Namun jumlah individu subpopulasi recovery berkurang per satuan waktu
karena rate kematian sebesar d; dari individu r; per satuan waktu, sedemikian
hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan ».-; d;7; = d{R;.
Selain itu adanya rate travelling sebesar b; yang dilakukan oleh r; dari wilayah
satu ke wilayah dua per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini

per satuan waktu dinotasikan Y;;-; b;7; = byR;. Sehingga dapat dibentuk diagram

laju perubahan subpopulasi recovery per satuan waktu seperti Gambar 4.4.
P1

1
RGN
b, \L by
Gambar 4.4 Diagram subpopulasi recovery di wilayah satu
Berdasarkan Gambar diagram subpopulasi (4.1), (4.2), (4.3), (4.4)

dapat dibentuk diagram kompartemen untuk menggambarkan penyebaran virus

pada populasi di wilayah satu sebagai berikut:

Al /]\ dl T d1 dl T T d1
B1iy Y1 P1

— s > E Lo |—sf &

S

Gambar 4.5. Diagram Kompartemen pada wilayah 1

Berdasarkan Gambar 4.5 dapat dibentuk suatu sistem model epidemik

pada wilayah satu sebagai berikut:

33



ds, Sy
=A - d151 — Pty =1, — b1S; + b,S,

dt N,

dE1

dt .U1ﬁ1 —(dy +y1)E1 — b1 E; + byE,
dl;

E =11E1 — d111 — @104

dR,

ar @11y —diRy — byR; + bR,

Pada model wilayah satu terdapat subpopulasi susceptible, exposed,
recovery yang tidak hanya berasal dari wilayah satu melainkan juga dari wilayah
dua. Diasumsikan sebelumnya bahwa individu dari wilayah dua yang melakukan
travelling ke wilayah satu menjadi populasi di wilayah satu s, ~ s; . Misalkan
o, adalah proporsi subpopulasi susceptible dari wilayah dua yang menjadi
populasi di wilayah satu. Maka proporsi subpopulasi susceptible yang berasal dari
wilayah dua yang melakukan travelling ke wilayah satu dan menjadi populasi di
wilayah satu b, S, adalah 0,S;. Misalkan o, adalah proporsi subpopulasi exposed
dari wilayah dua yang menjadi populasi di wilayah satu. Maka proporsi
subpopulasi exposed yang berasal dari wilayah dua yang melakukan travelling ke
wilayah satu dan menjadi populasi di wilayah satu b, E, adalah o,E;. Misalkan o3
adalah proporsi subpopulasi recovery dari wilayah dua yang menjadi populasi di
wilayah satu. Maka proporsi subpopulasi recovery yang berasal dari wilayah dua
yang melakukan travelling ke wilayah satu dan menjadi populasi di wilayah satu
b, R, adalah o3R;. Oleh karena itu model menjadi

ds, s,
E = N_111 - b]_Sl + 0-151

dE,

dt
dly

#131 —(dy + y1)E1 — b1E; + 0,E; (4.1)

=y1E; — d111 — @114

—— =@, —d4R; — b1R; + 53R,

Dengan kondisi awal yaitu
51(0) = 51(0)’ E1(0) = E1(0)’ 11(0) = 11(0), R1(0) = R1(o),

dan kondisi batas

1,!1_% AN (t) = Smaks
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%1,
dx2

< 0, I; bergerak hanya sampai dengan L,

Total populasi pada wilayah satu yaitu

Ni(t) = 5:(t) + E1(6) + [,(&) + Ry (1),  S1(8), E1 (), [1(t), Ry (t) > 0

Berikut ini keterangan untuk model wilayah satu:

P1

B1

251

: Subpopulasi Susceptible di wilayah 1

: Subpopulasi Exposed di wilayah 1

: Subpopulasi Infected di wilayah 1

: Subpopulasi Recovery di wilayah 1

: Total populasi pada wilayah 1

: Populasi kelahiran pada wilayah 1 per satuan waktu

: Rate travelling individu dari wilayah 2 ke wilayah 1 dan menjadi

individu diwilayah 1 per satuan waktu

: Rate travelling individu dari wilayah 1 ke wilayah2 per satuan waktu

: Rate kematian individu di wilayah 1 per satuan waktu

: Rate transisi subpopulasi exposed menjadi subpopulasi infected di
wilayah 1 per satuan waktu

: Rate transisi subpopulasi infected menjadi subpopulasi Recovery di

wilayah 1 per satuan waktu

: Rate transmisi virus saat individu susceptible bergerak dan memiliki

peluang bertemu dengan individu infected di wilayah 1 per satuan

waktu

: Rata-rata banyaknya pertemuan individu susceptible bertemu dengan

individu infected di wilayah 1

4.1.2 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan model epidemik pada wilayah satu adalah titik yang

diperoleh ketika Sistem(4.1) berada pada keadaan setimbang. Keadaan setimbang

adalah keadaan dimana perubahan populasi sepanjang waktu adalah nol. Titik

kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu keadaan tidak terjadi penyebaran

virus dalam suatu populasi sehingga I; = 0.

Titik kesetimbangan bebas penyakit diperoleh ketika sistem
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dS_OdE_OdI_OdR_
dt  'dt dt dt
Sehingga diperoleh titik setimbang dari Sistem (4.1) sebagai berikut:

dl;
dt =Y1E1 —dilh =11 =0

diperoleh E; =0untuky; >0dan d; +¢; >0
dR,
a9 @114 —diRy — bRy + 03R; =0

diperoleh R; =0untuk dy +b; —03 >0
il =M\ —diS$ .31#1i11 —byS1+015, =0
dt Ny

diperoleh 5, = A

(dy + by —01)
Titik kesetimbangan bebas penyakit pada wilayah satu adalah
(51, E0 15 RD = Moo, 0)
(dy + by —07)

4.1.3 Bilangan Reproduksi Dasar Pada Wilayah Satu

Bilangan reproduksi dasar merupakan parameter yang digunakan untuk
mengetahui tingkat penyebaran suatu virus pada wilayah satu. R, dari Sistem
(4.1) dapat dicari dengan mengasumsikan populasi dikelompokkan kedalam
empat kompartemen. Diberikan x = (S, E1,I;, R;)T dengan S;,E;,I;, R; = 0 dan
X, adalah himpunan state yang tidak nol saat bebas penyakit dan didefinisikan
sebagai berikut

Xs={5>0|E;=0,1; =0,R; =0}
Untuk menghitung nilai dari R, didefinisikan F;(x) adalah laju dari kemunculan
infeksi baru pada kompartemen i, sedangkan V;” (x) adalah laju dari perpindahan
individu keluar dari kompartemen i dan V;"(x) adalah laju dari perpindahan
individu masuk ke kompartemen i. Model penyebaran penyakit memiliki kondisi
awal non negatif dengan persamaan sistem sebagai berikut.
% = fi(x) = Fi(x) = V;(x),i = 1,...,n dengan V;(x) =V (x) — V" (x).
dari Sistem (4.1) didapatkan
Fi= (T1;T2,T3’T4)T

dengan F; adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen E;
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F, adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen I;
F5 adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen R,

F, adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen S,

Sehingga didapatkan

S
Fi / B Fl I 1\
1
F 1= T3 = | 0 |
2\
Selain itu, dari Sistem (4.1) didapatkan
vi_ (x) = (Vf, VZ_’ v3_l v4—)T
dengan V; adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemenE;
V, adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen I,
V5 adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemenR;

V, adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen S;

Sehingga didapatkan
Vi (b1 +dy +y1)Ey
- Vs (dy + o)1y
v. = _ =
) Vs (dy + bRy
Va (b1 +d1)$:
dan didapatkan

Vi) = v 0T
dengan V;" adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen E;
V5 adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen I
V5 adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen R,

V' adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen S;

Sehingga didapatkan
/ 23 o, E4
12 v, E
V.+ = 2 = 1™
¢ () Vi @111 + 03R,
A 0151 + My

Dengan persamaan sistem berdasarkan (Driessche & Wetmough, 2002) sebagai

berikut.
% = fi(x) = Fi(x) = Vi(x),i = 1, ..,ndengan V;(x) =V (x) — V;* (x).
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didapatkan

S
Biks N—llll\ (b(1d+_|(_il +))I/1 - 022751 \
_ _ 1T Y1)l —Vika
Fi= 8 dan Vi (dy + by —03)Ry — @114 (%2)
0 (by +dy —01)S1 — Iy

yang harus memenuhi asumsi - asumsi berikut (Driessche & Wetmough, 2002).
1. Jika Sy, Ey, I3, Ry = 0, maka F;(x), V" (x), Vi (x) = 0 untuk i = 1, ... 4.
Artinya individu pada subpopulasi susceptible, exposed, infected, dan
recovery ada dan apabila terjadi kontak individu susceptible dengan individu
infected maka dapat memunculkan individu infected baru dan mengakibatkan
perubahan pada masing-masing subpopulasi. Sehingga F;, V;", V;* dari model

terpenuhi, yaitu sebagai berikut:

(B

1M1 N, 1 s,

F=| 0 | dengan B, N_Il =20
1

\ 0

(by +dy +v1)E;
(di +
(dy + bR,
(by +dy)S;

(dy + 1), 20,(dy + b1)R; 2 0,(by +d1)S1 =0

oyE;

Y1E1
@11 + 03R4
0,51 + A4

(0151 + A1) =0,

Vi(x) = \ dengan (b; +d; +y1)E; =0,

Vi (x) = dengan o,E; = 0,y,E; = 0,(@l; + 03R;) =0

2. Jika I;,E;,= 0 maka V; = 0. Secara khusus, jika x € X;, maka V; =0
untuk i = 1, ... 4.
Artinya jika subpopulasi infected dan exposed kosong, maka tidak ada
individu yang keluar dari kompartemen melalui infeksi dan kematian.
dily, 9111, ¥1E4,dq E1, b1Ey = 0
3. F;=0, jikai>mdengani=4danm = 2.

38



Artinya jika munculnya infeksi baru adalah nol maka subpopulasi
E;,I; = 0. Dengan kata lain tidak terjadi munculnya infeksi baru yang
diakibatkan oleh individu infected maka tidak ada pula individu dalam
keadaan exposed.

4. Jikax € X,;, maka F;(x) = 0dan V;* = O untuk i = 1, ..., m.

Artinya jika populasi dalam keadaan bebas penyakit maka tidak muncul
infeksi baru yang disebabkan oleh individu infected dan tidak ada
perpindahan individu masuk menjadi subpopulasi infected.

E, 1 =0
5. Didefinisikan DFE adalah titik kesetimbangan bebas penyakit, dengan f
terbatas ke X. Jika populasi ada disekitar DFE, maka populasi akan kembali

ke DFE menurut linearisasi sistem:

af;
x = Df(xy)(x — x4),dengan Df (x,) = %

J
Setelah memenuhi 5 asumsi maka Persamaan (4.2) dapat diketahui bahwa
populasi yang terinfeksi adalah E; dan I; maka m = 2. Dengan titik setimbang

E; =0, I; = 0 dan dapat dibentuk kedalam titik kesetimbangan bebas penyakit

Aq

yaitu (S, E1", 17, RyY) = ((d1+b1—al)’

0,0, 0), dengan menggunakan Lemma 2.1
didapatkan
F, = ,81;11:]—1111 dan F, = 0,dengan N, =S, + E; + I, + R,
Vy = (by+dy +y1—0x)Er danV, = (dy + 91)]y — 71 B4
Maka matriks F adalah

dF,(S* E*, I*,R*) 63’1(5*,E*,I*,R*)\‘

F= 0E; al
| 0F,(S*,E*,I",R*) 0F,(S*, E*,I",R")
i, T
dengan
F (S E",I",R") _ (0 X N;) = (1 X ByuyS114)
aEl (Nl)z
=0
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0F,(S*,E*,I",R") _ (B1p1S1 X Ny) — (1 X ByusS114)

L (Ny)?
= B1is
89—"2(5'*,E*,I*,R*)_0_ 69—"2(5*,E*,I*,R*)_0
0E, Y al, -
Sehingga
_ (0 B
F= (0 0 )

dan didapatkan matriks V adalah
/avl(S*,E*,I*,R*) 6V1(S*,E*,I*,R*)\
V= J0E; al, |
| OV, (S EY 1M, R*) OV,(S* E*,I',R")
J0E; al,

_(b1+d1+)/1—0'2 O )
4 d; + ¢4

dengan F non negatif dan ¥V merupakan M-matriks non-singular.

Berdasarkan Definisi 2.2 (Berman & Plemmons, 1979, M35, p.127).
Matriks V' merupakan M-matriks non singular jika dan hanya jika sebuah matriks
V berukuran 2 X 2 menunjukkan bentuk V = sI — B. Dimana s > p(B), p(B)

maksimum modulus dari nilai eigen B, dengan s = ¢, + (b; +d; +y1 — 0,)

(21 0
danB=< )
Y1 bi+vi—o0;

Akan ditunjukkan bahwa s> p(B) maksimum modulus dari nilai eigen

B, sebagai berikut

|B — Al =0
pL—A 0 =0
41 by +y1—o0,—4
(o1 =Dy +y,—0,— ) =0
didapatkan A, = ¢;dan A, =b; +y; — 0,
dengan
p(B)  =maks {|14],|22[}

Nilai p(B) memiliki 2 kemungkinan yaitu
1. jikaA; > A, maka
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p(B) = maks {|441, 11,1}
= Al
=¥
terbukti bahwa s > p(B) ,dengans = @, + (b; +d; + vy, — 03)
2. jika A1, > A; maka
p(B)  =maks {|A],12,[}
=
=b+y,— o0y
Terbukti bahwa s > p(B) ,dimanas = @, + (by +d; +y1 —03)
berdasarkan dua kemungkinan tersebut, terbukti bahwa s > p(B) sehingga
matriks VV merupakan M-matriks non singular. Setelah dibuktikan V' merupakan
M -matriks non singular berdasarkan (Driessche & Wetmough, 2002). Berikutnya

dicari invers matriks V sebagai berikut.

V _(b1+d1+)/1—0'2 O >
—V1 di + ¢,
vt 1 <d1 + ¢, 0 )
(by +dy +v1 —02)(dy + 1) Y1 by +dy +y1— o0,
1
0
_ (by +dy +v1—0,)
V1 1

(by +dy +y,—02)(dy + 1) (di+ 1)

Setelah didapatkan matriks V1, kemudian dibentuk matriks generasi selanjutnya

yaitu
1
Fy-1 _ (O ,31/11) (by +dy +y1—02) 0
0 0 Vi 1
(b1 +dy+y1—02)(dy + 1) (di+ 1)
V1Bt B
= <(b1 +di+yi—0)(di+91) (di+ <P1)>
0 0
Kemudian dicari nilai eigen dari FV ™! sebagai berikut

|[FV—1 — Al =0
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V1Bt _ P11
(by +dy +y1—02)(d1 + 1) (dy + )| =0
0 -1
_2 ( V1Bt _ /.[) —0
(by +dy +v1 —02)(dy + @1)
didapatkan A=0,1= Vbt

(b1+dy1+y1—-02)(d1+¢41)

Sehingga bilangan reproduksi dasar dari operator generasi selanjutnya, yaitu

Roy  =pFVTH
= maks {|A], 121}
= maks {|0], |12}
= 1,
Y1B141

T (by+dy+y1—02)(d1 1)

Berdasarkan Teorema 2.1 Jika R, < 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit stabil asimtotik lokal, jika R, > 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit tidak stabil.

Sehingga untuk memenuhi Ry, < 1 yaitu dimana kondisi pada suatu wilayah
dalam keadaan bebas penyakit maka

Y1B1ty

<1
(by +dy +v1 —02)(dy + @1)

dengan
(by+di+y1—02)(d1 +91) >0
untuk (by +d; +y; —0y) >0 dan (di +¢1)>0
dan untuk memenuhi R, > 1 yaitu dimana kondisi pada suatu wilayah dalam
keadaan endemik maka

V1Bt

>1
(by +dy +v1 —02)(dy + ¢1)

dengan
(by+d; +y1—02)(dy +91) >0
Untuk (by +d;+vy,—0) >0 dan (di +¢1)>0
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4.1.4  Analisis Eksistensi dan Ketunggalan
Analisis ini bertujuan untuk mengetahui bahwa model memiliki

penyelesaian ada dan tunggal. Selain itu sebagai representasi dari model yang
dibangun berdasarkan fenomena pada objek pengamatan. Sebelum dilakukan
analisis eksistensi dan ketunggalan dilakukan penyederhanaan sistem terlebih
dahulu pada Sistem Persamaan (4.1). Penyederhanaan sistem dilakukan dalam
rangka untuk menekankan terjadinya evolusi model pada subpopulasi yang

diamati. Berikut ini diagram yang menggambarkan perubahan status dari

individual
N S RN
// £ € (R \\ e e
\ / E \\ / I \ R
U l\ S/ \l NS
ty t, ts3 ty ts te

Gambar 4.6. Diagram perubahan status dari individual susceptible.

a. Perhatikan model persamaan

il =7\ —diS1 = B i11 — byS1 + 015,
dt Ny
Pada waktu t € [ty,t,] € [0,00) maka interaksi yang terjadi antara
individual susceptible dan individual infected akan menyebabkan perubahan status
dari susceptible menjadi exposed atau tetap menjadi susceptible. Hal ini
bergantung dengan kekebalan tubuh dari susceptible. Ambil sebarang t = §;
dimana t; < §; < t, interaksi individual (sj, ij) untuk j =1,2,.....n. yang
menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional sebesar p;. Dimana
0 < p; <1 dengan t; adalah batas akhir susceptible dan t, adalah batas awal
exposed .
Jika € > t, maka individu (sj,ij) ~ e, atau dapat dikatakan bahwa

proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari populasi

By f/_llll adalah p, E; ekuivalen dengan (1 — p,)S;.
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Jika € = t; maka individu (sj,ij) ~ 5, atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari populasi
Bita fl—llll adalah p,S; ekuivalen dengan (1 — p,)E;.

Dengan demikian untuk setiap t € [ty,t,] € [0,0) terdapat transisi
Bl fl—llll sebesar p,E; dan (1 —p;)S; dimana 0 < p; <1 sebagai proporsi
artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual s; yang diskontinu

di t = §; dan terdapat individu s; yang kontinu sebagai individu susceptible.

.Oleh karena itu model persamaan berikut

ds,; S;
P Ay —di Sy — By N_111 — b1S1 + 015;
menjadi
as 4.3
d_tl =A —d;S; — (1 —p1)S; — byS; + 015y (4.3)

b. Perhatikan model persamaan

dE;
dr =p.E; —(dy +v1)E; — biE; + 0,F;

Pada waktu t € [t3,t,] € [0,00) individu exposed dapat mengalami
perubahan status menjadi individu infected . Hal ini karena kekebalan tubuh dari
exposed menjadi lemah. Ambil sebarang t = §, dimana t; < §, < t, kekebalan
tubuh individual (ej) untuk j =1,2,....n. yang menyebabkan terjadinya
perubahan secara proposional sebesar q;. Dimana 0 < g; < 1 dengan t; adalah
batas akhir exposed dan t, adalah batas awal infected.

Jika € — t, maka individu (ej) ~ [}, atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena virus
dari populasi y; E; adalah q,I; ekuivalen dengan (1 — q,)E;.

Jika € — t; maka individu (ej) ~ e atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh lebih kuat dan dapat
melawan virus dari populasi y,E; adalah g,FE; ekuivalen dengan (1 — q,)I,.

Dengan demikian untuk setiap t € [t3,t,] € [0,0) terdapat transisi

y1Esebesar q.I; dan (1 —q,)E; dimana 0 < g; < 1 sebagai proporsi artinya
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bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual ej; yang diskontinu di
t = 8, dan terdapat individu e; yang kontinu sebagai individu exposed.

Oleh karena itu model peramaan berikut

dE,
dr =piE; — (dy +v1)E, — biEy + 0,E;
menjadi
dE (4.4
d_tl =p1E; — (dl +(1- q1))E1 — b1 E; + 03E; )

c. Perhatikan model persamaan

dl,
——=qi; —dil; — o114

dt

Individu infected pada interval waktu t € [t tg] € [0,0) dapat
mengalami perubahan status menjadi recovery. Hal ini karena kekebalan tubuh
dari infected meningkat. Ambil sebarang t = §5 dimana t5 < 5 < t4 kekebalan
tubuh individual (ij) untuk j =1,2,.....n. yang menyebabkan terjadinya
perubahan secara proposional sebesar u;. Dimana 0 < u; < 1 dengan t; adalah
batas akhir infected dan t4 adalah batas awal recovery.

Jika € = t¢ maka individu (ij) ~ 13, atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh meningkat karena virus
melemah di populasi ¢, I; adalah u;R; ekuivalen dengan (1 — u,)I;.

Jika € — t5 maka individu (ij) ~ [}, atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena virus di
populasi ¢41; adalah u,l; ekuivalen dengan (1 — u,)R;.

Dengan demikian untuk setiap t € [ts, tg] < [0, ) terdapat transisi ¢4/;
sebesar u;R; dan (1 —uq)l;dimana 0 < u; < 1 sebagai proporsi artinya bahwa
pada interval waktu tersebut terdapat individual ij; yang diskontinu di t = 5 dan
terdapat individu i; yang kontinu sebagai individu infected.

Oleh karena itu model peramaan berikut
dl;

E =q, —diI; — o114

menjadi

dl 4.5
d_tl =qiy —di; — (1 —u)h (4.5)
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dan persamaan

dR,
ar @11y —diRy — byRy + 03R,

menjadi
% =w Ry —diR; — bR, + 03R, (4.6)
Selanjutnya setelah didapatkan Persamaan (4.3) sampai (4.6) yang telah
direduksi berdasarkan evolusi virus yang terjadi di tubuh individual akan
dilakukan pembuktian bahwa sistem memiliki penyelesaian dan tunggal dengan
mencari konstanta Lipschitz berdasarkan teorema berikut

Terdapat konstanta Lipschitz k(t) yang memenuhi

IfF X, 0 — FX2O, Ol < k@ONIXT — X2
sedemikian hingga model sistem berlaku untuk setiap t € R.

Bukti :

Misalkan sistem berbentuk d);—it) = f(X(t),t),X(0) = X,, dengan X € R*

dant € R*. dengan X = {S,E,I,R} € R* maka
Persamaan (4.3), (4.4), (4.5) dan (4.6) dapat dinyatakan dalam bentuk

X _
= /x®,0

atau dapat ditulis
dS 1 d E 1

T = f(5:1(0),t); E=f(E1(t).t):
dh _ _ dRy _ o
E_f(l(t):t)' W_f( 1(0),1).

Misalkan terdapat elemen-elemen pada himpunan X kontinu sebagian demi
sebagian.
S = (S,52), Ey = (ELED), I = (IL,12), Ry = (RLRY)
maka akan terdapat f(X1(t), t) dan f(X?(t),t) dengan
X' = {81, E1, I, Ry}
X? = {SLEL.I{,RY }
Selanjutnya akan dicari nilai dari k(t) yang merupakan konstanta

Lipschitz yang memenuhi bentuk berikut
If X)) — FX2(®), Ol < k@ONXT — X2
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dengan

11
If(X1(D),t) — F(X2(), D] = Z;i dinyatakan sebagai a;; = b;; + ¢;;, dengan
41
i =1,2,3,4, maka
a1
IFXA @), 0) = 2@, Ol = || 22| = i + call (47)
Qa1

atau
IF X, 0 = FX2EO), Ol < b Il + lleal,
dengan ||b;; || = max;¢;<p 2?=1|bij|
Dengan ketentuan  a;; < ||b;1ll + llciall. i =1,2,3,4
Selanjutnya Persamaan (4.3),(4.4), (4.5) dan (4.6) dapat dibentuk sebagai berikut
Susceptible
a;y = f(S1(6),t) — f(SE(t),t)
a;1 = {A—diS{— (1 —p)Si —biS{+0,5] } -
{A, —dS? — (1 —p)SE — b SE+0,5% }
= (0 —dy — (1 —py) = b)(S1 — 5%
Menggunakan ketentuan (4.7) maka didapatkan
lay |l = ll(oy — dy — (1 — py) = b)) (ST = SDI (4.8)
Exposed
az = f(E1(6),t) — f(EZ (1), 1)
az; = {pEf — (dy + (1 — q1))E} — bE} + 0,E] } —
{p1E? — (dy+ (1 — q1))E? — bE? + 0,E? }
= (pr—(dy + (1 —qy)) — by + 03)(EL — E?)
menggunakan ketentuan (4.7) maka didapatkan
lazall = [|(p1 = (di + A1 = q1)) = by + 02) (EL — ED) | (4.9)
Infected
as; = fU1 (), 0) — fUE(D), 1)
az1 = {qlf —dIf — (A —w)li} —{q 17 — dIf — (1 —uy)If}
= (i —di - A —u))U = 1D)
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Menggunakan ketentuan (4.7) maka didapatkan
las:ll = [|(g1 = dr = @ = u))(F = 1D)| (4.10)

Recovery
as; = f(Ri(t),t) — f(R{(t), 1)
ay1 = {uiRi — diR{ — byRi + 03R{} —{w;R? — d1RT — byR{ + 03R{}
= (u—dy—b+ 03)(121L - R%)
Menggunakan ketentuan (4.7) maka didapatkan
llasll = I(uy —dy — by + 03)(RY — RE)| (4.11)
Selanjutnya Persamaan (4.8)-(4.11) dapat dibentuk norm sebagai berikut.
aiq
a
IF (0,6 = FEA, 0l = |[524] = 1bin +cul
Ayq
IfF X)) = FX2@), O < b ll + llesa I

dengan ||b;; || = max,¢;<p 2?=1|bij|

(0 —di— (1 —py) — b1)(511 - 512)

a, 1 5
|| _ (P1 - (d1 +(1- Ch)) — by + 02)(E1 - Ef)
331 (‘h —d;—(1- u1))(111 —1I7)
“ (u; —dy — by + 03)(R] — RY)
atau
n
1bis |l = E&’%Zlbiil
j=1
laj1l = (oy —dy — (1 —py) — b1)|(|511 - 512|)
lazi| = |(P1 - (d1 + (1 - C11)) — by + 02)|(|E11 —EZD
las:| = |(q1 — dy — (1 —wy)|(1] = IZ])
lasg:| = |(uy —dy — by + 03)|(|R% - R%D
maka

|ay1| < maks{|(g; —dy = (L =py) = b, |(p1 = (di + (1 = q1)) = by
+03)|, 1q1 —dy = (1 = up)l, lug — dy — by + 0313(IST = S71)
laz1| < maks{|(oy —dy — (1 —py) — by)l, |(P1 - (dl +(1- CI1)) — b,
+ ;)| 1g: —dy — (A —u)|, lug — dy = by + 03 3(IET — EZ])
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|as;| < maks{|(oy — dy = (1 = py) = b, |(pr — (ds + (1 = q1)) = by
+05)|,1qs —dy = (L= upl, lug —dy — by + o331 = IF])

|ags| < maks{l(oy — dy = (1 = py) = bl |(pr — (d1 + (1 = q1)) — by
+02)|1qr —dy = (1 = up)l, lug —dy = by + 0313(IRT — RE])

(op—di—(1—py) — b1)(511 - 512)
(P1 - (d1 + (1 - q1)) — by + 02)(E% - E12)
(‘h —d; —(1- uﬂ)(’% - If)

(uy —dy — by + 03)(Rf — RY)

|(oy —dy — (1 —py) — by, |(P1 - (d1 +(1- ‘h)) — b + 02)|.

< maks{

(51 —S9)

1_ 2

lqy —dy — (1 —uy)l,lug —dy — by + 03} (511 _ izl))

(Ri — RY)

atau

(01 —dy — (1 —py) —b)(ST = SD) (St —52)
(P1 - (d1 + (1 - Ch)) — by + 02)(E11 —EZ) < k(D) (El —E?)
(q1—di— (A =u))Uf —I}) N =1

(u; — dy — by + 03)(RY — R?) (Ri — R?)
Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari
k(t) = maks{lo; —dy — (1 —p1) — b4|, |p1 — (d1 +(1- ql)) — b, + 02|,
lg1 —dy — (L —uy)|, luy —dy — by + 03}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu

{l(al)maks - (dl + (1 - pl) + bl)minl: |(p1 + O-Z)maks

= (dy + (1= q2) + b min | @) mars — (1 + (1 = uy))

min |’
|(u1 + U3)maks - (dl + bl)min |}

atau

{10 min = (1 + (1 = p) + b maks| | 1 + 02 min

(CII)min - (dl + (1 - ul))

)

- (dl + (1 - Q1) + bl)maksl;

maks

|(u1 + U3)min - (dl + bl)maks |}
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Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k(t) dilakukan
berdasarkan asumsi bahwa individu infected dapat menyebarkan virus pada
populasi di wilayah satu. Dengan kata lain subpopulasi infected sangat
mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan pada subpopulasi

infected. Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz
k(t) = |(Q1)maks —(d;+(1 - ul))min | maka penyebaran virus dalam
wilayah satu sangat luas. Jika (q1)mars dan (dy + (1 —ul))mm maka yang

terjadi rate transisi individu exposed yang menjadi individu infected lebih besar
daripada rate kematian individu infected dan rate transisi individu infected yang
sembuh sehingga memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi

S1, E1, 11, Ry diwilayah satu.

4.2 Model Pada Wilayah Dua

Model pada wilayah dua adalah model yang menggambarkan terjadinya
penyebaran virus pada wilayah dua. Model ini dikonstruksi berdasarkan
fenomena-fenomena yang terjadi pada suatu wilayah yang bertujuan untuk
mengetahui penyebaran penyakit pada wilayah dua.
4.2.1 Konstruksi Model

Konstruksi model pada wilayah dua analog dengan kontruksi pada model
wilayah satu. Namun ada yang berbeda antara model wilayah satu dan model
wilayah dua yaitu pada rate travelling. Subpopulasi infected sama dengan sub
populasi di wilayah satu.
a.  Laju Perubahan Subpopulasi Susceptible

Laju perubahan subpopulasi susceptible per satuan waktu dipengaruhi oleh

rate travelling sebesar b, yang dilakukan oleh s; dari wilayah satu ke wilayah dua
per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu
dinotasikan Y}, b; s; = by S;. Hal itu dapat mengakibatkan jumlah individu
subpopulasi susceptible bertambah per satuan waktu. Namun jumlah individu
subpopulasi susceptible dapat berkurang per satuan waktu karena adanya rate
travelling sebesar b, yang dilakukan oleh s; dari wilayah dua ke wilayah satu per

satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu
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dinotasikan Y’ ; b,s; = b,S,. Sehingga dapat dibentuk diagram laju perubahan

subpopulasi susceptible per satuan waktu seperti Gambar 4.7.

A Ba2uz
_— 5 —>

blT b,

Gambar 4.7 Diagram subpopulasi susceptible di wilayah dua

b.  Laju perubahan Subpopulasi Exposed

Laju perubahan subpopulasi exposed per satuan waktu dipengaruhi oleh rate
travelling sebesar b; yang dilakukan oleh e; dari wilayah satu ke wilayah dua per
satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu
dinotasikan Y[, b; e; = by E;. Hal itu dapat mengakibatkan jumlah individu
subpopulasi susceptible bertambah per satuan waktu. Namun jumlah individu
subpopulasi exposed berkurang per satuan waktu karena adanya rate travelling
sebesar b, yang dilakukan oleh e; dari wilayah dua ke wilayah satu per satuan
waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan
i1 boe; = byE,. Sehingga dapat dibentuk diagram laju perubahan subpopulasi

exposed per satuan waktu seperti Gambar 4.8.

[ e
B2y Y2

— E —>

E,
by l b,

Gambar 4.8 Diagram subpopulasi exposed di wilayah dua

c. Laju Perubahan Subpopulasi Recovery

Laju perubahan subpopulasi recovery per satuan waktu dipengaruhi oleh
rate travelling sebesar b; yang dilakukan oleh r; dari wilayah satu ke wilayah dua
per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu
dinotasikan Y7, by r; = by R;. Hal itu dapat mengakibatkan jumlah individu

subpopulasi susceptible bertambah per satuan waktu. Namun jumlah individu
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subpopulasi recovery berkurang per satuan waktu karena adanya rate travelling
yang dilakukan oleh r; dari wilayah dua ke wilayah satu per satuan waktu sebesar
b, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan

Y1 b, = byR,. Sehingga dapat dibentuk diagram laju perubahan subpopulasi

recovery per satuan waktu seperti Gambar 4.9.
P2

(i
—>

R,
b, l b,

Gambar 4.9 Diagram subpopulasi recovery di wilayah dua
Dari Gambar diagram subpopulasi (4.7), (4.8), (4.9) dapat dibentuk

diagram kompartemen untuk menggambarkan penyebaran virus pada wilayah dua

sebagai berikut:
AZ T dz T dZ dz T /]\ d2
Bo ity Y2 )
SZ —> EZ 12 —> R1

S

Gambar 4.10. Diagram Kompartemen pada wilayah 2
Berdasarkan Gambar 4.10 dapat dibentuk suatu sistem model epidemik

pada wilayah dua sebagai berikut:

ds, S,
P Ay — dyS; — Balty N_le — byS; + by Sy
Fra B2tz N_zlz — (dy +v2)E; — b2E; + by Ey
dl,

E = YE;, —dyl; — @,

dR,

W = @,I, —dyR, — bR, + bRy

Pada model wilayah satu terdapat subpopulasi susceptible, exposed,
recovery yang tidak hanya berasal dari wilayah dua melainkan juga dari wilayah

satu. Diasumsikan sebelumnya bahwa individu dari wilayah satu yang melakukan
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travelling ke wilayah dua menjadi populasi di wilayah dua s; = s,. Misalkan g,
adalah proporsi subpopulasi susceptible dari wilayah satu yang menjadi populasi
di wilayah dua. Maka proporsi subpopulasi susceptible yang berasal dari wilayah
satu yang melakukan travelling ke wilayah dua b,S; adalah ¢,S,. Misalkan o5
adalah proporsi subpopulasi exposed dari wilayah satu yang menjadi populasi di
wilayah dua. Maka proporsi subpopulasi exposed yang berasal dari wilayah satu
yang melakukan travelling ke wilayah dua b, E; adalah o<F,. Misalkan o, adalah
proporsi subpopulasi recovery dari wilayah satu yang menjadi populasi di wilayah
dua Maka proporsi subpopulasi recovery yang berasal dari wilayah satu yang
melakukan travelling ke wilayah dua b, R, adalah ogR,.

Oleh karena itu model menjadi

ds, S,
P Ay — dyS; — Bau; N_IZ — b3S, + 045,
2 4.12)
dE, S,
i B2l N_212 — (dy + v2)E; — byE; + 05E,
dl,
E = YE; —dyl; — @,
dR,
W = @,l, — dyRy — bR, + 06R;

Dengan nilai awal yaitu
52(0) = 52(0): Ez(O) = Ez(o): 12(0) = Iz(o): Rz(o) = Rz(o)r

dan kondisi batas
1,11—>nc;lo Sz(t) = Smaks

RIS
dx2

< 0, I, bergerak hanya sampai dengan L,

Total populasi pada wilayah dua yaitu
Ny(t) = S5(8) + Ex (1) + L,(8) + Ry (1), S2(0), Eo(8), 1, (2), R (8) > 0

Berikut ini keterangan untuk model wilayah dua:

S,  : Subpopulasi Susceptible di wilayah 2

E, :Subpopulasi Exposed di wilayah 2

I,  :Subpopulasi Infected di wilayah 2

R, : Subpopulasi Recovery di wilayah 2

N, : Total populasi pada wilayah 2
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A, :Populasi kelahiran pada wilayah 2 per satuan waktu
b; : Rate travelling individu dari wilayah 1 ke wilayah 2 dan menjadi
individu diwilayah 2 per satuan waktu
b, :Rate travelling individu dari wilayah 2 ke wilayah1 per satuan waktu
d, :Rate kematian individu di wilayah 2 per satuan waktu
¥, : Rate transisi subpopulasi exposed menjadi subpopulasi infected di
wilayah 2 per satuan waktu
@, : Rate transisi subpopulasi infected menjadi subpopulasi Recovery di
wilayah 2 per satuan waktu
B> : Rate transmisi virus saat individu susceptible bergerak dan memiliki
peluang bertemu dengan individu infected di wilayah 2 per satuan
waktu
U, : Rata-rata banyaknya pertemuan individu susceptible bertemu dengan

individu infected di wilayah 2

4.2.2 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan model epidemik pada wilayah dua adalah titik yang
diperoleh ketika Sistem (4.12) berada pada keadaan setimbang. Keadaan
setimbang adalah keadaan dimana perubahan populasi sepanjang waktu adalah
nol. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu keadaan tidak terjadi
penyebaran virus dalam suatu populasi sehingga I, = 0.

Titik kesetimbangan bebas penyakit diperoleh ketika sistem
ds dE dl dR

a Ve v a
Sehingga diperoleh titik setimbang dari Sistem (4.12) sebagai berikut:

dl,
dt = V2B = 62l — 21, =0
diperoleh E, = 0untuky, >0dand, + ¢, >0
dR,
- @21, —dyR; — bRy + 0gR; =0
diperoleh R, =0untuk d, + b, —ags >0
ﬁ = Ay —dy5; — 32#2212 — b3S, + 04,5, =0
dt N,
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diperoleh A,
S2

B (dy + by — 04)
Titik kesetimbangan bebas penyakit pada wilayah dua adalah
(S3,E3, 13, R3) = ( A ,0,0, 0)
(dy + by — 04)

4.2.3 Bilangan Reproduksi Dasar Pada Wilayah Dua

Bilangan reproduksi dasar merupakan parameter yang digunakan untuk
mengetahui tingkat penyebaran suatu virus pada wilayah dua. R, dari Sistem
(4.12) dapat dicari dengan mengasumsikan populasi dikelompokkan kedalam
empat kompartemen. Diberikan x = (S,, E, I,, R,)T dengan S,, E,, I, R, = 0 dan
diberikan X adalah himpunan state yang tidak nol saat bebas penyakit dan
didefinisikan sebagai berikut

Xy =1{S,>0|E, =0,I,=0,R, =0 }
Untuk menghitung nilai dari R, didefinisikan F;(x) adalah laju dari kemunculan
infeksi baru pada kompartemen i, sedangkan V;” (x) adalah laju dari perpindahan
individu keluar dari kompartemen i dan V;"(x) adalah laju dari perpindahan
individu masuk ke kompartemen i. Model penyebaran penyakit terdiri dari
kondisi awal non negatif dengan persamaan sistem sebagai berikut.
% = fi(x) = Fi(x) = Vi(x),i = 1, ...,n dengan V;(x) =V, (x) — V;* (x).
Dari Sistem (4.12) didapatkan
Fi= (T1:T2:7:3'T4)T

dengan F,; adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen E,

F, adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen I,

F3 adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen R,

F, adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen S,

S
F /ﬁz#z N_IZ\
2

:F'
F; = :Fi = 0
F, 8

Selain itu, dari Sistem (4.12) didapatkan

Sehingga didapatkan

[y
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Vo= VsV, V)T
dengan V; adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemenE,
V., adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen I,
V53 adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen R,

V, adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen S,
Sehingga didapatkan

Vi (b, +dy +v2)E,
N _ [V ) (dy + @21,
Vi) = Vs | (d; + b2)R, /
V4— (bz + dz)Sz

dan didapatkan
V=8V YT
dengan V;" adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen E,
V;+ adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen I,

V5 adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen R,

V,} adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen S,
Sehingga didapatkan

v o5k,

vt v, E
Vi) = Vi |\ 920 + 0gR,

VI/ 045, + 1

Dengan persamaan sistem berdasarkan (Driessche & Wetmough, 2002) sebagai
berikut.

% = fi(x) = F;(x) = V;(x),i =1, ...,ndengan V;(x) = V" (x) — V;* (x).
didapatkan

/,82#2 %12\ (by +d; +y, — 05)E,
2

_ _ (dy + @)1 — v,E,
F; = k 8 ) dan V; = (dy + by — GOR, — @al, (4.13)

0 (by +dy —04)S2 — Ay
yang memenuhi asumsi - asumsi berikut (Driessche & Wetmough, 2002).
1. Jika S,, E,, I, R, = 0, maka F;(x), V; (x), V¥ (x) = 0 untuk i = 1, ... 4.
Artinya individu pada subpopulasi susceptible, exposed, infected, dan

recovery ada dan apabila terjadi kontak individu susceptible dengan individu
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infected maka dapat memunculkan individu infected baru dan mengakibatkan
perubahan pada masing-masing subpopulasi. Sehingga F;, V;~, V" dari model

terpenuhi, yaitu sebagai berikut:

S
B2z N_ZIZ

S
F; = | 0 ) , dengan Bzuz—zlz =0
N,
0
0
(b, +dy +v2)E,
_ (dy + @2)1;
; = b d E, >0,
Vi (x) (d, + b,)R, dengan (b, + d; +v,)E; =
(by +d3)S;
(dy + @)1, 2 0,(dy + by)R, 2 0,(by, +d;)S, =0
05E2
+ _ v2E;
Vi(x) = 0,1, + R, dengan o5E, = 0,y,E, =0, (@, + 0gR,) =0

(0'452 + Az) = 0,

. Jika I,,E, = 0 maka V; = 0. Secara khusus, jika x € X5, maka V; =0
untuk i = 1, ... ,4.

Artinya jika subpopulasi infected dan exposed kosong, maka tidak ada

individu yang keluar dari kompartemen melalui infeksi dan kematian.
dalz, @213, V2E5, dy Ezy by E; = 0
F; =0,jikai > m.dengani = 4danm = 2

Artinya jika munculnya infeksi baru adalah nol maka populasi E,, I, = 0.
Dengan kata lain tidak terjadi munculnya infeksi baru yang diakibatkan oleh
individu infected maka tidak ada pula individu dalam keadaan exposed.

Jika x € X,, maka F;(x) = 0 dan V;" = Q untuk i = 1, ..., m.

Artinya jika populasi dalam keadaan bebas penyakit maka tidak muncul
infeksi baru yang disebabkan oleh individu infected dan tidak ada
perpindahan individu masuk menjadi subpopulasi infected.

E, I, =0
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5. Didefinisikan DFE adalah titik kesetimbangan bebas penyakit, dengan f
terbatas ke X;. Jika populasi ada disekitar DFE, maka populasi akan kembali

ke DFE menurut linearisasi sistem:

% = Df (xo) (x — xo), dengan Df (xo) = &

ax]'

Setelah memenuhi 5 asumsi maka Persamaan (4.13) dapat diketahui
bahwa populasi yang terinfeksi adalah E, dan I, maka m = 2. Dengan titik

setimbang E, = 0, I, = 0 dan dapat dibentuk kedalam titik kesetimbangan bebas

Ay
(dy+by—0y)’

penyakit yaitu (S3,E5, 15, R;) = ( 0,0, O)dengan menggunakan
Lemma 2.1 didapatkan
F, = Bzuzi—zlz dan F, = 0,dengan Ny = Sy + E, + I, + R,
Vi =(by+dy +vy,—05)E; dan'V, = (dy + 92); — V2B,
Maka matriks F adalah

dF,(S* E*, I*,R*) 67-‘1(5*,E*,I*,R*)\‘

P J0E, al,
| 0F,(S*,E*,I*,R*) 0F,(S*, E*,I",R")
i, )
dengan
0F(S"E*,I",R") _ (0 X Np) — (1 X Bop,S,15)
aEz (NZ)Z
= 0
OF(S*E*I",R") _ (B2142S2 X N3) — (1 X Bop2S,15)
a1, (N3)?
= B2tz
OTZ(S*,E*,I*,R*)_O _ OTZ(S*,E*,I*,R*)_O
oE, - al, B
Sehingga
_ (0 Bauy
F= (0 0 )

dan didapatkan matriks V adalah
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/avl(S*,E*,I*,R*) avl(S*,E*,I*,R*)\

~ | avy (st E* 1 R 0v,(STEY, T RY)
— T

_(b2+d2+y2_0-5 0 )
=72 d, + ¢,

dengan F non negatif dan VV merupakan M-matriks non-singular.

Berdasarkan Definisi 2.2 ( Berman & Plemmons, 1979, M35, p.127).
Matriks V merupakan M-matriks non singular jika dan hanya jika sebuah matriks
V berukuran 2 X 2 menunjukkan bentuk V = sl — B. Dimana s > p(B), p(B)
maksimum modulus dari nilai eigen B, dengan s = @, + (b, + d, +y, — 05 )
P2 0 )

Y2 bat+vya—o05/)"
Akan ditunjukkan bahwa s > p(B) maksimum modulus dari nilai eigen B,

danB=<

sebagai berikut
|B — Al =0
Pz — A 0
Y2 by +y,—05s— 4

(2 =MD(by +y,—05—21) =0

=0

didapatkan A =¢@ydan A, = by +y, — 05
dengan
p(B)  =maks {|A],12,[}

Sehingga nilai p(B) memiliki 2 kemungkinan yaitu
1. jikaA; > A, maka
p(B)  =maks {|1],12;[}
=
= @2
terbukti bahwa s > p(B) ,dengan s = @, + (b, + dy, + Y, —05)
2. jika 1, > A; maka
p(B)  =maks {|1],12;[}
= 1,
=b, +y,—0s
Terbukti bahwa s > p(B) , dengans = ¢, + (b, + d, + y, — 05)
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berdasarkan dua kemungkinan tersebut, terbukti bahwa s > p(B) sehingga
matriks V merupakan M-matriks non singular. Setelah dibuktikan ¥V merupakan m
-matriks non singular berdasarkan (Driessche & Wetmough, 2002). Berikutnya

dicari invers matriks V' sebagai berikut.

V _ (b2+d2+)/2_0-5 O )
=72 d; + @,
vt o= ! (dz + 9, 0 )
(by +dy +y, —05)(d, + ¢3) Y2 b, +d; +vy,—o0s
/ 1
0
= (b +dy +y, —05) |
Y2 1
(b, +dy +y,—o0s5)(d, + ;) (dy + ‘Pz)/
Setelah didapatkan matriks V1, kemudian dibentuk matriks generasi selanjutnya
yaitu
! 0
FVv—1 = (0 ,82#2) (b, +d; + v, —05)
0 0 Y2 1
(b, +dy +y,—05)(d, + @) (dy + Qoz)/
= Y2B2Hz B2uz
(by +dy +y,—o05)(dy + @) (dy + @3)
0 0
Kemudian dicari nilai eigen dari FV~! sebagai berikut
|FV_1 — AII =0
V2D212 _1 B2z
(b +dy +y, —05)(d; + ¢3) (dy + @) =0
0 -1
_2 ( Y2821z _ A) —0
(b, +dy +y, —05)(dy + 93)
Didapatkan AM=0,2,= YoPzltz

(b2 +dy+y;—05)(d2+92)

Sehingga bilangan reproduksi dasar dari operator generasi selanjutnya, yaitu

Ro,  =p(FVH)
= maks {|11], |1,]}
= maks {[0], |1,]}
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=1,

— V28212
(b2 t+dy+y2—05)(d2+92)

Berdasarkan Teorema 2.1 Jika R, < 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit stabil asimtotik lokal, jika Ry, > 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit tidak stabil. Sehingga untuk memenuhi R,, < 1 yaitu dimana kondisi
pada suatu wilayah dalam keadaan bebas penyakit maka

Y2821 <
(b, +dy +y, —05)(dy + ¢3)

1

dengan
(by +dy +vy2—05)(d2 +¢2) >0
untuk (b, +dy, +y, —05) >0 dan (dy + ;) >0
dan untuk memenuhi Ry, > 1 yaitu dimana kondisi pada suatu wilayah dalam
keadaan endemik maka

V28212 >
(b, +dy +y, —05)(dy + @3)

1

dengan
(by +d; + v, —05)(d; + @2) >0
untuk (b, +d, +y, —0g5) >0 dan (dy,+¢,)>0

4.2.4 Analisis Eksistensi dan Ketunggalan
Analisis ini  bertujuan untuk mengetahui bahwa model memiliki

penyelesaian ada dan tunggal, selain itu sebagai representasi dari model yang
dibangun berdasarkan fenomena pada objek pengamatan. Sebelum dilakukan
analisis eksistensi dan ketunggalan dilakukan penyederhanaan sistem terlebih
dahulu pada Persamaan sistem (4.12). Penyederhanaan sistem dilakukan untuk
menekankan terjadinya evolusi model pada subpopulasi yang diamati. Berikut ini

diagram yang menggambarkan perubahan status dari individual.
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Gambar 4.11 Diagram perubahan status dari individual susceptible.

a. Perhatikan model persamaan

ds, S,
E = Ay — dS; — Bauty N_ZIZ — b8, + 045,

Pada waktu t € [t;,t,] € [0, ) interaksi yang terjadi antara individual
susceptible dan individual infected akan menyebabkan perubahan status dari
susceptible menjadi exposed atau tetap menjadi susceptible. Hal ini bergantung
dengan kekebalan tubuh dari susceptible. Ambil sebarang t = §; dimana t; <
61 < t, Interaksi individual (Sj,ij) untuk j =1,2,.....n. yang menyebabkan
terjadinya perubahan secara proposional sebesar p,. Dimana 0 < p, < 1 dengan
t; adalah batas akhir susceptible dan t, adalah batas awal exposed.

Jika € - t, maka individu (sj,ij) ~ e, atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari populasi
Bl 3—212 adalah p,E, ekuivalen dengan (1 — p,)S,.

2

Jika € - t; maka individu (sj, ij) ~ 5}, atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari populasi
Bl fl—zlz adalah p,S, ekuivalen dengan (1 — p,)E,.

2

Dengan demikian untuk setiap t € [ty,t,] € [0,0) terdapat transisi
Ba iy Ifl—zlzsebesar p,E, dan (1 —p,)S, dimana 0 < p, <1 sebagai proporsi

2
artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual si; yang diskontinu

di t = §; dan terdapat individu s; yang kontinu sebagai individu susceptible.

Oleh karena itu model persamaan berikut

ds, S,

P Ay — dyS; — Baitz N_ZIZ — b,yS; + 0,5,
menjadi
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as 4.14
d_tz = Ay —dyS; — (1 —p3)S; — byS; + 045, ( )

b. Perhatikan model persamaan

dE,
dr = pyE; — (dy +v2)E; — bE; + 05E,

Pada waktu t € [t3,t,] € [0,0) individu exposed dapat mengalami
perubahan status menjadi individu infected . Hal ini karena kekebalan tubuh dari
exposed menjadi lemah. Ambil sebarang t = §, dimana t; < §, < t, kekebalan
tubuh individual (ej) untuk j =1,2,....n. yang menyebabkan terjadinya
perubahan secara proposional sebesar q,. Dimana 0 < g, < 1 dengan t; adalah
batas akhir exposed dan t, adalah batas awal infected.

Jika € = t, maka individu (ej) ~ [, atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena virus
dari populasi y, E, adalah q,1, ekuivalen dengan (1 — q,)E,.

Jika € = t3; maka individu (ej) ~ e, atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh lebih kuat dan dapat
melawan virus dari populasi y,E, adalah q,E, ekuivalen dengan (1 — q,)I,.

Dengan demikian untuk setiap t € [t3,t,] € [0,0) terdapat transisi
y,E, sebesar g,1, dan (1 — q,)E, dimana 0 < g, < 1 sebagai proporsi artinya
bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual ej; yang diskontinu di
t = §, dan terdapat individu e; yang kontinu sebagai individu exposed.

Oleh karena itu model peramaan berikut

dE,
- p2E; — (dy +v32)E; — bE; + 05E);

d
menjadi
% =p2E; — (dz +(1- qZ))EZ — byE; + 05k, (415)
c. Perhatikan model persamaan
dl,
dt = Q21 — da2l; — @215

Individu infected pada interval waktu ¢t € [tg, tg] € [0,0) dapat
mengalami perubahan status menjadi recovery. Hal ini karena kekebalan tubuh

dari infected meningkat. Ambil sebarang t = §3 dimana t; < 83 < t, kekebalan
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tubuh individual (ij) untuk j =1,2,....n. yang menyebabkan terjadinya
perubahan secara proposional sebesar u,. Dimana 0 < u, < 1 dengan t; adalah
batas akhir infected dan t, adalah batas awal recovery.

Jika € = tg; maka individu (ij) ~ 1}, atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh meningkat karena virus
melemah di populasi ¢, I, adalah u, R, ekuivalen dengan (1 — u,)I,.

Jika € = t5 maka individu (ij) ~ [j, atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena virus di
populasi ¢,I, adalah u,I, ekuivalen dengan (1 — u,)R,

Dengan demikian untuk setiap t € [ts, tg] C [0, ) terdapat transisi @,I,
sebesar u,R, dan (1 —uy)l,dimana 0 < u, < 1 sebagai proporsi artinya bahwa
pada interval waktu tersebut terdapat individual ij; yang diskontinu di t = &3 dan
terdapat individu i; yang kontinu sebagai individu infected.

Oleh karena itu model peramaan berikut

dl,

dt = ql; — dyl; — @2l
menjadi

dl 416
d_tz = qzl —dyl; — (1 —uy)l, ( )

dan persamaan

dR,
W = @,l, — dyR; — byR; + 06R;
menjadi
dR 417
d_tz == quZ - d2R2 - b2R2 + 0-6R2 ( )

Selanjutnya setelah didapatkan Persamaan (4.14) sampai (4.17) yang telah
direduksi berdasarkan evolusi virus yang terjadi di tubuh individual akan
dilakukan pembuktian bahwa model memiliki penyelesaian dan tunggal dengan
mencari konstanta Lipschitz berdasarkan menggunakan teorema berikut

Terdapat konstanta Lipschitz k(t) yang memenuhi

IF X, ) — (X2, DIl < kOIIXT — X2
sedemikian hingga model sistem berlaku untuk setiap t € R.
Bukti :
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ax()
at

dant € R*. dengan X = {S,E,I,R} € R* maka
Persamaan (4.14), (4.15), (4.16) dan (4.17) dapat dinyatakan dalam bentuk

Misalkan sistem berbentuk f(X(t),t),X(0) = X,, dengan X € R*

dX
FrintA (), 1)
atau dapat ditulis
D2 _ £(5,(0,0) ; U B0,
dt 2\ dt 2N h s
Uz 0,05 Rz _ FRy(0),0)
dt 2\ dt N

Misalkan terdapat elemen-elemen pada himpunan X kontinu sebagian demi
sebagian.
Sy = (S4,53), B, = (ELED), I, = (I}, 13), R, = (R, R3)
Maka akan terdapat f(X1(t),t) dan f(X?(t),t) dengan
X' ={S2,E3, I3, R} }
X2 = {S},E3,13,R }
Selanjutnya akan dicari nilai dari k(t) yang merupakan konstanta

Lipschitz yang memenuhi bentuk berikut

If (X, 0) — FX2(O), Dl < kOIXT = X2l

dengan
a1
If (X1(0),t) — F(X2(0), D = Z;i dinyatakan sebagai a;; = b;; + c;;, dengan
Qa1
i =1,2,3,4, maka
a1
LFX(©),6) = F2 @), Ol = || g2 || = 1bia + caall (4.18)
Qa1

atau

If X1(E), t) — F(X*(), Ol < b |l + llcill.denganl|by || = max;i<p Z;’lzllbij|
Dengan ketentuan a;; < ||bj1 |l + llcill i = 1,2,3,4

Selanjutnya persamaan (4.14), (4.15), (4.16) dan (4.17) dapat dibentuk sebagai
berikut
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Susceptible
a;; = f(S3(), ) — f(S3(6), 1)
ai1 = {Ay —dyS; — (1= p3)S; —byS; + 0485 } —
{Ay — dySF — (1 —pp)S3 — byS3 + 0,57 }
= (0, —dy — (1 —pz) — by)(S; — %)
Menggunakan ketentuan (4.18) maka didapatkan
layill = l(os — dy — (1 = p2) — b3)(S3 — SPI (4.19)
Exposed
az = f(Ez(0),t) — f(EZ(0),¢)
azs = {PzEzl - (dz +(1- QZ))Ezl — byE} + 05E; } -
{PzEzz - (dz +(1- QZ))EZZ — byE§ + o5ES }
= (p2—(dz + (1 —qp)) — b, + 05)(E; — E3)
menggunakan ketentuan (4.18 )maka didapatkan
lazsll = [|(p2 = (d2 + (1 = 42)) = by + 05)(E3 — E3)| (4.20)
Infected
as; = f(I2(6), ) — fUF(0), )
az1 = {qxly — dyl; — (1 —wp) 3} —{qz15 — dp15 — (1 — up)I3}
= (CIZ —d,—(1- uz))(lzl —13)
Menggunakan ketentuan (4.18) maka didapatkan
llas, |l = ”(QZ —d,—(1- uz))(lzl - 122)” (4.21)
Recovery
ay = f(R2(6),0) — f(R3(D),t)
ay1 = {uyR; — dyR; — bR} + 06R3} —{uyR5 — d,R5 — bR + 04R3}
= (up —dy — by +0¢)(R} —R2)
Menggunakan ketentuan (4.18) maka didapatkan
lasll = lCuz — dz — by + 06)(Rz — R (4.22)
Selanjutnya Persamaan (4.18)-(4.22) dapat dibentuk norm sebagai berikut.

a
21

31
Ag1

IF X, 0 = X2, Ol < b ll + lleall,

Q

If X, 0 - X2, 0l = = b1 + cull

Q
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dengan”billl = MaXj<j<n Z?=1|bl]|
a4 (04 —dy — (1 —p2) — by)(S; = 53)
a|| _ (p2 — (dz + (1 — q2)) — by + 05)(E3 — EZ)
431 (qz —dy — (1 —up)) (U2 — 12

a (up — dp — by + 06)(R; — R3)
atau
n
1bis |l = gi?;izlbijl
j=1
layi| = (o4 — dp — (1 = p3) — b)I(IS; — SZ1)
lazq1| = |(P2 - (dz +(1- QZ)) — b, + 05)|(|Ezl - E3])
las.| = |(QZ —d,—(1- uz))l(”zl - 122|)
|ags| = |(uz —da — by + 06)I(IR; — RZ])
maka

la11| < maks{ (o, —dy — (1 —pz) — by)], |P2 - (dz +(1- QZ)) — b, + 05|.
lgz —dy — (1 —uy), lup —dy — by + 0613(1S2 — S31)

|az1| < maks{ (o4 — dy = (1 = p2) = b)), |p2 — (d2 + (1 = 42)) — by + 05,
lqz —dy — (1 —up)l, lup — dy — by + a6|}(|E; — EZ )

|as:| < maks{ (o4 — dy = (1 = p2) = b)), |p2 = (d2 + (1 = 42)) — by + 05,
lqz —dy — (1 = )|, lup — dy — by + a63(I1; = I3)

|ays| < maks{ (o4 — dy = (1 = p2) = b)), |p2 = (d2 + (1 = 42)) — by + 05,
lqz —dy — (1 —up)|, lup — dy — by + a6|}(IR; — R3])

(04 —dy — (1 —p2) — by)(S; — 522)
(Pz - (dz +(1- Clz)) — b, + Us)(E% — E3)
(CIZ —d, — (1- uz))U% - 122)
(up — dp — by + 06)(R; — R3)

loy —dy; — (1 —p,) — b2|,|p2 - (dz +(1 _Clz)) — b, +‘75|

< maks{

(S2 —53)
E} — E2
g2 = dy = (1 = uz)|, [up — dp = by + 06} (21 22)
(12 _12)
(Rz —R})
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atau

(04 —dy — (1 —p2) — by)(S3 — 53) (S1 -5
(po — (dy + (1 — q2)) — by + 05)(E3 — E2) (E} - E?)
(0 — da — (1 — u)) (U2 — 1) <O -2

(u; —dy — by + 06)(RI — R3) (R; — R3)
Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari
k(t) = maks{|o, —dy — (1 —p3) — byl, [p2 — (dz + (1 — q2)) — by + 05,
lgz — d2 — (1 —up)l, lug —dy — by + 06}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu

{|(04)maks —(d,+(1- pz) + bz)min|; |(P2 + Us)maks

— (dy + (1= 42) + b minl, | (@2 maks — (dz + (1 = u2))

min |’

|(uy + Ue)maks —(d, + bz)min I}

atau

{1608 min = (d2 + (1 = p2) + b2 masl, | (P2 + O5)min

(qz)min - (dz + (1 - uz))

— (dy + (1 = q2) + b)) maksl,

maks |’

|(uz + 06)min — (d2 + b2)maks |}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k(t) dilakukan
berdasarkan asumsi bahwa individu infected dapat menyebarkan virus pada
populasi di wilayah dua. Dengan kata lain subpopulasi infected sangat
mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan pada subpopulasi
infected.

Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k(t) =
(92) maks — (dz +(1- uz))min| maka penyebaran virus dalam wilayah dua

sangat luas. Jika (q2)mars dan (ds + (1 —uz))mm maka yang terjadi rate

individu exposed yang menjadi individu infected lebih besar daripada rate
kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh sehingga
memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi Sy, E,, I, R,

diwilayah dua.
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4.3 Model Pada Lintasan

Model pada lintasan adalah model yang menggambarkan terjadinya
penyebaran virus di lintasan. Penyebaran virus terjadi ketika individu susceptible
bergerak ke wilayah lain sehingga berpeluang untuk bertemu dengan individu
infected dari wilayah satu dan wilayah dua di lintasan yang menghubungkan
wilayah-wilayah tersebut.

4.3.1 Konstruksi Model

Populasi di lintasan terbagi menjadi empat subpopulasi berdasarkan
kondisi kesehatan individu, yaitu subpopulasi susceptible, exposed, infected, dan
recovery. Subpopulasi susceptible (S;x); merupakan kumpulan individu sehat
(six) j yang melakukan travelling dari wilayah i ke wilayah k melalui lintasan j.
Subpopulasi susceptible (S;,); merupakan kumpulan (s;,);dari wilayah satu ke
dua melalui lintasan satu. Subpopulasi susceptible (S;,), merupakan kumpulan
(s12), dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua. Subpopulasi susceptible
(S,1)1 merupakan kumpulan (s,;); dari wilayah dua ke satu melalui lintasan satu.
Subpopulasi susceptible (S,;), merupakan kumpulan (s,), dari wilayah dua ke
satu melalui lintasan dua.

Subpopulasi exposed (Ej,); merupakan kumpulan individu masih dalam
masa inkubasi (e;); yang melakukan travelling dari wilayah i ke wilayah k
melalui lintasan j. Subpopulasi exposed (E;,); merupakan kumpulan (e;,), dari
wilayah satu ke dua melalui lintasan satu. Subpopulasi exposed (E;,), merupakan
kumpulan (e;,), dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua. Subpopulasi
exposed (E,;); merupakan kumpulan (e,;); dari wilayah dua ke satu melalui
lintasan satu. Subpopulasi exposed (E,;), merupakan kumpulan (e,;), dari
wilayah dua ke satu melalui lintasan dua.

Subpopulasi infected (/;;); merupakan kumpulan individu masih dalam
keadaan terinfeksi virus (i;); pada saat dilintasan. Individu ini terbentuk dari
individu-inidvidu exposed yang melakukan travelling dari wilayah i ke wilayah k
yang mengalami keadaan transisi dari individu exposed menjadi individu nfected
pada saat dilintasan j. Subpopulasi infected (I;,),; merupakan kumpulan (i;5)

dari wilayah satu ke dua melalui lintasan satu. Subpopulasi infected
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(I,2), merupakan kumpulan (i;,), dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua.
Subpopulasi infected (I,;); merupakan kumpulan (i,,), dari wilayah dua ke satu
melalui lintasan satu. Subpopulasi infected (I,;), merupakan kumpulan (i),
dari wilayah dua ke satu melalui lintasan dua.

Subpopulasi recovery(R;;); merupakan kumpulan individu dalam keadaan
sembuh dari terinfeksi virus (7j;) ; yang melakukan travelling dari wilayah i ke
wilayah k melalui lintasan j. Subpopulasi recovery (R;,); merupakan kumpulan
(r12); dari wilayah satu ke dua melalui lintasan satu. Subpopulasi recovery
(R;2), merupakan kumpulan (r;,), dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua.
Subpopulasi recovery (R,;); merupakan kumpulan (r,,), dari wilayah dua ke
satu melalui lintasan satu. Subpopulasi recovery (R,;), merupakan kumpulan
(r21), dari wilayah dua ke satu melalui lintasan dua.

Setiap individu susceptible, exposed, dan recovery dari wilayah dua dapat
melakukan travelling ke wilayah satu, begitu sebaliknya individu susceptible,
exposed, dan recovery dari wilayah satu dapat melakukan travelling ke wilayah
dua. Individu infected tidak dapat melakukan travelling ke wilayah lain karena
individu infected terisolasi dalam wilayah masing-masing. Namun individu
exposed dapat berubah status menjadi individu infected ketika individu exposed
sudah melewati masa inkubasinya dan sistem kekebalan tubuh individu exposed
melemah karena infeksi virus saat di lintasan.

Penyebaran virus dapat terjadi karena individu exposed dari wilayah satu
mengalami transisi menjadi individu infected saat dilintasan. Penyebaran virus
terjadi saat individu susceptible bergerak dan memiliki peluang untuk bertemu
dengan individu infected pada saat berhenti dipemberhentian yang terdapat di
lintasan. Setiap subpopulasi susceptible, exposed, infected dan recovery di lintasan
mengalami perubahan setiap waktunya. Berikut ini akan dijelaskan laju
perubahan setiap subpopulasi.

a.  Laju Perubahan Subpopulasi Susceptible
Laju perubahan subpopulasi susceptible per satuan waktu tergantung oleh

populasi kelahiran di lintasan per satuan waktu sebesar (A;);. Rate travelling

sebesar (b;x),; yang dilakukan oleh (s;); dari wilayah i ke wilayah k yang
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melintasi lintasan p pindah ke lintasan j per satuan waktu, sedemikian hingga
jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan Y.i; (bi)p;(Sik); =

(bir)pj(Si)j. Hal itu dapat mengakibatkan jumlah individu subpopulasi
susceptible bertambah per satuan waktu.

Namun jumlah individu subpopulasi susceptible dapat berkurang per satuan
waktu karena rate kematian sebesar (d;); dari individu (s;); per satuan waktu,
sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan
Yici(di); (si)j = (du)j (Su); - Rate travelling sebesar (by)j, yang
dilakukan oleh (s;;); dari wilayah i ke wilayah k yang melintasi lintasan j pindah
ke lintasan p per satuan waktu , sedemikian hingga jumlah dari individu ini per
satuan waktu dinotasikan Y., (bix) jp (Sik)j = (bi) jp (Six)j- Selain itu karena

adanya (sj); bergerak dan memiliki peluang untuk bertemu dengan (ipq)j di
lintasan, sehingga terjadi interaksi antara ((sik) j» (ipq)j) yang mengakibatkan
adanya transmisi virus dari (ipq)j ke (sj); dalam selang waktu t € [ty,t;]

sebesar ;. (8; adalah rate transmisi virus dari individu infected kepada individu

susceptible per satuan waktu dan rata-rata banyaknya pertemuan (s;); dengan

(ipq)j sebesar y;. u; merupakan parameter non dimensional. Sedemikian hingga

jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan Y7, ﬁiyi%(ipq)j =

(Sik)j
Bit (Ni) (Ipq)f )

Sehingga dapat dibentuk diagram laju perubahan subpopulasi susceptible per

satuan waktu seperti Gambar 4.12.

’ (dik))
(M) Bik;

—> Si)j ——>

(bir)pj T \L (bire) jp

Gambar 4.12 Diagram subpopulasi susceptible di lintasan
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b.  Laju Perubahan Subpopulasi Exposed

Laju perubahan subpopulasi exposed per satuan waktu dipengaruhi oleh
perubahan status (s;x); menjadi (e;,); karena interaksi antara ((sik) i (ipq)],) ~
(eix) j yang mengakibatkan transmisi virus dari (ipq)j ke (si); sebesar B; dalam

selang waktu t € [t;,t,]. B; adalah rate transmisi virus dari individu infected
kepada individu susceptible per satuan waktu dan rata-rata banyaknya pertemuan

(six) j dengan (ipq)j sebesar p;. u; merupakan parameter non dimensional.

Sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan

GiKdj ¢ (Sir)j . .
?=1Bi“iﬁk)l,-(lpaj = 'Bi”iﬁk)jj(lpaj' Selain itu adanya rate travelling

sebesar (b ),; yang dilakukan (e;;); dari wilayah i ke wilayah k yang melintasi
lintasan p pindah ke lintasan j per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari
individu ini per satuan waktu dinotasikan Y;_;(bi)p; (€ir);j = (bix)pj (Eix) ;.
Hal itu mengakibatkan jumlah individu subpopulasi exposed bertambah per satuan
waktu.

Namun jumlah individu subpopulasi exposed dapat berkurang per satuan
waktu karena rate kematian sebesar (d;); dari individu (e;); per satuan waktu,
sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan

ie1(di)j (ei);j = (di)j (Eyr) ;. Rate travelling sebesar (bjy) j,, yang dilakukan
oleh (e;); dari dari wilayah i ke wilayah k yang melintasi lintasan j pindah ke
lintasan p per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan
waktu dinotasikan Yi_;(by)jp (€ix)j = (bix)jp (eix)j. Selain itu adanya rate
transisi sebesar (y;,); menyatakan perubahan status individu (e;); menjadi
individu (i;); per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per
satuan waktu dinotasikan YL, (Vix) j(ei); = (Vi) j(Eix)j. Sehingga dapat
dibentuk diagram laju perubahan subpopulasi exposed per satuan waktu seperti
Gambar 4.13.
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T (dik))'
Bilki i) j

E—— (Eik)j —>

(bik)pj T \L (bik)jp

Gambar 4.13 Diagram subpopulasi exposed di lintasan

c.  Laju Perubahan Subpopulasi Infected

Laju perubahan subpopulasi infected per satuan waktu dipengaruhi oleh rate
transisi individu sebesar (y;); menyatakan perubahan status individu (ey);
menjadi individu (i;); per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu
ini per satuan waktu dinotasikan}i_; (yi)j(ei); = (Vir);j (Eir);. Hal itu dapat
mengakibatkan jumlah individu subpopulasi infected bertambah per satuan waktu.
Namun jumlah individu subpopulasi infected dapat berkurang per satuan waktu
karena rate kematian sebesar (d;,); dari individu (iz);per satuan waktu
,sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan
Yica(din)j (i) j = (dig)j Uig)j - Selain itu adanya rate transisi sebesar (@) ;
menyatakan perubahan status individu (i;); menjadi individu (73); per satuan
waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan
Yic1(@in)j (i) j = (@i)j (i) ;. Sehingga dapat dibentuk diagram laju

perubahan subpopulasi infected per satuan waktu seperti Gambar 4.14.

(dik))
Vi) j ’ (Pir)

— (y)j ——>

Gambar 4.14 Diagram subpopulasi infected di lintasan
d. Laju Perubahan Subpopulasi Recovery
Laju perubahan subpopulasi recovery per satuan waktu dipengaruhi oleh
rate transisi sebesar (¢;;); menyatakan perubahan status dari individu (iz);
menjadi individu (73 ) ; per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari individu
ini per satuan waktu dinotasikan Y;_;(@;); (iix); = (@u); () ;. Selain itu

adanya rate travelling sebesar (b;),; yang dilakukan oleh (ry); dari wilayah i
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ke wilayah k yang melintasi lintasan p pindah ke lintasan j per satuan waktu,
sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan

te1(bir)pj (ri) j = (bix)pj (Rix)j. Hal itu dapat mengakibatkan jumlah
individu subpopulasi recovery bertambah per satuan waktu.

Namun jumlah individu subpopulasi recovery dapat berkurang per satuan
waktu karena rate kematian sebesar (d;); dari individu (r%); per satuan waktu,
sedemikian hingga jumlah dari individu ini per satuan waktu dinotasikan

ie1(du)j (ru); = (di)j (Ri)j. Selain itu adanya rate travelling sebesar
(bir) jp yang dilakukan oleh (r); dari wilayah i ke wilayah k yang melintasi
lintasan j pindah ke lintasan p per satuan waktu, sedemikian hingga jumlah dari
individu ini per satuan waktu dinotasikan Yi;(bix)jp (i) = (bix) jp (Rix) -
Sehingga dapat dibentuk diagram laju perubahan subpopulasi recovery per satuan

waktu seperti Gambar 4.15.

o, | (@)
—> (Ry);j

(bir)pj T\L (Dire) jp

Gambar 4.15 Diagram subpopulasi recovery di lintasan

Berikut ini terdapat gambar yang menjelaskan daerah-daerah pendefinisian

terjadiinya rate transmisi virus dan rate travelling pada lintasan.

Wilayah 1 Wilayah 2

Lintasanl1

B-
(by) o (b12)21

B1

(b21)12 (b12)12
B, g B

Lintasan 2

Gambar 4.16. Lintasan terjadinya rate transmisi dan rate travelling
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Keterangan :

Bq: Rate transmisi virus dari individu infected kepada individu
susceptible saat individu susceptible bergerak dari wilayah 1
menuju wilayah 2 dan memiliki peluang untuk bertemu dengan
individu infected saat di lintasan di lintasan j per satuan waktu .

By : Rate transmisi virus dari individu infected kepada individu
susceptible saat individu susceptible bergerak dari wilayah 2
menuju wilayah 1 dan memiliki peluang untuk bertemu dengan
individu infected saat di lintasan di lintasan j per satuan waktu.

Rate transmisi virus yang terjadi di lintasan diakibatkan oleh keadaan
transisi individu exposed menjadi individu infected. Berikut ini keadaan individu
exposed saat melakukan perjalanan dari wilayah i ke wilayah k dan rate

travelling yang terjadi

Individu yang melakukan travelling dari wilayah 1 ke wilayah 2
—_— yang melalui lintasan 1 pindah ke lintasan 2 mengalami
perubahan dari keadaan Exposed menjadi keadaan infected. Rate

travelling yang terjadi sebesar (b;3)12

Individu yang melakukan travelling dari wilayah 1 ke wilayah 2
— yang melalui lintasan 2 pindah ke lintasan 1 mengalami
perubahan dari keadaan Exposed menjadi keadaan infected. Rate

travelling yang terjadi sebesar (b;3)21.

Individu yang melakukan travelling dari wilayah 2 ke wilayah 1
yang melalui lintasan 2 pindah ke lintasan 1 mengalami
perubahan dari keadaan Exposed menjadi keadaan infected. Rate

travelling yang terjadi sebesar (b,1).

Individu yang melakukan travelling dari wilayah 2 ke wilayah 1
= | yang melalui lintasan 1 pindah ke lintasan 2 mengalami
perubahan dari keadaan Exposed menjadi keadaan infected. Rate

travelling yang terjadi sebesar (by1)15.
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Dari Gambar diagram subpopulasi (4.12) sampai (4.15) dapat dibentuk
diagram kompartemen untuk menggambarkan penyebaran virus pada populasi di

lintasan yang telah diuraikan seperti Gambar 4.17:

(dy3) (d12)1 (d12)1 (dy,)
(A12)1 T . Puta T V121 T (‘P12)1T =
> (S12)1 > (E12)1 (I12)1 (Ri2)1
N\
(b12)12 (b12)21 (1) (b12)21 (b12)12 (B12)23
\
(S12)2 (E12)2 (I12)2 > (R12):
(A12)e Biia (Y12)2 (012)
(d12)> l l L e @y,
(dyy), (d12)2
(dyy)s T (d21)1 /I\ (d21)1 /[\ (dyo):
(A1 Bau ! (Y211 (P21)1
| (S2i1 (E21)1 (U211 (R21)1
/
b21)21
(b21)12 (b21)21 (b1 (b21)21 (b21)12 (bza)
A \

m (E21)2 > (I12)2 > (Rz1)2

(Az21)2 |
‘ (dy1), Battz \L (r21)2 l (921)2 l (dy),
(dy1), (d21)2

Gambar 4.17. Diagram Kompartemen pada lintasan
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Berdasarkan Gambar 4.17 dapat dibentuk suatu sistem model epidemik

pada lintasan sebagai berikut:

d(Su) ik)
dk ! = (Alk)] (dlk)](slk)] ZBL Hi (Nk)] (IPQ)'

+ Zl(bik)pj Sik)p — le(bik)jp (Si)j

d(El )j ik)
— Zﬁl l(Nk)j q)j - (dik)j(Eik)j - (Vik)j(Eik)j

+ Z(blk)p] (Elk)p Z(blk)]p (Elk)]

p= b=
dliy)

(df)j = (Vi) j(Ei)j — (dir) i) j — (@ir) jUir)
d(R;

(d k)] - ((plk)] (Ilk)] (dlk)] (le)] + Z(blk)p] (le)p

p=
- Z(bik)jp (R
p=1

denganai # k ,p # q
i = 1,2 adalah banyaknya wilayah asal, j = 1,2 adalah banyaknya lintasan ,
k = 1,2 adalah banyaknya wilayah tujuan.

Namun model lintasan telah diasumsikan bahwa kelahiran dan kematian
diabaikan. Oleh karena itu pada laju subpopulasi susceptible, populasi kelahiran
(Ajr); menjadi rate kelahiran dari total populasi dan diberikan parameter yang
sama dengan rate kematian yaitu sebesar (d;;);(Nj);. Maka model pada lintasan

menjadi

d(Slk)]

= (dlk)j (le)] (dlk) (Slk)j Z .31 l(le))j ( q)j

+ Z(bik)pj (S - Z(buaj,, (Su0);
p=1 p=1
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d(El ) 2 )
—Ck z Bitti (Nk)] q)j — (di) j(Eir)j — ur) j(Eir) (4.23)

+ Z(blk)p] (Elk)p Z(blk)]p (Elk)]

d(Iix)
dt

d( lk)]

= (Vi) j(Ein) j — (dir) jUi) j — (@ix) jUi)

= ((plk) (Ilk)j (dlk)] (le)j + Z(blk)p] (le)p

— Z(bik)jp (Rix)
p=1

dengani # k,p # q
i = 1,2 adalah banyaknya wilayah asal, j = 1,2 adalah banyaknya lintasan ,
k = 1,2 adalah banyaknya wilayah tujuan.
Diberikan nilai awal yaitu

(Si)j(0) = Sary;0  » Eid j(0) = Eqiyj0) (i) j(0) = Loy 0

» (Ri) (0) = Riry,(0)

dan kondisi batas
tli_)rg(sik) () = Smaks

0% (i)

oz < 0, (I); tidak bergerak atau diisolasi di lintasan

Total populasi pada lintasan
(Nik)j = Su)j + Eu)j + Up)j + (Rig)
Dimana (Sy.); (t), (Ey);(£), (i) j (), (Rix) j(€) > 0
Berikut ini keterangan dari model pada lintasan:
(Si)j : Subpopulasi Susceptible dari wilayah i menuju wilayah k melalui
lintasan j
(Eix);: Subpopulasi Exposed dari wilayah { menuju wilayah k melalui
lintasan j
(Iix)j: Subpopulasi Infected dari wilayah i menuju wilayah k melalui

lintasan j
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(Rir) j:

Bi

Hi *

(bir) jp:

(Vik)ji

(dix)

(fpik)ji

(Nit) j

Subpopulasi Recovery dari wilayah i menuju wilayah k melalui
lintasan j

Rate transmisi saat individu susceptible bergerak dari wilayah i
menuju wilayah k' dan memiliki peluang untuk bertemu dengan
individu infected dari wilayah p menuju wilayah g saat di lintasan di
lintasan j per satuan waktu

Rata-rata banyaknya pertemuan individu susceptible bertemu dengan
individu infected

Rate travelling dari wilayah i menuju wilayah k melalui lintasan j
pindah ke lintasan p per satuan waktu

Rate transisi dari subpopulasi Exposed menjadi subpopulasi nfected
dari wilayah i menuju wilayah k melalui lintasan j per satuan waktu
Rate kematian dan kelahiran dari wilayah i menuju wilayah k
melalui lintasan j per satuan waktu

Rate transisi dari subpopulasi infected menjadi subpopulasi Recovery
dari wilayah i menuju wilayah k melalui lintasan j per satuan waktu

Total populasi dari wilayah i menuju wilayah k melalui lintasan j

Dari Model (4.23) dapat diuraikan sebagai berikut:

d(S12)1
dt

d(S12)2
dt

d(S21)1
dt

d(S21);
dt

= (d21)2(N21)2 — (d21)2(S21)2 — Boble 7o~

= (dlz)l(uvl;)l — (d12)1(S12)1 — Buta ((Nf)ll (12)s
_ﬁl Ha (N12)1 (121)1 + (b12)11(512)1 + (b12)21(512)2
_(b12)11(512)1 - (b12)12(512)1 ( )

= (d12)2((N12))2 - (d12)2(512)2 - .31/11 (Nl ) (112)2

Bt 222 () + (Bradia(S1ds + (i) (i)
(N12);
_(b12)21(512)2 - (b12)22(512)2 ( )
= (d21) (éV21))1 - (d21)1(521)1 - .BZMZ (N21)1 (112)1
_.82 Uz (N21)1 (121)1 + (b21)11(521)1 + (b21)21(521)2

_(b21)11(521)1 - (b21)12(521)1
( 21)2

(Ny1)s (I12);
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d(E12)1
dt

d(E13),
dt

d(E21)1 —

dt

d(E21)2 —

dt

d(l12),
dt
d(I12);
dt
d(I51)4
dt
d(I31)2
dt

d(R12)1
dt

d(R12)>
dt

d(R31)4
dt

d(R21)>
dt

Total pop
d(Ny);

(S21)2

—Balt2 m (I21)2 + (b21)12(S21)1 + (b21)22(S21)2
(b21)218521)2 - (b21)22((~§21))2

Bt (Nllzz)i (I12)1 + Bia (Nllzz)ll (I21)1 — (d12)1(E12)1
—((V12))1((E12))1 + (b12)11(E12)1 + (b12)21(E12)2 — (b12)11(E12)4
—(b12)12(E12)1

= Bun ((N)) (12)2+fan ((N)) (I21)2 = (d12)2(E12)
—(112)2(E12)2 + (b12)12(E12)1 + (b12)22(E12)2 — (b12)21(E12)2
—(b12()22()E12)2 1)
Battz (Ni)ll (hdy + Battz 7y~ (Uands = (dan)a (Ba)s
—8;21%1(521)3 + (b21)11(E21)1 + (b21)21(E21)2 — (b21)11(E21)1
—(b21)12(E21)1
Bty 7 (521), (li2)2 + Bably 7o~ 21)s (I21)2 — (d21)2(E21)-

(N21)2 (NZI)Z
_(VZI)Z(EZI)Z + (b21)12(E21)1 + (bZI)ZZ(EZI)Z - (b21)21(E21)2
_(b21)22(E21)2

= (V12)1(E12)1 — (d12)1(112)1 — (@12)1(J12)4
= (V12)2(E12)2 = (d12)2(112)2 = (912)2(1h2)2
= (V20)1(E21)1 = (d21)1(I21)1 = (@21)1(T21)4
= (121)2(E21)2 = (d21)2(Iz1)2 = (921)2(I21)2

= (¢12)1(I12)1 — (d12)1(R12)1 + (b12)11(R12)1 + (b12)21(R12):
—(b12)11(R 12)1 — (b12)12(R12)1

= (¢12)2(112)2 — (d12)2(R12)2 + (b12)12(R12)1 + (b12)22(R12):
—(b12)21(R12)2 — (b12)22(R12)>

= (¢21)1U21)1 — (d21)1(Rz1)1 + (b21)11(R21)1 + (b21)21(R21)2
—(b21)11(R21)1 — (b21)12(Ra1)1

= (¢21)2(I21)2 — (d21)2(R21)2 + (b21)12(R21)1 + (b21)22(R21)2
—(b21)21(R21)2 — (b21)22(R21):

(4.24)

ulasi dari Sistem (4.23) di lintasan didapatkan sebagai berikut:
d(S.): d(E.): d(I..): d(R.):
— ( lk)]+ ( lk)]+ (lk)]_l_ ( lk)j

dt

dt dt dt dt
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_ Z(bik)p 5 (Si)p + Eudp + Ridyp)

p=1

- Z(bik)jp (Su)j + (Ei)j + (Ri) ;) (4.25)
p=1
dengani=1,2,j=1,2,dank = 1,2
dengan

Nj = ((N12)1’(N12)2’(N21)1,(N21)2)T

dan

Sj = ((512)1, (S12)2, (521)1:(521)2)T
Ej = ((E12)1,(E12)2,(Ez1)1, (521)2)T
Rj = ((R12)1» (R12)2» (R21)1: (R21)2)T

maka Persamaan (4.25) dapat dibentuk kedalam matriks sebagai berikut

[d(N12)1]
dt
d(N1z), —(b12)12 (b12)2n O 0 [(S12)1 + (Ei2)1 + (Riz)1]
dt  |[_| (b1p)1, —(b 12)21 0 0 | (S12)2 + (E12)2 + (Ri2)2 |
d(Nz1)1 0 —(b21)12 (b21)21 [(521)1 + (E21)1 + (R21)1
dt 0 0 (b21)12 —(b21)2111L(S51)2 + (E21)2 + (Rz1)
d(N31),
dt
—(b12)12 (b13)yy 9 (512)1 + (E12)1 + (R12)1]
% = | (1)1 —(b 12)21 0 (512)2 + (E12)z + (R2), (4.26)
dt 0 —(b21)12 (b21)21 (S21)1 + (E21)1 + (Ra1)s
0 0 (b21)12 —(b21)2111(S21); + (E21)2 + (Rz1)
dengan memisalkan matriks
—(b12)12 (b12)21 8 8
= | (1212 —(b 12)21
i ~(b2)12 (b2
0 0 (b21)12 —(ba1)21
Matriks A adalah matriks singular. Berikut ini dibuktikan bahwa A adalah matriks
singular.
—(b12)21 0 0
|Al = —=(b12)12 0 —(bz1)12 (ba1)21
0 (b21)12  —(b21)21
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(b12)12 0 0
_(b12)21 0 _(b21)12 (b21)12
0 (b21)12 _(b21)12

= (b12)12(b12)21((b21)12 (b21)21 - (b21)12(b21)21)
_(b12)21(b12)12 ((b21)12(b21)21 - (b21)12 (b21)21)

= 0
karena A adalah matriks singular, maka persamaan (4.26) yaitu
—(b12)12 (b12)yy O 0 [(512)1 + (E2)1 + (R12)1]
dan; _| i) —h1)en 0 0 | (S12)2 + (E12)2 + (Ri2)2 |
dt 0 0 ~b2)12 (B21)21 [|(S20)1 + (Bz1)1 + (Ren)s
0 0 (b20)1z —(b21)2101(S31); + (E21)z + (Ra1)
menjadi
an; _
dt
atau
d(Ny);
a

Artinya tidak terjadi perubahan total populasi di lintasan, dengan kata lain

total populasi di lintasan adalah konstan. Hal ini terjadi karena kelahiran dan

kematian bernilai sama pada model dengan kata lain kelahiran dan kematian

diabaikan pada model di lintasan.

4.3.2 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan model epidemik pada lintasan adalah titik yang

diperoleh ketika Sistem (4.23) berada pada keadaan setimbang. Keadaan

setimbang adalah keadaan dimana perubahan populasi sepanjang waktu adalah

nol. Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu keadaan tidak terjadi

penyebaran virus dalam suatu populasi sehingga (1) j, (Ipq)j =0.

Titik kesetimbangan bebas penyakit diperoleh ketika sistem
d(Si); _ O,d(Eik)j _ O,d(lik)j _ O,d(Rik)j _ 0

dt dt dt dt
Sistem (4.23) didapatkan
d(Iix)
P i) jEu)j — diw) jUir) j — (@i) jUi) j = 0
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diperoleh  (Ej); = O untuk (y4); > 0dan (dy); + (@i); >0

d El L
( k)] Zﬁl K k)j q)j_(dik)j(Eik)j_ Vir) j(Eix) j

(N,
2
+ Z(bik)pj (Ei)p — Z(bik)jp (Eu) =0
p=1 p=1
diperoleh  (Ej), = Ountuk ¥2_;(by)p; > 0

d( lk)]

- ((plk)] (Ilk)j (dlk)] (le)j + Z(blk)p] (le)p
— Z(bik)jp (Ry);j =0
p=1

2 2

= Z(bik)pj (Ri)p — | (di)j + Z(bik)jp (Rir)j = 0(4.27)
p=1 p=1

i=1,2,j=12dank =12

Untuk mengetahui nilai dari (Rj,), dan (R;); pada Persamaan (4.27), maka

Persamaan (4.27) dapat dibentuk kedalam sebuah matriks sebagai berikut:

dengan
Rj = ((R12)1, (R12)2, (R21)1, (R21)2)T
Sehingga
[~z G OO
| = | (b12)12 (12)21 0 0
dt 0 —(b21)12 (b21)21
0 0 (b21)12 —(b21)21

(d), 0 0 07
0 (diz), O 0 lr. =0
0 0 (dz)1 O /
0 0 0 (dz1)2 J

atau dapat ditulis

[ (di2)1 O 0 0 1]
%zlA— 0 (d12)2 0 0 |R=0
dt 0 0 (d)1 O )

0 0 0 (dz1)2
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dimana telah dibuktikan sebelumnya bahwa A adalah matriks singular. Ini berarti

(d12)1 0 0 0

0 (dyp) 0 0 . ) )
A— 1272 adalah matriks non singular. Sehingga untuk
[ I 0 0 (dz)1 O J 8 &8

0 0 0 (d21):
memenuhi % = 0 maka R; = 0 dengan kata lain didapatkan nilai dari

(Rix)j =0

maka persamaan

( i ) it)
ik - (dlk) (le)j (dlk)j(Slk)] Zﬁl l(Nk)]] ( pQ)
+ Z(bik)pj (Sikdp — Z(bik)jp (Si) =0
p=1 p=1
diperoleh Zp 1(bi) pj '
lk)] p=1(blk)]p (Slk)p

Sehingga didapatkan titik setimbang bebas penyakit pada lintasan yaitu

* * * * Zg:l(bik)pj
((Siw);) » (Ew)j)  (U);) . ((Rw);) ) = <m (Sir)ps 0,0,0>

Untuk (by)p; = 0,jikap = j

4.3.3 Bilangan Reproduksi Dasar Pada Lintasan

Bilangan reproduksi dasar merupakan parameter yang digunakan untuk
mengetahui tingkat penyebaran suatu virus pada lintasan. R, dari Sistem (4.23)
dapat dicari dengan mengasumsikan populasi dapat dikelompokkan kedalam 16
kompartemen. Diberikan x = ((Sik)j, (Ei) j» Uix) j» (Rik)j,)T dengan i =
1,2,j=12dan k=12 dan (Si)j, (Eix)j, (i), (Rix)j = 0. Diberikan X,
adalah himpunan state yang tidak nol saat bebas penyakit dan didefinisikan
sebagai berikut

X ={(Su); > 0|(E)j = 0,U)j = 0,(Ry); = 0 }

Untuk menghitung nilai dari R, didefinisikan F;(x) adalah laju dari kemunculan
infeksi baru pada kompartemen i, sedangkan V;” (x) adalah laju dari perpindahan

individu keluar dari kompartemen i dan V;"(x) adalah laju dari perpindahan
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individu masuk ke kompartemen i. Model penyebaran penyakit terdiri dari

kondisi awal non negatif dengan persamaan sistem sebagai berikut.

% = fi(x) = F;(x) = V;(x),i =1, ...,ndengan V;(x) = V" (x) — V;* (x).

Dari Sistem (4.24) didapatkan

Fi = (F1, F2, F3, Fa, Fs, Fe, F7, Fa, Fo, Fro, Fi1, Fiz, F1z, F1ar Fus Fre)”
dengan F; adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (E;5)4

F, adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (E;;),
F5 adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (E,;),
F, adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (E5;)-
Fs5 adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (/)4
F¢ adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (I;5),
F, adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (/5;)
Fgq adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (/)
Fq adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (R;3)4
F,o adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada komparteme(R;5),
F,1adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen(R,4)4
F,,adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen(R,4),
F,3 adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (S;,);
F,4 adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (S;,),
F,s adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (S,1)4
F,eadalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen (S, ),

Sehingga didapatkan
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(S12)1 (S12)1
Bt o~ (Nip): (It + Bt 7o~ (N1

F1 (S12)2 (S12)2
7, Bit W), (I12)2 + Prts 7o~ Na)s (I21)2

Fs (S21)1 (S21)1
Fa Bau (N21)1 (21 + Batly 70—~ Nys

(S21)2 (S21)2
T
T: B2l (N21)2 (I12)2 + Patly 7o N0,

(I21)1

(I21)1

(121)2

I
(e}

el elolelololoNolelole)

Selain itu, dari Sistem (4.24) didapatkan
V() = V5, V5, Vs, Vi Ve, Ve Vi Vi Vs, Vio, Vi, Via, Vi, Vi Vis, Vie)
Dengan V; adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen (E;,)4
V; adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen (E;,),
V5 adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(E,),
V, adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(E,,),
V< adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(/;,)
V; adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(/;5),
V7 adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen (/5;)
Vg adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(I5;),
Vs adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen (R;,)
Vi, adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(R;;),
V1; adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(R,),
V1, adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(R,,),
V13 adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen (S;,)4

V1. adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(S;,)-
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Vi: adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen (S3;);

Vi, adalah laju perpindahan individu keluar dari kompartemen(S,;),

Sehingga didapatkan
vy ((d12)1 + (Y12)1 + (b12)12) (E12)4
Vy ((d12)2 + (Y12)2 + (b12)21)(E12):
Vi ((d21)1 + (V20)1 + (b21)12) (E21)4
Vi ((d21)2 + (Ya1)2 + (b21)21) (E21)
Vs ((d12)1 + (912)1)U12)1
Ve ((d12)2 + (912)2)U12)
123 ((d21)1 + (921)1)Uz1)1
- i Vs | ((d21)1 + (@21)2)U21)2
VOO v 1T (@i + (i) Ren)s
171:0 ((d12)2 + (b12)21)(R12)
Vl_l ((d21)1 + (b21)12) (R21)4
Vl_z ((d21)2 + (b21)21) (R21)2
V1_3 ((b12)12 + (d12)1)(S12)1
1];1_4 ((b12)21 + (d12)2)(S12)2
V1_5 ((b21)12 + (d21)1)(S21)1
16 ((b21)21 + (d21)2)(S21)-
dan didapatkan

Vi) = (W, V5V, V)V, Ve, Vi, Vg, Ve, Vi, Vi, Vi, Vis, Vi, Vis, Vie)

Dimana V;" adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen (E;5),
V5 adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen (E;,),
V3 adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(E5;),
V,+ adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(E,;),
V<" adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen (/)4
V; adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(l;5),
VY adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen (I5);
Vg adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(l,;),
Vs adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen (R;,);
;4 adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(R;5),
V{| adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(R,;),
V{, adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(R,;),
V[ adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen (S;,),

P/, adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(S;5),
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V% adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen (S,;);

V[ adalah laju perpindahan individu masuk dari kompartemen(S,;),

Sehingga didapatkan
zﬂ_ (b12)21(E12).
2+ (b12)12(E12)1
vﬁ_ (b21)21(E21)
Vi (b21)12(E21)1
175+ (Y12)1(E12)1
Ve (V12)2(Er2)2
1z (V21)1(E21)1
+ _ Ve _ (r21)2(E21):
VI = e 1= (@il + Br)on (Riz)2)
v ((@12)2(I12)2 + (b12)12(R12)1)
2 ((921)1U21)1 + (b21)21(R21)2)
v ((@21)2(I21)2 + (b21)12(R21)1)
Vi ((d12)1(N12)1 + (b12)21(S12)2)
v ((d12)2(N12)2 + (b12)12(S12)1)
Vi ((d21)1(N21)1 + (b21)21(521)2)
Vi ((d21)2(N21)2 + (b21)12(S21)1)

Dengan persamaan sistem berdasarkan (Driessche & Wetmough, 2002) sebagai
berikut.

% = fi(x) = Fi(x) = Vi(x),i = 1, ...,n dengan V;(x) =V, (x) — V;* (x).
didapatkan
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(512)1 ( 12)1

Bty (N12)1 (I + Bt 7o~ (Nip): (211
(S12)2 (512)2
Bt (N12)2 (I12)2 + B 7o~ (Nip)s (I21)2
(S21)1 (S21)1
Battz (N21)1 (1)1 + Botty 7~ (Ny1)q (I21)1
(S21)2 (S21)2
Battz (N21)2 (I12)2 + Baby 7o (N,1), (I21)2
0
Ti — 0 dan
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0

((d12)1 + (r12)1 + (b12)12) (E12)1 — (b12)21(E12)2
((d12)2 + (Y12)2 + (b12)21) (E12)2 — (b12)12(E12)1
((d21)1 + (Y21)1 + (b21)12) (E21)1 — (b21)21(E21)2
((d21)2 + (Y21)2 + (b21)21) (E21)2 — (b21)12(E21)1
((d12)1 + (@12)1)U12)1 — 12)1(E12)1
((d12)2 + (@12)2)U12)2 — (V12)2(E12)2
((d21)1 + (@21)1)U21)1 — 20)1(E20)1
V= ((d21)2 + (921)2)U21)2 — (Y21)2(E21)2 (4.28)
: ((d12)1 + (b12)12)(R12)1 — ((@12)1U12)1 + (b12)21(R12)2) '
((d12)2 + (b12)21)(R12)2 — ((@12)2(I12) 2 + (b12)12(R12)1)
((d21)1 + (b21)12)(R21)1 — ((@21)1U21)1 + (b21)21(R21)2)
((d21)2 + (b21)21) (Rz1)2 — ((921)2(I21)2 + (b21)12(R21)1)
((b12)12 + (d12)1)(S12)1 — ((d12)1(N12)1 + (b12)21(S12)2)
((b12)21 + (d12)2)(S12)2 — ((d12)2(N12)2 + (b12)12(S12)1)
((h21)12 + (d21)1)(S21)1 — ((d21)1(N21)1 + (b21)21(S21)2)
((h21)21 + (d21)2)(S21)2 — ((d21)2(N21)2 + (b21)12(S21)1)

yang harus memenuhi asumsi - asumsi berikut.

1. Jika (Su)j (Ei) j» i) j» (Rig) j = 0, maka F;(x), Vi (x), V" (x) 2 0

Artinya individu pada subpopulasi susceptible, exposed, infected, dan
recovery ada dan apabila terjadi kontak individu susceptible dengan individu

infected maka dapat memunculkan individu infected baru dan mengakibatkan
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perubahan pada masing-masing subpopulasi. Sehingga F;, V", V;* dari model

terpenuhi, yaitu sebagai berikut:

Dengan

:811

322

ﬁZZ

dan

Bll

( 12)1
(N12)1
( 12)2
(N12)2
( 21)1
(N21)1
( 21)2
(NZI)Z

Bl Hq (112)1

:81 H (112)2

:82 Uz (112)1

BZ U2 (112)2

( 12)1
(N12)1

( 12)2
(N12)2

( 21)1
(N21)1

( 21)2
(N21)2

(I12)1 =0

(I12)2 =

(I12)1 =0

(li2)2 =
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( 12)1
(N12)1
( 12)2
(NIZ)Z
( 21)1
(N21)1
( 21)2
(N21)2

Brus 7~ (U214

Bt 7o~ (I21)2

Btz 7o (Iz1)1

Bty = (I31)

( 12)1
(N12)1

( 12)2
(N12)2

( 21)1

ﬁll

1811

B2z

( 21)2

ﬂZ Z(N 1)

(N21)1

(I21)1 =20

(Iz1)2 =

(I21)1 =20

(121)2 = 0.



dan

((di2)1 + (Y12)1 + (b12)12) (E12)1

Vi(x) =

((d12)2 + (Y12)2 + (b12)21) (E12)-

((d21)1 + (Y201 + (b21)12) (E21)4

((d21)2 + (V21)2 + (b21)21) (E21)2
((d12)1 + (P12) D) U12)4
((d12)2 + (912)2)U12),
((d21)1 + (@201 U211
((d21)2 + (©021)2)(U21)
((d12)1 + (b12)12) (R12)1
((d12)2 + (b12)21)(R12)
((d21)1 + (b21)12)(R21)1
((d21)2 + (b21)21) (R21)-
((h12)12 + (d12)1)(S12)1
((b12)21 + (d12)2)(S12)2
((b21)12 + (d21)1)(S21)1

((b21)21 + (d21)2)(S21)2
Dengan ((d12)1 + (Y12)1 + (b12)12)(E12)1 = 0;
((d12)2 + (r12)2 + (b12)21)(E12)2 = 0
((d21)1 + (21 + (b21)12)(E21)1 = 0
((d21)2 + (r21)2 + (b21)21) (E21)2 = 0;

((d12)1 + (@12)1)U12)1 = 0;
((d21)1 + (@21)1)U21)1 = 0;

((d12)1 + (b12)12)(R12)1 2 0;
((d21)1 + (b21)12)(R21)1 = 0;
((b12)12 + (d12)1)(S12)1 = 0;
((b21)12 + (d21)1)(S21)1 = 0;
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((d12)2 + (@12)2)U12)2 = 0;
((d21)2 + (921)2)(I31)2 = 0;
((d12)2 + (b12)21)(R12)2 = 0;
((d21)2 + (b21)21)(Rz1)2 = 0;
((b12)21 + (d12)2)(S12)2 = 0
((b21)21 + (d21)2)(S21)2 = 0.



ViH(x) =

(b12)21(E12).
(b12)12(E12)1
(b21)21(E21)
(b21)12(E21)1
(Y12)1(E12)1
(Y12)2(E12)2
(V21)1(E21)1
(Y21)2(E21)2
((@12)1U12)1 + (b12)21(R12)2)
((@12)2(I12)2 + (b12)12(R12)1)
((921)1U21)1 + (b21)21(R21)2)
((p21)2Uz1)2 + (b21)12(R21)1)
((d12)1(N12)1 + (b12)21(S12)2)
((d12)2(N12)2 + (b12)12(S12)1)
((d21)1(N21)1 + (b21)21(S21)2)
((d21)2(N21)2 + (b21)12(S21)1)

dengan
(b12)21(E12)2 = 0;
(b21)21(E21)2 2 0;
(r12)1(E12)1 = 0;
(Y21)1(E21)1 = 0;
((@12)1I12)1 + (b12)21(R12)2) > 0;
((021)1Uz1)1 + (b21)21(R21)2) = 0;
((d12)1(N12)1 + (b12)21(S12)2) = 0;
((d21)1(N21)1 + (b21)21(S21)2) = 0;

(b12)12(E12)1 2 0;
(b21)12(E21)1 = 0;
(Y12)2(E12)2 = 0;
(Y21)2(E21)2 = 0;

((@012)2(I12)2 + (b12)12(R12)1) = 0;
((021)2(I21)2 + (b21)12(R21)1) = 0;
((d12)2(N12)2 + (b12)12(S12)1) = 0;
((d21)2(N21)2 + (b21)12(S21)1) = 0.

2. Jika (Iy);, (Ey)j =0 maka Vi = 0. Secara khusus, jika x € X;, maka

Vi_ =0

Artinya jika subpopulasi infected dan exposed kosong, maka tidak ada

individu yang keluar dari kompartemen melalui kematian dan infeksi.

((d12)1 + (V12)1 + (b12)12) (E12)1 = 0;
((d12)2 + (12)2 + (b12)21)(Er2)2, = 0;
((d21)2 + (r21)2 + (b21)21) (E21)2, = 0;
((d21)1 + (r21)1 + (b21)12)(E21)1 = 0;

((d12)1 + (@12)1)U12)1 =0
((d21)1 + (@21)1)U21)1 =0;
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((d12)2 + (912)2)U12)2 = 0;
((d21)2 + (@21)2)U21)2 = 0;



3. F;=0,jikai >m.Dengani = 16danm = 8

Artinya jika munculnya infeksi baru adalah nol maka populasi
(Eix) j» Uix)j = 0. Dengan kata lain tidak terjadi munculnya infeksi baru yang
diakibatkan oleh individu infected maka tidak ada pula individu dalam keadaan
exposed.

4. Jikax € X,, maka F;(x) = 0 dan V;" = Quntuk i = 1, ..., m.

Artinya jika populasi dalam keadaan bebas penyakit maka tidak muncul
infeksi baru yang disebabkan oleh individu infected dan tidak ada perpindahan
individu masuk menjadi subpopulasi infected

(Eu)j Uu)j =0
5. Didefinisikan DFE adalah titik kesetimbangan bebas penyakit, dengan f
terbatas ke X. Jika populasi ada disekitar DFE, maka populasi akan kembali

ke DFE menurut linearisasi sistem:

af;
x = Df (x9)(x — x),dengan Df (x,) = %

J

Setelah memenuhi 5 asumsi maka persamaan (4.28) dapat diketahui bahwa
populasi yang terinfeksi adalah (Ej); dan (I;;); maka m = 8. Dengan titik
setimbang (Ej); = 0,(I;); = 0 dan dapat dibentuk kedalam titik kesetimbangan

bebas penyakit yaitu

(((Sik)j)*: ((Eik)j)*: ((Iik)j)*' ((Rik)j)*) = (M (Sir)ps 0'0'0>

2%}:1(bik)jp

dengan menggunakan Lemma 2.1 didapatkan

Fi= B % (lhz)1 + Br % (I21)1
Fr= ﬁlﬂl%(hz)z + ﬁlul%(bl)z
F3 = ﬁz#z%(hz)l + BZMZ%UZl)l
dan
Vi = ((di1 + (121 + (b12)12) (B12)1 — (b12)21(Er2):
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1, = ((d12)2 + (¥12)2 + (b12)21) (E12)2 — (b12)12(E12)1

Vs = ((d21)1 + (¥21)1 + (b21)12) (E21)1 — (b21)21(E21):
V, =((d21)2 + (¥21)2 + (b21)21)(E21)2 — (b21)12(E21)4
Vs = ((d12)1 + (12)1) U12)1 — (Y12)1(E12)1
Ve = ((d12)2 + (912)2)(112)2 — (¥12)2(E12)2
Vy = ((d21)1 + (921)1)Uz21)1 — (¥21)1(E21)1
Vg = ((d21)2 + (921)2) U21)2 — (Y21)2(E21):

Maka matriks F adalah
0F, 0F, 0F, 0F, 0F; 0F, J0F, 0F,
a(EIZ)l a(EIZ)Z a(EZI)l a(E21)2 a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2
dF, dF, dF, dF, daF, dF, dF, daF,
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez1)1 0(Ez1)2 0(U12)1 0U12)2 0Uz1)1 0Uz1)2
0F, 0F, 0F, 0F, 0F, 0F, 0F; d0F,
a(EIZ)l a(EIZ)Z a(EZI)l a(E21)2 a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2
0F, 0F, 0F, 0F, 0F, 0F, dF, 0F,
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez1)1 0(Ez1)z 0(U12)1 0U12)2 9Uz1)1 0Uz1)2

F=1 a7, oFr, 0oF, 0F, 0Fs 0Fs 0OF, 0Fs
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez1)1 0(Ez1)2 0(l12)1 0(12)2 9(z1)1 0(U21)2
0F¢ 0F¢ 0F¢ 0F¢ 0F¢ 0F¢ 0F¢ 0F¢
0(E12)1 0(E1z); 0(Ez1)1 0(Ez1), 0(l12)1 0(l12)2 9(lz1)1 0(Uz1)2
d0F, d0F, dF, dF, 0F, dF, dF, dF,
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez1)1 0(Ez1), 0(12)1 0(12)2 9(Uz1)1 0(U21)2
0Fg 0Fg 0Fg 0Fg 0Fg 0Fg 0Fg 0Fg
0(E12)1 0(E1z); 0(Ez1)1 0(Ez1)z 0(l12)1 0(l12)2 9(lz1)1 0(U21)2
dengan
0F; _ (0. (N12)1) — 18111 (S12)1U12)4 n (0. (N12)1) — 181441 (S12)1 (U211
d(E12)1 ((N12)1)? ((N12)1)?
=0;
0F; ~ 0 d0F, — 0 0F, — 0
0(E12): 9(Ez1)4 9(E21)2
0F,; _ (B111(S12)1(N12)1) — 1111 (S12)1U12)1
9(I12)1 ((N12)1)?
+ (0 X (N12)1) — 18111 (S12)1U21)1
((N12)1)?
= Pl ;
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0F,

0(112)2
0F; 0+ (B1#41(S12)1(N12)1) — (0 X By 141 (S12)1(I21)1) — Bty
d(I31)1 ((N12)1)? '
0F; — 0 J0F, —0
d(I21)2 ' 9(E12),
0F, _ (0. (N12)2) — 11141 (S12)2(I12)2 n (0. (Ny2)2) — 181441 (S12)2(U21)2
0(E12)2 ((N12)2)? ((N12)2)?
=0;
a(aEZh -0 e =" s =
0F, _ (B1u1(S12)2(N12)2) — 16101 (S12)2(I12)-
d(I12) ((N12)2)?
n (0. (N12)2) — 18111 (S12)2(I21)-
((N12)2)?
= P11;
d0F, _ 0
d(I31)1 '
0F, —0 + (B1#1(S12)2(N12)2) — (0. By 141 (S12)2(I21)2) = By
0(I21)2 ((N12)2)?
0F; 0F;
0 0
0F3 _ (0. (N21)1) — 1B2u5(S21)1U12)4 n (0. (N21)1) — 1B202(S21)1(I21)4
0(E21)1 ((N21)1)? ((N21)1)?
=0;
0F;
d(Ez1). =0
0F; (B212(S21)1(N21)1) — (0. B2z (S21)1(U12)1)
9 (W00)? HO= Fotla
0F; — 0
d(I12)2 '
0F; _ (0. (N21)1) — (1B2u2(S21)1(12)1)
d(I31)1 ((N21)1)?
n (B22(S21)1(N21)1) — (112 (S21)1(I21)1)
((N21)1)?
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= Ballz ;

0F; _ 0F, _ 0F, . d0F,
(1), 0(Eix)r 0(Ez), 0(Ez1)1
0F, _ (0.(N21)2) — 1B215(S21)2(112) n (0. (N21)2) — 1B212(S21)2(I21)
0(E21)2 ((N21)2)? ((N21)2)?
=0;
0F,
0(hz)1 0
0F, _ (Battz (S21)2(N31)2) — (1B2u2(S21)2(112)2) _
o) (1) HO= Pt
0F, —0:
d(I31)1 '
0F, _ (0. (N21)2) — (1B212(S21)2(I12)2)
9(I31), ((N21)2)?
n (B2u2(S21)2(N31)2) — (1B22(S21)2(I21)2)
((N21)2)?
= Baliz;
0Fs _ 0. 0Fs 0 0Fs . 0F; _
d(E12)1 ' d(E12), ' 9(E21), ' 9(E21);
0Fs — 0 0Fs —0- 0Fs 0 0Fs
d(I12)1 ' 9(I12)2 ’ d(I31)1 } 9(I31).
0F¢ _ 0 0F¢ 0 0F¢ 0. 0F¢
d(E12)1 ' 9(E12), ' 9(E21)1 } 9(E21);
0F, —0: 0F, —0- 0F, 0 0F,
d(I12)1 ' 9(112)2 ’ 9(I31)1 ' 9(I31)
dF, —0: dF, 0 d0F, 0. dF,
d(E12)1 ' d(E12), ' 9(E21)4 ' 9(E21);
dF, — 0 0F, 0- Jd0F, 0 d0F,
0(I12)1 ' 0(112)2 ' 0(I21)1 ' 9(I21)2
0Fg — 0 0Fg 0 0Fg 0. 0Fg
0(E12)1 ' 0(E12)2 ’ 0(E21)1 ' 0(E21)
0Fg — 0 0Fg 0- 0Fg 0 0Fg
0(I12)1 ' 0(112)2 ' 0(I21)1 ' 9(I21)2

Sehingga didapatkan matriks F adalah
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0000 B O PBipg O
0000 0 By 0 Py
0000 Bz 0 PBouy O
F= 0000 0 PBamz 0 Paktp
0000 o 0 0 0
0000 o 0 0 0
0000 o 0 0 0
0000 o 0 0 0

dan matriks V' didapatkan sebagai berikut
oV, oV, aV, aV; aV; oV, oV, oV,
a(E12)1 a(EIZ)Z a(EZI)l a(E21)2 a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2
av, av, av, av, aV, av, av, av,
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez1)1 0(Ez1)2 0(I12)1 0(U12)2 0(21)1 9(I21)2
Vs, aV;, 0V, 0V, Vs dV;, dV;, dV;
a(E12)1 a(EIZ)Z a(EZI)l a(E21)2 a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2
av, av, oV, av, av, av, av, oV,
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez1)1 0(Ez1)2 0(I12)1 0(l12)2 0(21)1 9(I21)2
Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs Vs
a(E12)1 a(EIZ)Z a(EZI)l a(E21)2 a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2
Vs aV, Vs Vs aV, Vs aV, 2V,
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez21)1 0(Ez1)2 0(I12)1 0(l12)2 0(21)1 9(I21)2
aV; aV, oV, oV, oV, aV, aV, oV,
a(E12)1 a(EIZ)Z a(EZI)l a(EZl)Z a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2
Vg Vg Vg Vg Vg Vg Vg Vg
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez21)1 0(Ez1)2 0(I12)1 0(l12)2 0(21)1 9(I21)2

Untuk mempermudah mencari invers matriks V, maka matriks V dipartisi menjadi

empat bagian sebagai berikut:
_(A B
V= (c D)

1. Matriks A memiliki elemen — elemen sebagai berikut
v, v, v, v,
a(E12)1 a(ElZ)Z a(EZI)l a(EZl)Z
aV, aV, aV, aV,
0(E12)1 0(E12)2 0(E21)1 0(E21)2
aV; aV; Vs aV;
a(E12)1 a(ElZ)Z a(EZI)l a(EZl)Z
0(E12)1 0(E12)2 0(E21)1 0(E21)2

Sehingga didapatkan matriks A adalah
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k _(b12)21 0 0

A= (béz)lz (l) T(r)l _(b(Z)l)Zl (429
0 0 —(b)1z m
Dengan
k= (di2)1+ (1)1 + (b12)1z m= (da1)1 + (¥21)1 + (b21)12
l= (di2)z + (r12)2 + (b12)2n n= (dz1)z2 + (Y21)2 + (bz21)21

2. Matriks B memiliki elemen- elemen sebagai berikut
oy, odv, 9V, W
0(I12)1 0(12)2 0U21)1 0(U21):
ov, Jdv, IV, IV,
0(I12)1 0(12)2 0(I21)1 0(U21):
oV; 9V; dV; 0V,
0(I12)1 0(12)2 0(U21)1 0(U21):
aov, v, J9v, IV,
0(I12)1 0(12)2 0(I21)1 0(21):

Sehingga didapatkan matriks B adalah

0000

g=[0000

0000

0000
3. Matriks € memiliki elemen- elemen sebagai berikut
Vs Vs Vs Vs

a(EIZ)l a(E12)2 a(EZl)l a(EZI)Z
v, AV, Vv, IV,
a(E12)1 a(E12)2 a(E21)1 a(E21)2
ov, v, av, o,
a(ElZ)l a(E12)2 a(EZl)l a(E21)2
Vs Vs Vs OV
0(E12)1 0(E12)2 0(Ez1)1 0(E21)2

Sehingga didapatkan matriks C adalah

—(V121 (0 ) 8 8
_ 0 —(V12)2
C = 4.30
0 0 —(V21)1 0 ( )
0 0 0 —(¥21)2
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4. Matriks D memiliki elemen- elemen sebagai berikut
Vs dVs 0Vs 0Vs
0(l12)1 0(12)2 0(U21)1 0(U21):
Vg 0Vy 0Vg 0Vg
a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2
ov, Jdv, 9V, 0JV,
0(l12)1 0(12)2 0(U21)1 0(U21):
Vg Vg 0V 0Vg
a(112)1 a(112)2 a(121)1 a(121)2

Sehingga didapatkan matriks D adalah

((d12)1 + (@12)1) 0 0 0
0 ((d12)2 + (@12)2) 0 0
0 0 ((d21)1 + (@21)1) 0
0 0 0 ((d21)2 + (@21)2)
(4.31)
Berdasarkan empat partisi tersebut dapat ditulis kembali kedalam matriks V
sebagai berikut:
_ (A B
V= p)
a c 0 0 0000
b d 0 0 0000
0 0 e g 0 00O
- 0 0 f h 00O00O0
T —(r2)1 O 0 0 i 000
0 —(n2)2 0 0 0,00
0 0 —(yy): O 00 kO
0 0 0 —()/21)2 0 0 0 l
dengan
a= (di2)1+ ¥12)1 + (b12)12 = —(bi2)12
c= _(b12)21 d= (d12)2 + (Y12)2 + (b12)21
e = (d21)1 + (V21)1 + (b21)12 = _(b21)12
g= —(ba1)n h= (dz1)2+ (r21)2 + (h21)21
i= ((di2)1+ (912)1) Jj= ((d12)2 + (912)2)
k= ((dz1)1 + (@21)1) = ((dz1)2 + (921)2)

Dengan F non negatif dan VV merupakan M-matriks non-singular. Sebelum
mendapatkan invers dari matriks ¥V maka ditunjukkan terlebih dahulu bahwa

matriks VV merupakan M -matriks non singular.
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Berdasarkan Definisi 2.2 (Berman & Plemmons,1979, M55, p.127).
Matriks V' merupakan M-matriks non singular jika dan hanya jika sebuah matriks
V berukuran 8 X 8 menunjukkan bentuk V = sI — B. Dimana s > p(B), p(B)
maksimum modulus dari nilai eigen B,
dengan

s =a+d+e+h+i+j+k+1
2 2
= Z ((d1); + (1) + (b12)jp) + Z((du)j + (912))
=1

Jp=1 J
J*p

Jp=1
j#p

2 2
+ Z ((d21)j + (y21); + (b21)jp) + Z((du)j + (<P21)j)
=1

‘B, B, 0 0 0 0 0 0]
By Byy 0 00 0 0 0
0 0 BoB2o0O 0 0 O
| o 0ByBs0O 0 0 O
dnB=lp 0 0 0By 0 0 0
0 Bb 0 0 0 By 0 O
0 0By, 0 0 0 Bss 0
_O 0 O B60 0 0 O B64-_
dengan
By, =d+e+h+i+j+k+1])

= ((d12)2 + (Y12)2 + (b12)21) + Z((du)j + ((P12)j)
j=1

2 2
+ Z ((d21)j + (y21); + (b21)jp) + Z((dm)j + (<P21)j)

Jp=1 J
j#p

By =(a+e+h+i+j+k+1)

2
= (s + (1 + b)) + ) (i) + (012);)

J
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Bl9

+ Z ((d21)] + (r21)j + (b21)]p) + Z((dm)] + ((P21)])

jp=1
j#p

=(a+d+h+i+j+k+1)

Z ((dlz)] + (r12)j + (b12)1p) + Z((dm)] + (921); )

jpr=1
j#p

2
+((d21)2 + (Y21)2 + (b21)21) + Z((du)j + (‘P12)j)
=1
=(a+d+e+i+j+k+1)

= z ((d12)j + (y12); + (blz)jp) + Z((dzﬂj + (§021)j)
Jp=1 j=1
J*p

+z((d12)j + (¢12)j) + ((d21)1 + (Y21)1 + (b21)12)
=1

=(a+d+e+h+j+k+1)

= Z ((du)j + (y12); + (blz)jp) + ((d12)2 + (@12)2)
Jjp=1
j*p

+ Z ((d21)j + (r21); + (b21)jp) + Z((dm)j + ((P21)j)
jp=1 j=1
j#p

=(a+d+e+h+i+k+1

2

= Z ((d12)j + (y12); + (blz)jp) + ((d12)1 + (@12)1)
jp=1
j*p

+ Z ((d21)] + (v21); + (b21)]p) + Z((dZI)j + (921); )

jp=1
j#p

=(a+d+e+h+i+j+1)
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2 2
= Z ((d1z)j + (r12)j + (blz)jp) + Z((du)]’ + (‘Plz)j)
Jjp=1 j=1

j*p

2

+ Z ((d21)j + (20 + (b21)jp) + ((d21)2 + (@21)2)
jp=1
j#p

Bey =(a+d+e+h+i+j+k)
2 2
= Z ((d12)j + (r12)j + (b12)jp) + Z((du)j + (¢12)})
=1

Jp=1
Jj#Dp

2
+ Z ((d21)j + (r20)j + (b21)jp) + ((d21)1 + (@21)1)

Jp=1

J#p
B, =-c=(b2)21
By =-9=(b1)21
By =—-b=(b12)12
By;  =—f = (ba1)12
Bsz = (Y121
By, = (r12):2
Bsy = (Y211
Bso = (¥21)2

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa s > p(B), p(B) maksimum modulus dari

nilai eigen B, sebagai berikut

|B—AlIl =0
B,—1 B, 0 0 0 0 0 0
By Byy—A O 0 0 0 0 0
0 0 Big—4 By 0 0 0 0
0 0 B,, Byg—21 0 0 0 0o | _ 0
B33 0 0 0 By;—2 0 0 0o |~
0 By, 0 0 0 By—4 0 0
0 0 Bs, 0 0 0 Bgs—A 0
0 0 0 Bgo 0 0 0 Bgy — A

maka
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B19 - A BZO O 0 0 O
B27 Bzg - A 0 0 O 0
_ _ 0 0 Bs;—1 0 0 0
G-DEo-D| § o TR ) 0
Bsy 0 0 0 Bss—4 0
0 Beo 0 0 0 Bes—4
Bl9 —_— /1 BZO 0 O O 0
B,, Byy—241 0 0 0 0
B2Bol 0 0 Bau—24 O 0 =0
Bs 0 0 0 Bss—1 O
0 Beo 0 0 0 Be—4
Setelah dijabarkan didapatkan
((By = )(Byp— ) — B,.By)
[((Bio = 2)(B2g — 1) (B37 — A)(Bss — ) (Bss — 1) (Bss — A))
- (320-327- (B37 — A)(Bss — 1) (Bss — 1) (Bes — /1))] =0
Atau
((31 —A)(Byo— ) — 52-39)(337 — A)(Bys — A)(Bss — 1) (Bgs — 1)
[((B1g = D) (Byg — 1)) — (B2 Ba7.)] =0
didapatkan nilai eigen dari matriks B adalah
Ay =Bg
2
= Z ((du)j + (y12); + (blz)jp) + ((d12)2 + (@12)2)
Jjp=1
j*p
2 2
+ Z ((d21)j + (Y21); + (b21)jp) + Z((du)j + ((P21)j) (4.32)
Jp=1 j=1
j*p
Ay = Bue
2
= 2 ((d12)j + (y12); + (blz)jp) + ((d12)1 + (@12)1)
Jjp=1
j*p
2 2
+ z ((d21)j + (r21); + (b21)jp) + Z((d21)j + (<P21)j) (4.33)
jp=1 j=1
j#p
A3 = Bss
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2 2
= Z ((d1z)j + (r12)j + (blz)jp) + Z((du)]’ + (‘Plz)j)
Jjp=1 j=1

j*p

2
+ Z ((d21)j + (20 + (b21)jp) + ((dz1)2 + (@21)2)  (4.34)
jp=1
j#p

Ay = Bea

2 2
= Z ((d1); + (1) + (b12)jp) + Z((du)j + (912))
Jjp=1 j=1

j*p

2
£ () + (2 + Bandyp) + ((a)s + (02)1) (435)
Jr=1
J#p

sedangkan nilai eigen yang lain didapatkan dari
((31 — DBy — ) — 32-39) =0
AZ - (Bl + BlO)A + BlBlo - Bz.Bg = 0

dengan menggunakan rumus ABC didapatkan

_ (B1 + Byg) + \/(31 + B19)? — 4(B1B1o — B2.By)

> 2
_(a+d+2e+2h+2i+2j+2k+2)+/(a—d)?+cb
B 2
a+d)++(a—d)2+cb
=( ) \/(2 ) +(e+h+i+j+k+1) (4.36)
4 = (Bt Big) — J(By + B1o)® — 4(B1B1g — By. Bo)
6 2
_(a+d+2e+2h+2i+2j+2k+20)—/(a—d)?+ch
B 2
a+d)—+(a—d)2+cb
=( )~ ) +(e+h+i+j+k+1) (4.37)

2

dan

[((319 - A)(st - /1)) - (320-327- )] =0
A% — (Byg + Byg)A + B1gByg — Byo.By7 = 0
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maka didapatkan nilai eigen yang lain dengan menggunakan rumus ABC sebagai

berikut
1= (B1g + Bzg) ++/(B1g + Byg)? — 4(B1gBag — Byo. B2y)
7 2
_(a+2d+e+h+2i+2j+2k+2)+/(e-h)?+fg

2

=(e+h)+\/(e—h)2+fg

+(a+d+i+j+k+1) (438

2
A — (Bl9 + BZS) - \/(B19 + B28)2 - 4'(Bl‘BBZB - BZO'B27)
8 2
_@Qa+2d+e+h+2i+2j+2k+20)—(e—h)?+fyg

2

_(e+h)—\/(e—h)2+fg
Bl 2

Berdasarkan nilai eigen-eigen yang telah diperoleh pada persamaan

+(a+d+i+j+k+1) (439

(4.32) — (4.39) sehingga didapatkan p(B) maksimum modulus dari nilai eigen
B adalah
p(B) = maks{|A1],1221, 1231, 124l, 12s5], 146l, 1471, | 2613,
dimana A5 > A4 dan 1; > Ag
Schingga didapatkan p(B) = maks{|;,14,], 1251, 1A4l, 1251, 12,1}
Ini berarti terdapat enam kemungkinan nilai p(B) yaitu
L. Jika [44] > (1221, 23], 124], 125], 471 ) maka p(B) = 4,
Berdasarkan definisi 2.2 untuk membuktikan bahwa V adalah M -matriks
non singular maka harus memenuhi V = sI — B dengan s > p(B).
Dimana telah diperoleh 4y = (a+d+e+h+j+k+1),dan
s=a+d+e+h+i+j+k+Isehingga s> p(B) dengan Dbegitu
terbukti bahwa V adalah M -matriks non singular karena memenuhi Definisi
2.2.
2. Jika |4;] > (1441, 1431, 124], 145],147]) maka p(B) =2,
Berdasarkan definisi 2.2 untuk membuktikan bahwa V adalah M -
matriks non singular maka harus memenuhi V' = sl — B dengan s > p(B).

Dimana telah diperoleh A, = (a+d +e+h+ i+ k+1),dan
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s=a+d+e+h+i+j+k+1 sehingga s> p(B) dengan begitu
terbukti bahwa V adalah M -matriks non singular karena memenuhi Definisi
22
. Jika [A3] > (1441, 1221, 1241, 145],127]) maka p(B) =23

Berdasarkan definisi 2.2 untuk membuktikan bahwa V adalah M -
matriks non singular maka harus memenuhi V' = sl — B dengan s > p(B).
Dimana telah diperoleh 13 = (a+d+e+h+i+j+1)dan
s=a+d+e+h+i+j+k+1 sehingga s> p(B) dengan begitu
terbukti bahwa V adalah M -matriks non singular karena memenuhi Definisi
2.2
. Jika [44] > (1441, 221, 1431, 125], 1271 ) maka p(B) =24

Berdasarkan definisi 2.2 untuk membuktikan bahwa V adalah M —
matriks non singular maka harus memenuhi V = sI — B dengan s > p(B).
Dimana telah diperoleh 1, = (a+d+e+h+i+j+ k) dan
s=a+d+e+h+i+j+k+1 sehingga s> p(B) dengan begitu
terbukti bahwa V adalah M -matriks non singular karena memenuhi Definisi
2.2
. Jika [45] > (1441, 221, 1431, 124],127]) maka p(B) = A5
Berdasarkan definisi 2.2 untuk membuktikan bahwa V adalah M -

matriks non singular maka harus memenuhi V- = sI — B dengan s > p(B).

Dimana telah diperoleh A5 = (@+d)+y (Za_d)2+Cb +(e+h+i+j+k+1)dan

s=a+d+e+h+i+j+k+1 sehingga s> p(B) dengan begitu

terbukti bahwa V adalah M -matriks non singular karena memenuhi Definisi
2.2

. Jika [27] > (1441, 1221, 1231, 241,145 ) maka p(B) = 4,

Berdasarkan definisi 2.2 untuk membuktikan bahwa V adalah M —

matriks non singular maka harus memenuhi V = sI — B dengan s > p(B).

Dimana telah diperoleh 1, = (eth)ty (Ze_h)2+fg +(a+d+i+j+k+1)dan
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s=a+d+e+h+i+j+k+1 sehingga s> p(B) dengan begitu

terbukti bahwa V adalah M -matriks non singular karena memenuhi Definisi

2.2

Dapat disimpulkan dari enam kemungkinan tersebut bahwa V merupakan M -
matriks non singular karena selalu s > p(B). Setelah dibuktikan V merupakan M
-matriks non singular berdasarkan (Driessche & Wetmough, 2002). Berikut ini

akan didapatkan invers dari matriks V yaitu:

A 0 E F
¢C D G H

diketahui bahwa V. V~! = I. Berikut ini akan dicari matriks V! sebagai

Dengan matriks V = ( ) dan diberikan matriks V~1 = ( ) Telah

berikut
V. v l=1]
c 0)G W=6 Y
(CE[LEDG CFf-ll-FDH) - (é (1))
Sehingga didapatkan
1. Matriks E dengan diketahui
AE =1
maka E=A"1

2. Matriks F dengan diketahui
AF = 0dengan A # 0
maka F=0
3. Matriks H dengan diketahui
CF+DH =1dengan F =0

maka DH=1
H=D1
4. Matriks G dengan diketahui
CE+DG=0
DG = —CE
G =-D"ICE
maka G=-D1cA™?

Sehingga didapatkan matriks V™1 sebagai berikut:
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V= (g II:I) - (—Diql_gA—l Dql)

dengan matriks A yang terdapat pada Persamaan (4.29) didapatkan matriks A~1
sebagai berikut

a11 —dz1 Q31 —04q

-1 _ 1 —Qq12 Az —A3zz Q42
detA\ Qi3 —0Qz3 Q33 —043
—Q14 A4 —034 Q44

dengan
detd =
l 0 0 —(b12)12 0 0
k|0 m —(b21)21| + (b12)21 0 m —(b21)21
0 —(bz1)12 n 0 —(b21)12 n

(kD) (mn — (b21)12(b21)21) — ((b12)21(b12)12) (Mn — (b21)12(b21)21)
(mn — (by1)12(b21)21) (kl = (b12)21(b12)12)

) ((ﬁ ((dzl)j + (ya1); + (b21)ﬂ<)\| B ﬁ (b21)1k)'

Jk=1 Jk=1
j£k j*k

2 2

1_[ ((di)j + (1) + (blz)jk)\‘ - l_[(blz)jk
j=1

jk=1 j
j£k j*k

dan
_ m —(b21)21
G = |—(b21)12 n
= I(mn — (b21)12(b21)21)
= ((d12)2 + (Y12)2 + (b12)21).
2 \ 2
[ [(@0;+ o0+ t20i) |- | | 200
fk=1 fk=1
j£k Jj*k
— m —(b21)21
Qi = —(b12)12 —(by1) 1z 721 2
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az;

= —(b12)12(mn — (b21)12(b21)21)

2

j*k

= —(b12)12 |8 _(b7211)21| .y |8 —(brzl1)21| -0

0 m
= (122 0 —(b21)12
_ m —(bz1)21
- (b12)21 —(b21)12 n

= —(b12)21(mn — (b21)12(b21)21)

((

2 2

= —(b12)21 k | | ((d21)j + (y21); + (b21)jk) = 1_[ (b21) jk
jk=1
j*k

— K | m —(b21)21
—(b21)12 n

= ((d12)1 + (r12)1 + (b12)12) -

Jk=1
Jj*k

m

.y |0
0 —(b21)12

Jk=

=0

1

j*k

2 2
1_[ ((d21)j + (y21); + (b21)jk)) - 1_[ (b21) jk

=k |0 _(brzl1)21| + (byy)p1 |8 —(brzll)21| -0

0
=klg _grn| Euly
=~ |_g,), o] =0
0 0
:k|—(b21)12 n =0

=k |(l) 2| +(b12)21 |_(b(1)2)12 2|

= n(kl — (b12)21(b12)12)
= ((d21)2 + (Y212 + (b21)21)-
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=0

Jk=1
Jj*k

\
- 1_[ (b21) jik
)

= —(b12)12 Ik' l_[ ((d21)j + (V20 + (b21)jk))
jk=1

Jj k=1
j*k

\
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/(ﬁ ((d12)j + (y12); + (blz)jk)\ - ﬁ(blz)jk\i
k\j,k:l ) j=1 /

j#k j#k
l 0

— ’
A34 0 —(bz1)12

= —(b21)12(kl — (b12)21(b12)12)

= —(by1)12 (ﬁ ((di2)j + (r12)j + (blz)jk)\l - ﬁ(blz)jk i

k=1

—(b12)12 0
0 —(b21)12

+(b12)21

j£k 5:;
T A X
ain =kly | FO | o

= —kl(by1)21 + (b12)21(b12)12(b21)21
= —(b21)21(kl — (b12)21(b12)12)

J,k=1
j*k

2 2
= —(bz1)21 1_[ ((d12)j + (y12)j + (blz)jk)\ - H(bn)]‘k
ok
[ 0 —(b 0
Ass =k |0 m| +(b12)21 | ( (1)2)12 m|

= m(kl — (b12)21(b12)12)
= ((d21)1 + (Y201 + (b21)12)-

2 2
[ [(@a;+ 0+ (bm),-k)\ - [
j,k=1 j:l

j*k j#k
Sehingga didapatkan matriks
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a1 —ax; 0 0

A"l = 1 [-aza;, 0 0
det A 0 0 Q33 —043
0 0 —as, ay
a;; Az 0 0
det A det A aO aO
_ aix Az 33 43
" | detA det A det AdetA (4.40)
\ 0 0 Q34 Qyq
0 0 detAdetA
dengan
11 — ((d12)2 + (Y12)2 + (b12)21)
det A
<H?,k=1((d12)j + (y12)j + (blz)jk)> — %21 (1) jx
jk 2k
12 (b12)12

detA -
(H?,k:l((dlz)j + (y12)j + (b12)jk)> - H?:l(blz)jk

j*k j*k
az1 (b12)21
detA
<(H?,k—1((d12)j + (r12)j + (blz)jk)> - H?—l(blz)jk>
j*k Jj*k
Az ((d12)1 + (y12)1 + (b12)12)

det A =
<H?,k=1((d12)j + (y12); + (blz)jk)> - H§=1(b12)jk

j£k j*k

azs _ ((d21)2 + (¥21)2 + (b21)21)
det A
<H?,k=1((d21)j + (V21)j + (b21)jk)> - Hik:l(b21)jk
j*k Jj*k
Azq  _ (b21)12
det A
(H?,k:l((d21)j + (y21); + (b21)jk)> - H?,k:l(bm)jk
j£k Jj*k
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Q43 (h21)21

det A -
(H?,k=1((dz1)]’ + (Y21); + (b21)jk)> - H?,k:l(bZI)jk

Jj*k Jj*k

Agq ((dz1)1 + (Y20)1 + (b21)12)

det A -
(H?,k:l((dzﬂj + (r21)j + (b21)jk)> - H?,k:l(bm)jk

j#k j#k

Nilai invers matriks D yang terdapat pada persamaan (4.31) didapatkan

sebagai berikut
1 0 0 0
1 ((d12)1 + (912)1) 1 (1) 0
D™ = 0 ((d12)2 + (912)2) 2
0 0 ((d21)1 + (@21)1)
0 0 0 ((dz1)2 + (®21)2)
(4.41)

Nilai invers dari matriks C yang terdapat pada persamaan (4.30)

didapatkan dengan C~1 = —D~1CA™1

Kem: i ° 0o
((d12)1 + (@12)1) 1 (1) 0
= 0 ((d12)2 + (@12)2) (1) .
0 0 ((d21)1 + (@21)1)
0 0 0 ((d21)2 + (921)2)
Ay Ay 0 0
(Y121 O 0 0 detAdetA O 0
0 (z)z 0 0 G2 Gy 33 das
0 0 (ra1)1 0 || detA det AdetAdetA
0 0 0 (rz21)2 0 0 34 Q44
0 0 detAdetA
ABO0OO
= [¢DPOO (4.42)
O0FEF
0O0GH
dengan
A= ay; (Y12)1 B = a1 (Y12)1
det A ((di2)1 + (@12)1) det A((d12)1 + (@12)1)
C= a;2(¥12)2 D= az2(¥12)2
detA((d12)2 + (@12)2) det A ((d12)2 + (912)2)
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az3(¥21)1 a43(V21)1

E= det A ((d31)1 + (21)1) b= det A((dz1)1 + (921)1)
C = a34(¥21)2 H= a44(¥21)2
det A((dz1)2 + (921)2) det A ((dz1)2 + (¢21)2)

Dari persamaan (4.40), (4.41),dan (4.42) dapat dibentuk matriks V=1 sebagai
berikut

V= (—Dl—ql_cl‘,ar1 p1)

atau dapat dituliskan sebagai berikut

<
N

<S
Y

Vg V19 V11 V12 Vi3

<
=
S

<
=
[}

<
=
)}

/V1 Uy, V3 Vs Vs Vg

| V17 Vig V19 V20 V21 V22 V23 U24\|
1 _ | Va5 V26 V27 V2g V29 V30 V31 V32 |
4 T | V33 V34 V35 V3 V37 V3g V3g Vao |
Va1 Va2 Va3 Vsas VUss VUse Va7 Vasg |
V49 Vso Vs1 VUsz Usz VUsy Vsg 7756/
Us7 VUsg VUsg Veo Ve1 Ve2 Ves Ves
vy, v 0 0 0 0 O O
Vg v 0 0 0 0 0 O
0 0 vovyop 0 0 0 O
y-1= 0 0 v v 0 0 0 O
V33 V34 0 0 vy, O 0 O
Vg1 Vg 0 0 0 v O O
0 0 vs7vs2 0 0 wgs O
0 0 Usg Vgg O 0 0 Ves
dengan
py = ((d12)2 + (¥12)2 + (b12)21)

(Hikq((du)j + (V12)j + (blz)jk)> - H§=1(b12)jk

j*k JEL
_ (b12)21
vy =
<H?,k=1((d12) j+ (ri2)j + (b12) jk)) — =1 (B12) ji
j£k j*k
_ (h12)12
Vg =

<H§,k=1((d12)j + (V12)j + (blz)jk)> - H§=1(b12)jk

j*k J#k
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((d12)1 + (r12)1 + (b12)12)

V10 =
<<H§,k=1((d12)]‘ + (y12); + (blz)jk)> - H§=1(b12)jk>

j*k j*k

((d21)2 + (Y212 + (b21)21)

Vig =
((H] k= 1((d21)] + (v21); + (b21)]k) H] k= 1(b21)]k>
j#k j£k
(b21)21
VUzo =
<(H1 k= 1((d21)1 + (V21)] + (b21)]k) H] k= 1(b21)1k>
j*k j#*k
(b21)12
Va7 =
<( jk= 1((d21)1 + (y21); + (b21)1k) H}k 1(b21)]k>
j*k j£k
(d21)1 + (Y20)1 + (b21)12
Uzg =
((H] k= 1((d21)1 + (V21)] + (b21)1k)> H?,k—l(bZI)jk>
j*k j*k
. ((d12)2 + (r12)2 + (B12)21) (Y12)1

j#*k j*k

<H] k= 1((d12)] + (r12)j + (b12)]k)) H?:l(blz)jk> ((d12)1 + (912)1)

(Y12)1(b12)21
V3yq =
( H; k= 1((d12); + (r12)j + (b12)1k)) H?—1(b12)jk> ((d12)1 + (@12)1)

j*k j*k

Y37 = W), + («plz)o

(r12)2(b12)12

V41 =
((sz',k=1((d12)j + (r12)j + (blz)jk)) - H?=1(b12)1‘k> ((d12)2 + (@12)2)

j£k j*k
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((d12)1 + (Y12)1 + (b12)12) (V12)2

V4o =
((sz',kl((dlz)j + (y12); + (blz)jk)) - H§1(b12)jk> ((d12)2 + (912)2)

j£k Jjk
_ 1
Pae = ((d12)2 + (@12)2)
((d21)2 + (¥21)2 + (21)21) (Y21)1

V51 =
((sz',k=1((d21)j + (y21); + (b21)jk)) - H]Z',k=1(b21)jk> ((d21)1 + (@21)1)

j*k j*k

(21)1(b21)21

VUsy =
((H;z',k=1((d21)j + (y21); + (b21)jk)) - H]Z',k=1(b21)jk> ((d21)1 + (@21)1)

j£k j*k
1
((d21)1 + (921)1)

VUss =

(r21)2(b21)12

j£k Jj*k

Vsg =
<<H]2',k_1((d21)j + (y21); + (b21)jk)) - H}Z',k—l(b21)jk> ((d21)2 + (@21)2)

((d21)1 + (20)1 + (h21)12)(V21)2

Veo =
((sz',k_1((d21)j + (20 + (b21)jk)) - H}Z',k—l(b21)jk> ((dz1)2 + (921)2)

j£k Jj*k
1
v =
7 ((d2)2 + (921)2)

Sehingga didapatkan matriks FV 1 sebagai berikut

v, v, 0 0
/v9v100 0

0000pBm 0 By O 0 0 0 O
0000 O By O ﬁ1ﬂ1w 0o 0 0 O \
0000y, 0 fouz 0 || O O vigvye 0O 0 0 O |
FV_1:| 0000 0 Ppapz 0 Pabz 0 0 vyyvg 0 0 0 O
0000 o0 0 0 0 V33 V34 0 0 vy, O 0O O
0000 o0 0 0 0 Vag Vg 0 0 0 vy O O
0000 o 0 o O \0 0 vs1 V52 0 0 wss 0/
0000 0 0 0 0 0 0 Usg Vgo 0 0 0 Ves
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/U33ﬁ1#1 V34B1l1 Vs1Pill Vs2fil V37P1l1 0 Vss Byl

0
Vg1Pitls VarPit VsoPiba VeoPita 0 Va6P1ba 0 176431#1\

| v33Batz V3aBatly Vs1Balz Vszfallz V37Bals 0 VssBaliz

\

|FV-1—AIl=0

V3zfits — A V3afalh V5181 Vs B1q

24 Va1P1tls  VarBibi — A Vsofith Voo B

V33621, Vzafally  VsiBally — A 52B5u;
Va1P202 Va2 Polhs Vsof2llz  VeoPalz — 4

V3zfith — A VzaBiiy Vs1B1a V5281
Vg1Pitls VarBith — A Vsofith Veo P11
V332U V3aBally  VsiPally — A Usyfoliy
Va1 B2z Vaz Balkz Vsofally  VeoBalz — A

0 0 0 0 0 0
0 0
0 0
0 0

o O O
oS O OO

0 0 0
0 0 0
0 0 0

A* =0 dan

didapatkan
Al = 0,/12 = 0,/13 = O,/14 = O
dan

V3zBips — A V3afiih V51 B1e Vs P11
V1Bt VarBips — A VsoBith VeoB1l1
V33 P21 V3afally;  VsiPally — A Usafoliy
Va1 B2l Vaz Balhs Vsofally  VeoBalz — A

Didapatkan

A2 (A2 = (V33 Pipy + Vaa Pty + V5182 to + Veo B2 U2) A
+(V33. Vo BL1E + V33. VeoB1Balirly + Van- Vs1B1Ballills + Vs1 - VeoBs U5

Va1 82Uz VazBalz VsoB2lz VeoB2liz 0 VaeBalz 0 Veafallz

0

0

0
0
0

—Vso. Vszﬁzzﬂg - V34-V41.31ZI«‘% — V34. Vsof1B2l1lly — Vag. Vs2B1 8211 42) = 0

Sehingga nilai eigen yang lain adalah
A2=0
Didapatkan A5 = 0,4 =0
dan nilai eigen dari persamaan berkut digunakan rumus ABC
A% = (V33B1y + Vax ity + Vs1 Bz o + Vo B U2)A +(V33. Va BT +
V33 VeoB1Batathz + Vaz. Vs1B1Ballutly + Vs1. VeoB3 U3 — Vso- Vs2 515

_V34-V41312#% — U34. UsofB1B2ll1lly — Vag. Vs2B1 8211 42) = 0

Didapatkan nilai eigen yang lain
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—b —Vb% —4c dan —b+ Vb2 —4c
7= 2a As = 2a

Sehingga bilangan reproduksi dasar dari operator generasi selanjutnya

pada lintasan , yaitu
Ry =p(FV)
= maks {|A1], 1221, 1231, 124l, 251, 1261, 1271, | A1}

—b —Vb%2 —4c —b + Vb2 —4C}
2a ’ 2a

3

= maks {0, 0,0,0,0,0,

—b +Vb? —4c
= - (4.43)

dimana telah dikatahui dari persamaan (4.43) sebagai berikut

b = —(v33P141 + VarBrpts + V512 ta + Veof2 Uz)
= —((v33 + v42) P11 + (V51 + Vso) B2 .Uz)

_ <((d12)2 + (Y12)2 + (b12)21) (V12)1 + ((d12)1 + (Y121 + (blz)lz)(hz)z)B
W) (@11 + (912)1) W) (1) + (912)2) i

_ <((d21)2 + (V21)2 + (b21)21) V211 + ((d21)1 + (21 + (b21)12)(yz1)2)ﬁ
@ (@201 + (9201 @ (212 + (931)2) 2tz

ij',p=1 (((dlz)j + (r12); + (blz)jp)((dlz)j + (§012)j)(7/12)p)

= _ j#p
W) (TT321(d12); + (912) )

By

ij',p=1 (((d21)j + (y21); + (b21)jp)((d21)j + ((p21)j)()/21)p)

= 4.44
(Z)(H?=1(d21)j + (<Pz1)j) Bat( )

dan nilai dari ¢ adalah
¢ = (V33.Vay — V34.V41) B11F + (Us1. Voo — Vso. Vsz) Bali5
+(V33. V6o + Vaz. Vs1 — V34. Vsg — Vag. Vs2) 1 Salla iz
= 2
H]Z',p=1(y12)p (Hip:l((d12)j + (Y12)j + (blz)jp) - H]Z',p=1(b12)jp>ﬁlﬂi

Jj*p j*p Jj*Dp

W)2([T521(d12); + (912)))

+
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H]z',pzl(y21)p (sz',p:1((d21)j + (V21)j + (b21)jp) - H]Z',pzl(bZI)jp>B§.u%
j#p j*p j*p

(2)?(I1321(d21) + (921) ) ’

[F k=1 (vin)i <Hi2,k=1((dik)k + ik + i) — Hiz,k=1(bik)ki> BB, 1,

ik ik i*k +

@) W) <Hi2,k:1(dik)i + ((pik)i>

i+k

7 k=1 itk <Hi2,k=1((dik)i + Vi) + (birdix) — Hi2,k=1(bik)ik> BB, 11,y

ik i%k ik (4.45)
(2)(w) < Pe=1(di)i + (¢ik)k>
i*k
dengan
2 2
w) = 1_[ ((d12)j + (V12)j + (blz)jk) | - n(bu)jk
Sk Jek
_ 2
1_[ ((d12)j + (r12)j + (blz)jk) — (b12)21(b12)12
jk=1
j#k

2

@= (][ (@+ ), + (b21),k)> - ﬁ(b21)jk
jk=1

k=1
j£k J*k
_ 2
1_[ ((d21)j + (Y21); + (b21)jk) — (b21)21(b21)12
k=1
j*k

Berdasarkan Teorema 2.1 Jika R, < 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit stabil asimtotik lokal, jika Ry, > 1, maka titik kesetimbangan bebas
penyakit tidak stabil.

Sehingga untuk memenuhi Ry, < 1 yaitu dimana kondisi pada lintasan dalam

keadaan bebas penyakit maka

—b +Vb?% — 4c
2

<1 jikav/b%2 —4c < 2+ bdenganb? > 4c
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dan untuk memenuhi R,, > 1 yaitu dimana kondisi pada lintasan dalam keadaan

endemik maka

—b +Vb? —4c
2

> 1jika+/b% —4c > 2+ b dengan b? > 4c

4.3.4 Analisis Eksistensi dan Ketunggalan
Analisis ini bertujuan untuk mengetahui bahwa model memiliki

penyelesaian ada dan tunggal, selain itu sebagai representasi dari model yang
dibangun berdasarkan fenomena pada objek pengamatan. Sebelum dilakukan
analisis eksistensi dan ketunggalan dilakukan penyederhanaan sistem terlebih
dahulu pada Sistem Persamaan (4.24). Penyederhanaan sistem dilakukan dalam
rangka untuk menekankan terjadinya evolusi model pada subpopulasi yang

diamati. Berikut ini diagram yang menggambarkan perubahan status dari

individual
- /~ - - N
// € € /& € \\‘ /e €
H |
\ / E \\\ / I \ R
sl l\ S \I AN S
t, t, ts ly ts te

Gambar 4.18. Diagram perubahan status dari individual.

a. Perhatikan model persamaan

d(SIZ)l (512)1

T (d12)1(N12)1 — (d12)1(S12)1 — 51#1@(112)1
S12)1
—PB1t % (I21)1 + (b12)21(S12)2 — (b12)12(S12)1

Pada waktu t € [t;,t,] € [0,0) maka interaksi yang terjadi di lintasan
satu antara individual susceptible dan individual infected akan menyebabkan
perubahan status dari susceptible menjadi exposed atau tetap menjadi susceptible.
Hal ini bergantung dengan kekebalan tubuh dari susceptible. Ambil sebarang
t=06; dimana t; <38, <t, Interaksi individual ((s;2)1,(i12)1) vyang
menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional sebesar (p;;); dan

((s12)1, (iz1)1) yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
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sebesar (q;5);. Dimana 0 < (p;3); <1 dan 0 < (g;2); <1 dengan t; adalah
batas akhir susceptible dan t, adalah batas awal exposed.
Jika € - t, maka individu ((s13)1, (i12)1) = (e;3); atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari
populasi fByu; —22 o 12)1 (112)1 adalah (p;); (Ei2); ekuivalen dengan (1 —
(p12)1)(s12)1 dan individu ((s;3)1,(i1)1) = (e;2); atau dapat dikatakan
bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari
populasi ,Blul(“)l (I;;); adalah (qq2); (E;p); ekuivalen dengan (1 —

(N12)1
(q12)1)(S12)1-
Jika € — t; maka individu ((s;2)4, (i;2)1) = (s12); atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari
populasi Blul(lz)l (I;2); adalah  (p13)1(s12);  ekuivalen dengan (1 —

(p12)1)(E12); dan individu ((sy3)1,(i21)1) = (512); atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

populasi B, o 12)1 (121)1 adalah  (qq3); (s12); ekuivalen dengan (1 —

(q12)1 )(E12)1.
Dengan demikian untuk setiap t € [ty,t,] € [0,0) terdapat transisi

S
Biu 1((1\112))1 (I12); sebesar (pq2)1(Ej2)1 dan (1 — (p12)1)(S12)1 dimana 0 <

12)1

(N
(q12)1 (E12)1 dan (1 — (q12)1)(S12)1 dimana 0 < (gq5); <1 sebagai proporsi

(p12)1 <1 sebagai proporsi dan terdapat transisi [, (121)1 sebesar

artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual (s;,); yang
diskontinu di t = §; dan terdapat individu (s;;); yang kontinu sebagai individu
susceptible.

Selain itu kelahiran setiap subpopulasi memiliki kekebalan alami pada
interval waktu t € [t,, t;] menyebabkan setiap subpopulasi yang lahir masuk ke
dalam subpopulasi susceptible. Ambil sebarang t = g; dimana t, < gy < t;
kelahiran pada setiap subpopulasi memiliki proposional sebesar A; yang
menyebabkan setiap kelahiran mempunyai peluang sehat karena setiap kelahiran

mempunyai kekebalan alami, Dimana 0 < A; < 1.
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Sehingga (d;5);(E;i2)1 = (S12); atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari populasi
(dy3)1(E;2)1 adalah A,(S;5);. (dq12)1(I12)1 = (S12); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari populasi
(dy2)1(43)1 adalah 1,(S;3)1, dan (dy3)1(Ry2)1 = (S12); atau dapat dikatakan
bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari
populasi (dq2);(R12); adalah 23(S12);.

Oleh karena itu model pada persamaan subpopulasi suscpetible dari

wilayah satu menuju wilayah dua melalui lintasan satu sebagai berikut

a(s S
I (i By + (s (s + (i (s = i ot (),
(S12)1
—B1t m (I21)1 + (b12)21(S12)2 — (b12)12(S12)1
menjadi
d(12), = M(S12)1 + 2(8512)1 + 43(512)1 — (1 — (P12) D (S12)1
dt (4.46)
— (1= (q12)1)(12)1 + (b12)21(512)2
— (b12)12(S12)1

b. Perhatikan model persamaan
d(S12)2 (S12)2

dt - (d12)2(N12)2 - (d12)2(512)2 - ﬁlnul m (112)2
(512)2
_ﬁlﬂlm (121)2 + (b12)12 (512)1 - (b12)21(512)2

Pada waktu t € [t;,t,] € [0,) maka interaksi yang terjadi di lintasan
dua antara individual susceptible dan individual infected akan menyebabkan
perubahan status dari susceptible menjadi exposed atau tetap menjadi susceptible.
Hal ini bergantung dengan kekebalan tubuh dari susceptible. Ambil sebarang
t =0, dimana t; <6; <t, Interaksi individual ((s;3),, (i12)2) vyang
menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional sebesar (p;;), dan
((s12)2, (i31)2) yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
sebesar (q12),. Dimana 0 < (p13), <1 dan 0 < (g12), <1 dengan t; adalah

batas akhir susceptible dan t, adalah batas awal exposed.
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Jika € - t, maka individu ((s12)5, (i;2)2) = (e;3), atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

populasi ﬁlul e 2)2 (112)2 adalah (p13), (E;z), eckuivalen dengan (1 —

(p12)2)(S12)2 dan individu ((s12)5, (i21)2) = (e13), atau dapat dikatakan bahwa

proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari populasi

B1iy ((If,u))z (I,1), adalah (qq3), (E;2), ekuivalen dengan (1 — (q12)2)(S12)2-

Jika € — t; maka individu ((s;2)5, (i12)2) =~ (s12), atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

populasi ;4 ((1“312))2 (I;2), adalah  (p;3),(s;2), ekuivalen dengan (1 —

(p12)2)(E12), dan individu ((s12),, (i31)2) = (s;12), atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

populasi B, s 12)2 (121)2 adalah  (qq3), (S12), ekuivalen dengan (1 —

(q12)2 ) (E12)2.
Dengan demikian untuk setiap t € [ty,t,] € [0,0) terdapat transisi

(s
B1iy (le))z (I12), sebesar (P12)2(E12)2 dan (1 — (P12)2)(512)2 dimana

12)2 (121)2 sebesar (q12)2

0 < (p12)2 <1 sebagai proporsi dan transisi ;i .

(Ey3), dan (1 — (gq12)2)(s12)2 dimana 0 < (qq32), <1 sebagal proporsi

artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual (s;,), yang
diskontinu di t = §; dan terdapat individu (s;5), yang kontinu sebagai individu
susceptible.

Selain itu kelahiran setiap subpopulasi memiliki kekebalan alami pada
interval waktu t € [t,, t;] menyebabkan setiap subpopulasi yang lahir masuk ke
dalam subpopulasi susceptible. Ambil sebarang t = g; dimana t, < og; < t;
kelahiran pada setiap subpopulasi memiliki proposional sebesar A; yang
menyebabkan setiap kelahiran mempunyai peluang sehat karena setiap kelahiran
mempunyai kekebalan alami, Dimana 0 < 4; < 1.

Sehingga (dq2)2(E12)2 = (S12), atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari populasi

(d12)2(E12), adalah 24(S12)2. (di12)1(12)2 = (S12), atau dapat dikatakan
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bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari
populasi (di2),(l12), adalah A5(S12)2, dan (dq2)2(Ri2)2 = (S12), atau dapat
dikatakan bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami
dari populasi (d;),(R;2), adalah 14(S;5),.

Oleh karena itu model pada persamaan subpopulasi suscpetible dari

wilayah satu menuju wilayah dua melalui lintasan dua sebagai berikut

d(s S
( dlj)z = (d12)2(N12)2 = (d12)2(512) — m%mz)z
(512)2
_,Bl.ul N Y (121)2 + (b12)12 (512)1 - (b12)21(512)2
(N12)2
menjadi
d(512)2

dt = A4(S12)2 + A5(S12)2 + 46(S12)2 — (1 — (P12)2)(512)2
(4.47)

— (1= (q12)2)(512)2 = (b12)21(S12)2
+ (b12)12(S12)1

c. Perhatikan model persamaan

d(S21)1 s
(dzt ) = (d21)1(N21)1 — (d21)1(S21)1 — ﬁz#z%(hz)l
(5211
—Pakz (Nyy), (I21)1 + (B21)21(S21)2 = (b21)12(S21)1

Pada waktu t € [t;,t,] € [0,) maka interaksi yang terjadi di lintasan
satu antara individual susceptible dan individual infected akan menyebabkan
perubahan status dari susceptible menjadi exposed atau tetap menjadi susceptible.
Hal ini bergantung dengan kekebalan tubuh dari susceptible. Ambil sebarang
t =0, dimana t; <&; <t, Interaksi individual ((s371)1,(i21)1) yang
menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional sebesar (p,;); dan
((s21)1,(i12)1) yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
sebesar (g21);. Dimana 0 < (p31); <1 dan 0 < (gz;1); <1 dengan t; adalah
batas akhir susceptible dan t, adalah batas awal exposed.

Jika € = t, maka individu ((s21)1, (i21)1) = (ey1); atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

. s .
populasi  B,u, ((szi))ll (I;1); adalah  (pp1); (E,1); ekuivalen dengan (1 —

(p21)1)(s21)1 dan individu ((s31)1,(i12)1) = (ez1); atau dapat dikatakan
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bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

populasi S, u, (521)1 (I,;); adalah (g,;); (E,;); ekuivalen dengan (1 —
(21)1)(s21)1 -

Jika € — t; maka individu ((s37)1, (i31)1) = (s31); atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari
populasi ﬁzuz%(lm)l adalah  (p21)1(s21)1 ckuivalen dengan (1 —
2171

(p21)1)(E21);1 dan individu ((s,1)4, (i12)1) = (5,1), atau dapat dikatakan bahwa

proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

populasi ﬁzﬂz S 21)1 (112)1 adalah  (gp1); (S1); ekuivalen dengan (1 —

(q21)1 )(E21)1-
Dengan demikian untuk setiap t € [ty,t;] € [0,00) terdapat transisi

Bt 2((;21))1 (I21)1 sebesar (p1)1 (Ez1)1 dan (1 — (p21)1)(s21)1dimana 0 <

(p12), <1 sebagai proporsi dan transisi f,u, ((:]21))1 (I;2); sebesar (g21)1

(Ey1)1 dan (1 — (g21)1)(s21)1 dimana 0 < (gq;2)2 < 1 sebagai proporsi.
Artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual (s,;); yang
diskontinu di t = §; dan terdapat individu (s,;); yang kontinu sebagai individu
susceptible.

Selain itu kelahiran setiap subpopulasi memiliki kekebalan alami pada
interval waktu t € [t,, t;] menyebabkan setiap subpopulasi yang lahir masuk ke
dalam subpopulasi susceptible. Ambil sebarang t = g; dimana t, < gy < t;
kelahiran pada setiap subpopulasi memiliki proposional sebesar A; yang
menyebabkan setiap kelahiran mempunyai peluang sehat karena setiap kelahiran
mempunyai kekebalan alami, Dimana 0 < 4; < 1.

Sehingga (d;1)1(E21)1 = (S31)1 atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari populasi
(d21)1(E21); adalah 27(S31)1. (d21)1(I31)1 = (S21)1 atau dapat dikatakan
bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari

populasi (dy;)1(l21); adalah Ag(S;1)1, dan (dy1)1(R21)1 = (S21); atau dapat
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dikatakan bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami
dal‘i pOpulaSi (d21)1(R21)1 adalah Ag (521)1.
Oleh karena itu model pada persamaan subpopulasi suscpetible dari

wilayah dua menuju wilayah satu melalui lintasan satu sebagai berikut

a(s S
Cah (D~ 520 A ()
S
Bty S (1), + (3 )an a1z — (2112 (S20)s
(N21)1
menjadi
d(521)1

dt = 17(521)1 + 18(521)1 + 19(521)1 - (1 - (le)l)(SZI)l
(4.48)

— (1= (q20)1)(S21)1 — (b21)12(S21)1
+ (b21)21(521):

d. Perhatikan model persamaan

da(s S
( ;;)2 = (@20):(N2)z = (d21)2(821)2 — ﬁm%mz)z
(521)2
_:32.112 m (121)2 + (b21)12(521)1 - (b21)21(521)2

Pada waktu t € [t;,t,] € [0,) maka interaksi yang terjadi di lintasan
satu antara individual susceptible dan individual infected akan menyebabkan
perubahan status dari susceptible menjadi exposed atau tetap menjadi susceptible.
Hal ini bergantung dengan kekebalan tubuh dari susceptible. Ambil sebarang
t =0, dimana t; <&; <t, Interaksi individual ((s31),, (i21)2) yang
menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional sebesar (p,;), dan
((s21)2, (i12)2) yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
sebesar (q21),. Dimana 0 < (py1), <1 dan 0 < (g31)2 <1 dengan t; adalah
batas akhir susceptible dan t, adalah batas awal exposed .

Jika € — t, maka individu ((s31), (i21)2) = (e51), atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

. s .
populasi B, ((szll))zz (I;1), adalah  (py1),(E,1), ekuivalen  dengan (1 —

(p21)2)(s21)2 dan individu ((S31), (i12)2) = (e;1), atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari
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. (S21) .
populasi 3,1, (sz11)22 (I;3), adalah (qp1), (Ep1), ekuivalen dengan (1 —

(q21)2) (521)2-
Jika € — t; maka individu ((s31)5, (i21)2) = (S21), atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

. (S21) .
populasi ﬁzlhﬁ(lm)z adalah  (p21)2(sp1), cekuivalen dengan (1 —

(p21)2)(E21)2 dan individu ((821)2, (1:12)2)% (521)2 atau dapat dikatakan

bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh transmisi virus dari

. (S21) .
populasi S, ﬁ (I;2), adalah (921)2 (s21), ekuivalen dengan (1 —

(q21)2 ) (Ez1)2.
Dengan demikian untuk setiap t € [ty,t,] € [0,0) terdapat transisi

(S21) )
B2uz (szll)zz (I31)2 sebesar (py1)2(E21)2 dan (1 — (p21)2)(s21), dimana 0 <
. . (521)
(p21)2 <1 sebagai proporsi dan ﬁzﬂzﬁ(hz)z sebesar (q21)2(E21)2 dan

(1 - (g21)2)(s31), dimana 0 < (g,1), <1 sebagai proporsi artinya bahwa
pada interval waktu tersebut terdapat individual (s,,), yang diskontinu di t = &,
dan terdapat individu (s,;), yang kontinu sebagai individu susceptible.

Selain itu kelahiran setiap subpopulasi memiliki kekebalan alami pada
interval waktu t € [t,, t;] menyebabkan setiap subpopulasi yang lahir masuk ke
dalam subpopulasi susceptible. Ambil sebarang t = g; dimana t, < gy < t;
kelahiran pada setiap subpopulasi memiliki proposional sebesar A; yang
menyebabkan setiap kelahiran mempunyai peluang sehat karena setiap kelahiran
mempunyai kekebalan alami, Dimana 0 < 4; < 1.

Sehingga (d,1),(E21), = (S,1), atau dapat dikatakan bahwa proporsi
perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari populasi
(d21)2(E21)2 adalah A10(S21)2. (d21)2(I21)2 = (S21)2 atau dapat dikatakan
bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami dari
populasi (dz1)1(l21); adalah 41(S21)2, dan (d31)2(R21)2 = (S21), atau dapat
dikatakan bahwa proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan alami

dari populasi (d;;),(R21), adalah A;,(S51),.
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Oleh karena itu model pada persamaan subpopulasi suscpetible dari

wilayah dua menuju wilayah satu melalui lintasan dua sebagai berikut

da(s S
S () Wan)e — (o (S20)s — Bt o (1),
S
—P2lz M (I21)2 + (b21)12(S21)1 — (b21)21(S21)2
(N21)
menjadi
d(S21)2 1
T 10(821)2 + 211(S21)2 + 212(S21)2 — (1 = (P21)2)(S21)2
(4.49)
— (1= (q21)2)(S21)2+(b21)12(S21)1
— (b21)21(S521)
e. Perhatikan model persamaan
d(E12)1

= (P12)1(E12)1 + (q12)1(E12)1 — (d12)1(E12)1 — (V12)1(E12)1

+(b12)21(E12)2 — (b12)12(E12)1
Pada interval waktu ¢t € [t3,t,] € [0,0) individu exposed dapat

dt

mengalami perubahan status menjadi individu infected . Hal ini karena kekebalan
tubuh dari exposed menjadi lemah. Ambil sebarang t = §, dimana t; < §, < t,
kekebalan tubuh individual (e;,);. yang menyebabkan terjadinya perubahan
secara proposional sebesar (ry,);. Dimana 0 < (r;,); <1 dengan t; adalah
batas akhir exposed dan t, adalah batas awal infected.

Jika € - t, maka individu (e;2); = (i12); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena
virus dari populasi (y;5)1(Ei2); adalah (ry3);(I;3); ekuivalen dengan (1 —
(r12)1) (E12)1.

Jika € — t3 maka individu (e;2); = (e;3); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh lebih kuat dan
dapat melawan virus dari populasi (y;5);(E;2), adalah (7y,);(E;2), ekuivalen
dengan (1 — (r12)1)U12)1 -

Dengan demikian untuk setiap t € [t3,t,] € [0,0) terdapat transisi
(r12)1(E12)1 sebesar (112)1(I12);  dan (1 — (712)1)(E12); dimana 0 < (r12); <
1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual
(e12)1 yang diskontinu di t =&, dan terdapat individu (e;;);yang kontinu

sebagai individu exposed.
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Oleh karena itu model persamaan berikut

d(E12)1
dt = (P12)1(E12)1 + (q12)1(E12)1 — (d12)1(E12)1 — (V12)1(E12)s
+(b12)21(E12)2 — (b12)12(E12)1
menjadi

s 4.50
(dli.:Z)l = (p12)1(E12)1 + (CI12)1(E12)1 — (dlz)l(EIZ)l ( )

— (1 = (r12)1) (E12)1 + (b12)21(E12):
— (b12)12(E12)1

f. Perhatikan model persamaan

d(E12),
dt

= (P12)2(E12)2 + (q12)2(E12)2 — (d12)2(E12)2 — (V12)2(E12)2

+(b12)12(E12)1 — (b12)21(E12):
Pada waktu t € [t3,t,] € [0,00) individu exposed dapat mengalami

perubahan status menjadi individu infected . Hal ini karena kekebalan tubuh dari
exposed menjadi lemah. Ambil sebarang t = §, dimana t; < §, < t, kekebalan
tubuh individual (e;;), yang menyebabkan terjadinya perubahan secara
proposional sebesar (r;;),. Dimana 0 < (17,), < 1 dengan t; adalah batas akhir
exposed dan t, adalah batas awal infected.

Jika € - t, maka individu (e;,), = (i12), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena
virus dari populasi (y12)2(E;2), adalah (r;5),(l15), ekuivalen dengan (1 —
(112)2) (E12)3-

Jika &€ - t; maka individu (e;;), = (e;2), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh lebih kuat dan
dapat melawan virus dari populasi (y13),(E;3), adalah (r75),(E;2), ekuivalen
dengan (1 — (r12)2)(I12)2 -

Dengan demikian untuk setiap t € [t3,t,] € [0,0) terdapat transisi
(¥12)2(E12), sebesar (112)2(l12)2  dan (1 — (112)2) (Eq2), dimana 0 < (r13), <
1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual
(e12), yang diskontinu di t =&, dan terdapat individu (eq;);yang kontinu
sebagai individu exposed.

Oleh karena itu model peramaan berikut

d(E12)2

dt = (012)2(E12)2 + (q12)2(E12)2 — (d12)2(E12)2 — (V12)2(E12)2
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+(b12)12(E12)1 — (b12)21(E12):
menjadi

(K 4.51
(dltZ)2 = (P12)2(E12)2 + (q12)2(E12)2 — (d12)2(E12)2 50

— (1= (r12)2) (E12)2 + (b12)12(E12)4
— (b12)21(E12)

g. Perhatikan model persamaan

d(Ez1)1
dt

= (P21)1(E21)1 + (921)1(E21)1 — (d20)1(E21)1 — P20)1(E21)1

+(b21)21(E21)2 — (b21)12(E21)1
Pada interval waktu t € [t3,t,] € [0,00) individu exposed dapat

mengalami perubahan status menjadi individu infected . Hal ini karena kekebalan
tubuh dari exposed menjadi lemah. Ambil sebarang t = §, dimana t; < §, < t,
kekebalan tubuh individual (e,;); yang menyebabkan terjadinya perubahan
secara proposional sebesar (r,;);. Dimana 0 < (r,;); <1 dengan t; adalah
batas akhir exposed dan t, adalah batas awal infected.

Jika € - t, maka individu (e,;); = (i,1); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena
virus dari populasi (¥21)1(E21)1 adalah (r51)1(I51); ekuivalen dengan (1 —
(121)1) (E21)1-

Jika € — t; maka individu (e,;); = (e51); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh lebih kuat dan
dapat melawan virus dari populasi (y,1)1(E51)1 adalah (737)1(E21); ekuivalen
dengan (1 — (121)1)(U21)1 -

Dengan demikian untuk setiap t € [t3,t,] € [0,0) terdapat transisi
(¥21)1(E21)1 sebesar (131)1(I21)1  dan (1 — (121)1)(E21)1 dimana 0 < (731)1 <
1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual
(e21)1 yang diskontinu di t = §, dan terdapat individu (e,;); yang kontinu
sebagai individu exposed.

Oleh karena itu model persamaan berikut

d(Ez1)1 _
ar (P21)1(E21)1 + (921)1(E21)1 — (d21)1(E21)1 — (V20)1(E20)1

+(b21)21(E21)2 — (b21)12(E21)1

menjadi
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A(E 4.52
(dztl)1 = (P21)1(E21)1 + (q21)1(E21)1 — (d21)1(E21)4 ( )

— (1= (1) 1) (E21)1 + (b21)21(E21)2
— (b21)12(E21)1

h. Perhatikan model persamaan

d(Ez1);
dt

= (P21)2(E21)2 + (q21)2(E21)2 — (d21)2(E21)2 — (V21)2(E21)2

+(b21)12(E21)1 — (b21)21(E21):
Pada waktu t € [t3,t,] € [0,00) individu exposed dapat mengalami

perubahan status menjadi individu infected . Hal ini karena kekebalan tubuh dari
exposed menjadi lemah. Ambil sebarang t = §, dimana t; < §, < t, kekebalan
tubuh individual (e,;), yang menyebabkan terjadinya perubahan secara
proposional sebesar (7,;),. Dimana 0 < (r,1), < 1 dengan t; adalah batas akhir
exposed dan t, adalah batas awal infected.

Jika € - t, maka individu (e,;), = (i,1), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena
virus dari populasi (y371)2(E31), adalah (ry,),(l1), ekuivalen dengan (1 —
(121)2) (E21)2-

Jika € — t3 maka individu (e,;), = (e,1), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh lebih kuat dan
dapat melawan virus dari populasi (y,1),(E21), adalah (r51),(E,1), ekuivalen
dengan (1 — (121)2) (I21)2 -

Dengan demikian untuk setiap t € [t3,t,] € [0,0) terdapat transisi
(¥21)2(E21)2 sebesar (131),(Iz1), dan (1 — (121)2)(E1), dimana 0<
(r21), < 1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat
individual (e,;), yang diskontinu di t = &, dan terdapat individu (e,;), yang
kontinu sebagai individu exposed.

Oleh karena itu model persamaan berikut

d(E31) _
dr (P21)2(E21)2 + (G21)2(E21)2 — (d21)2(E21)2 — (V21)2(E21)-
+(b21)12(E21)1 — (b21)21(E21)2
menjadi
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A(E 4,53
(dztl)2 = (P21)2(E21)2 + (921)2(E21)2 — (d21)2(E21): *53)

— (1= (r20)2)(E21)2 — (b21)21(E21)2
+ (b21)12(E21)1

i. Perhatikan model persamaan

d(I12)4
dt = (r12)1(12)1 — (d12)1U12)1 — (@12)1U12)1

Individu infected pada waktu t € [tg, tg] € [0,0) dapat mengalami

perubahan status menjadi recovery. Hal ini karena kekebalan tubuh dari infected
meningkat. Ambil sebarang t = 3 dimana t; < §; <t kekebalan tubuh
individual (i;,);. yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
sebesar (u;;); . Dimana 0 < (u;3); < 1 dengan tg adalah batas akhir infected
dan t, adalah batas awal recovery.

Jika € - tg maka individu (i;,); = (ry,); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh meningkat
karena virus melemah di populasi (¢;);(I12); adalah (uy,);(Ry3);ekuivalen
dengan (1 — (u12)1)(12)1-

Jika & = t; maka individu (i;;); = (i12); atau dapat dikatakan bahwa
perubahan proporsi yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena virus
dipopulasi  (¢q2)1(I13); adalah  (uy3);(I13); ekuivalen  dengan (1 —
(12)1) (Ry2)1-

Dengan demikian untuk setiap t € [ts5, tg] € [0,0) terdapat transisi
(¢12)1(I12)1 sebesar (uy3)1(Ry2)1dan (1 — (u42)1)(I12)1 dimana 0 < (uy5); <
1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat individual
(i12)1 yang diskontinu di t = 83 dan terdapat individu (i;,),yang kontinu sebagai
individu infected.

Oleh karena itu model persamaan berikut

d(I12)1
(dt) = (r12)1U12)1 — (d12)1U12)1 — (@12)1U12)1

menjadi

d(I12)1 )
(dt) = (r12)112)1 — (d12)1U12)1 — (1—(u12)1) U12)1 (434)

dan model persamaan berikut

131



d(R12)1

= ((p12)1(112)1 - (d12)1(R12)1 + (b12)21(R12)2 - (b12)12(R12)1

dt
menjadi
d(R12) (4.55)
T = 2)1(Ri2)1 — (d12)1(Ri)1 + (b12)21(Ri2)z
- (b12)12(R12)1
j. Perhatikan model persamaan
d(112)2

dt = (r12)2(12)2 — (d12)2U12) 2 — (@12)2(U12)2

Individu infected pada waktu t € [tg, tg] € [0,00) dapat mengalami
perubahan status menjadi recovery. Hal ini karena kekebalan tubuh dari infected
meningkat. Ambil sebarang t = §3 dimana t5 < 63 <t kekebalan tubuh
individual (i;,),. yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
sebesar (u;3), Dimana 0 < (uy,), < 1 dengan t5 adalah batas akhir infected dan
ts adalah batas awal recovery.

Jika € - tg maka individu (i;5), = (ry,), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh meningkat
karena virus melemah di populasi (¢12),(l12), adalah (uy,),(R;2), ekuivalen
dengan (1 — (u12)2)(12)2-

Jika &€ = ts maka individu (iy,), = (i), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena
virus  dipopulasi (@12),(l12), adalah (uq3),(l;2), ekuivalen dengan (1 —
(u12)2) (R12)2.

Dengan demikian untuk setiap t € [ts5, tg] € [0,0) terdapat transisi
(012)2(I12)2  sebesar (u12)2(Riz); dan (1 — (ui2)2)(lyz); dimana 0 <
(u12), < 1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat
individual (i;,), yang diskontinu di t = 3 dan terdapat individu (i;,), yang
kontinu sebagai individu infected

Oleh karena itu model persamaan berikut

d(l12),
(dt) = (r12)2U12)2 — (d12)2U12)2 — (@12)2(112)>

menjadi

d(I '
O O N(BRRICT N NI ORI M
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dan model persamaan berikut

d(R
(dltZ)2 = (¢12)2(112)2 — (d12)2(R12)2 + (b12)12(R12)1 — (b12)21(R12)
menjadi
J(R 5
(dltZ)2 = (12)2(R12)2 — (d12)2(R12)2 + (b12)12(R12)s @57
— (b12)21(R12)

k. Perhatikan model persamaan

d(I31)1
(dt) = (121)1U21)1 — (d21)1U21)1 — (@21)1U21)1

Individu infected pada waktu t € [tg,ts] € [0,0) dapat mengalami

perubahan status menjadi recovery. Hal ini karena kekebalan tubuh dari infected
meningkat. Ambil sebarang t = §3 dimana t; < §; <t kekebalan tubuh
individual (i,;),. yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
sebesar (u,;); Dimana 0 < (u,,); < 1 dengan ts adalah batas akhir infected dan
ts adalah batas awal recovery.

Jika € — t, maka individu (i,;); = (r1); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh meningkat
karena virus melemah di populasi (¢,;);(l21); adalah (uy;);(R,1); ekuivalen
dengan (1 — (uz1)1)(I21)1-

Jika € - ts maka individu (i,;); = (iy;); atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena
virus dipopulasi (@,7)1(I31); adalah (u;,);(l1); ekuivalen dengan (1 —
(uz1)1) (R21)1.

Dengan demikian untuk setiap t € [ts,tg] € [0,0) terdapat transisi
(921)1(z1)1 sebesar (uz1)1(Rz1)1 dan (1 — (uz1)1)(z1); dimana 0 <
(uy1)1 < 1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat
individual (i,;); yang diskontinu di t = &5 dan terdapat individu (i,;); yang
kontinu sebagai individu infected.

Oleh karena itu model persamaan berikut

d(I31)4
dt = (121)1Uz21)1 — (d21)1U21)1 — (@21)1U21)1
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menjadi

d(l31)1 '
(dt) = (r21)1I21)1 — (d21)1(21)1 — (1 = (u21)1) (U21)1 (*45%)

dan model persamaan berikut

d(R
(dil)l = (21)1(21)1 — (d21)1(R21)1 + (b21)21(R21)2 — (b21)12(R21)1
menjadi
d(Rz1)1 '
(dt ) = (U21)1(R21)1 — (d21)1(R21)1 + (b21)21(R21)2 (*+:59)
— (b21)12(R21)1

1. Perhatikan model persamaan

d(I31),
(dt) = (121)2Uz1)2 — (d21)2(U21)2 — (@21)2(I21)2

Individu infected pada waktu t € [tg, tg] € [0,00) dapat mengalami

perubahan status menjadi recovery. Hal ini karena kekebalan tubuh dari infected
meningkat. Ambil sebarang t = §3 dimana t5 < 63 <t kekebalan tubuh
individual (i,;),. yang menyebabkan terjadinya perubahan secara proposional
sebesar (uy1), Dimana 0 < (uy1), < 1 dengan tg adalah batas akhir infected dan
te adalah batas awal recovery.

Jika € = tg maka individu (iy;), = (1), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh meningkat
karena virus melemah di populasi (@,1),(I51), adalah (uy;),(R51), ekuivalen
dengan (1 — (uz1)1)(21)1-

Jika &€ = ts maka individu (i), = (iy1), atau dapat dikatakan bahwa
proporsi perubahan status yang disebabkan oleh kekebalan tubuh melemah karena
virus  dipopulasi (¢41),(I21), adalah (uy;),(I51), ekuivalen dengan (1 —
(u21)2) (Rz1)2.

Dengan demikian untuk setiap t € [tg, tg] € [0,0) terdapat transisi
(021)2(I21)2 sebesar (uz1)2(Rz1); dan (1 — (uz1)z)(l21); dimana 0 <
(u21), < 1 sebagai proporsi artinya bahwa pada interval waktu tersebut terdapat
individual (i,;), yang diskontinu di t = 5 dan terdapat individu (i,,), yang
kontinu sebagai individu infected.

Oleh karena itu model persamaan berikut
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d(l
(21); = (r21)2(21)2 — (d21)2(21)2 — (921)2(I21):

dt
menjadi
d(l '
) raands — W)y~ (A= )l O
dan persamaan berikut
d(R
(alztl)2 = (921)2(121)2 — (d21)2(R21)2 + (b21)12(R21)1 — (b21)21 (R21)2
menjadi
d(R '
(dztl)2 = (Uz1)2(R21)2 — (d21)2(Ra1)2 + (B21)12(R21)1 (e

- (b21)21 (R21)2

Selanjutnya setelah didapatkan Persamaan model (4.46) sampai (4.61)
yang telah direduksi berdasarkan evolusi virus yang terjadi di tubuh individual
akan dilakukan pembuktian bahwa model memiliki penyelesaian dan tunggal
dengan mencari konstanta Lipschitz berdasarkan teorema berikut

Terdapat konstanta Lipschitz k(t) yang memenuhi

IfF X, 0 — FX2O, Ol < k@ONIXT — X2
sedemikian hingga model sistem berlaku untuk setiap t € R.

Bukti :

Misalkan sistem berbentuk d);—it) = f(X(t),t),X(0) = X,, dengan

t € R*. dengan
X = {(512)1' (512)2! (521)1' (521)2' (EIZ)IJ (EIZ)Z' (E21)1' (EZI)ZI
(112)1; (112)2' (121)1' (121)2 5 (R12)1! (R12)21 (R21)1, (R21)2}
maka persamaan (4.46) sampai (4.61) dapat dinyatakan dalam bentuk

ax ¥
= =fX®,0)
atau dapat ditulis
d(S12)1 d(s,
(dtZ) = [((512):(®,0; ( df)z = F((512)2(0), );
d(S51)1 d(S,,
(dzt 2 (S0, ( - 2 £((5,00:0,0)
d E12 1 d E12 2
(dt) = f{(E (0,0); ( dt) = F(($12)2(8), ;
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d(Ey1)1 d(Ez1),

7t = f(E20:(0,0); = = f(S22(0,0);
d(;l;)l = f((I12)1(0), 1); d(fil;)z = (1), (5, £);
d(ilztl 2 (0 d(fﬁ)z = (U20)2(8), ;
du:zf)l = f((R12):(®). 0); d(ﬁf)z = F((R12)2(6), )
S = PRy (0,0 W2 — f(Raa,0

Selanjutnya dikelompokkan berdasarkan keadaan individu dilintasan menjadi
empat total subpopulasi yaitu subpopulasi susceptible, exposed, infected, recovery
di lintasan sebagai berikut.
a. Total subpopulasi  susceptible di lintasan merupakan jumlahan dari
subpopulasi susceptible dari wilayah satu ke dua melalui lintasan satu,
subpopulasi susceptible dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua, subpopulasi
susceptible dari wilayah dua ke satu melalui lintasan satu, dan subpopulasi
susceptible dari wilayah dua ke satu melalui lintasan dua. Oleh karena itu dapat
ditulis sebagai berikut
fE@),0) = fF((S12)1(0), ) + f((S12)2(0), 8) + f((S20)1(), 8) + f((S21)2(D), £)
maka
fS@®,t) = (/11 + A+ 43— (1= (p12)1) — (1A — (%2)1))((512)1) +

(/14 + A5+ 46— (1= (p12)2) — (1 — (%2)2))((512)2) +

(/17 +Ag+ A — (1= (p21)1) —(1— (%1)1))((521)1) +

(Ao + i1 + A1, = (1= (P21)2) — (1 = (21)2))((S21)2)

b. Total subpopulasi exposed di lintasan merupakan jumlahan dari
subpopulasi exposed dari wilayah satu ke dua melalui lintasan satu, subpopulasi
exposed dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua, subpopulasi exposed dari
wilayah dua ke satu melalui lintasan satu, dan subpopulasi exposed dari wilayah
dua ke satu melalui lintasan dua. Oleh karena itu dapat ditulis sebagai berikut
FE®, 1) = f((E12)1(6), 1) + f((E12)2(8), ) + f((E21)1(0), 8) + f((E21)2(2), 8)

maka
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FE®D = ((pr2)1+ (@12)1 = (d12)1 — (1 = (r12)1)) (Ex)1) +
((P12)2 + (q12)2 = (d12)2 = (1 = (r12)2)) ((E12)2) +
(P21 + (q20)1 — (da1)1 = (1 = (20)1)) ((E20)1) +
(@22 + (q20)2 = (da1)2 — (1 = (121)2) ) (E21)2)

C. Total subpopulasi infected dilintasan merupakan jumlahan dari
subpopulasi infected dari wilayah satu ke dua melalui lintasan satu, subpopulasi
infected dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua, subpopulasi infected dari
wilayah dua ke satu melalui lintasan satu, dan subpopulasi infected dari wilayah
dua ke satu melalui lintasan dua. Oleh karena itu dapat ditulis sebagai berikut
fU®), ) = f((12)1(0), 1) + f((U12)2(0, 8) + f((L21)1(0), ©) + £ ((U21)2(D), 1)
maka
fA@ 0 = (1)1 — (d12)1 — (A=(w12)1))(U12)1) +
((ri2)z = (di2)2 = (1 = (12)2))((12)2) +
((rz0)1 = (dz1)1 = (1 = (u21)1))((21)1) +
((7”21)2 —(d21), — (1 — (u21)2))((121)2)

d. Total Subpopulasi recovery dilintasan merupakan jumlahan dari
subpopulasi recovery dari wilayah satu ke dua melalui lintasan satu, subpopulasi
recovery dari wilayah satu ke dua melalui lintasan dua, subpopulasi recovery dari
wilayah dua ke satu melalui lintasan satu, dan subpopulasi recovery dari wilayah
dua ke satu melalui lintasan dua. Oleh karena itu dapat ditulis sebagai berikut
FRM®, 1) = f((R12)1(0), 8) + f((R12)2(8), ) + f((R21)1(8),©) + f((R21)2(D), )
maka

fR@, ) = ((w2)1 — (d12)1)((R12)1) + ((U12)2 — (d12)2)((R12)2) +

((uz1)1 — (d21)1) ((Rz21)1) + ((uz1)2 — (d21)2) ((R21)2)

Misalkan terdapat elemen-elemen pada himpunan X kontinu sebagian demi

sebagian.
(S12)1 = ((512)1' (512)%); (S12)2 = ((512)%' (512)%)2 (211 = ((521)%' (521)%)i
(S21)2 = ((521)%' (521)%); (E12)1 = ((E1z)i, (E12)%); (E12)2 = ((512)%' (512)%)}
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(E21)1 = ((E21)1, (E20)1) 5 (E21)2 = (E21)3, (E21)3),;5 (Ii2)1 = ((12)1, (112)1),
(I2)2 = ((I2)2, (12)3); (1)1 = (201, (210)7); U21)2 = ((T21) 2, (11)3);
(R12)1 = ((R12)1, (R12)D); (R12)2 = ((R12)3, (R12)3);

(Rz1)1 = ((R21)1, (R21)1) 5 (Ra1)2 = ((R21)3, (R21)3);

maka akan terdapat f(X1(t), t) dan f(X?(t),t) dengan
X' ={(5:12)1, (512)3, (S20)1, (S21)7, (E12)1, (E12)3 (E21)1, (E21)3
(112)1, (U12)2, (1)1, (I21)2, (R12)1, (R12)3, (R21)1, (R21)3}
X? ={(S12)1, (512)3, (S20)%, (S20)3, (E12)i, (E12)3, (E21)%, (E21)3,
(12)%, (12)3, (120)F, (1205, (R12)7, (R12)3, (R21), (R21)3}
Selanjutnya akan dicari nilai dari k(t) yang merupakan konstanta Lipschitz yang

memenuhi bentuk berikut

IF X' (@), 0) — FX2(O), DIl < k@OIXT - X2l

dengan
a1
If (X1(D),t) — F(X?%(b), D)l = 321 dinyatakan sebagai
31
41

a1 = bj; + ¢i1 + dj; + €41, dengan i = 1,2,3,4, maka
aiq
21 = Ibi; + cis + dig + el

31
751

Q

IF (X, 0 - X2, 0l =

Q

atau

If X1 (®),8) = FXZ(O), Ol < Wball + Nlewll + Nldill + llegall
dengan|lb || = maxycicn X1 |byj
Berikut ketentuan  a;; < ||bi1 |l + llcill + lldill + lleq ]l  (4.62)
Selanjutnya Persamaan (4.46) sampai (4.61) dapat dibentuk sebagai berikut

Susceptible
a;1 = f(S1(8), ) — £(S?(¢), 1)
a1 = {()ﬂ +2;+ 43— (1= (p12)1) — (A - (%2)1))(512)% +

(A4 + A5+ — (1 — (p12)2) — (1 — (%2)2))(512)% +
(A7 +Ag+Ag— (1= (Pr1)1) — (1 — (%1)1))(521)% +
(Alo + A1t A — (1= (p21)2) — (1 — (%1)2))(521)%} -
{(Al + A+ 43— (1= (p12)1) — (1 — (%2)1))(512)% +
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(Ae+ 25+ 26 — (1= (P12)2) — (1 = (012)2))(s12)5 +
(A7 +2g + 29 — (1 = (P21)1) — (1 = (420)1))(S2) +
(A0 + 11 + 12 = (1= (P21)2) = (1 = (421)2))(S21)3}
= (A +2A+24— (1= @12)1) — (1= (012)0)) (121 = (512)D) +
(A + 25+ 26— (1= (P12)2) = (1 = (g12)2))((512)3 = (512)3) +
(A7 +2g + 29 = (1 = (P21)1) — (1 = (q20)1)) (S2)1 — (S200D) +
(A10 + A1 + Az = (1= (P20)2) = (1 = (q20)2))((S21)3 — (S20)3)
Menggunakan ketentuan (4.62) maka didapatkan
lall < [[(A + 22 + 25 = (1 = (P12)1) — (1 = (412)1))((512)1 = (S12)D) || +
(A4 + 25 + 26 = (1 = (P12)2) — (1 = (q12)2))((512)3 — (512)9)|| +
1(27 + 26 + 29 — (1 = (21)1) — (1 = (g20)1))((S20)1 = (20D +

”(/110 + 11t A — (1= (p21)2) — (11— (%1)2))((521)% — (521)5)”
(4.63)

Exposed
az = f(E'(®),t) — f(E*(D), 1)
1 = {((P12)1 + (q12)1 — (d12)1 — (1 — (7”12)1))(512)i +

((P12)2 + @12)2 — (diz)2 — (1 — (112)2)) (Ex2)} +
(@201 + (@)1 — (d2)1 — (1 = (22)1)) (Ea1)} +
(Pa)2 + @21)2 — [d21)2 — (A = (121)2) ) (E21)3} —
(@)1 + (@121 — (1)1 — A = (12)0) (Exx)? +
((P12)2 + @12)2 — (diz)2 — (1 = (112)2)) (Ex2)3 +
(P21 + (@)1 — (d2)1 — (1= (2)1)) (Ea1)? +
(Pa)2 + @20)2 = (dz1)2 — (1 = (124)2) ) (E21)3)
= (i1 + @12)1 — (di)1 — (1 = (1)) (i)} — (Er)?) +
((P12)2 + (@12)2 — (diz)2 — (1 = (112)2)) (Ex2)} — (E1)D) +
(P21 + (@)1 — ()1 — (1= (12)1)) (E21)} — (E2)P) +
(Pa)2 + @21)2 — (212 — (1 = (121)2) ) (B2} — (E21)3)
Menggunakan ketentuan (4.62) maka didapatkan
lazsll < [[(r11 + (@az)1 — (diz)r — (1 = (i) ) (Ex)l — (E)D || +
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”((Plz)z + (q12)2 — (d12), — (1 = (7'12)2))((E12)% - (Elz)%)” +
”((P21)1 + (q21)1 — (dz1)1 — (1 = (7'21)1))((E21)% - (E21)%)” +

”( (P21)2 + (G21)2 — (dz1), — (1 — (7’21)2))((E21)% - (E21)%)||(4-64)
Infected
azy = fU(0),0) — fFU (D), 1)
az1 = {((r2)1— (d12)1 — (1—(u32)1)) U127 +

((r1)2 — (d1z)2 — (1 = (u12)2)) ()3 +
(G201 = (o)1 — (1 = (Wan)1)) )} +
(G202 = ()2 — (1 = (Uz1)2)) U51)3} —
{((u2)1 = (di)r — (A—(wi2)1)) Us2)? +
((r12)2 = (d12)2 — (1 — (u12)2)) (h2)3 +
()1 — (da)1 — (A = (ua0)1)) I1)7 +
((21)2 = (da1)2 — (1 = (U21)2)) (21)3}
= (o)1 — (diz)1 — (1=(w12)) (L) — Ui)D) +
((12)2 = (d12)2 — (1 = (u12)2)) ((112)3 — (112)3) +
(201 = (da)1 — (1= (wa))) ()} = (L)D) +
((20)2 = (d21)2 = A = Wa1)2) ) (Uz1)3 — (1;1)3)
Menggunakan ketentuan (4.62) maka didapatkan
lasill < [[((i2)s = (di2)1 — A=(w12) ) ()1 = 1D || +
1((ri2)2 = (d12)2 — (1 = (w12)2)) (Us2)3 — U1)B)| +
(a1 = (dan)r — (1 = (u20) D)) (L)} — L)D] +
1(Cz0)2 = (d2)2 = (1 = (2)2))(U20)5 — (DD (4.65)

Recovery
as1 = f(R'(®),t) — f(R*(D), 1)
ag = {((ug2)1 — (d12)1)(R12)} + ((u12)2 — (d12)2)(R12)% +

((U21)1 — (d20)1) (Ra)1 + ((Uz1)2 — (d21)2) (R21)3} —

{((12)1 = (d12)1) (R1z)T + ((12)2 — (dr2)2) (Re2)3 +

((U21)1 — (d21)1) (Rz0)T + ((Uz1)2 = (d21)2) (R21)3}
= ((12)1 — (d12))((R1)1 — (R2)D) +

((12)2 = (d12)2) ((R12)3 — (R12)3) +
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(U211 = (d21) ) ((ReD1 — (Rz)D) +
((u21)2 — (d21)2) ((R21)3 — (R21)3)
Menggunakan ketentuan (4.62) maka didapatkan
lagll < I1((ui2)1 — (d12)1) ((Ri2)1 — (Ri2)?) Il +
1((u12)2 = (d12)2) (R12)3 — (Ri)DI +
1((u21)1 = (d21) 1) (R21)1 — (R2DDI +
1((u21)2 — (d21)2) ((R21)z — (Ra) DI (4.66)
Selanjutnya Persamaan (4.63) — (4.66) dapat dibentuk norm sebagai berikut.

a1
azq
aszq
asq

IF X, 0 = FX2(©), Ol < lIbuall + lleaall + Nldiall + lles |l , maka

(/11 + A+ 43— (1 - (p12)1) - (1 - (6112)1)) ((S12)1 — (5121)
(1), + (@15), — @)1 = (A= 12)0)) (Er} = E1)?)
((r12)1 = (d12)1 — (1=(u12)D)(T12)1 = T12)7)

((i2)1 = (di)1)((R12)i — (Ri2)7)
</14 + A5+ A6 — (1 - (p12)2) - (1 - (qlz)z)) ((512)3 = (512)3)
<(p12)2 + (q12)2 —(d12)2— (A - (7”12)2)) ((E12); — (E12)3)
((r12)2 — (d12)2 — (1 — (12)))(U12)3 — U12)%)

((u12)2 = (d12)2)((R12); — (R12)5)

(27 + 26 + 29 = (1= (1)) = (1= (0,),)) (G20} = 52003)
((2), + (@21), = (@o)s = (A = G2)0)) (B2} = (E2?)
(ra)1 — (da)1 — (1 — (u20) D)) (U201 — U21)3)

(w21 = (d201)((R21)i — (R21)7)

(Alo + A1+ A2 — (1 - (P21)2) - (1 - (q21)2)) ((S21)3 — (521)3)

(), + (@21), = @arde = (1 = 200 ((Ean)} — (E21)3)

((r21)2 — (da1)2 — (1 — (w2 ))(U21)3 — U213)
((U21)2 — (d21) D ((R21)3 — (RaE)

IF X, 0 - fFX*©®), 0l = = by + ciq + din + el

ai
azy
aszi
a4y

dengan

IfF X)) = FX2@O), Ol < Wbill + Newll + Ndill + llesl
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Sehingga
IfF (X, 0) = FX2@®), DI <
ki @Obill + k2 D llcia |l + ks @l dill + ka()lles I (4.67)
Dimana
1. k;(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah satu menuju

wilayah dua melalui lintasan satu, dengan

n
1bis |l = g@ngbiﬂ
=1

bis] =141 + 22 + 43 = (1 = (P12)1) — (1 = (@22)DI(U(S12)1 — (S12)1D
|ba1] = 1(P12)1 + (q12)1 — (d12)1 — (1 = () DIU(Er2)1 — (1))
31| = 1(r12)1 — (d12)1 — (A= (1) DI U121 — (12)1D
|bar] = [(u12)1 — (d12)1](I(R12)T — (R12)E])

Maka

|by1| < maks{|A; + A, + 23 — (1 — (P12)1) — (1 — (q12))| |(P12)1 + (g12)1
— (di12)1 = (1 = (r12) D] [ (ri2)1 = (daz)1 — (A= (ua2) DI [ (w21
= (d12)1l} (U(S12)1 — (S12)1D

b1 | < maks{|4; + 2, + 23 — (1 — (p12)1) — (1 — (q12) D] [(P12)1 + (G12)1
— (d12)1 = (1 = (r12) D] [ (ri2)1 = (daz)1 — (A= (ua2) DI [ (waz)e
— (d12)1 3 (E12)1 — (E1)iD)

|bs31| < maks{|4; + 2, + 23 — (1 — (p12)1) — (1 — (q12) D] [(P12)1 + (G12)1
— (d12)1 = (1 = (r12) D] [ (ri2)1 = (daz)1 — (= (ua2) DI [ (wa2)e
= (d12)1 3 I12)1 — (11D

|bys| < maks{|A; + 2, + 23 — (1 — (p12)1) — (1 = (q12) D] [(P12)1 + (G12)1
— (di12)1 = (1 = (r12) D] [ (ri2)1 = (daz)1 — (1= (ua2) DI [ (waz)e
— (d12)1 13U (R12)1 — (R1ED

(Mt 22+ 25 = (1= (1))~ (1= (a1),)) (G122} = S122))

(1), + (015, — @)1 = (L = C12)D)) (Er} = En)?)

((r12)1 — (d12)1 — A—(u12) D)) (1)} — U12)3)
((u12)1 — (d12)D(R1D] — (R12)?)

IA
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maks{|A; + A, + 23 — (1 = (p12)1) — (1 = (q12)),

|(P12)1 + (q12)1 — (d12)1 — (1 = () D 1 Ga2)1 — (diz)1 — (—(uq2)1)|,

((512)1 = ($12)D)
((E12)1 — (E1)D)
((h2)1 — (h2)D)
((R12)1 — (R12)?)

|(u12)1 — (di2)1 13

atau

(it 22+ 25 = (1= (0,),) ~ (1= (a1),)) (G122} = S122D)

((012), + (@1), = @1 = A= 20 (Er} = Ed) || < 1, 00)

(ri1 — (di)1 — A=) D) (U12)1 — U12)?)
(1)1 — ([d12)D((R1DI — R1D?)

((512)1 = (S12)D)
((Er2)i — (E12)T)
((h2)i — (h2)D)
((R12)1 — (R12)D)

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari
ky(t) = maks{|A; + A, + A3 — (1 — (p12)1) — (1 = (q12))],

|(12)1 + (@12)1 — (d12)1 — (1 = () D] 1 (r2)1 — (diz)1 — (T—(ug2)1)],
|(u12)1 — (di2)1 [}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu

{|Chn + 22 + 23)mas
— (1= @i + (1 = (@12)0)
— ((diz)1 + (1 = (1))
= ((dip) + A=(w12)D), |,
|(@t12) 1 mais = (@12)1)min |}

| ) |((P12)1 + (q12)1)maks

min

| |(C12) Dmas

min

atau

(| + 22 + 23 min = (1 = 1)) + (A = (@12)1))
(q12)1)min — ((d12)1 +(1- (T12)1))
(1—(u12)1))

((P12)1 +

)

maks

maks ((r12)1)min — ((d12)1 +

(@12 min = (@r2) D mars 1}

)

maks
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Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k,(t) dilakukan
berdasarkan asumsi bahwa Individu infected pada lintasan satu dari wilayah satu
ke wilayah dua dapat menyebarkan virus dilintasan. Dengan kata lain subpopulasi
infected sangat mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan
pada subpopulasi infected.

Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k,(t) =
|((r12)1)maks —((dy)1 + (1—(u12)1))min | maka penyebaran virus di lintasan

satu sangat luas. Jika ((712)1)maks dan ((d12)1 + (1—(u12)1))minmaka yang
terjadi rate transisi individu exposed menjadi individu infected lebih besar
daripada rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh
sehingga memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi
(S12)1, (E12)1, (I12)1, (R12)4 di lintasan satu.

2. k,(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah satu menuju

wilayah dua melalui lintasan dua, dengan

n

llciv |l = ngﬁZlCijl

j=1
lcial =14 + 25 + 46 — (1 = (P12)2) — (1 = (q12))U(512)3 — (512)3D)
lc21l = [(P12)2 + (@12)2 = (d12)2 — (1 = (i) DI ((E12)z — (E12)3D)
a1l = 1(r12)2 = (di2)2 — (1 = () DI (h2)3 — (112)3D)
|caal = [(U12)2 — (di2)2l(I(R12)z — (R12)3D)

maka

|ci1l < maks{|Ay + 25 + 46 — (1 = (P12)2) = (1 = (@12))]: [(P12)2 + (412)2
— (d12); = (1 = (M2 [(r12)2 = (d12) 2 = (1 = (u12)2)1,
|(w12)2 — (d12)213(I(512)3 — (512)3D)

|c21] < maks{|As + A5 + Ag — (1 = (P12)2) = (1 = (q12)2)], |(P12)2 + (412
— (d12); = (1 = (m2) )] [(r12)2 = (d12)2 = (1 = (u12)2)|,
|(w12)2 — (d12)23(I(E12)3 — (E12)3D)

|31l < maks{|As + 45 + A6 — (1 = (P12)2) — (1 = (q12)2)], |(P12)2 + (412
— (d12)2 = (1 = (m2) )] [(r12)2 = (d12) 2 = (1 = (u12)2)|,
|(u12)2 — (d12)213(1U12)7 — (U12)3D)
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lcar| < maks{|As + A5 + A — (1 — (P12)2) — (1 = (q12)2)], |(P12)2 + (G12)2
— (d12)2 = (1 = (r12)2)1, | (r12) 2 — (d12)2 — (1 = (uq2)2)],
|(u12)2 — (d12)2|}(|(R12)% - (RIZ)%D

(/14 + 45 + 46 — (1 - (p12)2) - (1 - (q12)2)) (G127 — (512)%)
((p12)2 + (q12)2 —(d2)— (A - (T12)2)> ((E12); — (E12)5)
((r12)2 — (@122 — (1 = (12)2))(U12)3 — U12)3)

((Wi2)2 = (d12)2)((R12); — (R12)3)

maks{|As + A5 + ¢ — (1 = (p12)2) — (1 — (q12)2)],

|(P12)2 + (q12)2 — (d12)2 — (1 = (112)2)], [(r12)2 — (di2)2 — (1 = (ug2)2)|,

((512)% - (512)%)
((E12); — (E12)3)
(U12)3 — (I12)3)
((R12)3 — (R12)3)

IA

|(u12)2 — (d12)21}

atau

</14 + A5 + Ag — (1 - (p12)2) - (1 - (qlz)z)) ((s12)7 — (512)3)

(1), + (A1), = @22 = (1= 1222 (Erdt — Ed) || < 100

((r12)2 — (d12)2 — (1 — (u12)2))(U12)3 — U12)3)
((U12)2 — (d12)2)((R12); — (R12)3)

((512)% - (512)%)
((E12); — (E12)3)
(U12)z — (12)3)
((R12)z — (R12)3)

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari

ko (t) = maks{|A4 + A5 + 46 — (1 — (p12)2) — (1 — (q12)2)|,

|(P12)2 + (q12)2 — (d12)2 — (1 = (r12)2) |, |(r12)2 — (di2)2 — (1 — (uq2)2)|,
|(u12)2 — (d12)21}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu
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{| A + A5 + A6 maks
— (= ) + (A= (@:2)D),
= ((di2)2 + (1 = (12)), . | [ (1)) mas
~ ()2 — (1= (w2)n), . |
|((t12) 2 mais = (d12)2)min 1}

|' |((P12)2 + (912)2)maks

)

atau
{| A4 + 25 + 26)min
— (= @1)2) + A= (@12)2))
— ((d2)2 + A= (12)2)), ..
—((d12)z = (A = (wiz)2)), .
|((t12)2)min = (d12)2)mas |}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k,(t) dilakukan

) |((P12)2 + (912)2)min

maks

) |((T12)2)min

)

berdasarkan asumsi bahwa individu infected di lintasan dua dari wilayah satu ke
dua dapat menyebarkan virus pada populasi di lintasan. Dengan kata lain
subpopulasi infected sangat mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya
dilakukan pada subpopulasi infected.

Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k,(t) =
(("2)2)maks — ((d1z)z - (1- (ulz)Z))min | maka penyebaran virus di lintasan

dua sangat luas. Jika ((172)2)maks dan ((d12)2 - (1- (ulz)Z))min maka yang
terjadi rate transisi individu exposed menjadi individu infected lebih besar
daripada rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh

sehingga memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi

(S12)2, (E12)2, (I12)2, (Ry2); di lintasan dua.
3. ks3(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah dua menuju

wilayah satu melalui lintasan satu, dengan

n
ldi1 |l = :{Isllﬁa;leklijl
=1
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ldis] =147 + 25 + A9 = (1 = (P20)1) — (1 = (20 DI(S20)1 = (S20)3D
ld21] = |21 + (@201 — (d21)1 — (1 = (o) DI (E20)1 — (E20)5D)
lds1] = [(r21)1 = (d21)1 — (1 = (uz) DI U20)1 — 23D
ldat| = 1(uz1)1 = (d20)1|((R2)1 — (R21)3D)

maka

|d11| < maks{|A; + Ag + A9 — (1 = (p21)1) — (1 — (g2, [(P21)1 + (G21)1
— (d21)1 — (1 = (20) D [(r21)1 — (d21)1
— (1= (U2 D 1211 — (@213 (S20)1 = (S20)7)

|d21| < maks{|A; + 2g + 29 — (1 — (P21)1) — (1 — (q21) )| |(P21)1 + (q21)1
— (d21)1 — (1 = (1) DI (1)1 — (d21)s
— (1 = (uz0) D 1 (21)1 = (d20)1 B (E20)7 — (E205D

|d31| < maks{|A; + 2g + 29 — (1 — (P21)1) — (1 — (q21) )| |(P21)1 + (q21)1
— (d21)1 — (1 = (1) DI (1)1 — (d21)s
— (1= (uz0) D 1 (z1)1 = (d2)1 B U201 = U20)E)

|dg1| < maks{|A; + Ag + 29 — (1 — (P21)1) — (1 — (q21) )| |(P21)1 + (q21)1
— (d21)1 — (1 = (1) D (1)1 — (d21)1
— (1= (uz) ) 1 (uz1)1 = (d20)13UR21)7 — (R20)5D

(27 4+ 20+ 29 = (1= (p,1),) = (1= (@31),)) (G200} = 203)

((P21)1 + (ay), — (21 — (A — (7"21)1)) ((E201 — (E21)7)
((ra)1 — (da)1 — (1 — (U20))) (U201 — U21)3)
((uz1)1 = (d21)1) ((R20)1 — (R21)7)

maks{|A; + Ag + Ao — (1 — (p21)1) — (1 = (q21)1)I,

|(P21)1 + (q21)1 — (d21)1 — (1 = () D 1(21)1 — (d21)1 — (1 = (uz1) )l

((S20)1 = (S2001)
((E2)1 — (E20)1)
()1 — (20)7)
((Rz1)1 — (R20)D)

IA

|(uz1)1 — (da1)1 1}

atau
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(27 425+ 20— (1= (0,1),) = (1= (43),)) (20} = S2)

(@20), + (@), = @1 = (A= 200) (B2t = E0D) || <1y

(ra)1 — (da)1 — (1 = (U2 )) (U201 — U21)7)
(201 = (daD)1)((R2D)T — (Rz1)Y)

((S2)1 = (S20)%)
((E21)1 = (E21)7)
((I2)1 = (20D
((Rz1)1 — (R21)D)

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari
k3(t) = maks{|A; + Ag + A9 — (1 — (p21)1) — (1 — (q21) )|,

|(P21)1 + (q21)1 — (d21)1 — (1 = (o) D 1(21)1 — (d21)1 — (1 = (uz1) )l
|(uz1)1 — (da)1 1}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu

{|A7 + 26 + 25)mars
— (A= @) + A= (@), ]
= ((da)1 + A = (20)D), | | (20 Dmas
= ((da)1 + (1= (z0)D),, |
|((t21) Dmas = ((dz1) Dmin 1}

, |((P21)1 + (921)1)maks

atau
{7 + 26 + o) min
— (= ) + A= (@)D), .
= ()1 + (1 = 200), | | (@20 min
— ((dz)1 + A= (z0)D), |,

|(t21) Dmin = (d21) Dmais 1}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k;(t) dilakukan

) |((P21)1 + (921)1)min

berdasarkan asumsi bahwa individu infected di lintasan satu dari wilayah dua ke

satu dapat menyebarkan virus pada populasi di lintasan. Dengan kata lain
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subpopulasi infected sangat mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya
dilakukan pada subpopulasi infected.
Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k;(t) =

(") 1D maks — ((d21)1 +(1- (u21)1))min | maka penyebaran virus di lintasan

satu sangat luas. Jika ((721)1)mars dan ((dz1); + (1 — (u21)1))min maka yang

terjadi rate individu exposed yang menjadi individu infected lebih besar daripada
rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh sehingga
memberikan  pengaruh  sangat besar pada  perubahan  subpopulasi
(S21)1, (E21)1, (I21)1, (R21)4 di lintasan satu.

4. k,4(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah dua menuju

wilayah satu melalui lintasan dua, dengan

n

llej1 |l = 1121.1)7(12|€ij|

=1
less] = 1o + Arp + A1z — (1= (P21)2) — (1 = (q20)2)1(U(S20)3 — (S20)3D)
le21] = | (P21)2 + (q21)2 — (d21)2 — (1 = (o) DI (E21)3 — (E20)3D)
lest| = [(r21)2 — (d21)2 — (1 = (u2) ) (T20)3 — (121)3])
lear] = [(uz1)2 — (d21)21(I(Rz1)7 — (R21)3D)
Maka
ler1] < maks{|A10 + 411 + 412 — (1 — (P21)2) — (1 = (q21)2)1, [(P21)-2
+ (q21)2 — (d21)2 — (1 = (121)2) |, [(21) 2 — (d21)2
= (1 = (u20)2)] [(U21)2 — (d21)213(1(S21)3 — (S20)3D)
lez1| < maks{|A10 + 411 + A1z — (1 — (P21)2) — (1 = (q21)2)], |(P21)-
+ (G212 — (d21)2 — (1 = (21)2)], [(r21) 2 — (d21)2
— (1 = (u20)2)|, [(W21)2 — (d21)213(I(E21)3 — (213
les1| < maks{|A10 + 411 + A1z — (1 — (P21)2) — (1 = (q21)2)], |(P21)-
+ (G212 — (d21)2 — (1 = (121)2)], [(r21) 2 — (d21)2
— (1 = (u20)2)1, [ (uz1)2 — (d21)213(1(I21)z — (1213
lear| < maks{|A10 + 411 + A1z — (1 — (P21)2) — (1 = (q21)2)], |(P21)-
+ (G212 — (d21)2 — (1 = (r21)2)], [(r21) 2 — (d21)2
— (1= (U202 [(21)2 = (d21)213(I(R21)3 — (R21)31)

149



(/110 + A1+ A2 — (1 - (P21)2) - (1 - (CI21)2)> ((S20)3 — (S23)

(@2, + (@21), — (@2 = (1 = (202 ) (Ez0)h = E2F)
((ra1)2 — (d21)2 — (1 — (U21)2)) (U203 — U21)3)
((u21)2 = (d21)2)((R21)3 — (R21)3)

maks{|A10 + 11 + A1 — (1= (p21)2) — (1 — (2021,

|(P21)2 + (g21)2 — (d21)2 — (1 — (r20)2) |, |(21)2 — (d21)2 — (1 — (uz1)2)|,

((S21)z = (S21)%)
((E21)3 — (E21)3)
((I21)3 — (I
((Rz1)z — (R21)3)

IA

|(uz1)2 — (d21)21}

atau
</110 + A1+ A2 — (1 - (P21)2) - (1 - (q21)2)> ((S21)7 — (521)3)

( (1), + (ay), — ()2 — (1 — (r21)2)> ((E20)3 — (E21)3) < kq(t)

((ra1)2 — (d21)2 — (1 — (U21)2)) (U213 — U21)3)
((U21)2 — (d21)2)((R21)3 — (R21)5)

((S20)3 = (52003
((E21)z — (E21)3)
((l21)z — (121)3)
((R21)2 — (R21)3)

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari
ky(t) = maks{|A10 + 211 + 412 — (1 — (P21)2) — (1 = (q21)2)],

|(P21)2 + (g21)2 — (d21)2 — (1 — (r20)2) |, |(21)2 — (d21)2 — (1 — (uz1)2)],
|(uz1)2 — (d21)21}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu

{|(ho + A1 + A12)mars
— (1= 20)2) + (1= (©20)2),
= ((dz)2 + (1 = (20)2), , || (2 2Dmaks
= ((da)2 + (1 = @a)2)), . |
|(@t21)2)mates = ((d22)2min 1}

|' |((P21)2 + (921)2) maks
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atau

{|(ho + A1 + A12)mars
— (1= P20 + (1= (@20)2)),
= ((da)2 + (1 = (20)2), .| | (212D maks
— ((dg)2 + (1 = (war)y), . |
|(@uz)2)maks = (dz)2)min 1}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k,(t) dilakukan

|: |((P21)2 + (921)2) maks

)

berdasarkan asumsi bahwa individu infected di lintasan dua dari wilayah dua
menuju wilayah satu dapat menyebarkan virus pada populasi di lintasan. Dengan
kata lain subpopulasi infected sangat mempengaruhi sistem, sechingga pengamatan
hanya dilakukan pada subpopulasi infected.

Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k,(t) =

((r31) 2D maks — ((d21)2 +(1- (u21)2))mm | maka penyebaran virus di lintasan

dua sangat luas. Jika ((721)2)maks dan ((d21)2 + (1 - (u21)2))mm maka yang

terjadi rate transisi individu exposed menjadi individu infected lebih besar
daripada rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh
sehingga memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi

(S21)2, (E21)2, (I21)2, (R21),di lintasan dua.
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(2425 = (1= (0),) - (1= (a1),)) (G2} - S12)3)

(1), + (@12), = @)1 = (1 = (12)0) (E} — E?)
((r1i)1 — (di)1 — A—=(w12) D) (U12)1 — U12)T)
((u12)1 — (1) D(R1)T — R1DT)

<A4 + As + A — (1 - (plz)z) - (1 - (q12)2)> ((s12)7 — (512)3)

+ ((P12)2 + (q12)2 —(d),— (1 - (T12)2)> ((E12)} — (E12)5)

((r1i2)2 — (d1)2 — (1 — (u12)2))(U12)3 — U12)3)
((u12)2 = (d12)2)((R12); — (R12)3)

(A7 + 25+ 25 = (1= (00),) = (1= (4,),)) (G2} = S20)})

b (2, + (420), = (@)1 = (1= (2000 ) (B2} = (Ban)?)

((r20)1 — (d2)1 — (1 — (U2 )) (U201 — U20)7)
((u21)1 = (d2)1)(R21)] — (Ra1)})

</110 + A1+ A2 — (1 - (P21)2) - (1 - (q21)2)> (S22 — (S21)3)
+ ( (P21)2 + (q21)2 —(dz1)2,— (11— (7”21)2)) ((E20)5 — (E21)5)

((ra1)2 — (d21)2 — (1 — (U21)2)) (U213 — U21)3)
(U212 = (d202)((R20)3 — (R21)3)

k1 (t)

+k3(t)

Dengan
ki(t) =
ko (8) =
ks(t) =

ky(t) =

((512)1 = (S12)D)
((Ex2)i — (E1)D)
((1h2)i — U12)D)
((R12)1 — (R12)1)

((S21)1 = (S2)D)
((E21)1 — (E20)D)
((Iz0)1 = U200
((Ra1)1 — (Ra)D)

+ k(8)

+ ky (1)

((r12)1)maks = ((d12)1 + (1=(us2)1))
((r12)2)maks — ((d12)2 + (1=(u2)2))
((r20) Dmaks — ((dz)1 + (1 = (u21)1))
((r20)2)maks — ((d21)2 + (1 = (u21)2))
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min

((s12)5 = (512)%)
((E12)3 — (E12)3)
(U12)3 — (112)3)
((R12)3 — (R12)3)

((S21)7 = (S21)%)
((E21)3 — (E21)3)
((I20)2 = (I21)3)
((R21)7 — (R21)3)

min |

min |

IA



Berikut ini Gambar 4.19 diagram kompartemen yang mengambarkan

ketika model wilayah satu, lintasan dan wilayah dua menjadi satu sistem.
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4.4 Simulasi dan Analisis

Simulasi dilakukan hanya untuk menunjukkan jika terjadi penyebaran dua
wilayah yang melalui dua lintasan, sehingga dapat mempermudah menganalisa
sistem dan mengetahui aliran virus berdasarkan bilangan reproduksi dasar yang
telah didapatkan. Selain itu untuk mengetahui keadaan lintasan ketika Ry, > 1 di
wilayah dua dan R, > 1 di wilayah satu, ketika Ry, > 1 di wilayah dua dan
R, <1 di wilayah satu, ketika Ry, < 1 di wilayah dua dan R, < 1 di wilayah
satu. Nilai parameter yang digunakan pada wilayah satu untuk penyakit influenza
kususnya SARS merujuk pada (Julien Arino dkk,2005). Penyelesaian numerik
yang digunakan pada simulasi adalah metode runge-kutta orde 4. Pada Simulasi
parameter yang diamati dan dirubah-ubah adalah parameter y;, f;, ¢; sedangkan
parameter yang lain tetap. Pengambilan waktu 3000 hari pada simulasi
berdasarkan keadaan dimana sistem stabil bebas penyakit yaitu ketika laju
subpopulasi menuju titik setimbang bebas penyakit.
4.4.1 Simulasi Numerik Ketika Wilayah Satu Dan Wilayah Dua Dalam Keadaan

Endemik

Suatu kondisi wilayah dalam keadaan endemik jika Ry > 1, yang artinya
individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru,
dengan kata lain dapat dipreksi bahwa infeksi akan menyebar pada populasi
(Driessche & Wetmough,2002).

Tabel 4.1 Nilai parameter pada wilayah satu dan dua

Parameter | wilayah satu Parameter wilayah dua
Aq 1 A, 1
dq 0.013 d, 0.014
M1 1 U2 1
B 0.5076 B- 0.99
Y1 0.85 Y2 0.99
01 0.4 ¥, 0.003
01 0.04 b, 0.05
o 0.03 Oy 0.01
03 0.02 Os 0.07
by 0.03 O¢ 0.01
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Tabel 4.2 Nilai awal dari masing-masing subpopulasi pada wilayah satu dan dua

Subpopulasi | wilayah satu | wilayah dua
padat =0 i=1 i=2
Si 1.3 1.5
E; 1.2 1.3
I; 1.25 1.35
R; 1 1.2
Tabel 4.3 Nilai parameter pada lintasan
Parameter Nilai Parameter Nilai
(di2)1 0.013 (d21)1 0.014
(d12), 0.013 (dy1), 0.014
(Yiz)1 0.85 (Y211 0.99
(Y12)2 0.85 (Y21)2 0.99
B1 0.5076 B 0.99
H1 1 H2 1
(012)1 0.4 (021)1 0.003
(912)2 0.4 (¢21)2 0.003
(b12)12 0.01 (b21)12 0.02
(b12)21 0.02 (b21)21 0.03

Tabel 4.4 Nilai awal dari masing-masing subpopulasi pada lintasan

Subpopulasi Nilai awal Subpopulasi Nilai awal

padat =0 padat =0
(S12)1 1.3 (S21)1 1.5
(S12)2 1.3 (S21)2 1.5
(E12)1 1.2 (E21)1 1.3
(E12)2 1.2 (E21) 1.3
(I12)1 1.25 (I;1)1 1.35
(I12), 1.25 (I1), 1.35
(R12)1 1 (Ra1)1 12
(R12)- 1 (R21)2 1.2
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Berikut ini gambar simulasi ketika wilayah satu dan wilayah dua dalam keadaan
endemik.

Gambar 4.20 Perubahan subpopulasi pada wilayah satu untuk R, = 1,2105 > 1

Dari Gambar 4.20 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 1155 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 130.263 jiwa. Sedangkan subpopulasi infected pada hari ke 863 sampai
hari ke 3000 subpopulasi infected menjadi 1.453 jiwa. Pada hari ke 672 sampai
hari ke 3000 subpopulasi exposed menjadi 706 jiwa. Pada hari ke 1200 sampai
hari ke 3000 subpopulasi recovery menjadi 25.267 jiwa. Meskipun subpopulasi
susceptible meningkat, namun masih terdapat subpopulasi infected. Keadaan ini
menunjukkan bahwa wilayah satu dalam keadaan endemik. Hal tersebut sesuai
dengan perhitungan yang menunjukkan R, > 1, artinya individu yang terinfeksi

memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru.
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Gambar 4.21 Perubahan subpopulasi pada wilayah dua untuk R,, = 58.59 > 1

Dari Gambar 4.21 terlihat bahwa subpopulasi susceptible menurun mulai
hari pertama. Pada hari ke 210 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 1.040 jiwa. Pada hari ke 292 sampai hari ke 3000 subpopulasi recovery
menjadi 3.103 jiwa. Pada hari ke 23 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 959 jiwa. Subpopulasi infected terus meningkat, pada hari ke 3000
subpopulasi infected mencapai 55.857 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa
wilayah dua dalam keadaan endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan

yang menunjukkan R, > 1, artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih

dari satu individu terinfeksi baru.

Gambar 4.22 Perubahan subpopulasi dilintasan satu dari wilayah satu ke wilayah
dua Ry, = 58,63 > 1

Dari Gambar 4.22 terlihat bahwa subpopulasi susceptible menurun mulai

hari pertama. Pada hari ke 904 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible

menjadi 186 jiwa. Pada hari ke 239 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed

menjadi 92 jiwa, sedangkan subpopulasi infected dan recovery terus meningkat.

Pada hari ke 455 sampai hari ke 3000 subpopulasi infected mencapai 189 jiwa.

Pada hari ke 471 sampai hari ke 3000 subpopulasi recovery mencapai 5.863 jiwa.
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Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan satu dalam keadaan endemik. Hal
tersebut sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan Ry, > 1, artinya individu

yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru.

Gambar 4.23 Perubahan subpopulasi dilintasan dua dari wilayah satu ke wilayah
dua Ry, = 58,63 > 1

Dari Gambar 4.23 terlihat bahwa subpopulasi susceptible menurun mulai
hari pertama. Pada hari ke 542 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 73 jiwa. Pada hari ke 308 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 47 jiwa. Pada hari ke 396 sampai hari ke 3000 subpopulasi infected
mencapai 96 jiwa. Pada hari ke 706 sampai hari ke 3000 subpopulasi recovery
mencapai 2.950 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan dua dalam
keadaan endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan
Ry, > 1,artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu

terinfeksi baru.

Gambar 4.24 Perubahan subpopulasi dilintasan satu dari wilayah dua ke wilayah
satu Ry, = 58,63 >1

Dari Gambar 4.24 terlihat bahwa subpopulasi susceptible menurun mulai

hari pertama. Pada hari ke 777 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
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menjadi 107 jiwa. Pada hari ke 603 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 88 jiwa, sedangkan jumlah subpopulasi infected mengalami peningkatan
mulai hari pertama hingga ke hari 3000. Pada hari ke 933 sampai hari ke 3000
subpopulasi infected menjadi 5.129 jiwa. Pada hari ke 867 sampai hari ke 3000
subpopulasi recovery mencapai 1.098 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa
lintasan satu dalam keadaan endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan
yang menunjukkan Ry, > 1, artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih

dari satu individu terinfeksi baru.

Gambar 4.25 Perubahan subpopulasi dilintasan dua dari wilayah dua ke wilayah
satu Ry, = 58,63 >1

Dari Gambar 4.25 terlihat bahwa subpopulasi susceptible menurun mulai
hari pertama. Pada hari ke 756 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 72 jiwa. Pada hari ke 745 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 58 jiwa. Pada hari ke 780 sampai hari ke 3000 subpopulasi infected
mencapai 3.415 jiwa. Pada hari ke 779 sampai hari ke 3000 subpopulasi recovery
menjadi 732 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan dua dalam keadaan
endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan R, >
1, artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi
baru.

Pada Gambar 4.20 sampai 4.25 terlihat bahwa infeksi virus terjadi pada
lintasan, wilayah satu dan wilayah dua. Hasil simulasi tersebut sesuai dengan R,
yang didapatkan pada masing-masing model. Ry, > Ry, > Ry, > 1 artinya
penyebaran virus di lintasan paling tinggi. Hal ini dikarenakan individu di lintasan
berasal dari wilayah satu dan dua. Sedangkan wilayah satu dan dua dalam keadaan

endemik. Individu exposed dari wilayah satu dan dua mengalami perubahan status
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menjadi individu infected saat di lintasan. Individu tersebut dapat menularkan
virus kepada individu lain saat bertemu di lintasan.
Ro, > Ry, artinya penyebaran virus di wilayah dua lebih tinggi daripada
di wilayah satu. Hal ini dikarenakan rate transmisi virus di wilayah dua (B,) lebih
besar daripada rate transmisi virus di wilayah satu (f,). Penyebaran virus di
wilayah satu tidak hanya disebabkan oleh individu infected dari wilayah satu,
tetapi juga dapat disebabkan oleh individu exposed yang melakukan travelling
dari wilayah dua yang berubah satus menjadi individu infected di wilayah satu.
4.4.2 Simulasi Numerik Ketika Wilayah Satu Bebas Penyakit Dan Wilayah Dua
Endemik
Suatu kondisi wilayah dalam keadaan endemik jika R, > 1 artinya
individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru,
dengan kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi akan menyebar pada populasi.
Jika Ry < 1, artinya setiap individu yang terinfeksi memproduksi kurang dari satu
individu terinfeksi baru, dengan kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi akan
bersih dari populasi (Driessche & Wetmough,2002). Nilai parameter yang
digunakan diberikan pada Tabel 4.1 sampai 4.6 dengan memperkecil parameter
pada wilayah satu ;= 0,4761, y; = 0,0009, ¢, = 0.025. Hal ini bertujuan untuk

menjadikan wilayah satu bebas penyakit.

Gambar 4.26 Perubahan subpopulasi pada wilayah satu untuk Ry, = 0,8112 <1

Dari Gambar 4.26 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Jumlah subpopulasi susceptible lebih banyak saat dalam keadaan
bebas penyakit daripada saat keadaan endemik seperti yang ditunjukkan oleh
Gambar 4.19. Pada hari ke 2885 sampai ke 3000 menjadi 333.333 jiwa,

sedangkan jumlah subpopulasi exposed, infected, dan recovery mengalami
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penurunan mulai hari pertama hingga menjadi nol. Keadaan ini menunjukkan
bahwa wilayah satu dalam keadaan bebas penyakit. Hal tersebut sesuai dengan
perhitungan yang menunjukkan R, < 1,artinya individu yang terinfeksi

memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi baru.

Gambar 4.27 Perubahan subpopulasi pada wilayah dua untuk R,, = 58.59 > 1

Dari Gambar 4.27 terlihat bahwa subpopulasi susceptible menurun mulai
hari pertama. Pada hari ke 210 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 1.040 jiwa. Pada hari ke 292 sampai hari ke 3000 subpopulasi recovery
menjadi 3.103 jiwa. Pada hari ke 23 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 959 jiwa. Subpopulasi infected terus meningkat, pada hari ke 3000
subpopulasi infected mencapai 55.857 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa
wilayah dua dalam keadaan endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan

yang menunjukkan R, > 1, artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih

dari satu individu terinfeksi baru.

Gambar 4.28 Perubahan subpopulasi dilintasan satu dari wilayah satu ke wilayah
dua dengan R, = 58,23 > 1
Dari Gambar 4.28 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai

hari pertama. Pada hari ke 294 sampai hari ke 3000 jumlah subpopulasi
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susceptible menjadi 498 jiwa. Pada hari ke 441 sampai hari ke 3000 subpopulasi
exposed menjadi 5.459 jiwa. Pada hari ke 205 sampai hari ke 3000 subpopulasi
infected menjadi 129 jiwa. Pada hari ke 399 sampai hari ke 3000 subpopulasi
recovery menjadi 247 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan satu dalam
keadaan endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan

Ro, > 1,artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu

terinfeksi baru.

Gambar 4.29 Perubahan subpopulasi dilintasan dua dari wilayah satu ke wilayah
dua dengan Ro, = 58,23 >1

Dari Gambar 4.29 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 252 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 318 jiwa. Pada hari ke 371 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 2.661 jiwa. Pada hari ke 231 sampai hari ke 3000 subpopulasi infected
menjadi 63 jiwa. Pada hari ke 203 sampai hari ke 3000 subpopulasi recovery
menjadi 122 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan dalam keadaan
endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan R, >
1, artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi

baru.

Gambar 4.30 Perubahan subpopulasi dilintasan satu dari wilayah dua ke wilayah

satu Ry, = 58,23 >1
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Dari Gambar 4.30 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 186 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 271 jiwa. Pada hari ke 180 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 86 jiwa. Pada hari ke 217 sampai hari ke 3000 subpopulasi infected
menjadi 1.931 jiwa. Pada hari ke 241 sampai hari ke 800 subpopulasi Recovery
menjadi 4.134 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan satu dalam keadaan
endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan R,, >
1, artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi

baru.

Gambar 4.31. perubahan subpopulasi dilintasan dua dari wilayah dua ke wilayah
satu Ry, = 58,23 >1

Dari Gambar 4.31 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 189 sampai hari ke 3000 subpopulasi susceptible
menjadi 183 jiwa. Pada hari ke 139 sampai hari ke 3000 subpopulasi exposed
menjadi 57 jiwa. Pada hari ke 214 sampai hari ke 3000 subpopulasi infected
menjadi 1.282 jiwa. Pada hari ke 204 sampai hari ke 3000 subpopulasi recovery
menjadi 2.753 jiwa. Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan dua dalam keadaan
endemik. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan R, >
1, artinya individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi
baru.

Pada Gambar 4.26 sampai 4.31 terlihat bahwa pada lintasan dan wilayah
dua terjadi infeksi virus, sedangkan pada wilayah satu tidak terjadi infeksi virus.
Hasil simulasi tersebut sesuai dengan R, yang didapatkan pada masing-masing
model. Ry, > Ry, > 1 dan R, <1 artinya sumber penyebaran virus di lintasan

adalah individu infected dari wilayah dua. Individu infected ini merupakan
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individu exposed yang berubah status menjadi Individu infected setelah melewati
masa inkubasinya saat di lintasan. Individu tersebut dapat menularkan virus
kepada individu lain saat di lintasan.

4.4.3 Simulasi Numerik Ketika Wilayah Satu Bebas Penyakit Dan Wilayah Dua

Bebas Penyakit

Suatu kondisi wilayah dalam keadaan endemik jika R, > 1 artinya individu yang
terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru, dengan kata lain
dapat diprediksi bahwa infeksi akan menyebar pada populasi. Jika Ry < 1, artinya
setiap individu yang terinfeksi memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi
baru, dengan kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi akan bersih dari populasi
(Driessche & Wetmough,2002). Nilai parameter yang digunakan diberikan pada
Tabel 4.1 sampai 4.6 dengan memperkecil parameter pada wilayah dua £,= 0,002,
¥y = 0,02, dan memperbesar ¢, = 0.99 . Hal ini bertujuan untuk menjadikan

wilayah dua bebas penyakit.

Gambar 4.32 Perubahan subpopulasi pada wilayah satu untuk Ry, = 0,8112 <1

Dari Gambar 4.32 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Jumlah subpopulasi susceptible lebih banyak saat dalam keadaan
bebas penyakit daripada saat keadaan endemik seperti yang ditunjukkan oleh
Gambar 4.20. Pada hari ke 2885 sampai ke 3000 menjadi 333.333 jiwa,
sedangkan jumlah subpopulasi exposed, infected, dan recovery mengalami
penurunan mulai hari pertama hingga menjadi nol. Keadaan ini menunjukkan
bahwa wilayah satu dalam keadaan bebas penyakit. Hal tersebut sesuai dengan
perhitungan yang menunjukkan R, < 1,artinya individu yang terinfeksi

memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi baru.
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Gambar 4.33 Perubahan subpopulasi pada wilayah dua untuk R,, = 0,0028 < 1

Dari Gambar 4.33 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 126 sampai ke 3000 menjadi 18.518 jiwa sedangkan
jumlah subpopulasi exposed, infected, dan recovery mengalami penurunan mulai
hari pertama hingga menjadi nol. Keadaan ini menunjukkan bahwa wilayah dua
dalam keadaan bebas penyakit. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang

menunjukkan Ry, <1, artinya setiap individu yang terinfeksi memproduksi

kurang dari satu individu terinfeksi baru.

Gambar 4.34 Perubahan subpopulasi dilintasan satu dari wilayah satu ke wilayah
dua dengan Ry, = 0,812 < 1

Dari Gambar 4.34 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 2008 sampai ke 3000 menjadi 6.333 jiwa, sedangkan
jumlah subpopulasi exposed, infected, dan recovery mengalami penurunan mulai
hari pertama hingga menjadi nol. Keadaan ini menunjukkan bahwa lintasan satu
dalam keadaan bebas penyakit. Hal tersebut sesuai dengan perhitungan yang
menunjukkan Ry, <1, artinya setiap individu yang terinfeksi memproduksi

kurang dari satu individu terinfeksi baru.
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Gambar 4.35 Perubahan subpopulasi dilintasan dua dari wilayah satu ke wilayah
dua dengan Ry, = 0.812 < 1

Dari Gambar 4.35 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 2133 sampai hari ke 3000 menjadi 3.166 jiwa,
sedangkan jumlah subpopulasi exposed, infected, dan recovery mengalami
penurunan mulai hari pertama hingga menjadi nol. Keadaan ini menunjukkan
bahwa lintasan dua dalam keadaan bebas penyakit. Hal tersebut sesuai dengan
perhitungan yang menunjukkan R, < 1, artinya setiap individu yang terinfeksi

memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi.

Gambar 4.36 Perubahan subpopulasi dilintasan satu dari wilayah dua ke wilayah
satu Ry, = 0,812 < 1

Dari Gambar 4.36 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 1103 sampai hari ke 3000 menjadi 6.420 jiwa,
sedangkan jumlah subpopulasi exposed, infected, dan recovery mengalami
penurunan mulai hari pertama hingga menjadi nol. Keadaan ini menunjukkan
bahwa lintasan satu dalam keadaan bebas penyakit. Hal tersebut sesuai dengan
perhitungan yang menunjukkan R, < 1, artinya setiap individu yang terinfeksi

memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi.
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Gambar 4.37. perubahan subpopulasi dilintasan dua dari wilayah dua ke wilayah
satu Ry, = 0.812 <1

Dari Gambar 4.37 terlihat bahwa subpopulasi susceptible meningkat mulai
hari pertama. Pada hari ke 988 sampai hari ke 3000 menjadi 4.280 jiwa.
sedangkan jumlah subpopulasi exposed, infected, dan recovery mengalami
penurunan mulai hari pertama hingga menjadi nol. Keadaan ini menunjukkan
bahwa lintasan dua dalam keadaan bebas penyakit. Hal tersebut sesuai dengan
perhitungan yang menunjukkan R, < 1, artinya setiap individu yang terinfeksi
memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi.

Pada Gambar 4.32 sampai 4.37 terlihat bahwa pada wilayah satu, lintasan
dan wilayah dua tidak terjadi infeksi virus. Hasil simulasi tersebut sesuai dengan
R, yang didapatkan pada masing-masing model. Ry, < Ry, < R,, <1 artinya
tidak terjadi infeksi virus di wilayah satu, dua dan lintasan. Lintasan dalam
keadaan bebas penyakit karena individu dari wilayah satu dan wilayah dua dalam
keadaan bebas penyakit. Keadaan bebas penyakit bukan berarti tidak ada virus
dalam suatu wilayah, melainkan suatu wilayah tersebut masih terdapat virus.
Namun virus tersebut tidak sampai menginfeksi manusia. Berdasarkan R, yang
diperoleh dapat disimpulkan bahwa virus di lintasan paling banyak daripada di

wilayah satu dan di wilayah dua.
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LAMPIRAN

Lampiran 1 Source code program model pada wilayah satu

Modelwilayahl.m

(sigma3*R1t) ;

1 clear;

2 | h=2;

3 |s1(1)=1.3;

4 |E1(1)= 1.2;

5 |11(1)= 1.25;

6 | R1(1)= 1;

7 alfal=1;

8 | d1=0.013;

9 | betal=0.5076;

10 miul=1;

11 | bl1=0.03;

12 sigmal=0.04;

13 | sigma2=0.03;

14 | sigma3=0.02;

15 | gammal=0.85;

16 | omegal=0.4;

17

18 | 95 fungsi

19 | cic;

20 | t=input ('Masukkan waktu t = ');

21 for c=1:t

22 | 31t=S1(c);

23 | E1t=E1(c);

24 | 11t=1I1(c);

25 | R1t=R1 (c);

26

27 for i=1:4

28 S11= (alfal)-(d1*Slt)-

29 | ((betal*miul*S1t*I1t)/(SLt+E1t+I1t+R1t))-
30 | (p1*S1t)+(sigmal*Sit) ;

31 E11l=((betal*miul*S1t*I1t)/(S1t+E1t+I1t+R1t)) -
32 | (41*E1t) - (gammal*Elt) - (b1*E1lt)+ (sigma2*Elt) ;
33 T11=(gammal*Elt) - (d1*I1t) - (omegal*Ilt);
gé R11=(omegal*T1t) - (d1*R1t) - (b1*R1t)+
36 ,

37 ksl (i)= h * S11;

38 kel(i)= h * E11;

39 kil(i)= h * I11;

10 krl(i)= h * R11;

41 if i<=2

12 S1t=S1(c) + (ksl(i)/2);
13 E1t=El (c) + (kel(i)/2);
11 T1t=I1(c) + (kil(i)/2);
45 R1t=R1(c) + (krl(i)/2);
46 else.

47 if i~=

48 S1t=S1l(c) + ksl (1i):

49 E1t=El (c) + kel (i);

=0 I1t=I1(c) + kil (i);
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R1t=R1l(c) + krl(i);
else break;
end
end
end
if c<t
S1(c+1l)=S1l(c) +
(2*ks1(3))+ ksl(4))/6)
El(c+1)=El(c) +
(2*kel (3))+ kel (4))/6)
I1(c+1)=I1(c) +
(2*kil (3))+ kil (4))/6)
Rl (c+1)=R1l(c) +
(2*krl1(3))+ krl(4))/6)
end
$fprintf ('Nilai ksl yaitu %f \n',ksl)
end

((ksl(1l) + (2*ksl(2)) +

((kel(l) + (2*kel(2)) +
((kil (1) + (2*kil(2)) +

((krl(l)

+

(2*krl(2)) +

x=linspace (0, t,t);
plot(x,S1,'p',x,El,"'r',x,I1,'g',x,RLl, "k');

xlabel ('waktu (hari) '), ylabel('subpopulasi ( ribuan
Jjiwa) ") ;

legend ('susceptible', 'exposed', 'infected', 'recovery');
grid on

title('wilayah 1");

Lampiran 2 Source code program model pada wilayah dua

Modelwilayah2.m

O 0 Jo Ul WK

=1;
d2=0.014;

beta2=0.99;

miu2=1;

sigmad4=0.01;

b2=0.05;

sigma5=0.07;

sigma6=0.01;

gamma2=0.99;

omega2=0.003;

%% fungsi

clc;

t=input ('Masukkan waktu t = '");
for c=1:t

S2t=S82 (
E2t=E2 (
I2t=12(
R2t=R2 (

)I
);
).
)

’

C
C
C
c)

’
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for i=1:4
S21= (alfa2)-(d2*S2t) -
((beta2*miu2*S2t*I2t) / (S2t+E2t+I2t+R2t) ) -
(b2*S52t) + (sigmad*S2t) ;
E21=((beta2*miu2*S2t*I2t)/ (S2t+E2t+I2t+R2t)) -
(d2*E2t) - (gamma2*E2t) - (b2*E2t) + (sigmab*E2t) ;
I21=(gamma2*E2t) - (d2*I2t) - (omega2*I2t);
R21=(omegal2*I2t) - (d2*R2t) - (b2*R2t)+ (sigma6*R2t);

ks2(i)= h * S21;
ke2(i)= h * E21;
ki2(i)= h * I21;
kr2(i)= h * R21;
if i<=2
S2t=S2(c) + (ks2(1i)/2);
E2t=E2 (c) + (ke2(1)/2);
I2t=I2(c) + (ki2(1)/2);
R2t=R2 (c) + (kr2(1)/2);
else
if i~=
S2t=S2(c) + ks2(1i);
E2t=E2 (c) + ke2(1);
I2t=I2(c) + ki2(1);
R2t=R2 (c) + kr2(i);
else break;
end
end
end
if c<t
S2(c+1)=S2(c) + ((ks2(1l) + (2*ks2(2)) +
(2*ks2 (3))+ ks2(4))/6)
E2(c+1)=E2(c) + ((ke2(l) + (2*ke2(2)) +
(2*ke2 (3))+ ke2(4))/6)
I2(c+1l)=I2(c) + ((ki2(1l) + (2*ki2(2)) +
(2*ki2 (3))+ ki2 (4))/6)
R2 (c+1)=R2(c) + ((kr2(l) + (2*kr2(2)) +

(2*kr2 (3))+ kr2(4))/6)
end
end

x=linspace(0,t,t);
plot(x,S82,'b',x,E2,'r',x,I12,'g', x,R2,'k");
xlabel ('waktu (hari)'), ylabel ('subpopulasi (
jiwa) ") ;

legend ('susceptible', 'exposed', 'infected', 'recovery');
grid on

title('wilayah 2");

ribuan

Lampiran 3 Source code program model pada lintasan

lintasan.m

1

|clear;
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()= 1.3;
S122(1)= 1.3;
S211(1)= 1.5;
S5212(1)= 1.5;
E121(1)= 1.2;
E122(1)= 1.2;
E211(1)= 1.3;
E212(1)= 1.3;
I121(1)= 1.25;
I122(1)= 1.25;
I211(1)= 1.35;
I212(1)= 1.35;
R121(1)= 1;
R122(1)= 1;
R211(1)= 1.2;
R212(1)= 1.2;

dl121=0.013;
dl122=0.013;
d211=0.014;
d212=0.014;

b1212=0.
b1221=0.
b2112=0.
b2121=0.
betal=0.
beta2=0.
miul=1;

miu2=1;

01;
02;
02;
03;
5076;
99;

gammal21=0

gamma211=0

gammal22=0.

gamma212=0.

.85;
85;
.99;
99;

omegal2l=0.4;
omegal22=0.4;
omega2l11=0.003;
omega2l2=0.003;

S121t=s8121
S122t=8122
S211t=s211
S212t=S8212
E121t=E121
El22t=E122
E211t=E211
E212t=E212
I121t=I121
I122t=I122
I211t=1211
I212t=1212
R121t=R121
R122t=R122
R211t=R211

mmmmmmmmm.J>.J>q>q>.b.b.bu>u>bwwwwwwwwwwwwr\)r\)wwwr\)wwl—w—w—\»—\HHH»—\»—\HLOOO\IO\U.I&WM
O JoOUuld WP, OWOJOHUPdWNREPODWOWOJTOHUDd WNREPE OWOOJOUd WNE OWOo JoyUd whEFE O

’
’

’

’

’

’

(c)
(c)
(c)
(c)
(c)
(c)
(c);
(c) 7
(c) 7
(c)
(c)
(c)
(c)
(c)
(c)

’

’

’

’

’

’
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R212t=R212 (c);

for i=1:4

S1211=(d121*(S121t + E121t + I121t + R121t ))-
(d121*S121t) - (betal*miul*S121t *I121t /(S121t + E121t +
I121t + R121t ))-(betal*miul*S121t*I211t/(S121t + E121t +
I121t + R121t ))+(bl221*S122t)-(b1212*3121t);

S1221=(d122*(S122t + E122t + I122t + R122t ))-
(d122*S122t) - (betal*miul*S122t *I122t /(S122t + E122t +
I122t + R122t ))-(betal*miul*S122t*I212t/(S122t + E121t +
I122t + R122t ))+(b1l212*S121t)-(b1221*S122t);

S2111=(d211*(S211t + E211t + I211t + R211t ))-
(d211*S211t) - (beta2*miu2*S211t *I121t /(S211lt + E211t +
I211t + R211t ))-(beta2*miu2*S211t*I211t/(S211t + E211t +
I211t + R211t ))+(b2121*S212t) - (b2112*S211t);

S2121=(d212* (8212t + E212t + I212t + R212t ))-
(d212*S212t) - (beta2*miu2*S212t *I122t /(S212t + E212t +
I212t + R212t ))-(beta2*miu2*S212t*I212t/(S212t + E212t +
I212t + R212t ))+(b2112*S211t) - (b2121*35212t);

E1211=-(d121*E121t)+ (betal*miul*S121t *I121t
/(S121t + E121t + I121t + R121t
)y)+ (betal*miul*S121t*I211t/(S121t + E121t + I121t + R121t
)) - (gammal21*E121t) +(b1221*E122t) - (b1212*E121t) ;

E1221=-(d122*E122t) + (betal*miul*S122t *I122t
/(S122t + E122t + Il1l22t + R122t
))+(betal*miul*S122t*I212t/(S122t + E121t + I122t + R122t
)) - (gammal22*E122t) +(b1212*E121t) - (b1221*E122t) ;

E2111=-(d211*E211t)+ (beta2*miu2*S211t *I121t
/(S211t + E211t + I211t + R211t
))+ (beta2*miu2*S211t*I211t/(S211t + E211t + I211t + R211lt
)) —(gamma211*E211t)+ (b2121*E212t) - (b2112*E211t) ;

E2121=-(d212*E212t) + (beta2*miu2*S212t *I122t
/(S212t + E212t + I212t + R212t
Y)+ (beta2*miu2*S212t*I212t/(S212t + E212t + I212t + R212t
)) —(gamma2l12*E212t) + (b2112*E211t) - (b2121*E212t) ;

I1211=(gammal21*E121t)-(d1l21*I1121t) -
(omegal2l*I121t);

I11221=(gammal22*E122t)-(d122*1122t) -
(omegal22*1122t) ;

I2111=(gammaz2l1*E211t)-(d211*1211t) -
(omega2ll*I211t);

I12121=(gamma2l12*E212t)-(d212*1212t) -
(omega2l12*1212t) ;

R1211=(omegal21*I121t)-(d121*R121t)+ (b1221*R122t)~
(b1212*R121t);

R1221=(omegal22*I122t)-(dl22*R122t)+ (b1212*R121t) -
(b1221*R122t) ;

R2111=(omega2l11*I1211t)-(d211*R211t)+ (b2121*R212t)—
(b2112*R211%t) ;

R2121=(omegaz2l2*I212t)-(d212*R212t)+ (b2112*R211t) -
(b2121*R212t) ;

ks121(i)= h * S1211;
ks122(i)= h * S1221;
ks211(i)= h * S2111;
ks212(i)= h * S2121;
kel2l(i)= h * E1211;
kel22 (i)= h * E1221;
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ke211(i)= h * E2111;
ke212(i)= h * E2121;
kil21(i)= h * I1211;
kil22(i)= h * I1221;
ki211l(i)= h * I2111;
ki2l12(i)= h * I2121;
krl21(i)= h * R1211;
krl22(i)= h * R1221;
kr211(i)= h * R2111;
kr212(i)= h * R2121;
if i<=2
S121t=S8121(c) + (ksl21l
S122t=8122(c) + (ksl22
S211t=8211(c) + (ks211
S212t=8212(c) + (ks212
E121t=E121(c) + (kel2l
E122t=E122(c) + (kel22
E211t=E211(c) + (ke2ll
E212t=E212 (c) + (ke2l2
I121t=I121(c) + (kilz21
I1122t=I122(c) + (kil22
I211t=I211(c) + (ki21l1l
I212t=I212(c) + (ki21l2
R121t=R121(c) + (krl21l
R122t=R122(c) + (krl22
R211t=R211(c) + (kr21l1l
R212t=R212 (c) + (kr212
else
if i~=4
S121t=S8121(c) + ksl21(
S122t=8122(c) + ksl22(
S211t=8211(c) + ks211(
S212t=S212(c) + ks212(
E121t=E121(c) + kel21(
E122t=E122(c) + kel22(
E211t=E211(c) + ke21l1(
E212t=E212 (c) + ke21l2(
I121t=I121(c) + kil21(
I1122t=I122(c) + kil22¢(
I211t=I211(c) + ki211(
I212t=I212(c) + ki212(
R121t=R121(c) + krl21(
R122t=R122(c) + krl22(
R211t=R211(c) + kr211(
R212t=R212 (c) + kr212(
else break;
end
end
end
if c<t

S121 (c+1)=S121(c) +
(2*ks121(3))+ ksl21(4))/6)

S122 (c+1)=S122(c) +
(2*ks122(3))+ ksl22(4))/6)

((ks121 (1)

((ksl22 (1)

+ (2*ksl121(2))

+ (2*ksl1l22(2))

+

+
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S211 (c+1)=S211(c) + ((ks211(1l) + (2*ks211(2)) +
(2*ks211(3))+ ks211(4))/6)

S212 (c+1)=8212(c) + ((ks212(1l) + (2*ks212(2)) +
(2*ks212(3))+ ks212(4))/6)

E121(c+1)=E121(c) + ((kel21(1l) + (2*kel21(2)) +
(2*kel21 (3))+ kel21(4))/6)

E122 (c+1)=E122(c) + ((kel22(1l) + (2*kel22(2)) +
(2*kel22 (3))+ kel22(4))/6)

E211(c+1)=E211(c) + ((ke21l(1l) + (2*ke211(2)) +
(2*ke211 (3))+ ke21l1l(4))/6)

E212 (c+1)=E212(c) + ((ke212(1l) + (2*ke212(2)) +
(2*ke212 (3))+ ke212(4))/6)

I121 (c+1)=I121(c) + ((kil21(1l) + (2*kil21(2)) +
(2*k1121(3))+ kil21(4))/6)

I122 (c+1)=I122(c) + ((kil22(1l) + (2*kil22(2)) +
(2*ki122 (3))+ kil22(4))/6)

I211 (c+1)=I211(c) + ((ki211(1l) + (2*ki211(2)) +
(2*ki211(3))+ ki211(4))/6)

I212 (c+1)=I212(c) + ((ki212(1l) + (2*ki212(2)) +
(2*ki212 (3))+ ki212(4))/6)

R121(c+1)=R121(c) + ((krl2l(l) + (2*krl21(2)) +
(2*kr121 (3))+ krl21(4))/6)

R122 (c+1)=R122(c) + ((krl22(1l) + (2*krl22(2)) +
(2*krl22(3))+ krl22(4))/6)

R211(c+1)=R211(c) + ((kr21l(l) + (2*kr211(2)) +
(2*kr211 (3))+ kr21l(4))/6)

R212 (c+1)=R212(c) + ((kr212(1l) + (2*kr212(2)) +
(2*kr212 (3))+ kr212(4))/6)

end
end

x=linspace (0,t,t);

o

plot(x,S8121,x%,8122,%,5211,%,8212,%x,E121,%x,E122,%x,E211,%x,E2
12,%x,I1121,x,1122,%,1211,%x,1212,%x,R121,x,R122,%x,R211,x,R212
) ;

figure (1)
plot(x,S121,'b',x,E121,"'r',x,I121,"'g"',x,R121, "'k")

xlabel ('"Waktu (hari) '), ylabel('subpopulasi ( ribuan
Jiwa) ")

legend ('Susceptible', "Expose', 'Infected', 'Recovery')

title ('Perubahan subpopulasi di lintasan satu dari wilayah
satu ke wilayah dua')

grid on

figure (2)
plot(x,S122,'b',x,E122,"'r',x,1122,'g"',x,R122,"'k")

xlabel ('Waktu (hari) '), ylabel('subpopulasi ( ribuan
Jiwa) ")

legend ('Susceptible', "Expose', 'Infected', 'Recovery')

title ('Perubahan subpopulasi di lintasan dua dari wilayah
satu ke wilayah dua')

grid on

figure (3)
plot(x,S211,'b',x,E211,"'r',x,1211,'g',x,R211, "'k")

xlabel ('"Waktu (hari) '), ylabel ('subpopulasi ( ribuan
Jiwa) ")
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legend ('Susceptible', "Expose', 'Infected', 'Recovery')
title ('Perubahan subpopulasi di lintasan satu dari wilayah
dua ke satu')

grid on

figure (4)
plot(x,S8212,'b',x,E212,"'r',x,1I212,"'g',x,R212,"'k")

xlabel ('Waktu (hari) '), ylabel ('subpopulasi ( ribuan
Jiwa) ')

legend ('Susceptible', 'Expose', 'Infected', 'Recovery')
title ('Perubahan subpopulasi di lintasan dua dari wilayah
dua ke satu')

grid on
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