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Abstrak— Bertambahnya jumlah orang yang meninggal dalam suatu wilayah karena terinfeksi
virus menjadi momok bagi masyarakat. Hal ini disebabkan bukan hanya oleh individu terinfeksi dari
wilayah yang sama, melainkan juga disebabkan oleh individu terinfeksi dari wilayah lain yang
melakukan travelling dari satu wilayah ke wilayah lain menggunakan transportasi umum. Namun,
transportasi umum dapat menyebarkan virus dari individu terinfeksi kepada individu rentan karena
adanya kontak badan saat di perjalanan. Pada penelitian ini dikonstruksi model epidemik bertipe SEIR
yang bertujuan untuk menggambarkan penyebaran virus antar dua wilayah melalui dua lintasan,
sehingga dapat diprediksi penyebaran virus di suatu populasi. Terdapat tiga model dalam penelitian ini
yaitu model wilayah satu, dua dan lintasan. Setiap model didapatkan bilangan reproduksi dasar yang
dapat digunakan untuk mengetahui suatu wilayah dalam keadaan bebas penyakit atau dalam keadaan
endemik. Selain itu dengan membandingkan besarnya bilangan reproduksi dasar wilayah satu R, ,
wilayah dua R,,, dan lintasan R,, maka dapat diketahui sumber virus yang mengakibatkan wilayah
satu, dua dan lintasan dalam keadaan endemik. Ry, > Ry, > R, > 1 artinya penyebaran virus di
lintasan paling tinggi. Hal ini disebabkan individu di lintasan yang berasal dari wilayah satu dan dua
dalam keadaan endemik. Ry, > Ry, > 1 dan Ry, <1 artinya sumber penyebaran virus di lintasan
adalah individu infected dari wilayah dua. Ry, < Ry, < Ry, < 1artinya tidak terjadi infeksi virus di
wilayah satu, dua dan lintasan. Selain itu pada model epidemik tersebut dianalisis eksistensi dan
ketunggalan dari sistem bertujuan untuk mengetahui bahwa model memiliki penyelesaian ada dan
tunggal. Selanjutnya dilakukan penyelesaian numerik dari model epidemik menggunakan metode
Runge-Kutta orde 4 dan diilustrasikan menggunakan software Matlab.

Kata kunci — Model Epidemik SEIR dua-wilayah dua-lintasan, bilangan reproduksi dasar, metode numerik
Runge-Kutta orde-4.

I. PENDAHULUAN

irus adalah organisme parasit berukuran miroskopik yang menginfeksi sel organisme biologis. Sebagian

besar virus masuk dan berkembang biak dalam tubuh manusia dan hewan melalui mulut, hidung dan kulit

yang luka[1]. Beberapa penyakit menular yang disebabkan oleh infeksi virus adalah influenza, batuk, pilek,
tifus, flu burung, dan MERS. Ada beberapa penyakit yang memiliki masa inkubasi, yaitu masa dimana virus
sudah masuk kedalam tubuh namun tubuh belum menunjukkan adanya infeksi suatu penyakit. Pada masa
inkubasi, virus yang masuk kedalam tubuh manusia akan melawan sistem kekebalan tubuh individu. Jika
kekebalan tubuh individu lebih kuat daripada virus maka individu akan tetap dalam keadaan sehat. Jika
kekebalan individu melemah karena infeksi virus maka individu akan menjadi individu terinfeksi. Penyebaran
infeksi virus merupakan salah satu penyebab kematian pada populasi. Mekanisme penularan virus dari individu
terinfeksi kepada individu rentan sangatlah kompleks, sehingga dibangun model epidemik [2]. Model epidemik
dapat digunakan untuk memprediksi perilaku virus dan mengendalikan penyebaran infeksi virus. Model
epidemik yang pernah dikonstruksi adalah model epidemik multi-spesies yang dikonstruksi oleh Julien Arinot
dkk. (2005) bertujuan untuk mengetahui penyebaran virus antar spesies di multi-lintasan. Namun model tersebut
tidak memperhatikan penyebaran virus antar wilayah [3]. Model epidemik multi-infeksi, multi-grup yang
dikonstruksi oleh Driessche dkk. (2002) bertujuan untuk mengetahui penyebaran virus pada suatu wilayah.
Namun model tersebut tidak memperhatikan adanya penyebaran virus di lintasan [4]. Berbeda dengan
penelitian sebelumnya, pada penelitian ini dikonstruksi model epidemik SEIR Multi-Wilayah Multi-Lintasan
yang terdapat tiga model yaitu model pada wilayah satu, wilayah dua, dan lintasan yang menghubungkan dua
wilayah. Model ini dikonstruksi karena masih adanya penyebaran infeksi virus pada suatu wilayah. Hal ini tidak
hanya disebabkan oleh infeksi virus dari individu terinfeksi dalam wilayah yang sama dengan individu tersebut
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tetapi juga disebabkan oleh individu terinfeksi dari wilayah lain karena adanya kontak badan saat bertemu
disuatu wilayah atau saat diperjalanan. Pada model epidemik tersebut dicari R, pada masing-masing model
untuk mengetahui aliran penyebaran virus dengan menggunakan next generation matrix. Selain itu dilakukan
analisis eksistensi dan ketunggalan dari sistem. Selanjutnya dilakukan penyelesaian numerik menggunakan
metode Runge-Kutta orde-4 dan diilustrasikan menggunakan software MATLAB.

II. TINJAUAN PUSTAKA

A. Titik Kesetimbangan
Titik setimbang adalah titik dimana sistem berada dalam keadaan setimbang.

Definisi 2.1
dx

i f(x) , x e R® Mempunyai solusi setimbang adalah titik x*e R™ yang memenuhi f(x*) = 0 tidak berubah
terhadap waktu atau konstan. Misalkan terdapat suatu sistem

ds dE dl dR

i = fi(S,E,LR); a = fz(S,E,I,R);E = f3(S,E,1,R); a = fL(S,E,LR) (2.1)
Sebuah solusi kesetimbangan dari sistem adalah sebuah titik (S* E*,I*,R*) € R* yang memenuhi
fi(S*  E*", I",R*) =0,f,(S,E*",I",R*) =0, f5(S",E*I",R*) =0, f,(S", E*I',R*) =0,
(8%, E*, I",R*) disebut titik kritis atau titik kesetimbangan atau titik tetap dari Sistem (2.1). Titik setimbang
merupakan solusi Sistem (2.1) yang bernilai konstan . Kumar,B. (2013).

B. Linierisasi
Linierisasi merupakan proses melinierkan sistem nonlinier menjadi sistem linier. Pendekatan linier
dilakukan disekitar titik setimbang. Boyce ,dkk.(2009)

ds) [0 Oh Of O
dt S O0E 0l OR
a| o5, of o on| (5] o
dt S O0E 0 OR|,~—|E €2
dl|=\of, ofs of, ofs| "] T [ss
| |as 22 or ar| &l ls
ar| s on of ok
L dt- LdS OE 0l OR-

C. Bilangan Reproduksi Dasar

Jika R, < 1 maka setiap individu yang terinfeksi memproduksi kurang dari satu individu terinfeksi baru,
dengan kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi akan bersih dari populasi. Sebaliknya, jika R, > 1 maka
individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu terinfeksi baru. Dalam keadaan endemik, dapat
ditentukan suatu tindakan pengendalian dan besarnya nilai parameter yang tepat, sehingga R, < 1. Sedangkan
jika Ry, = 1 maka terjadi bifurkasi yang dapat didefinisikan sebagai perubahan stabilitas yang diakibatkan oleh
perubahan parameter. Driessche,dkk. ( 2002).

Didefinisikan F;(x) adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen i, V;(x) adalah laju dari
transfer individu masuk dan keluar dari infeksi kompartemen. Dengan memenuhi
Lemma 2.1

Jika x, adalah titik kesetimbangan bebas penyakit dan f;(x) memenuhi asumsi 1-5, maka turunan DF (x,)
dan DV (x,) adalah partisi sebagai berikut

s (¢ 9oveo= (/)

dengan F dan V adalah matriks berukuran m x m yang didefinisikan sebagai berikut
OF(x0) _ [ovixo .
F = [a—xj],V— [T] ,dengan 1<i,j<m
Dengan F non negatif dan ¥V merupakan M-matriks non-singular, dan semua nilai eigen dari /; dan J, adalah
positif. Matriks generasi selanjutnya adalah A = FV~* dan angka reproduksi dasar dapat dituliskan sebagai
Ro = p(FV™Y) = p(4),

dengan p(A) adalah spectral radius dari matriks A, yaitu maksimum modulus nilai eigen dari matriks A.
Driessche,dkk. ( 2002).
Definisi 2.2

Matriks V' merupakan M-matriks non singular jika dan hanya jika sebuah matriks V' berukuran n X n
menunjukkan bentuk V = sI — B,dengan s > p(B) maksimum modulus dari nilai eigenB. Berman,dkk.(1979).



D. Fungsi Lipschitz
Fungsi lipschitz dilakukan bertujuan untuk mengetahui bahwa sistem memiliki penyelesaian tunggal dan
ada. Selain itu sebagai representasi dari model yang dibangun berdasarkan fenomena pada objek pengamatan.

Definisi 2.2
Misalkan A c R dan f: A — R disebut fungsi Lipschitz jika terdapat K > 0 sedemikian hingga:
lf Cer) = fGIN < K llxy — %l ¥ xq, %, €A

III. ANALISIS DAN PEMBAHASAN

A. Konstruksi Model Wilayah Satu
1. Model Wilayah Satu

dt =7 - d151 = Bt Eli — by S; + by Sy

dr #131 — (dy + v1)E; — b E; + bE4
1

al

dt =y By —dily — @11y

dR,

- @11y — d{Ry — by Ry + bR,

Pada model wilayah satu terdapat subpopulasi susceptible, exposed, recovery yang tidak hanya berasal
dari wilayah satu melainkan juga dari wilayah dua. Diasumsikan sebelumnya bahwa individu dari wilayah dua
yang melakukan travelling ke wilayah satu menjadi populasi di wilayah satu s, = s; . Misalkan ¢, adalah
proporsi subpopulasi susceptible dari wilayah dua yang menjadi populasi di wilayah satu. Maka proporsi
subpopulasi susceptible yang berasal dari wilayah dua yang melakukan travelling ke wilayah satu dan menjadi
populasi di wilayah satu b,S, adalah ¢,S;. Misalkan o, adalah proporsi subpopulasi exposed dari wilayah dua
yang menjadi populasi di wilayah satu. Maka proporsi subpopulasi exposed yang berasal dari wilayah dua yang
melakukan travelling ke wilayah satu dan menjadi populasi di wilayah satu b,E, adalah o,E;. Misalkan o
adalah proporsi subpopulasi recovery dari wilayah dua yang menjadi populasi di wilayah satu. Maka proporsi
subpopulasi recovery yang berasal dari wilayah dua yang melakukan travelling ke wilayah satu dan menjadi
populasi di wilayah satu b, R, adalah g5R;. Oleh karena itu model menjadi

ar =7 - d151 = Bty ﬁlh = byS; + 015,

dar #1ﬂ1 —(dy + y1)E; — biE; + 0,E,;
1
dl,
E =y, By —dily — 1]y 3.1
dR,
a = @11y —dyRy — bRy + 03R,

2. Model Wilayah Dua

dt =N, — dyS; — Baut, N_ZIZ = b5, + bS5,
dEz S,

ar ﬁz#z — (dy +v2)E; — byE; + biE,
dl,

E =7v2E; — dzlz — @21

dR,

F = @,1, — d;R, — bR, + by R,

Pada model wilayah satu terdapat subpopulasi susceptible, exposed, recovery yang tidak hanya berasal
dari wilayah dua melainkan juga dari wilayah satu. Diasumsikan sebelumnya bahwa individu dari wilayah satu
yang melakukan travelling ke wilayah dua menjadi populasi di wilayah dua s; = s,. Misalkan o, adalah
proporsi subpopulasi susceptible dari wilayah satu yang menjadi populasi di wilayah dua. Maka proporsi
subpopulasi susceptible yang berasal dari wilayah satu yang melakukan travelling ke wilayah dua b,S; adalah
0,S,. Misalkan oz adalah proporsi subpopulasi exposed dari wilayah satu yang menjadi populasi di wilayah dua.
Maka proporsi subpopulasi exposed yang berasal dari wilayah satu yang melakukan travelling ke wilayah dua
b, E, adalah a5 E,. Misalkan o, adalah proporsi subpopulasi recovery dari wilayah satu yang menjadi populasi di
wilayah dua. Maka proporsi subpopulasi recovery yang berasal dari wilayah satu yang melakukan travelling ke
wilayah dua b, R, adalah gyR,.



dt =N, — dyS; — Baut, N_le = b5, + 0,5,

dar Battz N_le — (dy +v2)E; — bE; + 05E;

ac =y,E, — dyl; — 9,1, (3.2)
- @21, — dyR; — bR, + 06R,

Kondisi awal :

5:(0) = Si(o), Ei(0) = Ey), 1:(0) = (o), Ri(0) = Ry), dan Ny(t) = S;(¢) + E;(t) + [;(©) + Ry -

dengan A; adalah jumlah kelahiran pada wilayah i, d;,y;, dan @; adalah rate kematian, rate transisi individu
exposed menjadi individu infected, dan rate transisi individu infected menjadi individu recovery diwilayah i. b,
adalah rate travelling dari wilayah dua ke wilayah satu, b, adalaha rate travelling dari wilayah satu ke wilayah
dua.

3. Model Pada Lintasan

d(Si) d S
(dtk)] = (dik)j(Nik)j - (dik)j(sik)j - Z .Bil'll ((Nk))J (Ipq) + Z(blk)p] (Slk)p Z(blk)]p (Slk)]

dEw); _~ ,  Ga)
%i;ﬁ“ S (lg), = (i) (B — (ylk)]wm)ﬁZ(blk)m (Eudp - Z(blk)m (B,

(N ) p=1 p=1
d(ly),
(d:)] = (dj () j = (died jUir)j = (@) j Ui) 33
ARy, 2

2
T (@ir) jUir) j — (di) j(Rige) j + Z(bik)pj (Ri)p — Z(bik)jp (Ru)j
p= p=

dengani # k,p #q
i = 1,2 adalah banyaknya wilayah asal, j = 1,2 adalah banyaknya lintasan , k = 1,2 adalah banyaknya wilayah tujuan.
Diberikan kondisi awal yaitu

(Sir)(0) = Scik) (0) » (i) j(0) = Eiky 0, (Ti) (0) = Liir 0y » (Rir) (0) = Ri);(0)
(Nu)j = (S)j + (Ee)j + Ug)j + (Ry); dengan Nj = ((N12)1, (N12)2, (N21)1, (N21)2)"
maka
2 2
an,
pra Z(bik)pj (Si)p + Endp + (Ri)p) — Z(bik)jp (i) + (Egdj + (R ;) (34)
Berdasark_an Persamaan (3.4) didapatkan sebuah m;triks
_(b12)12 (b12)21 8 8
= (b12)12 ( 12)21
4 0 ~(b20)12 (B21)as
0 O (b21)12 (b21)21

dengan A adalah matriks non singular. Sehingga total populasi dari sistem (3.3) adalah konstan.

(di)j» Vir)j» (@) adalah rate kematian, rate transisi individu exposed menjadi individu infected, dan rate
transisi individu infected menjadi individu recovery dari wilayah i menuju wilayah k melewati lintasan j.
(bi) jp adalah rate travelling dari wilayah i menuju wilayah k melewati lintasan j pindah ke lintasan p.
Kelahiran dan kematian memiliki parameter yang sama karena dilintasan kelahiran dan kematian diabaikan.

B. Bilangan Reproduksi Dasar

Bilangan reproduksi dasar dapat digunakan untuk menunjukkan banyaknya infeksi baru yang disebabkan
oleh individu terinfeksi. Untuk menghitung nilai dari R, didefinisikan F;(x) adalah laju dari kemunculan
infeksi baru pada kompartemen i, V;"(x) adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen i,
V7 (x) adalah laju dari perpindahan individu masuk ke kompartemen i.

1. Bilangan Reproduksi Dasar Pada Wilayah Satu

Pada sistem (3.1) didapatkan F; = (Fy, F,, F3, F, )T dengan F,, F,, Fs, F, adalah laju dari kemunculan infeksi
baru pada kompartemen E;, I, Ry, S;.



S
Fy /ﬁl.ulN_lll\
=l )= o |
I TB 0

2\ 8 )
Selain itu didapatkan V; (x) = (V;, V5, V5, V;)T dengan V;,V;, V5, V; adalah laju dari perpindahan
individu keluar dari kompartemen E;, I;, R, S;.

123 (by +dy +v1)E;
N V2 (di + ol
V() = vy (dy + bRy
Vi (by +d1)S;

dan didapatkan V;*(x) = (Vi V5, V5, V)T dengan Vi, Vi, V5, Vi adalah laju dari perpindahan individu
masuk dari kompartemen E;, I;, R, S;.

v]_+ O_zEl
125 v, E
+ _1 V2 |_ 164
VG =| v | = @11 + o3R,
Vi 0151 + A

Berdasarkan persamaan sistem x; = f;(x) = F;(x) = V;(x), i=1,..,n dengan V;(x) =V, (x) — V' (x),
Driessche,dkk. (2002) didapatkan

/,31/115—111\ (by +dy + v, — 02)Ey
F = | 0N1 | dan v, = (di + @)L —v1Ex
1 1

0 (dy + by —03)R; — @114
0 (by +dy —0y)S1 — Ay

F; dan V; memenuhi asumsi-asumsi Driessche,dkk. (2002). Berdasarkan asumsi-asumsi tersebut dapat diketahui
bahwa populasi yang terinfeksi adalah E; dan I, maka m = 2. Dengan titik setimbang (§*,E*,I*,R*) =

(A—l, 0,0, 0). Berdasarkan Lemma 2.1 maka didapatkan
(dy+b1—01) b p 0
_ (0 B _<1+ 1+71—0 )
F = V=
(0 0 ) V1 dy + ¢4

dengan V merupakan M-matriks non-singular yang memenuhi Definisi 2.2 jika dan hanya jika sebuah matriks V
berukuran 2 x 2 menunjukkan bentuk V = sI — B. Dimana s > p(B) maksimum modulus dari nilai eigen B,
P1 0

dengans =@, + (b +d, + vy, — 0. danB=< )
g ¢1+ (by 1+tv1—0z) vi b +y,— o

Didapatkan

Y1Bitu B
Fv=t= (by +dy +v1—0)(dy + ) (di+ 1)
0 0
Sehingga

V1Bt
Ro, = p(FV1) =
o (by +dy +y1 —02)(dy + 1)
2. Bilangan Reproduksi Dasar Pada Wilayah dua

Pada sistem (3.2) didapatkan F; = (Fy,F,, F3,F, )T dengan F;, F,, F3, F, adalah laju dari kemunculan
infeksi baru pada kompartemen E,, I, R, S,.
F 52
1 B2tz A I
F, 2

:Fi = :}:3 = 0
F, 8

Selain itu didapatkan V; (x) = (V7 ,V;, V5, V;)T dengan V7, V;, V5, V; adalah laju dari perpindahan
individu keluar dari kompartemen E,, I, R,, S,.

Vi (b, +dy +7v2)E;
N (d; + @)1
Vi) = vy | (d, + by)R;

Vi (b, + d3)S,



dan didapatkan V;*(x) = (Vi V5, V5, V)T dengan Vi, Vi, V5, Vi adalah laju dari perpindahan individu
masuk dari kompartemen E,, I,, R, S,.

v]_+\ GSEZ

125 y,E

+ — 2 — 252
Vi (x) - v3+ | - 472[2 + O'6R2
\VI/ 0453 + A,

Berdasarkan persamaan sistem x; = f;(x) = F;(x) = V;(x), i=1,..,n dengan V;(x) =V, (x) — V' (x),
Driessche,dkk. (2002) didapatkan

S
Bals N—Zl2 / (by + dy +y, — 05)E; \
2 danV, = (dy + @)1, — v2E;

Fi= 8 (dy + by — 06)R, — @31
0 (b, +dy —0,)S; — A

F; dan V; memenuhi asumsi-asumsi Driessche,dkk. (2002). tersebut dapat diketahui bahwa populasi yang
terinfeksi adalah E; dan I; maka m = 2. Dengan titik setimbang (S§*,E*,I*,R*) = (L,O, 0, 0).
(dz+bz—04)
Berdasarkan Lemma 2.1 didapatkan
_ (0 Bz _(b2+d2+)/2—05 0 )
F = V=
(0 0 ) —V2 dy + ¢

dengan V merupakan M-matriks non-singular yang memenuhi Definisi 2.2 jika dan hanya jika sebuah matriks V
berukuran 2 x 2 menunjukkan bentuk V = sI — B. Dimana s > p(B) maksimum modulus dari nilai eigen B,
P2 0 )

dengan s = +b,+d,+y,—0 danB=<
g @, + (b, 2TV2 5 ) Vs by 47y, — o

Didapatkan

V2Baths Btz
-1 _
FV=r =1 (by+dy +y,—05)(dy + 92) (dy + @3)
0 0
Sehingga
V2Baths

Ry, = p(FV™Y) =
o, = P( ) (by +dy +y, —05)(d; + @3)

3. Bilangan Reproduksi Dasar Pada Lintasan

Pada sistem (3.3) didapatkan F;adalah laju dari kemunculan infeksi baru pada kompartemen.
:Fi = (Tl'T2l?3'T4'T5'T6"T7'T8lT9'-7:10':7:11':7:12!T13'T14!T15'T16)T

Selain itu didapatkan V;” (x) adalah laju dari perpindahan individu keluar dari kompartemen.

Vi (x) = (V1,V3,V5,V5,V5,V5,V7, V5, V5, Vio, Vi1, Viz, Vis, Via Vis, Vie)
dan V;* (x) adalah laju dari perpindahan individu masuk dari kompartemen .

Vi) = 0H V35 V5 V8V, V8V Ve Ve, Vi, Vi, Vi, Vi, Vi Vi V)T
Berikut ini urutan dari elemen F;, Vi~ (x), V¥ (x)

(E12)1' (E12)2' (E21)1' (E21)2' (112)11 (112)2' (121)11 (121)2' (R12)1' (R12)2' (R21)1' (R21)1' (512)1' (512)2'
(521)1' (521)2-
Berdasarkan persamaan sistem x; = f;(x) = F;(x) = V;(x), i=1,..,n dengan V;(x) =V, (x) — V" (x),
didapatkan matriks F; dan V;(x) yang memenuhi asumsi-asumsi Driessche,dkk. (2002). Oleh karena itu dapat
diketahui bahwa populasi yang terinfeksi adalah
(EIZ)II (EIZ)ZI (E21)1 4 (EZI)ZI (112)1' (112)2! (121)1' (121)2

maka m = 8 dengan titik setimbang (Eif)k’ (Iil')k = 0. Berdasarkan Lemma 2.1 didapatkan matriks F dan V

dengan melakukan urutan linierisasi dari variable infected sebagai berikut

(E12)1; (E12)2' (E21)1' (E21)2' (112)1' (112)2' (121)1! (121)2
Pada matriks F dan V dilakukan partisi sebagai berikut
0: E A0
0:0 —C:D
dengan € = matriks diag(y;); dan D = matriks diag((du); + (@u);)-
Telah ditunjukkan bahwa V adalah M-matriks non-singular yang memenuhi Definisi 2.2. Selanjutnya
didapatkan

F = danV =




At 10
V_l =
D~tc A7'iD™!
maka
ED™'C A"YiED™?
FV~1= . o
0 0
Sehingga didapatkan R, = AL 'sz_“, dengan
/Zip:l (((dlz)j + (r12)j + (b12) jp) ((dr2) + (‘Plz)}‘)(yﬁ)z’) \
h=— j#p
l\ (W)(]_[}2-21(d12),~ +(912))) |t
(E?,p:l (((d21)1‘ + (21 + (bz1);‘p)((dz1);‘ + (<P21)j)()/21)p) w
_ j*p
\ Doy @20); + (920))) /mz
dan

sz',p=1()’12)p (H?,p:l((dlz)j + (r12)j + (blz)jp) - H]Z',p:1(b12)jp) Biuz

¢ = _J%P j#p j#p
(W)Z(H?=1(d12)j + ((Plz)j)
H?,p:l(]/Zl)p (H?,p:l((d21)j + (V21)j + (b21)jp) - H?,p:l(b21)jp>.8221’l§
+ Jj*p j#p Jj*p
(Z)Z(HJZ-=1(d21)j + (‘P21)j)
sz,k:1()/ik)i (H?,k:l((dik)k + i)k + b ki) — zz,k=1(bzk)kz>ﬁ1ﬁzﬂ1liz
4 ik ik ik
(z)(w) ( fe=1(di)i + (‘Pik)i)
ik
17 k=1 (Vi k (Hiz,kzl((dik)i + i)i + b)) — le,kzl(bik)ik> B1 B2t 1z
4 ik ik ik
(z)(w) <Hi2,k=1(dik)k + (<Pik)k>
ik
dengan

2 2
w) = 1_[ ((du)j + (V1z)j + (blz)jk) - (b12)21(b12)12 (2) = 1_[ ((d21)j + (V21)j + (b21)jk) = (b21)21(b21)12
Jk=1 Jk=1

Jj#k Jj#*k

C. Eksistensi dan Ketunggalan

Analisis ini bertujuan untuk mengetahui bahwa model memiliki penyelesaian tunggal dan ada. Selain itu
sebagai representasi dari model yang dibangun berdasarkan fenomena pada objek pengamatan. Sebelum
dilakukan analisis eksistensi dan ketunggalan dilakukan reduksi terlebih dahulu pada Sistem. Reduksi dilakukan
dalam rangka untuk menekankan terjadinya evolusi model pada subpopulasi yang diamati.

1. Eksistensi dan Ketunggalan Pada Wilayah Satu
Persamaan Sistem (3.1) setelah direduksi menjadi

E =A —diS; — (A —p)S; —bS; + 015
dE;
W =p £ — (d1 +(1- C11))]51 — by E; + 03B

—=qih —di; - (1 —u)h



W = ulRl - lel - blRl + O_3R1
Terdapat konstanta Lipschitz k(t) yang memenuhi

If (X1 (), t) — FX2(0), Ol < k@OIX* — X2
sedemikian hingga model sistem berlaku untuk setiap t € R.
Bukti :

Misalkan sistem berbentuk —— dx(t) = f(X(t), 1), X(O) = X,, dengan X € R* dant € R.
_t =fX@®),0)
atau dapat ditulis
dS1
= f($:(0),t); —— = f(EL (D), 8) ; —— = f(I,(2), t) =f(R,(D),0).

Misalkan terdapat elemen elemen pada hlmpunan X kontlnu sebagian demi sebaglan
Sy = (51,5%), Ey = (E1,ED), L = (I1,11), Ry = (R1, RY)
maka akan terdapat f(X*(t), t) dan f(X2(t), t) dengan
X'={S{,E{,Ii, R} }
X? = {S},E},If,R? }
Selanjutnya akan dicari nilai dari k(t) yang merupakan konstanta Lipschitz yang memenuhi bentuk berikut

IFX(®), 1) = FX2(O), DIl < kOIIX* — X2

dengan
a1
IFXE(@D), t) — F(X2 (D), Ol = dinyatakan sebagai a;; = b;; + ¢, dengan i = 1,2,3,4, maka
(4%}
aq
If (X1(),6) — FX2(0), Ol = = |Ibiy + cull (3.6)
QA1
atau
If X, t) = FX2@E), ONl < bl + llcit|l, dengan [|byy || = 11215’:15%12}7:1|bij|
Susceptible

a;; = f(Si (), ) — f(SE(E),¢)
Menggunakan ketentuan (3.6) maka didapatkan

llayll = lI(oy — dy — (1 = py) = b)) (St — SPII (3.7)
Exposed

ay = f(EL(t),t) — f(EE(D),0)
Menggunakan ketentuan (3.6) maka didapatkan

llazqll = ||(P1 - (d1 +(1- ‘h)) b + f"z)(E11 - E12)|| (3.8)
Infected

azy = fU(6),t) = fUIF (), 1)
Menggunakan ketentuan (3.6) maka didapatkan
lasall = |(ax — di — A = w)) Ut = 12 (3.9)
Recovery

ay = f(Ri(6),t) — f(RE(D),t)
Menggunakan ketentuan (3.6) maka didapatkan

lasll = l(wy — dy — by + 03) (R — RD)| (3.10)
Selanjutnya Persamaan (3.7) — (3.10) dibentuk norm sebagai berikut.
a1
a
IF (X (), ¢) — FX2(), )l = Hazi = [lbiy + cul
Qa1

If X, 0 = FX2@, Ol < llba |l + lleia |l dengan [|by || = gg§2?=1|bij|

(o —di —(A—py) - b1)(511 _512)

a1 . ,
as; (P1 - (d1 +(1 - ‘h)) — b, + 02)(E1 —E})
A31 (g1 —di — A —u))Ut = 17)

(4%

(uy —dy — by + 03)(R% - R%)
atau



n
bl = max > |by|
j=1

layi| = [(oy — dy = (1 = py) = bS] = SEI)
lazq| = |(p1 - (d1 +(1- ‘h)) - b+ 02)|(|E11 - EZD
las,| = |(Q1 —-d; —(1- u1))|(|lil - 112|)
las| = [(uy — dy — by + 03)|(IRT — R])

(o —dy — (1 =py) = b)) (ST = S7)
(p1 - (d1 +(1- ‘h)) - b + 02)(E11 - E12)
(‘h —-dy—(1- u1))(111 —-I7)
(u; —dy — by +03) (R} — R})

< maks {|(a, —dy, — (1 —py) — b))l

[|(ST = SD|
|(p1 - (dl +(1- Ch)) — b + 02)|: g —dy — (1 —uy)l, luy —dy — by + 03} (511 : izlz))
(Rt — RD)
atau
| (o1 —di— (1 —=p)—b)(ST—SD) | (St —52)
- — - 1_FE2 1_ 52
(=G

(wy — dy — by + 05)(R} — RY) (R} —R})
Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari
k(t) = maks{lo; —dy — (1 = p1) = byl |py — (di + (1 = q1)) = by + 0], lgs —dy — (A — )], luy — dy
— by + a3}
yang memiliki dua kemungkinan yaitu

{l(al)maks = (dy + (1 = p1) + b)minl |01 + 02)mars — (d1 + (1 = q1) + b)) minl, |(q1)maks

= (dy+ (A —w)), . |1 + 03 mars = (d + b I}

min

atau

{|(0'1)min = (dy + (1 = p1) + b mars (01 + 02 min — (A1 + (1 = q1) + b)) maks|, [(@1)min

- (d1 +(1 - u1))

@y + 03)min — (dy + by)maks |}

maks

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k(t) dilakukan berdasarkan asumsi bahwa individu
infected dapat menyebarkan virus pada populasi di wilayah satu. Dengan kata lain subpopulasi infected sangat
mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan pada subpopulasi infected. Berdasarkan asumsi

tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k(t) = |(q1)maks —(d,+(1- ul))min | maka penyebaran virus
dalam wilayah satu sangat luas. Jika (q;)maxs dan (d; + (1 — ul))min maka yang terjadi rate transisi individu

exposed yang menjadi individu infected lebih besar daripada rate kematian individu infected dan rate transisi
individu infected yang sembuh sehingga memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi

S1, E1, I, R, diwilayah satu.

2. Eksistensi dan Ketunggalan Pada Wilayah dua
Persamaan Sistem (3.2) setelah direduksi menjadi

dr Ay — dyS; — (1 = p3)S; — byS; + 045,
ar p2E; — (dy + (1 = q2))E, — byE, + 05E,

——=ql —dyl, — (1 — )l (3.11)
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W = quz - dsz - bsz + UGRZ
Terdapat konstanta Lipschitz k(t) yang memenuhi

If (X1 (), t) — FX2(0), Ol < k@OIX* — X2
sedemikian hingga model sistem berlaku untuk setiap t € R.
Bukti :

Misalkan sistem berbentuk —— dx(t) = f(X(t), 1), X(O) = X,, dengan X € R* dant € R.
_t =fX@®),0)
atau dapat ditulis
dS2
= f(52(0),8); = f(E;(2), t) = f( (1), t) = f(R,(D),0) .

Misalkan terdapat elemen-elemen pada himpunan X kontinu sebagian demi sebagian.
S, = (53,5%), By = (B3, E3), I, = (13,13), Ry = (R, R3)
maka akan terdapat f(X*(t), t) dan f(X?%(t), t) dengan
X'={S3,E3,I;,R} }
X% = {S},E3,13,R3 }
Selanjutnya akan dicari nilai dari k(t) yang merupakan konstanta Lipschitz yang memenuhi bentuk berikut
IFX1(©),0) — FX2@), Oll < k@OIX — X2l
dengan
a1

If X (),0) = FX2(@), DIl =

dinyatakan sebagai a;; = b;; + ¢, dengan i = 1,2,3,4, maka

(%]
a1
IfF (X)) = FX2(@), Ol = a“ = |Ibiy +cull (3.12)
a41
atau
IF X, 6) = FXZ), Ol < Nlbiall + llci |l dengan [|by [l = 112%2}‘=1|bu|
Susceptible

a;; = f(S3(0),0) = f(SZ(t), )

Menggunakan ketentuan (3.12) maka didapatkan
llays Il = ll(os — d; — (1 = p2) = b2)(S3 — S| (3.13)
Exposed

ay = f(E3 (1), ) — f(E3(t), )

Menggunakan ketentuan (3.12) maka didapatkan

llazall = [|(p2 = (d2 + (1 = g2)) = b, + 05)(E3 — E3)| (3.14)
Infected

az, = fUz(t),t) = fUZ (D), t)
Menggunakan ketentuan (3.12) maka didapatkan

lasll = (g2 = do = (1~ u)) (3 = )| (3.15)
Recovery

ay = f(R3(), 1) = f(R3(D), 1)
Menggunakan ketentuan (3.12) maka didapatkan

llas |l = ll(u, — da — by + 06)(R; — R (3.16)
Selanjutnya Persamaan (3.13) — (3.16) dibentuk norm sebagai berikut.
a11

If (X1 (0), 1) — fX2 (), DIl = = ||byy + cull

a41

IF X0, ) = FOZ@, 01 < Ibull + Nl I, dengan l1biy || = max T2, by |

(0, —dy —(1—py) — bz)(S‘z1 - 522)

a1 . ,
asq (pz - (dz +(1 - QZ)) — b, + 05)(E2 —Ej)
431 (QZ —d,—(1- uz))(lzl -1

(4%

(up —d, — b, + 0-6)(R% - R%)
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atau
n

11| = {22)1(12|bij|

j=1
layi| = (o4 — dy — (1 = pp) — b)I(IS3 — S3)
laz1l = |(p2 = (dz + (1 = q2)) — bz + 05)|(|1E3 — E3)
lag:| = |(qz —d, = (1 = u))|(113 = I3])
las:| = [(uz — dy — by + ) |(IR; — R3]
(04 —dy — (1 —p) — b)(S7 — 53)
(p,— (dy + (1 — qp)) — by + 05) (E} — E?

(QZ —d,—(1- uz))(lzl —13)
(uz —d; — by + 0-6)(R% - R%)

< maks{|o, —d, — (1 — py) — by|,

11 (S% — 5‘22) 11
_ _ _ a1 o (E3 — E3)
lp, — (d2 + (1 —q2)) = by + 05|, 1qs — dy — (1 — )|, luy — dy — by + 06} (12— 12)
(Rz — R3)
atau

(04 —dy — (1 = p2) = by)(S3 — 53) (7 —SHI

(p2 = (d2 + (1 = q2)) — by + 05) (E3 — E3) < k(D) (E3 —EZ)

(G2 —dz = (1= u))I3 — 13) - 3 = 13)

(u — dy — by + 0) (R — R2) (R; —RD)
Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari
k(t) = maks{loy — dy — (1 = ;) = byl, [P, = (d2 + (1 = q2)) = by + 05|, lg2 — dy — (1 = wy)|,
luz — dy — by + 06}
yang memiliki dua kemungkinan yaitu

{1 mars = (@2 + (1 = 2) + by)minl, | P2 + 05 mars — (a2 + (1 = 62) + b)minl, | (92D mas

- (dz +(1- uz)) |: |(uz + G6)maks — (A2 + b2)min |}

min

atau
{|(04)min = (dy + (1 = p2) + b2)maks|, (P2 + 05)min — (dz + (1 — q2) + b2)maksl, |(Q2)mm

—(da+ (1= 1)), . | 1082 + 06)min — (a2 + b2 maes I}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k(t) dilakukan berdasarkan asumsi bahwa individu
infected dapat menyebarkan virus pada populasi di wilayah dua. Dengan kata lain subpopulasi infected sangat
mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan pada subpopulasi infected. Berdasarkan asumsi
tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k(t) = |(q2)maks —(d,+(1 - uz))mm| maka penyebaran virus

dalam wilayah dua sangat luas. Jika (g2)mars dan (d2 +(1- uz))min maka yang terjadi rate individu exposed
yang menjadi individu infected lebih besar daripada rate kematian individu infected dan rate individu infected
yang sembuh sehingga memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi S,, E5, I, R, diwilayah
dua.

maks

3. Eksistensi dan Ketunggalan Pada Lintasan
Persamaan Sistem (3.3) setelah direduksi menjadi

a(s
% = A4 (S12)1 + 22(S12)1 + A3(S12)1 — (1 — (P12)1)(512)1 — (1 = (@12)1)(512)1 +  (b12)21(S12)
= (b12)12(S12)1
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d(S12)2
% = A4(S12)2 + A5(S12)2 + 26(S12)2 — (1 = (P12)2)(S12)2 — (1 — (q12)2)(S12)2 — (b12)21(S12)2
405,0) + (b12)12(S12)1

dztl - = A7(S21)1 + Ag(S21)1 + 29(S21)1 — (1 = (P21)1)(S20)1 — (1 = (920)1)(S20)1 — (b21)12(S21)1
405,0) + (b21)21(521)2

2= 1002z + Aa(S21)2 + A2 (Sa1)2 = (1= (220)2)(S20)2 = (1= (@202)(S20)2 + (h21)12(S20)1
d(E) —(b21)21(S21)2
% = (P12)1(E12)1 + (q12)1(E12)1 — (d12)1(E12)1 — (1 = (ri2) ) (Ei)1 + (b12)21(E12)2 — (b12)12(E12)4
d(E
% = (P12)2(E12)2 + (q12)2(E12)2 — (d12)2(E12)2 — (1 = (112)2)(E12)2 + (b12)12(E12)1 — (b12)21(E12)
d(E

(dztl)l = (P21)1(E21)1 + (@21)1(E21)1 — (d21)1(E21)1 — (1 = (121)1)(E21)1 + (b21)21(E21)2 — (b21)12(E21)4
d(Ez1)
% = (p21)2(E21)2 + (q21)2(E21)2 — (d21)2(Ez1)2 — (1 — (121)2) (E21) 2 — (b21)21(E21)2 + (b21)12(E21)1
d(l12)1

(dt) = (r12)1(12)1 — (d12)1(12)1 — (1=(uy2)1) U124
d(l2);

dt = (r12)2(I12)2 — (d12)2(I12)2 — (1 — (u12)2)U12)2
d(121)1

—dr = (1r21)1U21)1 — (d21)1U31)1 — (A = (uz1)1)Uz1)1
d(lz1)2

(dt) = (121)2(21)2 — (d21)2(21)2 — (1 = (Uz1)2)U21)2
d(Ry2)1

dt = (U12)1(R12)1 — (d12)1(R12)1 + (b12)21(R12)2 — (b12)12(Ri2)1
d(Rq2)>
% = (U12)2(R12)2 — (d12)2(R12)2 + (b12)12(R12)1 — (b12)21(R12);
d(Rz1)1

(dt ) = (Uz1)1(R21)1 — (d21)1(R21)1 + (b21)21(R21)2 — (b21)12(R21)1
d(Rz1)-

(dt ) = (Uz1)2(R21)2 — (d21)2(R21)2 + (b21)12(R21)1 — (b21)21(R21)2

Terdapat konstanta Lipschitz k(t) yang memenuhi

If X1, 0) — FX2@O), DIl < k@)X = X2|
sedemikian hingga model sistem berlaku untuk setiap t € R.
Bukti :

Misalkan sistem berbentuk —= dx(t)

= f(X(t),t),X(0) = X,, dengan X € R* dan ¢t € R.
ax
P fX(@),t)

atau dapat ditulis

@ = F(Si1(0),6); Q = P10, 02580 “)1 = ((S22:(0,0); Q = (S22, 1;
Wk (@00 D222 = p,0,0,0: 8522 < (0,00 2522 = pi,na0,0
d(fzf 5 @0 2 “)2 = P20, 02 “)1 = F(01©.0: % “)2 =/ ({(20):(0, 0
% = f((Ri) (0,0); Q = F(Ria(0),0; 22 “)1 = f((Ra: (0, ); u = [ ((R21)2(0), )

Selanjutnya dikelompokkan berdasarkan keadaan individu dilintasan menjadi empat total subpopulasi yaitu
subpopulasi susceptible, exposed, infected, recovery di lintasan sebagai berikut.
a. Total subpopulasi susceptible

fS@), 1) = f((S12)1(6), 1) + f((S12)2(), 1) + f((S20)1 (1), 8) + f((S21)2(0), 1)

maka
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fE@®),0) = (/11 ++ 23— 1A - () —A - (%2)1))((512)1) +
(/14 +As+ A — (1= (p12)2) — (1 — (%2)2))((512)2) +
(/17 g+ —(1— (Pp1)) — (1 — (%1)1))((521)1) +

(Ao + A1+ 21— (1= (P21)2) — (1 = (421)2))((S21)2)
b. Total subpopulasi exposed

fFE@, 1) = f((E12)1 (), ) + f((E12)2 (1), 8) + f((E21)1 (1), 8) + £ ((E21)2(8), 0)

maka
FE®,O =" (P21 + (@21 — (di2)s — 1 = (12)1))(Er2)1) +
((P12)2 + (@12)2 = (d12)2 — (1 = (112)2) ) (E12)2) +
(P21 + (G21)1 = (da1)1 — (1 = (20)1)) (E20)1) +
((020)2 + (@21)2 = (da1)2 = (1 = (121)2) ) (E21)2)

c. Total subpopulasi infected

fU®),t) = f((1h2)1(0), ) + f((112)2(0, ) + f(U21)1(6), 1) + f((U31)2(6), 1)

maka
U@ = ((n2)1 = (d12)1 — A=(12))) (Us2)1) +
((12)2 = (d12) — (1 = (u12)2))((h2)2) +
(o)1 = (dan)r — (1 = (Wa1)))(U21)1) +
((30)2 = [@a1)2 = (1 = (31)2)) (Uz1):)

d. Total subpopulasi recovery

FR@®),0) = f((R12)1(0), 1) + f((R12)2 (1), 8) + f((R21)1(8), 1) + f(R21)2(2), £)

maka

fUA®,0) = ((w2)1 — (d12)1)((Ri2)1) + ((W12)2 — (d12)2)((R12)2)
((uz1)1 — (d21)1)((Rz1)1) + ((uz1)2 — (d21)2) (R21)2)

Misalkan terdapat elemen-elemen pada himpunan X kontinu sebagian demi sebagian.
(S12)1 = ((512)%, (512)%); (S12)2 = ((5‘12)%:(512)%)5 (S21)1 = ((521)%' (521)%)i (S21)2 = ((521)%: (321)%)i

(E12)1 = ((E12)%’(E12)%); (E12)2 = ((E12)%:(E12)%)i (Ez1)1 = ((521)%:(521)%% (Ez1)2 = ((E21)§: (E21)%)i
(I12)1 = ((112)%' (112)%)- (I1i2)2 = ((112)%: (hz)%)i (1)1 = ((121)%:(121)%) (I21)2 = ((121)%' (121)%);
(Rix)1 = ((Ru)%' (R12)%)1 (Ri2)2 = ((Rn)%» (R12)§)i (R21)1 = ((R21)%' (R21)%) s (Ry1)2 = ((R21)%' (R21)%):

maka akan terdapat £ (X*(t), t) dan f(X2(t), t) dengan
Xl ={ (512)%1 (512)%1 (521)%' (521)%1 (E12)%l (E12)%l (E21)%l (EZI)%' (112)%' (112)%! (121)%' (121)%! (R12)%!

(R12)3, (R21)1, (Ra1)3}

X2 ={ (5121, (5123, ($2001, (S21)%, (1)1, (E12)3. (E21)t, (E21)3, (Ii2)1 (112)3, (121)1 ()3 (Ri)i,
(R12)§: (R21)%' (R21)%}

Selanjutnya akan dicari nilai dari k(t) yang merupakan konstanta Lipschitz yang memenuhi bentuk berikut

IfF (X @®, 0 — FX*@O, Ol < k(©ONIX* — X2

dengan
a1
IF(XL(),t) — F(X2 (D), D)l = g;i dinyatakan sebagai a;; = b;; + ¢;;, dengan i = 1,2,3,4, maka
a1
aq
a
a:i = ||byy + ciy + dig + eyl dengan ||by || = 11151%>7<127=1|bij|
(%]

atau



If X)), ) = FXZO, O < bl + llcill + lldia Il + Nleg I (3.17)
Susceptible
a1 = f(S*(),t) — f(S*(), )
Menggunakan ketentuan (3.17) maka didapatkan
”(111” < ”(A1 + /12 + /13 - (1 - (plz)l) - (1 - (%2)1))((5‘12)% - (512)%) ” +
”(14 +2As+ 26— (1= (p12)2) — (1 — (%2)2))((512)% - (512)5)” +
”(}W + /18 + /19 - (1 - (P21)1) - (1 - (%1)1))((521)% - (521)%)” +
”(/110 + A+ A=A = (1)) — (A - (%1)2))((521)% - (521)%)”
Exposed
az, = f(El(t), t) - f(Ez(t)' t)
Menggunakan ketentuan (3.17) maka didapatkan
llaz Il < ”((Plz)i + (g12)1 — (d12)1 — (1 — (7'12)1))((5'12)% - (E1)D) ” +
||((p12)2 + (Q12)2 — (dy2), — (1 — (7”12)2))((E12)% - (E12)§)” +
”((Pu)l + (G21)1 — (dz1)1 — (A = (7’21)1))((5'21)% - (521)%)” +
”( (P21)2 + (@21)2 — (dz1), — (1 — (7’21)2))((E21)% - (E21)§)”
Infected
az; = fUI' (), t) = fU*(D), 1)
Menggunakan ketentuan (3.17) maka didapatkan
llas, |l < ”((7”12)1 = (dy2)1 — (1—(u12)1))((112)% - (I12)D) ” +
”((7”12)2 —(di2)2 — (- (u12)2))((112)% - (112)5)” +
”((7”21)1 —(dy1), — (A - (u21)1))((121)% - (121)%)” +
”((7”21)2 —(dz1),— (1 - (u21)2))((121)% - (121)5)”
Recovery
asy = f(R'(t),t) — fF(R*(D), 1)
Menggunakan ketentuan (3.17) maka didapatkan
lasll < (1) = ([@i2)1)((Ri2)7T — (Ri2)D) Il +
1((u12)2 = (d12)2) ((R12)5 — (RiDI +
1((u21)1 = (d21)1) ((Rz1)1 — (R)DI +
1((21)2 = (d21)2) (R21)3 — (Rz1)3) |
Selanjutnya dibentuk norm sebagai berikut.
a1
Zzi = |lbiy + cix +diz + el
ayq
a1
ol < bl + Nl + dis I + Hlews
31
ayq
dengan ||b;, || = {E‘i’éz7=1|bif| maka
a1 ((512)% - (512)%) ((512)% - (512)%) ((521)% - (521)%)
az, ((EIZ)% - (E12)%) ((Elz)% - (E12)%) ((E21)% - (521)%)
aaa|| SO it - aod || O @i - o || RO @t - @
a1 ((R:1)1 = (R12)D) ((R12)} — (R12)3) (R} = (Ry1)?)
((S21)3 = (5:1)%)
((E21)3 — (E21)3)
O (1t - ()2
((R21)7 — (R21)3)

Dengan

14



15

1.  k,(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah satu menuju wilayah dua melalui lintasan
satu, dengan

n
1]l = lrlslg>§2|bij|
=1

bial =141 + 22 + A3 — (1 = (p12)1) — (1 = (@12) DI (S12)1 — (S12)iD
21l = 1(P12)1 + (@12)1 — (d12)1 — (1 = (i) DI (Er2)7 — (E12)ED)
|bs1| = 1(ri2)1 = (di2)1 — A=) DI ()1 — (h2)1D
bas| = [(us2)1 — (di2)1(I(R12)1 — (Ri2)31)
maka
(A + 2+ 23 — (1 = (012)1) — (1 = (412)1)) (5127 = (S| (S = S DN
((P12)1 + (q12)1 — (d12)1 — (1 - (7”12)1))((5‘12)% = (E1)?) ((E12)i — (E12)?)

((7"12)1 —(d2)1 — (1—(u12)1))((112)% — (112)3) (121 = U12)D)
((u12)1 = (d12)1) ((R12)1 — (R12)3) ((R12)i = (Ri2)D)

< k()

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari

ky(t) = maks{|A; + 2, + A3 — (1 — (p12)1) — (1 = (@12) )| 1(P12)1 + (@12)1 — (d12)1 — X = ()],

[(r12)1 — (d12)1 — (A=(us2) )] [(W12)1 — (d12)11}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu
{1+ 22 + 29D maks = (1 = @12)0) + A = @2)D), || (@121 + @12)1)mas

- ((d12)1 +(1 - (7'12)1))min| , |((7'12)1)maks - ((d12)1 + (1—(u12)1))
|((t12) 1) mates = (@12)min 1}

atau
(| + 25+ 1) = (A = Gi2)0) + (= @2)0), | | (@12)1 + (@12 Dmin = ((diz)s +

(1 = (22)0)) || 1) 0min = ((di)s + A=012)D)), e |+ 12D min = (12D maks 1}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k, (t) dilakukan berdasarkan asumsi bahwa Individu
infected pada lintasan satu dari wilayah satu ke wilayah dua dapat menyebarkan virus dilintasan. Dengan kata
lain subpopulasi infected sangat mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan pada subpopulasi

infected. Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k,(t) = |((r12)1)maks — ((d12)1 +

maks maks

(1—(u12)1))mm| maka penyebaran virus di lintasan satu sangat luas. Jika ((712)1)mars dan ((dlz)1 +

(1—(u12)1))minmaka yang terjadi rate transisi individu exposed menjadi individu infected lebih besar daripada

rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh sehingga memberikan pengaruh sangat
besar pada perubahan subpopulasi (S;5)1, (E12)1, (I12)1, (Ry2), di lintasan satu.

2. k,(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah satu menuju wilayah dua melalui lintasan

dua, dengan

n

lewll = max ey

j=1
lesal =124 + 245 + 2 — (1 = (p12)2) — (1 = (q12)2)1(I(512)3 — (512)3D)
le21l = 1(P12)2 + (12)2 — (di2)2 — (1 = (r12)2) I (E12)3 — (E12)3D)
lesal = 1(r12)2 — (di2)2 — (1 = (i) ) U12)3 — (12)3])
lcar] = 1(u12)2 — (d12)2l(I(R12); — (Ri2)31)
maka
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A+ 25+ 26— (1 — (P12)2) — (1 = (412)2))((512)% — (512)3) ((s12)3 = (s12)%)
((P1z)z + (q12)2 — (d12), — (1 — (7"12)2))((5'12)% — (E12)3) ((E12)3 — (E12)3)
((7'12)2 —(d2), —(1 - (u12)2))((112)% - (112)%) ((112)% - (112)%)
((U12)2 = (d12)2)(R12)7 — (R12)3) ((R12)z = (R12)3)

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari

< k(1)

ky(t) = maks{|As + As + 46 — (1 — (P12)2) — (1 = (q12)) | [(P12)2 + (q12)2 — (d12)2 — (1 — (112)2)],

|(112)2 — (d12)2 — (1 = (ug2)2)], [(U12)2 — (di2)21}
yang memiliki dua kemungkinan yaitu
{|(/14 + 25 + A6)maks — (1 = (p12)2) + (1 = (Q12)2))min| ) |((p12)2 + (412)2)maks

= ((d12)z + (1 = (112)2)), . |- | (122D maes = ((@12)z = (1 = (u1)2)
|((u12)2)maks - ((dlz)z)min |}

min |'

maka
{| A + 25 + 26Dmin — (A = P12)2) + (1 = (412)2))

- ((dn)z +(1- (Hz)z))maks
|((u12)2)min - ((dlz)z)maks |}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k,(t) dilakukan berdasarkan asumsi bahwa individu
infected di lintasan dua dari wilayah satu ke dua dapat menyebarkan virus pada populasi di lintasan. Dengan
kata lain subpopulasi infected sangat mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan pada

subpopulasi infected. Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k,(t) = |((112)2)maks —

maks|’ |((p12)2 + (412)2)min
, |((r12)2)min - ((d12)2 -(1- (u12)2))

)

maks

((dlz)2 —(1—(u12)2))mm| maka penyebaran virus di lintasan dua sangat luas. Jika ((712)2)maks dan

((d12)2 -(1- (”12)2))min maka yang terjadi rate transisi individu exposed menjadi individu infected lebih

besar daripada rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh sehingga memberikan
pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi (S;5)5, (E12)2, (I13)2, (R13), di lintasan dua.

3. ks(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah dua menuju wilayah satu melalui lintasan
satu, dengan

n
lldis |l = {Islgﬁzwlﬂ
=

ldii] = 147 + A5 + A9 — (1 = (p21)1) — (1 = (q2)DIUCS201 = (205D
ldz1] = 1(P21)1 + (@201 — (d21)1 — (1 = (20) DI E2)T — (E21)3D)
ld31| = 1(r21)1 — (d21)1 — (1 = 2D UT20)7 — U205
|das] = [(u21)1 = (d20)1 ] R21)7 — (R21)3D)
maka
(A7 + 25+ 29— (1= P20)1) — (1 = (420)1))((S20)1 = (520)D) (S} = (S,1)3)
(P21 + (@21)1 — (d21)1 — (1 = (121)1)) (E21)F — (E21)%) ((E20)1 — (E20)D)

((7’21)1 — () — (- (u21)1))((121)i — (I1)%) (L)1 — (207
((u21)1 = (d21)1)((Rz1)1 — (R21)7) ((Rz0)1 — (Ra1)?)

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari

k3(t) = maks{|A; + 2g + 29 — (1 — (P21)1) — (1 — (q20) )|, |P21)1 + (@21)1 — (d21)1 — (1 = (1)),

[(r21)1 — (d21)1 — (1 = (uz1) )|, [(uz1)1 — (a1 1}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu

< k3(t)
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(|47 + 2 + 29dmars = (1 = @200 + A = (@D1), | | (@20)1 + @21)1)mas
- ((d21)1 +(1- (7’21)1))min| , |((r21)1)maks - ((d21)1 +(1- (u21)1))
|tz mars = ((Az)Dmin 1}

min |'

atau
{47 + 2 + 29D min = (A = @2)0) + (1 = (@20)D),, | | (@)1 + @)1

= (a1 + (1= 120)0), o] [ (20 Dmin = ((@a)s + (1 = @z1))
|((u21)1)min - ((d21)1)maks |}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k5 (t) dilakukan berdasarkan asumsi bahwa individu
infected di lintasan satu dari wilayah dua ke satu dapat menyebarkan virus pada populasi di lintasan. Dengan
kata lain subpopulasi infected sangat mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya dilakukan pada

subpopulasi infected. Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k5;(t) = [(("21)1)maks —

((d21)1 +(1- (u21)1))min
((d21)1 + (- (u21)1))min maka yang terjadi rate individu exposed yang menjadi individu infected lebih

besar daripada rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh sehingga memberikan
pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi (S,1)1, (E31)1, (I31)1, (R1) di lintasan satu.

maks |’

maka penyebaran virus di lintasan satu sangat luas. Jika ((731)1)maxs dan

4. k,(t) merupakan konstanta Lipschitz subpopulasi dari wilayah dua menuju wilayah satu melalui lintasan
dua, dengan

n
lle; Il = 11151%)1(12|eij|
j=1

less] = 1410 + A1 + 42 — (1 = (P20)2) — (1 = (q20)2)11(S21)3 — (S20)3D
le21] =1 (P21)2 + (@21)2 — (d21)2 — (1 = (20D (I(E21)3 — (E21)31)
less| = 1(21)2 — (da1)2 — (1 = (U201 U20)3 — (213D
leas] = [(uz1)2 = (d21)21(I(R21); — (R21)3])
maka
(Mo + 411+ A1, — (1= (21)2) — (1 = (421)2))((S21)3 — (521)3) (533 = (5,13
( (P21)2 + (q21)2 — (d21)2 — (1 — (Tz1)z))((Ez1)% = (E20)3) ((E21)3 — (E21)3)

((7"21)2 —(d)— (1 - (u21)2))((121)% — (I,1)3) ((121)% - (121)%2)
((uz21)2 = (d21)2) ((R21)3 — (Rz1)3) ((R21)2 = (Rz1)2)

Untuk menentukan nilai maksimum mutlak dari

ky(t) = maks{|A1o + A1 + A1 — (1 = (P21)2) — (1 = (@202, [ (P21)2 + (@21)2 — (d21)2 — (1 — (121)2)],

[(121)2 — (d21)2 — (1 = (ua1)2)|, [(U21)2 — (d21)21}

yang memiliki dua kemungkinan yaitu
{|(/110 + A1 + A2 maks — ((1 = (p21)2) + (1 - (QZ1)2))min| ) |((P21)2 + (q21)2)maks

= ([@20)z + (1= (20)2), |- [ (202D mars = (@an)z + (A = @ar)2))
|(ttz1)2maks = ([@21)2)min 1}

< ka()

min |’

atau
{|(/110 + A1+ A2)maks — ((1 = (p21)2) + (1 - (QZ1)2))min| ) |((P21)2 + (q21)2)maks

= ([@20)z + (1= (20)2), |- [ (202D mars = (@an)z + (A = @ar)2))
|(ttz1)2maks = ([@21)2)min 1}

Pada kasus ini pengambilan konstanta Lipschitz k,(t) dilakukan berdasarkan asumsi bahwa individu
infected di lintasan dua dari wilayah dua menuju wilayah satu dapat menyebarkan virus pada populasi di
lintasan. Dengan kata lain subpopulasi infected sangat mempengaruhi sistem, sehingga pengamatan hanya
dilakukan pada subpopulasi infected. Berdasarkan asumsi tersebut jika diambil konstanta Lipschitz k,(t) =

min |’
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|((r21)2)maks - ((d21)2 +(1- (u21)2))min | maka penyebaran virus di lintasan dua sangat luas. Jika

((r20)2)mars dan ((da1)2 + (1= (u21)2)), . maka yang terjadi rate transisi individu exposed menjadi
individu infected lebih besar daripada rate kematian individu infected dan rate individu infected yang sembuh
sehingga memberikan pengaruh sangat besar pada perubahan subpopulasi (S;1)2, (Ez1)2, (I21)2, (Ryq),di
lintasan dua.

4. Simulasi dan Analisis
a. Ketika wilayah satu dan dua dalam keadaan endemik

Gambar 3.1 Perubahan subpopulasi pada wilayah Gambar 3.2Perubahan subpopulasi pada wilayah dua
satu untuk Ry, = 1,2105 > 1 untuk Ry, = 58.59 > 1

Gambar 3.3 Perubahan subpopulasi dilintasan satu ~ Gambar 3.4Perubahan subpopulasi dilintasan dua dari
dari wilayah satu ke wilayah dua R, = 58,63 > 1  Wilayah satu ke wilayah dua ®,, = 58,63 > 1

Gambar 3.5 Perubahan subpopulasi dilintasan satu Gambar 3.6 Perubahan subpopulasi dilintasan dua dari
dari wilayah dua ke wilayah satu R,, = 58,63 > 1 wilayah dua ke wilayah satu R,, = 58,63 > 1
dengan B, = 0,99 ,u, =1, f;=0,5076 , 4, =1 y; = 0,85, y, = 0,99 ¢, = 0,4, ¢, = 0,003
Pada Gambar 3.1 sampai 3.6 terlihat bahwa infeksi virus terjadi pada lintasan, wilayah satu dan
wilayah dua. Hasil simulasi tersebut sesuai dengan R, yang didapatkan pada masing-masing model. R,, >
Ry, > Ry, > 1 artinya penyebaran virus di lintasan paling tinggi. Hal ini dikarenakan individu di lintasan
berasal dari wilayah satu dan dua. Sedangkan wilayah satu dan dua dalam keadaan endemik. Individu exposed
dari wilayah satu dan dua mengalami perubahan status menjadi individu infected saat di lintasan. Individu
tersebut dapat menularkan virus kepada individu lain saat bertemu di lintasan.

Ry, > Ry, artinya penyebaran virus di wilayah dua lebih tinggi daripada di wilayah satu. Hal ini
dikarenakan rate transmisi virus di wilayah dua (8,) lebih besar daripada rate transmisi virus di wilayah satu
(B1). Penyebaran virus di wilayah satu tidak hanya disebabkan oleh individu infected dari wilayah satu, tetapi
juga dapat disebabkan oleh individu exposed yang melakukan travelling dari wilayah dua yang berubah satus
menjadi individu infected di wilayah satu.

b. Ketika wilayah satu dalam keadaan bebas penyakit dan wilayah dua dalam keadaan endemik

Gambar 3.7 Perubahan subpopulasi pada wilayah Gambar 3.8 Perubahan subpopulasi pada wilayah dua
satu untuk R,, = 0,8112 <1 untuk Ry, = 58.59 > 1
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Gambar 3.9 Perubahan subpopulasi dilintasan satu Gambar 3.10 Perubahan subpopulasi dilintasan

dari wilayah satu ke wilayah dua ®,, = 58,23 >1  duadari wilayah satu ke wilayah dua Ro, = 58,23 >
1

Gambar 3.11 Perubahan subpopulasi dilintasan satu Gambar 3.12. perubahan Subpopu|asi dilintasan dua

dari wilayah dua ke wilayah satu R,, = 58,23 > 1 dari wilayah dua ke wilayah satu R, = 58,23 > 1

dengan memperkecil 8; menjadi 0,4761, y, = 0,0009 dan ¢, = 0,025

Pada Gambar 3.7 sampai 3.12 terlihat bahwa pada lintasan dan wilayah dua terjadi infeksi virus,

sedangkan pada wilayah satu tidak terjadi infeksi virus. Hasil simulasi tersebut sesuai dengan R, yang
didapatkan pada masing-masing model. R,, > R,, > 1 dan R, <1 artinya sumber penyebaran virus di
lintasan adalah individu infected dari wilayah dua. Individu infected ini merupakan individu exposed yang
berubah status menjadi Individu infected setelah melewati masa inkubasinya saat di lintasan. Individu tersebut
dapat menularkan virus kepada individu lain saat di lintasan.

1]
2]
131
[4]
151
[6]
(7]

IV. KESIMPULAN

Jika Ry, > Ry, > Ry, > 1 artinya penyebaran virus di lintasan paling tinggi. Hal ini dikarenakan individu
di lintasan berasal dari wilayah satu dan dua. Sedangkan wilayah satu dan dua dalam keadaan endemik.
Ry, > R, artinya penyebaran virus di wilayah dua lebih tinggi daripada di wilayah satu. Hal ini
dikarenakan rate transmisi virus di wilayah dua (8,) lebih besar daripada rate transmisi virus di wilayah
satu (B;). Penyebaran virus di wilayah satu tidak hanya disebabkan oleh individu infected dari wilayah satu,
tetapi juga dapat disebabkan oleh individu exposed yang melakukan travelling dari wilayah dua yang
berubah satus menjadi individu infected di wilayah satu.

Jika Ry, > Ry, > 1 dan Ry, < 1 artinya sumber penyebaran virus di lintasan adalah individu infected dari
wilayah dua. Individu infected ini merupakan individu exposed yang berubah status menjadi Individu
infected setelah melewati masa inkubasinya saat di lintasan. Individu tersebut dapat menularkan virus
kepada individu lain saat di lintasan.
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