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Abstrak 

 

Komputasi perhitungan rumus berikut ini jika diketahui nilai 

bilangan bulat n, a dan r : 

𝑓(𝑛, 𝑎, 𝑟) = ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

 

 

Perhitungan rumus diatas dapat dilakukan dengan loop sebanyak 

n kali. Jika n bernilai sangat besar maka menghitung rumus 

tersebut dengan loop tentunya tidak efisien. 

 

Pada Tugas Akhir ini akan dirancang penyelesaian permasalahan 

di atas dengan melakukan transformasi rumus diatas menjadi 

rumus baru. Masalah diatas akan diselesaikan dengan berbagai 

macam algoritma antara lain : Eulerian Polynomials, Fast 

Multiplication Polynomials dan Interpolation Polynomials. 

 

Hasil dari Tugas Akhir ini telah berhasil menyelesaikan 

permasalahan di atas dengan cukup efisien dengan kompleksitas 

waktu O(r log r) dimana r adalah nilai dari r pada rumus tersebut. 

 

Kata Kunci: Rumus, Polynomial, Pangkat, Geometri, 

Interpolation, Multiplication, Eulerian, Fourier 
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Abstract 

 

Computing the following calculation formula if known integer n, a 

and r: 

𝑓(𝑛, 𝑎, 𝑟) = ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

 

 

Calculation formula above can be done with the loop n times. If n 

is very large, the formula calculates the loop is certainly not 

efficient. 

 

In this final project will be designed completion of the above 

problems with the above formula to transform into a new formula. 

The above problems will be solved with a variety of algorithms, 

among others: Eulerian polynomials, Fast Multiplication 

Polynomials and Interpolation polynomials. 

 

The results of this final project has successfully completed the 

above problems quite efficiently with time complexity O (r log r) 

where r is the value of r in the formula. 

 

Kata Kunci: Rumus, Polynomial, Pangkat, Geometri, 

Interpolation, Multiplication, Eulerian, Fourier 
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PENDAHULUAN 

 

Pada bab ini akan dijelaskan latar belakang, rumusan masalah, 

batasan masalah, tujuan, metodologi dan sistematika penulisan 

Tugas Akhir. 

 

1.1 Latar Belakang 

 

Permasalahan yang akan dijelaskan berasal dari salah satu 

permasalahan di website Sphere Online Judge(SPOJ) yaitu Moon 

Safari. Permasalahan tersebut ialah mencari hasil dari rumus 

berikut ini jika diketahui nilai bilangan bulat n, a, dan r: 

 

𝑓(𝑛, 𝑎, 𝑟) = ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

 

 

Karena hasil perhitungan rumus diatas bisa sangat besar maka 

output yang dikeluarkan ialah hasil sisa bagi dari 𝑓(𝑛, 𝑎, 𝑟) dengan 

bilangan prima 1000000007. Terdapat 3 varian masalah Moon 

Safari yaitu : 

 Moon Safari (easy)  

http://www.spoj.com/problems/MOON/ 

 Moon Safari (medium)  

http://www.spoj.com/problems/MOON1/ 

 Moon Safari (hard)  

http://www.spoj.com/problems/MOON2/ 

 

Ketiga varian masalah diatas hanya memiliki perbedaaan pada 

batasan nilai bilangan bulat n, a, dan r. Solusi naif yang dapat 

digunakan untuk menyelesaikan permasalahan diatas ialah looping 

dan algoritma big modulo. Solusi naif tersebut memiliki 

kompleksitas 𝑂(𝑛 log 𝑟). Dengan kompleksitas tersebut maka 

solusi ini hanya mampu menyelesaikan masalah Moon Safari 

http://www.spoj.com/problems/MOON/
http://www.spoj.com/problems/MOON1/
http://www.spoj.com/problems/MOON2/
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(easy) dengan batasan nilai n yang kecil(1 < 𝑛 < 106). Sedangkan 

untuk menyelesaikan  masalah Moon Safari (Medium) dan Moon 

Safari (Hard) akan membutuhkan waktu runtime yang lama dengan 

batasan nilai n yang besar(1 < 𝑛 < 109). Solusi untuk Moon 

Safari (Medium) dan Moon Safari (Hard) akan dijelaskan lebih 

detail pada Bab 2. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

 

Permasalahan yang akan diselesaikan pada tugas akhir ini sebagai 

berikut : 

1. Bagaimana menganalisis dan mendesain algoritma yang 

efisien dalam menyelesaikan perhitungan ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1  ? 

2. Bagaimana mengimplementasikan algoritma yang sudah 

didesain untuk menyelesaikan perhitungan ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1 ? 

3. Bagaimana menguji implementasi algoritma yang sudah 

dirancang untuk mengetahui kinerja dari implementasi yang 

telah dibuat? 

 

1.3 Batasan Masalah 

 

Permasalahan yang dibahas dalam tugas akhir ini memiliki 

batasan masalah sebagai berikut : 

1. Menghitung hasil sisa bagi persamaan ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1  dengan 

1000000007 

2. Nilai r merupakan bilangan integer positif kurang dari 

1000000007 

3. Nilai n merupakan bilangan integer positif yang dapat 

ditampung dalam tipe data  integer 32 bit 

4. Nilai a merupakan bilangan integer positif yang dapat 

ditampung dalam tipe data  integer 32 bit 

5. Diimplementasikan dengan bahasa pemrograman C++ 
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1.4 Tujuan 

 

Tujuan dari tugas akhir ini antara lain : 

1. Menganalisis dan mendesain algoritma yang efisien untuk 

menyelesaikan masalah perhitungan sisa bagi persamaan  

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1  

2. Mengimplementasikan algoritma yang sudah didesain untuk 

menyelesaikan masalah perhitungan sisa bagi persamaan  

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1  secara efisien 

3. Menguji implementasi dari algoritma yang telah didesain 

untuk mengetahui kinerja algoritma yang telah dibuat 

 

1.5 Metodologi 

 

Metodologi yang digunakan dalam pengerjaan Tugas Akhir ini 

adalah sebagai berikut: 

1. Penyusunan proposal Tugas Akhir 

Pada tahap ini dilakukan penyusunan proposal tugas akhir 

yang berisi permasalahan dan gagasan solusi yang akan 

diteliti pada permasalahan komputasi perhitungan sisa bagi 

persamaan  ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1  dengan 1000000007 

2. Studi literatur 

Pada tahap ini dilakukan pencarian informasi dan studi 

literatur mengenai pengetahuan atau metode yang dapat 

digunakan dalam penyelesaian masalah. Informasi 

didapatkan dari materi-materi yang berhubungan dengan 

algoritma dan struktur data yang digunakan untuk 

penyelesaian permasalahan ini, materi-materi tersebut 

didapatkan dari buku maupun internet. 

3. Desain 

Pada tahap ini dilakukan desain rancangan algoritma dan 

struktur data yang digunakan dalam solusi untuk pemecahan 

masalah komputasi perhitungan sisa bagi persamaan  

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1  dengan 1000000007 
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4. Implementasi perangkat lunak 

Pada tahap ini dilakukan implementasi atau realiasi dari 

rancangan desain algoritma dan struktur data yang telah 

dibangun pada tahap desain ke dalam bentuk program. 

5. Uji coba dan evaluasi 

Pada tahap ini dilakukan uji coba kebenaran dan uji coba 

kinerja dari implementasi yang telah dilakukan. Pengujian 

kebenaran dilakukan pada sistem penilaian daring SPOJ 

sesuai dengan masalah yang dikerjakan untuk diuji apakah 

luaran dari program telah sesuai dengan luaran yang 

seharusnya. Hasil dari uji coba kebenaran dan kinerja pada 

program digunakan sebagai bahan evaluasi kesalahan dan 

juga optimasi kinerja agar performa yang didapat lebih 

optimal. 

6. Penyusunan buku Tugas Akhir 

Pada tahap ini dilakukan penyusunan buku Tugas Akhir 

yang berisi dokumentasi hasil pengerjaan Tugas Akhir. 

 

1.6 Sistematika Penulisan 

 

Berikut adalah sistematika penulisan buku Tugas Akhir ini: 

1. BABI: PENDAHULUAN 

Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, batasan 

masalah, tujuan, metodologi dan sistematika penulisan 

Tugas Akhir. 

2. BAB II: DASAR TEORI 

Bab ini berisi dasar teori mengenai permasalahan dan 

algoritma penyelesaian yang digunakan dalam Tugas Akhir 

3. BAB III: DESAIN 

Bab ini berisi desain algoritma dan struktur data yang 

digunakan dalam penyelesaian permasalahan. 

4. BAB IV: IMPLEMENTASI 

Bab ini berisi implementasi berdasarkan desain algortima 

dan struktur data yang telah dilakukan pada tahap desain. 
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5. BAB V: UJI COBA DAN EVALUASI 

Bab ini berisi uji coba dan evaluasi dari hasil implementasi 

yang telah dilakukan pada tahap implementasi. 

6. BAB VI: KESIMPULAN 

Bab ini berisi kesimpulan yang didapat dari hasil uji coba 

yang telah dilakukan. 
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Halaman ini sengaja dikosongkan 

 

 



 
 

7 
 

  

DASAR TEORI 

 

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai dasar teori yang menjadi 

dasar pengerjaan Tugas Akhir ini. 

 

2.1 Deskripsi Permasalahan 

 

Permasalahan yang akan dibahas dalam tugas akhir ini adalah 

perhitungan rumus (2.1). Semua rumus yang dituliskan dalam buku 

ini akan dimodulo dengan bilangan prima 1000000007. 

 

𝑓(𝑛, 𝑎, 𝑟) = ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

 (2.1) 

 

Batasan inputan untuk nilai bilangan bulat n, a, dan r pada 

permasalahan Moon Safari (easy) sebagai berikut : 

 1 < 𝑛 < 106 

 1 < 𝑎 < 109 

 1 < 𝑟 < 109 
 

Batasan inputan untuk nilai bilangan bulat n, a, dan r pada 

permasalahan Moon Safari (medium) sebagai berikut : 

 1 < 𝑛 < 109 

 1 < 𝑎 < 109 

 1 < 𝑟 < 103 
 

Sedangkan batasan inputan untuk nilai bilangan bulat n, a,dan r 

permasalahan Moon Safari (hard) sebagai berikut :  

 1 < 𝑛 < 109 

 1 < 𝑎 < 109 

 1 < 𝑟 < 106 
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2.2 Strategi Penyelesaian Naif 

 

Dari rumus (2.1) terlihat bahwa nilai bilangan bulat n relatif kecil 

hanya 106 jika dilihat tetapi nilai bilangan bulat r relatif besar yaitu 

109. Dengan Nilai 𝑛 yang relatif kecil maka strategi brute force 

dengan menggunakan loop dan algoritma BigModulo yang 

mempunyai kompleksitas 𝑂(log 𝑟) sudah relatif efisien. Dengan 

menggunakan solusi ini maka kompleksitas akhir program adalah 

𝑂(𝑛 log 𝑟). 

 

1 t = Input() // Total Testcase 

2 for t = 1 to t 

3  n = Input() // nilai n 

4  a = Input() // nilai a 

5  r = Input() // nilai r 

6  hasil = 0 

7  for i = n downto 1 

8   hasil = (hasil+BigModulo(i,r))*a; 

9  Print(hasil) 

Gambar 2.1 Pseudocode Strategi Naif 

 

Dapat dilihat pada Gambar 2.1 merupakan desain program untuk 

solusi naif. Untuk lebih jelas mengenai fungsi BigModulo pada 

pseudocode tersebut dapat dilihat pada subbab  3.3. 

 

2.3 Strategi Penyelesaian dengan Eulerian Polynomial 

 

Solusi naif  dari permasalahan ini telah dijelaskan pada subbab 2.2 

yang memiliki kompleksitas 𝑂(𝑛 log 𝑟). Kompleksitas tersebut 

masih relatif efisien jika batasan nilai n yang kecil(1 < 𝑛 < 106), 

dan batasan nilai r  yang besar(1 < 𝑛 < 109). Batasan ini terdapat 

pada problem Moon Safari (easy). Pada permasalahan Moon Safari 

(Medium) dan Moon Safari (Hard) hanya terdapat perbedaan 

batasan nilai r dan n. Terlihat pada subbab 2.1 batasan nilai n dan r 

untuk dua permasalahan tersebut memiliki batasan nilai n yang 
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besar(1 < 𝑛 < 109), dan batasan nilai r  yang kecil(1 < 𝑛 < 106). 

Dengan adanya perbedaan batasan ini maka solusi naif tersebut 

relatif efisien untuk permasalahan Moon Safari (Easy), tetapi 

masih relatif kurang efisien  untuk permasalahan Moon Safari 

(Medium) dan Moon Safari (Hard). 

 

Untuk mengoptimasi perhitungan pada permasalahan Moon Safari 

(Medium) dan Moon Safari (Hard), maka dibutuhkan perubahan 

rumus (2.1) akan diubah menjadi rumus (2.2). Terlihat pada kedua 

rumus diatas terjadi perubahan dari sigma terhadap n menjadi 

sigma terhadap r, dengan adanya perubahan ini maka rumus baru 

tersebut dapat dihitung dengan kompleksitas 𝑂(𝑟2) dan 𝑂(𝑟 log 𝑟). 

Untuk penjelasan lebih detail mengenai proses perubahan dari 

rumus (2.1) menjadi rumus (2.2) dapat dilihat pada lampiran A. 

Penjelasan lebih detail mengenai perhitungan rumus (2.2) yang 

memiliki kompleksitas 𝑂(𝑟2) dan 𝑂(𝑟 log 𝑟) akan dibahas pada 

subbab-subbab berikutnya. 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

=
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 ∑ 𝑎𝑖 ⟨

𝑟

𝑖
⟩

𝑟−1

𝑖=0

 

                    −𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
∑(−1)𝑗 (

𝑖

𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(𝑛 − 𝑗)𝑟

𝑟

𝑖=0

 

 

(2.2) 

Solusi kedua permasalahan diatas yang berkompleksitas 𝑂(𝑟2) dan 

𝑂(𝑟 log 𝑟) menjadi kurang efisien untuk menyelesaikan 

permasalahan Moon Safari (Easy) dengan batasan nilai r yang 

besar(1 < 𝑛 < 109). Pada subbab 2.3.1 akan dibahas mengenai 

eulerian number yang terdapat pada rumus (2.2). Pada subbab 

2.3.2 akan dibahas mengenai eulerian polynomial yang juga 

terdapat pada rumus (2.2). Pada subbab 2.3.3 akan dibahas cara 

perhitungan keseluruhan rumus (2.2) dengan menggunakan 

eulerian number yang memiliki kompleksitas 𝑂(𝑟2). 
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2.3.1 Eulerian Number 

 

Bilangan bulat positif 𝑟, 𝑆𝑟 merupakan himpunan dari permutasi 

dengan 𝑟 bilangan berbeda. Untuk semua permutasi 𝑤 ∈ 𝑆𝑟, 

dimana 𝑤 dapat ditulis menjadi 𝑤 = 𝑤(1)𝑤(2) … 𝑤(𝑛). Descent 

dapat diartikan sebagai posisi ke  1 ≤ 𝑖 < 𝑟 di dalam permutasi 𝑤 

sehingga 𝑤(𝑖) > 𝑤(𝑖 + 1). Fungsi descent  𝐷𝑒𝑠(𝑤) dapat ditulis : 

 

𝐷𝑒𝑠(𝑤) = {𝑖 ∶ 𝑤(𝑖) > 𝑤(𝑖 + 1)} 
 

Misal fungsi 𝑑𝑒𝑠(𝑤) merupakan banyaknya descent  dalam 𝑤. 

 

𝑑𝑒𝑠(𝑤) = |𝐷𝑒𝑠(𝑤)| = |{𝑖 ∶ 𝑤(𝑖) > 𝑤(𝑖 + 1)}| 
 

Contoh jika 𝑤 = 3125647 maka terdapat 2 descent dalam 

permutasi tersebut yaitu di posisi 1 (dimana 3>1) dan 5(dimana 

5>1).  

 

Eulerian Number merupakan banyaknya permutasi di dalam 

himpunan 𝑆𝑟 yang mempunyai tepat k descent. Eulerian number 

dapat ditulis dengan notasi ⟨𝑟
𝑘

⟩. 

 

⟨
𝑟

𝑘
⟩ = |{𝑤 ∈ 𝑆𝑟 ∶ 𝑑𝑒𝑠(𝑤) = 𝑘}| 

 

Ditunjukkan pada Gambar 2.2 Permutasi di dalam himpunan  𝑆4 

himpunan dari 𝑆4 yang  terdiri dari 24 permutasi. Permutasi 

tersebut telah dikelompokan berdasarkan  jumlah descents. Dari 

gambar tersebut terlihat bahwa banyaknya permutasi yang 

memiliki 2 descents ialah 11 permutasi. Maka dari itu nilai dari 

eulerian number ⟨4
2
⟩ = 11.  

Nilai Eulerian Number ⟨𝑛
𝑘

⟩  dimana 0 ≤ 𝑘 < 𝑟 ≤ 10 dapat dilihat 

pada Gambar 2.3. Terlihat pada Gambar 2.3 nilai dari ⟨4
2
⟩ adalah 11 

hal ini juga terlihat pada  Gambar 2.2. 
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Gambar 2.2 Permutasi di dalam himpunan  𝑆4 

 

 
Gambar 2.3 Eulerian Number⟨𝑟

𝑘
⟩, 0 ≤ 𝑘 < 𝑟 ≤ 10 

 

Eulerian number dapat dihitung dengan recurence relation sebagai 

berikut : 

 

⟨
𝑟

0
⟩ = ⟨

𝑟

𝑟 − 1
⟩ = 1 

⟨
𝑟

𝑘
⟩ = (𝑟 − 𝑘) ⟨

r − 1

k − 1
⟩ + (𝑘 + 1) ⟨

𝑟 − 1

𝑘
⟩ 

(2.3) 
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Dapat digambarkan recurrence relation diatas dengan sebuah 

triangle.  Hal ini dapat dilihat pada Gambar 2.4. triangle pada  

Gambar 2.4 ini disebut Euler Triangle atau Euler’s Triangle 

 

 
Gambar 2.4 Triangle dari Eulerian Number 

 

Selain itu Eulerian number juga dapat dihitung dengan rumus 

sebagai berikut : 

⟨
𝑟

𝑘
⟩ =  ∑(−1)𝑖(𝑘 + 1 − 𝑖)𝑟 (

𝑟 + 1

𝑖
)

𝑘

𝑖=0

 

 

(2.4) 

2.3.2 Eulerian Polynomials 

 

Eulerian Polynomials 𝑆𝑟(𝑡) merupakan polinomial yang 

mempunyai derajat 𝑟 − 1 yang masing-masing koefisien 

polinomialnya merupakan nilai dari Eulerian Number. Berikut ini 

merupakan rumus dari Eulerian Polynomials : 

 

𝑆𝑟(𝑡) =  ∑ 𝑡𝑑𝑒𝑠(𝑤)

𝑤 ∈ 𝑆𝑟

 = ∑ ⟨
𝑟

𝑘
⟩ 𝑡𝑘

𝑟−1

𝑘=0

 (2.5) 
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Dengan melakukan subtitusi rumus (2.4) ke dalam rumus (2.5), 

maka akan dihasilkan persamaan berikut ini : 

  

𝑆𝑟(𝑡) = ∑ 𝑡𝑘 ∑(−1)𝑖(𝑘 − 𝑖 + 1)𝑟 (
𝑟 + 1

𝑖
)

𝑘

𝑖=0

𝑟−1

𝑘=0

 (2.6) 

 

Untuk menghitung euler polynomials dengan menggunakan rumus 

diatas dapat digunakan 2 nested loop untuk masing masing sigma 

dan algoritma big modulo untuk menghitung (𝑘 − 𝑖 + 1)𝑟. Dengan 

cara perhitungan tersebut maka kompleksitas perhitungan rumus  

(2.6) adalah 𝑂(𝑟2 log 𝑟). Untuk lebih mengoptimasi perhitungan 

diatas dapat dilakukan penyimpanan sementara nilai dari 𝑥𝑟 

dimana x merupakan bilangan bulat lebih besar dari 0. Dengan 

adanya penyimpanan ini maka perhitungan (𝑘 − 𝑖 + 1)𝑟 dapat 

dihitung dengan kompleksitas 𝑂(1) sehingga kompleksitas 

perhitungan rumus  (2.6) menjadi 𝑂(𝑟2). Untuk mengoptimasi 

perhitungan ini lebih lanjut maka dibutuhkan perubahan rumus 

sehingga kompleksitas program menjadi 𝑂(𝑟 log 𝑟).  

 

Berikut ini adalah proses perubahan rumus (2.6) menjadi rumus 

(2.7). Pertama kali akan dilakukan penjabarkan kedua sigma dari 

rumus (2.6). Hasil penjabaran rumus tersebut dapat ditulis menjadi 

berikut ini :  

 

𝑆𝑟(𝑡) = 𝑡0 ((−1)01𝑟 (
𝑟 + 1

0
)) 

            + 𝑡1 ((−1)02𝑟 (
𝑟 + 1

0
) + (−1)11𝑟 (

𝑟 + 1

1
)) 

            + ⋯ 

             + 𝑡𝑟−1 ((−1)0𝑟𝑟 (
𝑟 + 1

0
) + (−1)1(𝑟 − 1)𝑟 (

𝑟 + 1

1
) + ⋯

+ (−1)𝑟−11𝑟 (
𝑟 + 1

𝑟 − 1
)) 
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Dari penjabaran diatas dilakukan pengelompokan berdasarkan 

(−1)𝑖(𝑟+1
𝑖

) dimana variabel 𝑖  mulai dari 0 sampai dengan 𝑟 − 1. 

Maka dihasilkan bentuk rumus sebagai berikut : 

 

𝑆𝑟(𝑡) = (−1)0 (
𝑟 + 1

0
) (𝑡01𝑟 + 𝑡12𝑟 + ⋯ + 𝑡𝑟−1𝑟𝑟) 

            +(−1)1 (
𝑟 + 1

1
) (𝑡11𝑟 + ⋯ + 𝑡𝑟−1(𝑟 − 1)𝑟) 

            + ⋯ 

            +(−1)𝑟−1 (
𝑟 + 1

𝑟 − 1
) (𝑡𝑟−11𝑟) 

 

Dari hasil pengelompokan di atas, dapat dilihat bahwa terdapat 

penjumlahan yang memiliki pola yang sama. Dengan adanya pola 

yang sama tersebut, maka dilakukan perubahan dari bentuk rumus 

di atas kembali menjadi bentuk sigma yang baru. Perubahan 

tersebut akan menghasilkan bentuk rumus berikut ini : 

 

𝑆𝑟(𝑡) = ∑(−1)𝑘 (
𝑟 + 1

𝑘
) ∑ 𝑡𝑘+𝑖−1𝑖𝑟

𝑟−𝑘

𝑖=1

𝑟−1

𝑘=0

 

 

Untuk menyederhanakan rumus maka dilakukan subtitusi variabel  

𝑘 dengan 𝑟 − 1 − 𝑘. Hal ini dilakukan agar sigma kedua menjadi 

sigma dari i mulai dari 1 sampai 𝑘 + 1. Dengan perubahan sigma 

tersebut maka rumus ini dapat menghilangkan perhitungan yang 

overlapping dengan perhitungan lain sehingga menjadi lebih cepat 

dalam proses perhitungan. Berikut ini bentuk rumus yang 

dihasilkan :  

 

𝑆𝑟(𝑡) = ∑(−1)𝑟−1−𝑘 (
𝑟 + 1

𝑟 − 1 − 𝑘
) ∑ 𝑡(𝑟−1−𝑘)+𝑖−1𝑖𝑟

𝑟−(𝑟−1−𝑘)

𝑖=1

𝑟−1

𝑘=0

 

 



 
 

15 
 

Dari rumus diatas dilakukan penyederhanaan variabel r sehingga 

berubah menjadi persamaan berikut ini: 

 

𝑆𝑟(𝑡) = ∑(−1)𝑟−1−𝑘 (
𝑟 + 1

𝑘 + 2
) ∑ 𝑡(𝑟−1−𝑘)+𝑖−1𝑖𝑟

𝑘+1

𝑖=1

𝑟−1

𝑘=0

 

 

Sigma pertama diubah menjadi sigma k mulai dari  1 sampai r. 

Berikut ini rumus yang dihasilkan : 

 

𝑆𝑟(𝑡) = ∑(−1)𝑟−𝑘 (
𝑟 + 1

𝑘 + 1
) ∑ 𝑡(𝑟−𝑘)+𝑖−1𝑖𝑟

𝑘

𝑖=1

𝑟

𝑘=1

 

 

Karena 𝑡𝑟 pada sigma kedua dan (−1)𝑟 pada sigma pertama 

merupakan konstanta, maka kedua konstanta tersebut dapat 

dikeluarkan dari sigma. Maka dihasilkan rumus berikut ini: 

 

𝑆𝑟(𝑡) = (−𝑡)𝑟 ∑(−1)𝑘 (
𝑟 + 1

𝑘 + 1
) ∑ 𝑡𝑖−1−𝑘𝑖𝑟

𝑘

𝑖=1

𝑟

𝑘=1

 (2.7) 

 

Dari persamaan rumus (2.7) dapat dimisalkan sebagai berikut : 

 

𝑓(𝑘) = ∑ 𝑡𝑖−1−𝑘𝑖𝑟

𝑘

𝑖=1

 

 

Maka rumus  (2.7) dapat ditulis menjadi berikut ini : 

 

𝑆𝑟(𝑡) = (−𝑡)𝑟 ∑(−1)𝑘 (
𝑟 + 1

𝑘 + 1
) 𝑓(𝑘)

𝑟

𝑘=1

 (2.8) 

 

Untuk menghitung 𝑆𝑟(𝑡) maka membutuhkan nilai dari 𝑓(1) 

sampai dengan 𝑓(𝑟). Jika nilai dari 𝑓(1) sampai dengan 𝑓(𝑟) 
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sudah diketahui makan perhitungan 𝑆𝑟(𝑡) hanya membutuhkan 

kompleksitas 𝑂(𝑟). Masalah ada pada proses perhitungan nilai dari 

𝑓(1) sampai dengan 𝑓(𝑛). Untuk perhitungan  setiap 𝑓(𝑘) 

dibutuhkan kompleksitas program 𝑂(𝑘 log 𝑟), maka secara naif 

perhitungan nilai dari 𝑓(1) sampai dengan 𝑓(𝑛) membutuhkan 

kompleksitas program 𝑂(𝑟2 log 𝑟). Untuk mengoptimasi 

perhitungan  nilai dari 𝑓(1) sampai dengan 𝑓(𝑟) maka dibuat 

fungsi recurence untuk  𝑓(𝑘) sebagai berikut : 

 

𝑓(0) = 0 

𝑓(𝑘) =
𝑓(𝑘 − 1) + 𝑘𝑟

𝑡
 

(2.9) 

 

Dengan adanya recurrence relation tersebut maka untuk 

menghitung nilai dari 𝑓(1) sampai dengan 𝑓(𝑟) membutuhkan 

kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟), hal ini dapat dilakukan dengan satu loop 

dan algoritma big modulo dalam setiap loop. Maka komplesitas 

akhir untuk menghitung 𝑆𝑟(𝑡) ialah 𝑂(𝑟 log 𝑟) 

 

2.3.3 Penjelasan Strategi Penyelesaian  

 

Terlihat pada rumus (2.2) dapat dipecah menjadi 2 bagian yang 

terdiri dari sigma bagian kiri dan sigma bagian kanan. Masing-

masing bagian dalam proses perhitungan membutuhkan 

kompleksitas 𝑂(𝑟2). Rumus (2.10) dan (2.11) merupakan sigma 

bagian kiri dan sigma bagian kanan pada rumus (2.2) 

 

1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 ∑ 𝑎𝑖 ⟨

𝑟

𝑖
⟩

𝑟−1

𝑖=0

 (2.10) 

 

−𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
∑(−1)𝑗 (

𝑖

𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(𝑛 − 𝑗)𝑟

𝑟

𝑖=0

 (2.11) 
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Pertama akan dilakukan perhitungan sigma bagian kiri  pada rumus 

(2.10). Pada rumus (2.10) terdapat notasi ⟨𝑟
𝑖
⟩, notasi ini merupakan 

notasi eulerian number. Penjelasan lebih detail mengenai eulerian 

number dapat dilihat pada subbab 2.2.1. Untuk menghitung rumus 

(2.10) dibutuhkan nilai dari eulerian number ⟨𝑟
0
⟩, ⟨𝑟

1
⟩, ⟨𝑟

2
⟩, …, ⟨ 𝑟

𝑟−1
⟩.  

Eulerian number ⟨𝑟
0
⟩, ⟨𝑟

1
⟩, ⟨𝑟

2
⟩, …, ⟨ 𝑟

𝑟−1
⟩ dapat dihitung dengan 

recurrence relation pada rumus (2.3). Dengan mengunakan rumus 

(2.3) eulerian number dapat dihitung dengan menggunakan array 

dan nested loop sehingga kompleksitas perhitungan nilai eulerian 

number adalah 𝑂(𝑟2). Setelah nilai dari eulerian number didapat, 

maka dapat dilakukan perhitungan rumus (2.10) dengan 

menggunakan loop yang memiliki kompleksitas 𝑂(𝑟). Sehingga 

kompleksitas akhir program untuk menghitung rumus (2.10) 

adalah 𝑂(𝑟2). 

 

Selanjutnya akan dilakukan perhitungan sigma bagian kanan  pada 

rumus (2.11). Pada rumus (2.11) dapat dimisalkan rumus berikut 

ini : 

 

𝑘(𝑖) = ∑(−1)𝑗 (
𝑖

𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(𝑛 − 𝑗)𝑟 (2.12) 

 

Dengan adanya permisalan rumus (2.12) maka rumus (2.11) dapat 

disederhanakan menjadi : 

 

−𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
∑(−1)𝑗 (

𝑖

𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(𝑛 − 𝑗)𝑟

𝑟

𝑖=0

= −𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1

𝑟

𝑖=0

 𝑘(𝑖) 
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Untuk menghitung rumus diatas dibutuhkan nilai 𝑘(𝑖) mulai dari 

𝑘(0) s/d 𝑘(𝑟). ⟨ 𝑟
𝑟−1

⟩ dapat dihitung dengan recurrence relation 

berikut ini: 

 

𝑐(0, 𝑗) = (𝑛 − 𝑗)𝑟   

𝑐(𝑖, 𝑗) = 𝑐(𝑖 − 1, 𝑗) − 𝑐(𝑖 − 1, 𝑗 + 1) 
(2.13) 

 

Dari recurrence relation diatas dapat dituliskan rumus sebagai 

berikut : 

 

𝑘(𝑖) = 𝑐(𝑖, 0).  (2.14) 

  

Dengan menggunakan recurrence relation ini 𝑘(𝑖) mulai dari 𝑘(0) 

s/d 𝑘(𝑟) dapat dihitung dengan menggunakan array dan nested 

loop sehingga kompleksitas perhitungan 𝑘(𝑖) adalah 𝑂(𝑟2). 

Setelah nilai dari 𝑘(𝑖) didapat, maka dapat dilakukan perhitungan 

rumus (2.11) dengan menggunakan loop yang memiliki 

kompleksitas 𝑂(𝑟). Sehingga kompleksitas akhir dari perhitungan 

rumus (2.11) adalah 𝑂(𝑟2).  

 

Setelah mendapatkan hasil dari perhitungan kedua bagian rumus 

(2.2), dilakukan penjumlahan hasil dari kedua bagian tersebut. 

Maka kompleksitas program dari perhitungan rumus (2.2)  adalah 

𝑂(𝑟2). Dengan kompleksitas tersebut maka solusi tersebut dapat 

digunakan untuk pada permasalahan Moon Safari (medium) yang 

memiliki batasan 1 < 𝑟 < 103. Solusi ini masih relatif kurang 

efisien untuk mengatasi permasalahan Moon Safari (hard) yang 

memiliki batasan nilai r lebih besar yaitu 1 < 𝑟 < 106. Maka 

untuk menyelesaikan permasalahan Moon Safari (hard) solusi ini 

masih perlu dioptimasi lagi. Pengoptimasian lebih lanjut dengan 

menggunakan FFT akan dibahas pada subbab 2.4. Dan pada 

subbab 2.4.3 akan dibahas penggunaan Fast Polynomial 

Multiplication dalam menyelesaikan rumus (2.2). 
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2.4 Strategi Penyelesaian dengan Multiplication Polynomial 

 

Untuk mengoptimasi solusi sebelumnya maka rumus (2.2) akan 

dipecah menjadi beberapa bagian sehingga membentuk suatu 

perkalian dua polynomial berderajat 𝑟. Perkalian dua polynomial 

berderajat 𝑟 dapat dihitung  algoritma Fast Multiplication 

Polynomials sehingga kompleksitas akhir solusi ini menjadi 

𝑂(𝑟 log 𝑟). Penjelasan lebih lanjut dapat dilihat pada subbab 

berikutnya. Pada subbab 2.4.1 akan dibahas mengenai algoritma 

Fast Fourier Transform yang akan digunakan untuk Fast 

Multiplication Polynomials.  Selanjutnya pada subbab 2.4.2 akan 

dibahas bagaimana mengunakan  Fast Fourier Transform untuk 

mengalikan dua polynomial. 

  

2.4.1 Fast Fourier Transform 

 

Fast fourier transform adalah salah satu algoritma di bidang signal 

processing. Fast fourier transform dapat mengubah signal dari 

time domain menjadi frekuensi domain. Fast fourier transform 

dalam kehidupan sehari-hari digunakan untuk compression 

techniques pada audio dan video. 

 

Berikut rumus Discrete Fourier Transform sebagai dasar Fast 

Fourier Transform : 

 

𝐹(𝑗) = ∑ 𝑓(𝑗)𝑒𝑖2𝜋𝑗𝑘/𝑟 

𝑟−1

𝑘=0

 (2.15) 

 

Berikut rumus Inverse Discrete Fourier Transform sebagai dasar 

Inverse Fast Fourier Transform : 

 

𝑓(𝑗) =
1

𝑟
∑ 𝐹(𝑘)𝑒−𝑖2𝜋𝑗𝑘/𝑟 

𝑟−1

𝑘=0

 (2.16) 
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Perhitungan DFT masih membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟2) maka 

dibutuhkan fungsi recurence sehingga perhitungan menjadi lebih 

efisien dengan kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟), dengan 𝑟 merupakan 

bilangan pangkat 2. Berikut ini recurence relation Fast Fourier 

Transform : 

 

𝑊𝑟 = 𝑒𝑖2𝜋/𝑟 = cos (
2𝜋

𝑟
) + 𝑖 sin (

2𝜋

𝑟
)  

 

𝐹(𝑗) = ∑ 𝑓(𝑘)𝑊𝑟
𝑗𝑘

𝑟−1

𝑘=0

 

 

𝐹(𝑗) = ∑ 𝑓(2𝑘)𝑊𝑟/2
𝑗𝑘

𝑟/2−1

𝑘=0

+ 𝑊𝑟
𝑗

∑ 𝑓(2𝑗 + 1)𝑊𝑟/2
𝑗𝑘

𝑟/2−1

𝑘=0

 

 

2.4.2 Fast Multiplication Polynomial 

 

Secara naif mengalikan dua polinomial dengan degree 𝑟 

membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟2). Dengan menggunakan 

algoritma Fast Fourier Transform, perkalian dua polinomial dapat 

dihitung dengan kompleksitasnya menjadi 𝑂(𝑟 log 𝑟). Polinomial 

𝐴(𝑥) dan polinomial 𝐵(𝑥) dapat direpresentasikan sebagai  

berikut, dimana 𝑎𝑗 dan 𝑏𝑗 merupakan koefisien dari 𝑥𝑗 dari masing-

masing polynomial : 

 

𝐴(𝑥) = ∑ 𝑎𝑗𝑥𝑗

𝑟−1

𝑗=0

                    𝐵(𝑥) = ∑ 𝑏𝑗𝑥𝑗

𝑟−1

𝑗=0

 

 

Misal 𝐶(𝑥) merupakan hasil perkalian polynomial 𝐴(𝑥) dan 

polinomial 𝐵(𝑥) yang memiliki derajat yang sama yaitu 𝑟. maka 
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dapat ditulis rumus polinomial 𝐶(𝑥) sebagai berikut, dimana 𝑐𝑗 

merupakan koefisien dari 𝑥𝑗  : 
 

𝐶(𝑥) = ∑ 𝑐𝑗𝑥𝑗

2𝑟−2

𝑗=0

 

 

Dimana 𝑐𝑗 dapat dituliskan sebagai : 

 

𝑐𝑗 = ∑ 𝑎𝑘𝑏𝑗−𝑘

𝑗

𝑘=0

 

 

FFT dapat mengubah suatu persamaan polinomial dari coefficient 

representation menjadi point-value representation dan sebaliknya. 

Untuk menghitung perkalian pada coefficient representation dapat 

dilakukan dengan kompleksitas 𝑂(𝑟2), sedangkan pada point-

value representation hanya membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟). 

Untuk mempercepat perhitungan perkalian polinomial dibutuhkan 

konversi dari coefficient representation menjadi point-value 

representation dan sebaliknya. Untuk melakukan konversi ini 

membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟).  

 

 
Gambar 2.5 Representasi Perkalian Polinomial 
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Konversi dari coefficient representation menjadi point-value 

representation dapat menggunakan rumus (2.15), sedangkan 

konversi dari point-value representation menjadi coefficient 

representation dapat menggunakan rumus (2.16). Proses perkalian 

polinomial dengan algoritma Fast Fourier Transform dapat dilihat 

pada Gambar 2.5. 

 

2.4.3 Penjelasan Strategi Penyelesaian 

 

Misalkan fungsi 𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟) sebagai berikut : 

 

𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟) = ∑(−1)𝑗 (
𝑖

𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(𝑛 − 𝑗)𝑟 

 

 

Dan fungsi 𝑆𝑟(𝑡) merupakan euler polynomial sebagai berikut : 

 

𝑆𝑟(𝑡) = ∑ 𝑡𝑘 ⟨
𝑟

𝑘
⟩

𝑟−1

𝑘=0

  

 

Maka rumus (2.2) dapat diubah menjadi : 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

=
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) 

                    −𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)

𝑟

𝑖=0

 

(2.17) 

 

Dengan pemecahan ini, maka untuk menghitung rumus (2.17)  

dibutuhkan nilai 𝑆𝑟(𝑎) dan 𝑘(0, 𝑟, 𝑛), 𝑘(1, 𝑟, 𝑛),…, 𝑘(𝑟, 𝑟, 𝑛). Jika 

nilai tersebut sudah dicari maka komplesitas untuk perhitungan 

tersebut ialah 𝑂(𝑟). Untuk pencarian nilai dari  𝑆𝑟(𝑎)  dibutuhkan 

kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟). Algoritma pencarian  𝑆𝑟(𝑎) sehingga 
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mempunyai kompleksitas tersebut dijelaskan pada subbab 2.2.2. 

Sedangkan untuk pencarian masing-masing nilai dari 𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛) 

dibutuhkan komplesitas 𝑂(𝑞) dengan asumsi (𝑛 − 𝑗)𝑟.dan (𝑖
𝑗
) 

telah dicari. Maka untuk mencari nilai  dari 

𝑘(0, 𝑟, 𝑛), 𝑘(1, 𝑟, 𝑛),…, 𝑘(𝑟, 𝑟, 𝑛) secara naif dibutuhkan 

kompleksitas 𝑂(𝑟2). Tetapi perhitungan ini masih  dapat 

dioptimasi dengan menggunakan algoritma Fast Multiplication 

Polynomial sehingga kompleksitasnya menjadi 𝑂(𝑟 log 𝑟). Hal ini 

dapat dihitung dengan algoritma tersebut karena rumus dari 

𝐾(0, 𝑟, 𝑛)/0!, 𝐾(1, 𝑟, 𝑛)/1!,…, 𝐾(𝑟, 𝑟, 𝑛)/𝑟! merupakan nilai 

koefisien dari perkalian dua polynomial. Berikut ini merupakan 

rumus koefisien dari hasil perkalian 2 polinomial  𝐴(𝑥) dan 

polinomial 𝐵(𝑥) yang menghasilkan polynomial 𝐶(𝑥) dengan 

koefisien 𝑐𝑖 sebagai berikut :.  

 

𝑐𝑖 = ∑ 𝑎𝑗𝑏𝑘−𝑗

𝑘

𝑗=0

 

 

Penjelasan lebih lanjut mengenai Fast Polynomial Multiplication 

dapat dilihat pada subbab 2.4.2. rumus 𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛) dapat diubah 

menjadi seperti berikut ini dengan memecah rumus kombinasi : 

 

𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛) =  𝑖! ∑(−1)𝑗
1

(𝑖 − 𝑗)! 𝑗!

𝑖

𝑗=0

(𝑛 − 𝑗)𝑟 

 

Koefisien dari polynomial 𝐶(𝑥) yaitu 𝑐𝑖 dapat dimisalkan dari 

persamaan diatas, dengan memindahkan 𝑖! ke ruas kiri. Dengan 

adanya permisalan itu dihasilkan rumus sebagai berikut : 

 

𝑐𝑖 =
𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛)

𝑖!
=  ∑(−1)𝑗

1

(𝑖 − 𝑗)! 𝑗!
(𝑛 − 𝑗)𝑟

𝑖

𝑗=0
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Dari rumus diatas polinomial 𝐶(𝑥)  dapat difaktorkan menjadi 2 

polinomial  𝐴(𝑥) dan polinomial 𝐵(𝑥) karena memiliki pola 

perkalian 2 polynomial. Berikut ini pola yang dimaksud : 

 

𝑐𝑖 = ∑
(−1)𝑗(𝑛 − 𝑗)𝑟

𝑗!

𝑖

𝑗=0

1

(𝑖 − 𝑗)!
 

Maka nilai koefisien polynomial A  (𝑎𝑖)  ialah : 

 

𝑎𝑖 =
(−1)𝑖(𝑛 − 𝑖)𝑟

𝑖!
 

 

Sedangkan  nilai koefisien polynomial B  (𝑏𝑖)  ialah : 

 

𝑏𝑖 =
1

𝑖!
 

 

Maka rumus dari fungsi 𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛) sebagai berikut :  

 

𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛) =  𝑖! 𝑐𝑖 (2.18) 

 

Total dari kompleksitas dari solusi diatas ialah 𝑂(𝑟 log 𝑟 +
𝑟 log 𝑟 + 𝑟), maka kompleksitas menjadi 𝑂(𝑟 log 𝑟). Dengan 

kompleksitas tersebut solusi ini sudah dapat menyelesaikan 

permasalahan  Moon Safari (hard), Tetapi solusi masih 

membutuhkan waktu cukup tinggi untuk menyelesaikan 

permasalahan tersebut. Hal ini disebabkan adanya proses algoritma 

𝑂(𝑟 log 𝑟) yang sering dilakukan beberapa kali sehingga terdapat 

konstanta yang mengalikan kompleksitas tersebut walaupun 

angkanya tetap. Maka dibutuhkan solusi lain untuk menyelesaikan 

permasalahan Moon Safari (hard) dengan waktu yang lebih rendah. 

Solusi yang lebih optimal menggunakan Interpolasi Polynomial 

akan dijelaskan pada subbab berikutnya. 
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2.5 Strategi Penyelesaian dengan Interpolation Polynomial 

 

Untuk mengoptimasi problem ini lebih lanjut dapat dilakukan 

dengan algoritma interpolasi polinomial. Salah satu algoritma 

interpolasi polinomial yang cukup cepat yaitu Lagrange 

Interpolation Polynomial. Hal ini dapat dilakukan rumus (2.17) 

dapat diubah menjadi polinomial. Sehingga kompleksitas akhir 

solusi ini menjadi 𝑂(𝑟 log 𝑟). Walaupun terlihat sama 

kompleksitasnya dengan solusi pada subbab 2.3, solusi ini lebih 

cepat dibanding solusi pada subbab 2.3. Penjelasan lebih lanjut 

dapat dilihat pada subbab berikutnya. Pada subbab 2.5.1 akan 

dijelaskan mengenai Lagrange Interpolation Polynomial yang 

akan dipakai untuk menyelesaikan rumus (2.17). Dan pada subbab 

2.5.2 akan dibahas bagimana menerapkan Lagrange Interpolation 

Polynomial pada rumus  (2.17). 

 

2.5.1 Lagrange Interpolation Polynomial 

 

Interpolasi polynomial berderajat 𝑟 membutuhkan  𝑟 + 1 titik yang 

berbeda dalam koordinat kartesius. Terdapat 𝑟 + 1 titik yaitu  

(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), … , (𝑥𝑟, 𝑦𝑟) 
 

Polynomial P(x) yang akan diinterpolasi dapat dituliskan dalam 

rumus berikut : 

 

𝑃(𝑥) = ∑ 𝑦𝑗 𝑝𝑗(𝑥)

𝑟

𝑗=0

 (2.19) 

 

Dimana  𝑝𝑗(𝑥) dapat didefinisikan sebagai berikut : 

 

𝑝𝑗(𝑥) = ∏
𝑥 − 𝑥𝑚

𝑥𝑗 − 𝑥𝑚0≤𝑚≤𝑘
𝑚≠𝑗

 
(2.20) 
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Untuk melakukan menginterpolasi suatu polinomial dapat 

menggunakan Interpolation Polynomial Lagrange yang 

mempunyai kompleksitas program 𝑂(𝑛). Untuk menghitung 

Interpolation Polynomial Lagrange pertama akan dilakukan 

perhitungan  𝑝𝑗(𝑥). Perhitungan 𝑝𝑗(𝑥) mulai dari j=0 sampai 

dengan j=r membutuhkan penjabaran fungsi 𝑝𝑗(𝑥) agar dapat 

dihitung dengan kompleksitas 𝑂(𝑛). Berikut ini penjabarannya: 

 

𝑝𝑗(𝑥) = ∏
𝑥 − 𝑥𝑚

𝑥𝑗 − 𝑥𝑚
0≤𝑚<𝑗

 ∏
𝑥 − 𝑥𝑚

𝑥𝑗 − 𝑥𝑚
𝑗<𝑚≤𝑘

 

 

Dari penjabaran diatas fungsi 𝑝𝑗(𝑥) dapat dipecah menjadi 2 fungsi 

baru sebagai berikut : 

 

𝑝𝐿𝑒𝑓𝑡𝑗(𝑥) = ∏
𝑥 − 𝑥𝑚

𝑥𝑗 − 𝑥𝑚
0≤𝑚<𝑗

 

 

𝑝𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡𝑗(𝑥) = ∏
𝑥 − 𝑥𝑚

𝑥𝑗 − 𝑥𝑚
𝑗<𝑚≤𝑘

 

 

Maka dapat disusun rumus baru sebagai berikut : 

 

𝑝𝑗(𝑥) = 𝑝𝐿𝑒𝑓𝑡𝑗(𝑥) 𝑝𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡𝑗(𝑥) 

 

Perhitungan 𝑝𝐿𝑒𝑓𝑡𝑗(𝑥) dan 𝑝𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡𝑗(𝑥) mulai dari j=0 sampai 

dengan j=r dapat menggunakan array sehingga kompleksitas yang 

dibutuhkan ialah 𝑂(𝑛). Setelah nilai  𝑝𝐿𝑒𝑓𝑡𝑗(𝑥) dan 𝑝𝑅𝑖𝑔ℎ𝑡𝑗(𝑥)  

dihitung maka perhitungan 𝑝𝑗(𝑥) mulai dari j=0 sampai dengan j=r  

juga membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑛). Setelah nilai 𝑝𝑗(𝑥) 

dihitung maka proses perhitungan 𝑃(𝑥) juga membutuhkan 

kompleksitas 𝑂(𝑛). Kesimpulannya kompleksitas total yang 

dibutuhkan untuk melakukan Interpolation Polynomial Lagrange 

adalah 𝑂(𝑛) 
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2.5.2 Penjelasan Strategi Penyelesaian 

 

Berikut ini adalah cara merubah rumus (2.17) menjadi bentuk 

polynomial. Berikut ini adalah persamaan dari rumus (2.17) : 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

=
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) − 𝑎𝑛+1 ∑

1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)

𝑟

𝑖=0

 

 

Langkah 1 : pindahkan 
1

(1−𝑎)𝑟+1 𝑎 𝑆𝑟(𝑎) − 𝑎𝑛+1 ke ruas kiri 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

−
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) = −𝑎𝑛+1 ∑

1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)

𝑟

𝑖=0

 

 

Langkah 2 : bagi kedua ruas dengan 𝑎𝑛  

 

1

𝑎𝑛
(∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

−
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎))

= −𝑎 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)

𝑟

𝑖=0

 

(2.21) 

 

Ditunjukkan pada setiap fungsi 𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛) merupakan sebuah 

polinomial n berderajat r.  Fungsi 𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛) merupakan hasil sigma 

dari perkalian (−1)𝑗 1

(𝑖−𝑗)!𝑗!
  yang merupakan konstanta dan 

(𝑛 − 𝑗)𝑟 yang merupakan polinomial. Karena perkalian antara 

konstanta dan polinomial menghasilkan polinomial baru dan 

penambahan polinomial dan polinomial juga merupakan 

polinomial baru maka dapat ditarik kesimpulan bahwa fungsi 

𝑘(𝑖, 𝑟, 𝑛)  merupakan polinomial. Maka dapat disimpulkan juga 
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∑
1

(1−𝑎)𝑖+1 𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)𝑟
𝑖=0  merupakan polinomial karena merupakan 

hasil sigma dari perkalian 
1

(1−𝑎)𝑖+1  yang merupakan konstanta dan 

𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟) yang merupakan polinomial. Maka dapat disimpulkan 

juga ruas kanan pada rumus (2.21) tetap merupakan polinomial 

setelah dikalikan dengan  −𝑎. Ruas kanan pada rumus (2.21) 

merupakan polinomial maka dapat disimpulkan ruas kiri pada 

rumus (2.21) juga merupakan polinomial karena memiliki nilai 

yang sama. Dari pembuktian ini maka dihasilkan 2 persamaan 

polinomial baru yaitu  yang mempunyai bentuk berbeda. Dari 

kedua persamaan ini akan dipilih satu polinomial yang akan 

diinterpolasi. Berikut ini persamaan polinomial yang dihasilkan 

dari rumus  (2.21). 

 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) =
1

𝑎𝑛
(∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

−
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎)) (2.22) 

  

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) = −𝑎 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)

𝑟

𝑖=0

 (2.23) 

 

Terlihat bahwa untuk menghitung rumus (2.22) relatif lebih cepat 

dibanding menghitung dengan rumus (2.23). Rumus (2.22) dapat 

dihitung dengan kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟) dan Rumus (2.23) juga 

dapat dihitung dengan kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟). Mengenai asal 

usul kompleksitas tersebut telah dijelaskan pada subbab-subbab 

sebelumnya. Walaupun komplesitasnya terlihat sama, tetapi 

dibutuhkan waktu lebih untuk menghitung rumus (2.23) 

dikarenakan pada perhitungan Fast Multiplication Polynomial 

yang membutuhkan perubahan dari coefficient representation 

menjadi point-value representation dan perubahan dari point-value 

representation menjadi coefficient representation. Proses 

perubahan representasi ini terdapat operasi bilangan kompleks 
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sehingga membutuhkan waktu lebih lama dibanding operasi 

bilangan bulat. 

 

Dengan terbentuknya persamaan polynomial maka dari rumus 

(2.22) dapat diubah menjadi persamaan berikut dengan mengalikan 

−𝑎𝑛 pada kedua ruas kemudian memindahkan  ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1  ke ruas 

kiri dan memindahkan 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) ke ruas kanan:  

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

=
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) + 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)𝑎𝑛 (2.24) 

 

Pada rumus (2.24) jika  𝑆𝑟(𝑎)  dan 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) sudah dicari maka 

kompleksitas untuk menghitungnya nilai ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1   adalah 

𝑂(log 𝑛). Fungsi 𝑆𝑟(𝑎) dapat dihitung dengan kompleksitas 

𝑂(𝑟 log 𝑟). Cara menghitung fungsi 𝑆𝑟(𝑎) akan dijelaskan lebih 

lanjut pada subbab 2.5. Sedangkan untuk menghitung 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) 

dapat menggunakan Lagrange Interpolation Polynomial yang 

membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟) jika nilai dari 𝑝𝑜𝑙𝑦(1) sampai 

dengan 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑟) dimana 𝑟 merupakan derajat dari polynomial 

tersebut. Untuk menghitung 𝑝𝑜𝑙𝑦(1) sampai dengan 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑟) 

dibutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟) jika  𝑆𝑟(𝑎) telah dihitung. 

Penjelasan Lagrange Interpolation Polynomial lebih lanjut dapat 

dilihat pada subbab 2.4.1. Kesimpulannya total kompleksitas dari 

solusi ini ialah 𝑂(𝑟 log 𝑟). 

 

2.6 Permasalahan Moon Safari(Medium) pada SPOJ 

 

Pada situs SPOJ ini terdapat permasalahan perhitungan ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1 . 

Deskripsi singkat dari persoalan ini ialah akan diberikan 3 bilangan 

bulat N, A dan R yang merupakan nilai variabel dari fungsi 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1 . Program akan mengeluarkan hasil dari fungsi ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛

𝑖=1 . 

Karena hasil dari fungsi tersebut bisa sangat besar maka cukup 

menampilkan sisa hasil bagi fungsi tersebut dengan 1000000007. 

Deskripsi permasalahan lebih detail dapat dilihat pada Gambar 2.6. 
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Gambar 2.6 Deskripsi permasalahan Moon Safari(Medium) 

 

Format masukan dari permasalahan tersebut dimulai dari baris 

pertama berisi sebuah bilangan integer T yang merepresentasikan 

banyaknya kasus uji. T baris berikutnya berisi 3 buah integer yang 

menyatakan nilai varibel N, A dan R. Format keluaran dari 

permasalahan tersebut adalah sebuah integer yang 

merepresentasikan hasil dari fungsi dimodulo 1000000007. Contoh 

masukan dan keluaran digambarkan pada Gambar 2.7. 

 

 
Gambar 2.7 Contoh masukan dan keluaran Moon Safari(Medium) 
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Batasan permasalahan akan dibagi dalam berbagai subtask. Berikut 

ini batasan yang diberikan : 

 T<1000 dan r <= 18 

 T<100 dan r <= 72 

 T<10 dan r <= 256 

 T<1 dan r <= 444 

Program akan diuji pada cluster Cube (Intel Pentium G860 3GHz) 

dengan batasan waktu eksekusi 20 s, batasan kapasitas memory 

sebesar 1536MB dan batasan kode sumber sebesar 50000B. 

 

2.7 Permasalahan Moon Safari(Hard) pada SPOJ 

 

Pada situs SPOJ ini terdapat permasalahan perhitungan ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1 . 

Deskripsi singkat dari persoalan ini ialah akan diberikan 3 bilangan 

bulat N, A dan R yang merupakan nilai variabel dari fungsi 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛
𝑖=1 . Program akan mengeluarkan hasil dari fungsi ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟𝑛

𝑖=1 . 

Karena hasil dari fungsi tersebut bisa sangat besar maka cukup 

menampilkan sisa hasil bagi fungsi tersebut dengan 1000000007. 

Deskripsi permasalahan lebih detail dapat dilihat pada Gambar 2.8. 

 

 
Gambar 2.8 Deskripsi permasalahan Moon Safari(Hard) 
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Format masukan dari permasalahan tersebut dimulai dari baris 

pertama berisi sebuah bilangan integer T yang merepresentasikan 

banyaknya kasus uji. T baris berikutnya berisi 3 buah integer yang 

menyatakan nilai varibel N, A dan R. Format keluaran dari 

permasalahan tersebut adalah sebuah integer yang 

merepresentasikan hasil dari fungsi dimodulo 1000000007. Contoh 

masukan dan keluaran digambarkan pada Gambar 2.9. 

 

 
Gambar 2.9 Contoh masukan dan keluaran Moon Safari(Hard) 

 

Batasan permasalahan akan dibagi dalam berbagai subtask. Berikut 

ini batasan yang diberikan : 

 T<20000 dan r <= 128 

 T<2000 dan r <= 1250 

 T<200 dan r <= 11000 

 T<20 dan r <= 100000 

 T<2 dan r <= 1000000 

Program akan diuji pada cluster Cube (Intel Pentium G860 3GHz) 

dengan batasan waktu eksekusi 20 s, batasan kapasitas memory 

sebesar 1536MB dan batasan kode sumber sebesar 50000B 
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DESAIN 

Pada bab ini akan dijelaskan desain sistem yang digunakan untuk 

menyelesaikan permasalahan pada Tugas Akhir ini. 

 

3.1 Deskripsi Umum Sistem 

 

Pada sistem ini terdapat 2 konstanta yang digunakan yaitu MOD 

dan MAXR. Konstanta MOD bernilai 1000000007 dan konstanta 

MAXR bernilai maksimal nilai r dari batasan permasalahan. Pada 

permasalahan  Moon Safari(Medium) nilai  dari konstanta MAXR 

adalah 444 sedangkan pada permasalahan Moon Safari(Hard) nilai 

dari konstanta MAXR adalah 1000000. 

 

10 let inv[0..MAXR] be a new array 

11 let fact[0..MAXR] be a new array 

12 let invFact [0..MAXR] be a new array 

13 let power [0..MAXR] be a new array 

14 Initialize() 

15 t = Input() // Total Testcase 

16 for t = 1 to t 

17  n = Input() // nilai n 

18  a = Input() // nilai a 

19  r = Input() // nilai r 

20  for i = 0 to r 

21   power[i]=BigModulo(i,r); 

22  hasil = Calculate(n,a,r) //kalkulasi fungsi  

23  Print(hasil) 

Gambar 3.1 Pseudocode Fungsi Main 

 

Pertama sistem akan melakukan inisialisasi nilai array inv, fact, dan 

invFact. Inisialisasi ini ada di dalam fungsi Initialize. Penjelasan 

lebih lanjut mengenai fungsi Initialize dapat dilihat pada subbab 

3.2. Initialisasi ini dilakukan sebelum membaca kasus uji karena 

nilainya sama untuk setiap kasus uji. Sistem selanjutnya akan 
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menerima masukan berupa jumlah kasus uji. Untuk setiap kasus uji 

akan diberikan 3 masukkan bilangan bulat yaitu n, a, dan r. 

Kemudian sistem akan melakukan inisialisasi nilai array power. 

Untuk setiap index ke-i pada array power berisi 𝑖𝑟 % 𝑀𝑂𝐷. 

Preprocessing dan inisialisasi array power ini akan akan berguna 

untuk mempercepat kinerja program sehingga perhitungan yang 

sama tidak dilakukan berkali-kali. Setelah pembacaan inputan dan 

inisialisai dilakukan fungsi kalkulasi dalam fungsi Calculate.  Ada 

3 jenis fungsi Calculate yang merupakan desain dari 3 macam 

strategi penyelesaian yang telah dijelakan pada subbab 2.3, 2.4, dan 

2.5. Setelah melakukan kalkulasi sistem akan menampilkan hasil 

fungsi Calculate. Pseudocode Fungsi Main ditunjukkan pada 

Gambar 3.1. 

 

3.2 Desain Fungsi Initialize 

 

Fungsi ini berguna untuk mengisi global array bilangan bulat inv, 

fact, dan invFact. Masing-masing isi array tersebut bernilai : 

1. inv[i] dengan 
1

𝑖
 % 𝑀𝑂𝐷. 

2. fact[i] dengan 𝑖!  % 𝑀𝑂𝐷. 

3. invfact[i] dengan 
1

𝑖!
 % 𝑀𝑂𝐷. 

Nilai-nilai dari global array ini akan digunakan pada fungsi-fungsi 

berikutnya. Pseudocode Fungsi Initialize ditunjukkan pada 

Gambar 3.2. 

  

1 inv[0] = inv[1] = 1 

2 fact[0] = fact[1] = 1 

3 invFact[0] = invFact[1] = 1 

4 for i = 2 to MAXR 

5  inv[i] = (inv[MOD%i] * (MOD-MOD/i)) % MOD 

6  fact[i] = (fact[i-1] * i) % MOD 

7  invFact[i] = (invFact[i-1] * inv[i]) % MOD 

Gambar 3.2 Pseudocode Fungsi Initialize 
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3.3 Desain Fungsi BigModulo 

 

Fungsi BigModulo menerima 2 parameter bilangan bulat yaitu a 

dan b. Fungsi akan menghitung sisa bagi dari 𝑎𝑏 terhadap 𝑀𝑂𝐷. 

Pseudocode Fungsi BigModulo ditunjukkan pada Gambar 3.3. 

  

1 power = a 

2 hasil = 1 

3 while b>0 

4  if b and 1 

5   hasil = (hasil * power) % MOD 

6  power = (power *power) % MOD 

7  b = b >> 1 

8 return hasil 

Gambar 3.3 Pseudocode Fungsi BigModulo 

 

3.4 Desain Fungsi InversModulo 

 

Fungsi InversModulo menerima 1 parameter bilangan bulat n. 

Fungsi ini akan mencari nilai Invers Modulo dari n terhadap MOD 

dengan menggunakan algoritma Extended Euclidean. Pseudocode 

Fungsi InversModulo ditunjukkan pada Gambar 3.4. 

  

1 u = 1 

2 x = 0 

3 s = n 

4 t = MOD 

5 while s>0 

6  q = t / s 

7  x = x - u * q 

8  swap(x,u) 

9  t = t - s * q 

10  swap(t,s) 

11  return x/t 

Gambar 3.4 Pseudocode Fungsi InversModulo 
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3.5 Desain Fungsi EulerPolynomials 

 

Fungsi EulerPolynomials menerima 2 parameter bilangan bulat 

yaitu t dan n. Fungsi ini akan menghitung nilai dari Euler 

Polynomials 𝑆𝑛(𝑡). Cara menghitung nilai dari Euler Polynomials 

telah dijelaskan pada subbab 2.3.2. Rumus (2.7) pada subbab 2.3.2 

akan digunakan untuk mendesain perhitungan Euler Polynomials 

tersebut. Pseudocode Fungsi EulerPolynomials ditunjukkan pada 

Gambar 3.5. 

  

1 hasil = 0 

2 tmp = 0 

3 com = n+1 

4 invT = InversModulo(t); 

5 for k = 1 to n 

6  tmp = ((tmp+power[k])*invT)%MOD 

7   com=(com*(n+1-k) *inv[k+1])%MOD 

8  if k&1 

9   hasil = (hasil-com*tmp)%MOD 

10  else 

11   hasil = (hasil+com*tmp)%MOD 

12 hasil = (hasil*bigMod(-t,n))%MOD 

13 return hasil 

Gambar 3.5 Pseudocode Fungsi Euler Polynomial 

 

3.6 Desain Fungsi Calculation Euler Polynomial 

 

Fungsi Calculation menerima 3 parameter bilangan bulat yaitu n, 

a dan r. Fungsi Calculation ini merupakan desain dari strategi 

penyelesaian pada subbab 2.3. Rumus (2.2) akan digunakan untuk 

mendesain fungsi Calculation ini. Pseudocode Fungsi Calculation 

ditunjukkan pada Gambar 3.6. 
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1 let eulerianNumber [0..MAXR] [0..MAXR] be new array 

2 let konstanta [0..MAXR] be new array 

3 hasil1 = hasil2 = 0 

4 inv1minA= InversModulo (1-a,MOD); 

5 eulerianNumber [0][0]=1; 

6 for n = 1 to r 

7  eulerianNumber [n][0] = 1; 

8  for k = 1 to n-1 

9   eulerianNumber [n][k] =  

      ((n-k)*eulerianNumber [n-1][k-1] + 

      (k+1)*eulerianNumber [n-1][k]) )) %MOD 

10 for i = r downto 1 

11  hasil1 = ((hasil1 + eulerianNumber [r][i-1])*a)%MOD 

12 hasil1 = (hasil1*BigModulo(inv1minA,r+1))%MOD 

13 for i = 0 to r 

14  konstanta[i]=BigModulo(n-i,r) 

15 for i = 0 to r 

16  for j = r downto i+1 

17   konstanta [j]=(konstanta [j-1]- konstanta [j])%MOD 

18 for i = r downto 0 

19  hasil2 = ((hasil2 + konstanta [i])*inv1minA)%MOD 

20 hasil2 = (hasil2*(-BigModulo(a,n+1))) %MOD 

21 return (hasil1+hasil2) %MOD 

Gambar 3.6 Pseudocode Fungsi Calculation 

 

3.7 Desain Fungsi FastFourierTransform 

 

Fungsi FastFourierTransform menerima 3 parameter yaitu Array x, 

size dan sign. Array x berisi nilai yang akan diubah dari time 

domain menjadi frekuensi domain atau sebaliknya. Array x 

merupakan array 1 dimensi dimana nilai real disimpan pada index 

ganjil(1,3,5,7,…) sedangkan nilai imaginer disimpan pada index 

genap(2,4,6,8,…). size merupakan ukuran Array x. sign merupakan 

tanda yang menyatakan proses yang dilakukan fungsi, jika 1 berarti 

melakukan proses Fast Fourier Transform, sedangkan jika bernilai 
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-1 berarti melakukan proses Invers Fast Fourier Transform. 

Pseudocode Fungsi FastFourierTransform dapat dilihat pada buku 

Numerical Recipes in C. 

 

3.8 Desain Fungsi MultiplicationPolynomials 

 

Fungsi MultiplicationPolynomial menerima 3 parameter yaitu 

Array a, Array b dan size. Array a berisi koefisien polynomial 

pertama. Array b berisi koefisien polynomial kedua. size 

merupakan ukuran polynomial pertama dan kedua. Fungsi ini 

mengembalikan Array c yang berisi koefisien polynomial hasil. 

Pseudocode Fungsi MultiplicationPolynomial ditunjukkan pada 

Gambar 3.7 dan Gambar 3.8. 

  

1 let ca1[1..8*MAXR] be new array 

2 let ca2[1..8*MAXR] be new array 

3 let cb1[1..8*MAXR] be new array 

4 let cb2[1..8*MAXR] be new array 

5 let cc11[1..8*MAXR] be new array 

6 let cb12[1..8*MAXR] be new array 

7 let cb22[1..8*MAXR] be new array 

8 let c[0..8*MAXR] be new array 

9 k=1 

10 while (k<size)  

11  k=k<<1 

12 k=k<<1 

13 for i = 0 to k<<1 

14  ca1[i] = cb1[i] = ca2[i] = cb2[i] = 0 

15 for i = 0 to size-1 

16  ca1[(i<<1)+1] = a[i]>>15 

17  cb1[(i<<1)+1] = b[i]>>15 

18  ca2[(i<<1)+1] = a[i]&32767 

19  cb2[(i<<1)+1] = b[i]&32767 

Gambar 3.7 Pseudocode Fungsi MultiplicationPolynomials 

Bagian A 
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20 FastFourierTransform(ca1, k, 1); 

21 FastFourierTransform(cb1, k, 1); 

22 FastFourierTransform(ca2, k, 1); 

23 FastFourierTransform(cb2, k, 1); 

24 for i = 0 to k-1 

25  cc11[(i<<1)+1] = ca1[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+1]  

                                - ca1[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+2] 

26  cc11[(i<<1)+2] = ca1[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+2] 

                               + ca1[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+1] 

27  cc12[(i<<1)+1] = ca1[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+1] 

                                - ca1[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+2] 

                               + ca2[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+1] 

                                - ca2[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+2] 

28  cc12[(i<<1)+2] = ca1[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+2] 

                               + ca1[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+1] 

                               + ca2[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+2] 

                               + ca2[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+1] 

29  cc22[(i<<1)+1] = ca2[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+1] 

                                - ca2[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+2] 

30  cc22[(i<<1)+2] = ca2[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+2] 

31                                + ca2[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+1] 

32 FastFourierTransform(cc11, k, -1); 

33 FastFourierTransform(cc12, k, -1); 

34 FastFourierTransform(cc22, k, -1); 

35 for i = 0 to size 

36  c11 = (cc11[(i<<1)+1]/k)%MOD 

37  c12 = (cc12[(i<<1)+1]/k)%MOD 

38  c22 = (cc22[(i<<1)+1]/k)%MOD; 

39  c[i] = ((c11<<30)+(c12<<15)+ c22)%MOD; 

40 return c 

Gambar 3.8 Pseudocode Fungsi MultiplicationPolynomials 

Bagian B 
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3.9 Desain Fungsi Calculation Multiplication Polynomial 

 

Fungsi Calculation menerima 3 parameter bilangan bulat yaitu n, 

a dan r. Fungsi Calculation ini merupakan desain dari strategi 

penyelesaian pada Subbab 2.4. Rumus (2.17) akan digunakan 

untuk mendesain fungsi Calculation ini. Pseudocode Fungsi 

Calculation ditunjukkan pada Gambar 3.9. 

  

1 let konstanta [0..MAXR] be new array 

2 let polyA [0..MAXR] be new array 

3 let polyB [0..MAXR] be new array 

4 hasil1 = 0 

5 hasil2 = 0 

6 inv1minA= InversModulo (1-a,MOD); 

7 //Menghitung Bagian Kiri 

8 hasil1 = EulerPolynomials(a,r) 

9 hasil1 = (hasil1*a*BigModulo(inv1minA,r+1))%MOD 

10 //Menghitung  Bagian Kanan 

11 for i = 0 to r 

12  if (i&1) 

13   polyA [i] = (- BigModulo(n-i,r)*invFact[i])%MOD 

14  else 

15   polyA [i] = (BigModulo(n-i,r)*invFact[i])%MOD 

16  polyB [i] = invFact[i] 

17 konstanta = MultiplicationPolynomials(polyA, polyB,r+1) 

18 for i = 0 to r 

19  konstanta[i] = (konstanta[i]*fact[i])%MOD 

20 hasil2 = 0; 

21 for i = r downto 0 

22  hasil2 = ((hasil2 + konstanta [i])*inv1minA)%MOD 

23 hasil2 = (hasil2*(-BigModulo(a,n+1))) %MOD 

24 return (hasil1+hasil2) %MOD 

Gambar 3.9 Pseudocode Fungsi Calculation 
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3.10 Desain Fungsi Lagrange 

 

 Fungsi Lagrange menerima 3 parameter yaitu Array f, r dan n. 

Array f  berisi nilai polinomial ke-0 sampai dengan ke-r yang 

akan dilakukan interpolasi. r berisi derajat polynomial. n 

merupakan index polynomial yang dicari. Fungsi ini 

mengembalikan nilai polynomial ke-n. Cara melakukan 

Interpolation Polynomials Lagrange telah dijelaskan pada 

subbab 2.5.1. Rumus (2.19)  pada subbab 2.5.1 akan digunakan 

untuk mendesain perhitungan Interpolation Polynomials 

Lagrange ini. Pseudocode Fungsi Lagrange ditunjukkan pada 

Gambar 3.10 

  

1 let leftFact [0..MAXR] be new array 

2 let rightFact [0..MAXR] be new array 

3 if n<=r 

4  return f[n]%MOD; 

5 hasil = 0 

6 leftFact[0] = 1 

7 rightFact[r] = 1 

8 for i = 0 to r-1 

9  leftFact[i+1] = (leftFact[i]*(n-i))%MOD; 

10 for i = r to 1 

11  rightFact[i-1] = (rightFact [i]*(n-i))%MOD; 

12 for i = 0 to r 

13  tmp=(f[i]*leftFact[i]*rightFact[i] 

                    *invFact[i]*invFact[r-i])%MOD 

14  if (r-i)&1 

15   hasil=(hasil-tmp)%MOD 

16  else 
17   hasil=(hasil+tmp)%MOD 

18 return hasil 

Gambar 3.10 Pseudocode Fungsi Lagrange 
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3.11 Desain Fungsi Calculation Interpolation Polynomial 

 

Fungsi Calculation menerima 3 parameter bilangan bulat yaitu n, 

a dan r. Fungsi Calculation ini merupakan desain dari strategi 

penyelesaian pada Subbab 2.5. Rumus (2.24) akan digunakan 

untuk mendesain fungsi Calculation ini. Pseudocode Fungsi 

Calculation ditunjukkan pada Gambar 3.11 

  

1 let poly [0..MAXR] be new array 

2 inv1minA = InversModulo (1-a); 

3 invA = InversModulo(a); 

4 ApowN = BigModulo(a,n); 

5 poly[0] = (-BigModulo(inv1minA,r+1)*a 

                *EulerPolynomials(a,r))%MOD 

6 for i = 1 to r 

7  poly[i] = (poly[i-1]*invA+power[i])%MOD 

8 hasil = (ApowN*Lagrange(poly,r,n)-poly[0])%MOD 

9 return hasil 

Gambar 3.11 Pseudocode Fungsi Calculation 
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IMPLEMENTASI 

 

4.1 Lingkungan Implementasi 

 

Lingkungan implementasi dan pengembangan yang dilakukan 

adalah sebagai berikut: 

1. Perangkat Keras 

• Processor Intel Core i7-4700HQ CPU @ 2.40GHz. 

• Memory 3.88 GB. 

2. Perangkat Lunak 

• Sistem operasi Windows 7 64-bit. 

• Integrated Development Environment Dev C++ 4.9.9.2 

 

4.2 Implementasi Fungsi Main 

 

Fungsi main mengimplementasikan pseudo code pada subbab 3.1. 

Fungsi Input() adalah scanf. Fungsi Print() adalah printf. 

Implementasi Fungsi Main ditunjukkan pada kode sumber 4.1 

   

1 int main() { 

2  Initialize(); 

3  int t, n, a, r, hasil; 

4  scanf("%d",&t); 

5  while (t--) { 

6   scanf("%d%d%d",&n,&a,&r); 

7   for (int i=0; i<=r; i++) power[i]=BigModulo(i,r); 

8   hasil = Calculate(n,a,r); 

9   printf("%d\n",hasil); 

10  } 

11  return 0; 

12 } 

Kode Sumber 4.1 Implementasi Fungsi Main 
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4.3 Implementasi Variabel Global 

 

Variabel global yang ada pada program telah dijelaskan pada 

subbab 3.1. Variabel global didefinisikan karena nilainya 

dibutuhkan oleh banyak fungsi. Implementasi dari Variabel Global 

ditunjukkan pada kode sumber 4.2. 

  

1 #define MOD 1000000007 

2 #define MAXR 1000000 

3 int inv[MAXR+1]; 

4 int fact[MAXR+1]; 

5 int invFact[MAXR+1]; 

6 int power[MAXR+1]; 

Kode Sumber 4.2 Implementasi Variabel Global 

 

4.4 Implementasi Fungsi Initialize 

 

Fungsi Initialize akan menghitung nilai array inv, fact dan invFact. 

dengan rumus pada subbab 3.2. Fungsi ini merupakan 

implementasi dari desain fungsi pada subbab 3.2.  Implementasi 

Fungsi Initialize dapat dilihat pada kode sumber 4.3. 

  

1 void Initialize() { 

2  inv[0] = inv[1] = 1; 

3  fact[0] = fact[1] = 1; 

4  iFact[0] = iFact[1] = 1; 

5  for (int i=2; i<=MAXR; i++) { 

6   inv[i] = ((long long)inv[MOD%i]* 

                                          (MOD-MOD/i))%MOD; 

7         fact[i] = ((long long)fact[i-1]*i)%MOD; 

8         invFact[i] = ((long long)invFact[i-1]*inv[i])%MOD; 

9  } 

10 } 

Kode Sumber 4.3 Implementasi Fungsi Initialize 
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4.5 Implementasi Fungsi BigModulo 

 

Fungsi BigModulo akan menghitung sisa bagi dari 𝑎𝑏 terhadap 

𝑀𝑂𝐷. Fungsi ini merupakan implementasi dari desain fungsi pada 

subbab 3.3.  Implementasi Fungsi BigModulo dapat dilihat pada 

kode sumber 4.4. 

  

1 int BigModulo(int a, int b) { 

2  int hasil=1, power=a%MOD; 

3  while (b) { 

4   if (b&1) hasil=((long long)hasil*power)%MOD; 

5   power=((long long)power*power)%MOD; 

6   b>>=1; 

7  } 

8  return hasil; 

9 } 

Kode Sumber 4.4 Implementasi Fungsi BigModulo 

 

4.6 Implementasi Fungsi InversModulo 

 

Fungsi InversModulo akan menghitung invers modulo dari n 

terhadap MOD. Fungsi ini merupakan implementasi dari desain 

fungsi InversModulo pada subbab 3.4.  Implementasi dari Fungsi 

InversModulo dapat dilihat pada kode sumber 4.5. 

  

1 int InversModulo(int n) { 

2   int u = 1, x = 0, s = n, t = MOD; 

3   while (s) { 

4     int q=t/s; 

5     swap(x-=u*q,u); 

6     swap(t-=s*q,s); 

7   } 

8    return x/t < 0 ? x/t + MOD : x/t; 

9 } 

Kode Sumber 4.5 Implementasi Fungsi InversModulo 
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4.7 Implementasi Fungsi EulerPolynomials 

 

Fungsi EulerPolynomials akan menghitung nilai Euler 

Polynomials  𝑆𝑛(𝑡). Cara menghitung nilai dari Euler Polynomials 

telah dijelaskan pada subbab 2.3.2. Fungsi ini merupakan 

implementasi dari desain fungsi EulerPolynomials pada subbab 

3.5. Implementasi dari Fungsi EulerPolynomials dapat dilihat pada 

kode sumber 4.6. 

  

1 int EulerPolynomials(int t, int n) { 

2  int hasil=0; 

3  int tmp=0; 

4  int com=n+1; 

5  int invT= InversModulo (t); 

6  for(int k=1; k<=n; k++) { 

7   tmp= ((long long) (tmp+power[k])*invT)%MOD; 

8   com=(((long long)com*(n+1-k))%MOD 

9                                        *inv[k+1])%MOD; 

10   if (k&1) { 

11    hasil-= ((long long)com*tmp)%MOD; 

12    if (hasil<0) hasil+=MOD; 

13   } 

14   else { 

   hasil+=((long long)com*tmp)%MOD; 

15    if (hasil>=MOD) hasil-=MOD; 

16   } 

17  } 

18  hasil=((long long)hasil*BigModulo(-t,n))%MOD; 

19  if (hasil<0) hasil+=MOD; 

20  return hasil; 

21 } 

Kode Sumber 4.6 Implementasi Fungsi EulerPolynomials 
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4.8 Implementasi Fungsi Calculation Euler Polynomials 

 

Fungsi Calculation akan menghitung nilai berdasarkan rumus 

(2.2). Untuk penjelasan lebih detail mengenai proses perhitungan  

rumus tersebut dapat dilihat pada subbab 2.3. Fungsi ini merupakan 

implementasi dari desain fungsi Calculate pada subbab 3.6. 

Implementasi dari Fungsi Calculation dapat dilihat pada kode 

sumber 4.7 dan kode sumber 4.8. 

  

1 int eulerianNumber [MAXR+1][MAXR+1]; 

2 int konstanta[MAXR+1]; 

3 int Calculate(int n, int a, int r) { 

4  int hasil1=0, hasil2=0; 

5  int inv1minA=InversModulo(1-a); 

6  eulerianNumber [0][0]=1; 

7  for (int i=1; i<=r; i++) { 

8   eulerianNumber[i][0]=1; 

9   for (int j=1; j<i; j++) 

10    eulerianNumber[i][j] = 

                  ((long long) (i-j)*eulerianNumber[i-1][j-1]+ 

                    (long long) (j+1)*eulerianNumber[i-1][j]) 

                      %MOD; 

11  } 

12  for (int i=r; i>0; i--) 

13   hasil1 = ((long long) (hasil1 + 

                        eulerianNumber[r][i-1])*a) 

                        %MOD; 

14  hasil1= ((long long) hasil1*BigModulo(inv1minA,r+1)) 

                  %MOD; 

15  for (int i=0; i<=r; i++) 

16   konstanta[i] = BigModulo(n-i,r); 

17  for (int i=0; i<=r; i++) 

18   for (int j=r; j>i; j--) 

   konstanta[j]=(konstanta[j-1]-konstanta[j])%MOD; 

Kode Sumber 4.7 Implementasi Fungsi Calculation Bagian A 
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19  for (int i=r; i>=0; i--) 

20   hasil2 = ((long long) (hasil2 + 

                        konstanta[i])*inv1minA)%MOD; 

21  hasil2 = ((long long)hasil2*(-BigModulo(a,n+1)))  

                   %MOD; 

22  int hasil = (hasil1+hasil2) %MOD; 

23  if (hasil<0) hasil+=MOD; 

24  else if (hasil>=MOD) hasil-=MOD; 

25  return hasil; 

26 } 

Kode Sumber 4.8 Implementasi Fungsi Calculation Bagian B 

 

4.9 Implementasi Fungsi MultiplicationPolynomials 

 

Fungsi MultiplicationPolynomials akan menghitung perkalian 2 

polynomial. Penjelasan lebih detail mengenai algoritma Fast 

Multiplication Polynomial dapat dilihat pada subbab 2.4.2. Fungsi 

ini merupakan implementasi dari desain fungsi EulerPolynomials 

yang terdapat pada subbab 3.7. Implementasi dari Fungsi 

MultiplicationPolynomials dapat dilihat pada kode sumber 4.9, 

kode sumber 4.10 dan kode sumber 4.11. 

  

1 long double ca1[MAXR*8], ca2[MAXR*8]; 

2 long double cb1[MAXR*8], cb2[MAXR*8]; 

3 long double cc11[MAXR*8]; 

4 long double cc12[MAXR*8]; 

5 long double cc22[MAXR*8];  

6 void MultiplicationPolynomials(int*a,int*b,int*c,int size) { 

7  int k=1; 

8  while (k<size) k<<=1; 

9  k<<=1; 

Kode Sumber 4.9 Implementasi Fungsi 

MultiplicationPolynomials Bagian A 
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10  for (int i = 0; i <=(k<<1); i++) { 

11   ca1[i] = cb1[i] = ca2[i] = cb2[i] = 0; 

12  } 

13  for (int i = 0; i <size; i++) { 

14   ca1[(i<<1)+1] = (long double)(a[i]>>15); 

15   cb1[(i<<1)+1] = (long double)(b[i]>>15); 

16   ca2[(i<<1)+1] = (long double)(a[i]&32767); 

17   cb2[(i<<1)+1] = (long double)(b[i]&32767); 

18  } 

19  FastFourierTransform(ca1, k, 1); 

20  FastFourierTransform(cb1, k, 1); 

21  FastFourierTransform(ca2, k, 1); 

22  FastFourierTransform(cb2, k, 1); 

23  for (int i = 0; i <k; i++) { 

24   cc11[(i<<1)+1] = ca1[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+1]  

                                     - ca1[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+2]; 

25   cc11[(i<<1)+2] = ca1[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+2] 

                                    + ca1[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+1]; 

26   cc12[(i<<1)+1] = ca1[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+1] 

                                     - ca1[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+2] 

                                    + ca2[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+1] 

                                     - ca2[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+2]; 

27   cc12[(i<<1)+2] = ca1[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+2] 

                                    + ca1[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+1] 

                                    + ca2[(i<<1)+1]*cb1[(i<<1)+2] 

                                    + ca2[(i<<1)+2]*cb1[(i<<1)+1]; 

28   cc22[(i<<1)+1] = ca2[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+1] 

                                     - ca2[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+2]; 

29   cc22[(i<<1)+2] = ca2[(i<<1)+1]*cb2[(i<<1)+2] 

30                                     + ca2[(i<<1)+2]*cb2[(i<<1)+1]; 

31  } 

Kode Sumber 4.10 Implementasi Fungsi 

MultiplicationPolynomials Bagian B 
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32  FastFourierTransform(cc11, k, -1); 

33  FastFourierTransform(cc12, k, -1); 

34  FastFourierTransform(cc22, k, -1); 

35  long long c11,c12,c22; 

36  for (int i = 0; i <=size; i++) { 

37   c11 = ((long long)roundl(cc11[(i<<1)+1]/k))%MOD; 

38   c12 = ((long long)roundl(cc12[(i<<1)+1]/k))%MOD; 

39   c22 = ((long long)roundl(cc22[(i<<1)+1]/k))%MOD; 

40   c[i] = ((c11<<30)+(c12<<15)+ c22)%MOD; 

41  } 

42  } 

Kode Sumber 4.11 Implementasi Fungsi 

MultiplicationPolynomials Bagian C 

 

4.10 Implementasi Fungsi Calculation Multiplication 

Polynomials 

 

Fungsi Calculation akan menghitung nilai berdasarkan rumus 

(2.17). Untuk penjelasan lebih detail mengenai proses perhitungan  

rumus tersebut dapat dilihat pada subbab 2.4. Fungsi ini merupakan 

implementasi dari desain fungsi Calculate pada subbab 3.9. 

Implementasi dari Fungsi Calculation dapat dilihat pada kode 

sumber 4.12 dan kode sumber 4.13  

  

1 int konstanta[MAXR+1]; 

2 int polyA[MAXR+1], polyB[MAXR+1]; 

3 int Calculate(int n, int a, int r) { 

4  int hasil1=0, hasil2=0; 

5  int inv1minA=InversModulo(1-a); 

6  //Menghitung Bagian Kiri 

7  hasil1=((long long)EulerPolynomials(a,r)*a)%MOD; 

8  hasil1=((long long)hasil1 

                                   *BigModulo(inv1minA,r+1))%MOD; 

Kode Sumber 4.12 Implementasi Fungsi Calculation 
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9  //Menghitung Bagian Kanan 

10  for (int i=0; i<=r; i++) { 

11   if (i&1) 

12    polyA[i]=((long long)-BigModulo(n-i,r) 

                                                  *invFact[i])%MOD; 

13   else 
14    polyA[i]=((long long)BigModulo(n-i,r) 

                                                  *invFact[i])%MOD; 

15   polyB[i]=invFact[i]; 

16  } 

17  MultiplicationPolynomials(polyA,polyB,konstanta, r+1); 

18  for (int i=0; i<=r; i++) 

19   konstanta[i]=((long long)konstanta[i] 

                                                 *fact[i])%MOD; 

20  for (int i=r; i>=0; i--) 

21   hasil2=((long long)(hasil2 + konstanta [i]) 

22                                         *inv1minA)%MOD; 

23  hasil2=((long long)hasil2 

                                  *(-BigModulo(a,n+1)))%MOD; 

24  int hasil = (hasil1+hasil2) %MOD; 

25  if (hasil<0) hasil+=MOD; 

26  else if (hasil>=MOD) hasil-=MOD; 

27  return hasil; 

28 } 

Kode Sumber 4.13 Implementasi Fungsi Calculation 

 

4.11 Implementasi Fungsi Lagrange 

 

Fungsi Lagrange akan melakukan Interpolation Polynomial 

Lagrange ke-n. Cara menghitung nilai dari Interpolation 

Polynomial Lagrange telah dijelaskan pada subbab 2.5.1. Fungsi 

ini merupakan implementasi dari desain fungsi Lagrange pada 

subbab 3.10. Implementasi dari Fungsi Lagrange dapat dilihat pada 

kode sumber 4.14. 
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1 int leftFact[1000005],rightFact[1000005];; 

2 int Lagrange(int*f, int r, int n) 

3 { 

4  if (n<=r) return f[n]%MOD; 

5  int hasil=0; 

6  leftFact[0]=1; 

7  rightFact[r]=1; 

8  for (int i=0; i<r; i++) 

9   leftFact[i+1]=((long long)leftFact[i]*(n-i))%MOD; 

10  for (int i=r; i>0; i--) 

11   rightFact[i-1]=((long long)rightFact[i]*(n-i))%MOD; 

12  int tmp; 

13  for (int i=0; i<=r; i++) 

14  { 

15   tmp=(((((long long)f[i]*leftFact[i])%MOD 

                                               *rightFact[i])%MOD 

                                               *invFact[i])%MOD 

                                               *invFact[r-i])%MOD; 

16   if ((r-i)&1) 

17   { 

18    hasil-=tmp; 

19    if (hasil<0) hasil+=MOD; 

20   } 

21   else 
22   { 

23    hasil+=tmp; 

24    if (hasil>=MOD) hasil-=MOD; 

25   } 

26  } 

27  return hasil; 

28 } 

Kode Sumber 4.14 Implementasi Fungsi Lagrange 
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4.12 Implementasi Fungsi Calculation Interpolation 

Polynomial 

 

Fungsi Calculation akan menghitung rumus (2.24). Proses 

perhitungan sudah dijelaskan pada subbab 2.5. Fungsi ini 

merupakan implementasi dari desain fungsi Calculate pada subbab 

3.11. Implementasi dari Fungsi Calculation dapat dilihat pada 

Kode Sumber 4.15. 

  

1 int poly[MAXR+1]; 

2 int Calculate(int n, int a, int r) 

3 { 

4  int inv1minA = InversModulo (1-a); 

5  int invA = InversModulo(a); 

6  int ApowN = BigModulo(a,n); 

7  poly[0] = (((long long)-BigModulo(inv1minA,r+1) 

                     *a)%MOD*EulerPolynomials(a,r))%MOD; 

8  for (int i=1; i<=r; i++) 

9   poly[i]=((long long)poly[i-1]*invA 

                                         +power[i])%MOD; 

10  int hasil = ((long long)ApowN*Lagrange(poly,r,n) 

                                          -poly[0])%MOD; 

11  if (hasil<0) hasil+=MOD; 

12  return hasil; 

13 } 

Kode Sumber 4.15 Implementasi Fungsi Calculation 
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Halaman ini sengaja dikosongkan 
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UJI COBA DAN EVALUASI 

 

Pada bab ini akan dijelaskan tentang uji coba dan evaluasi dari 

implementasi sistem yang telah dilakukan pada bab 4. 

 

5.1 Lingkungan Uji Coba 

 

Lingkungan uji coba menggunakan sebuah komputer dengan 

spesifikasi perangkat lunak dan perangkat keras sebagai berikut: 

• Perangkat Keras 

- Processor Intel Core i7-4700HQ CPU @ 2.40GHz. 

- Memory 3.88 GB 

• Perangkat Lunak  

- Sistem operasi Windows 7 64-bit. 

- Integrated Development Environment Dev C++ 

4.9.9.2 

 

5.2 Skenario Uji Coba  

 

Pada subbab ini akan dijelaskan skenario uji coba yang dilakukan. 

Skenario uji coba terdiri dari uji coba kebenaran dan uji coba 

kinerja. Uji coba kebenaran dilakukan dengan melakukan analisis 

penyelesaian sebuah contoh kasus dengan strategi penyelesaian 

yang telah dijelaskan pada subbab 2.2, 2.3, 2.4, dan 2.5. Uji coba 

kebenaran akan menggunakan kasus berikut ini:  

 

1 

6 5 4 

Gambar 5.1 Contoh Kasus Uji Coba 

 

Kasus diatas terdiri dari sebuah testcase. Tescase tersebut terdiri 

dari 3 nilai varibel n=6, a=5, dan r=4. 
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Uji coba kinerja dilakukan dengan membuat komparasi kinerja 

untuk melihat pengaruh batasan nilai variabel n, a, dan r terhadap 

pertumbuhan waktu dari strategi penyelesaian yang telah 

dijelaskan pada subbab 2.2, 2.3, 2.4, dan 2.5. 

 

5.2.1 Uji Coba Kebenaran Naif 

 

Berikut ini adalah analisis strategi penyelesaian yang telah 

dijelaskan pada subbab 2.2. Kasus yang digunakan dalam analisis 

ini dapat dilihat pada Gambar 5.1. 

 

Secara garis besar metode ini akan menghitung rumus (2.1) secara 

langsung menggunakan Looping dan BigModulo. Pseudocode dari 

strategi penyelesaian ini dapat dilihat pada Gambar 2.1. Berikut ini 

contoh perhitungannya : 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

= 5114 + 5224 + 5334 + 5444 + 5554 + 5664 

                = 22373655 
 

Dari hasil analisis diatas menghasilkan keluaran yang sesuai. 

Setelah itu dilakukan juga uji kebenaran dengan mengumpulkan 

berkas kode sumber ke situs SPOJ. Hasil Uji kebenaran pada situs 

SPOJ ditunjukkan pada Gambar 5.6 

 

 
Gambar 5.2 Hasil uji kebenaran pada situs SPOJ 

 

Dari hasil uji coba yang telah dilakukan program mendapat umpan 

balik Accepted. Waktu yang dibutuhkan program adalah 0.95 detik 

dan memori yang dibutuhkan program adalah 2.7 MB.  
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5.2.2 Uji Coba Kebenaran Euler Polynomials 

 

Berikut ini adalah analisis strategi penyelesaian yang telah 

dijelaskan pada subbab 2.3. Kasus yang digunakan dalam analisis 

ini dapat dilihat pada Gambar 5.1. 

 

Secara garis besar metode ini akan membagi rumus (2.2) menjadi 

2 bagian yang terdiri dari sigma bagian kiri dan sigma bagian 

kanan. Perhitungan kedua bagian, baik bagian kiri maupun bagian 

membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟2). Maka kesimpulannya 

kompleksitas total perhitungan adalah 𝑂(𝑟2). 

 

Langkah pertama adalah menghitung nilai sigma bagian kiri pada 

rumus (2.2). Rumus yang akan dihitung sebagai berikut : 

 

1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 ∑ 𝑎𝑖 ⟨

𝑟

𝑖
⟩

𝑟−1

𝑖=0

 

 

Dalam rumus sigma diatas dibutuhkan nilai dari eulerian number 

⟨𝑟
0
⟩, ⟨𝑟

1
⟩, ⟨𝑟

2
⟩, …, ⟨ 𝑟

𝑟−1
⟩.  Eulerian number ⟨𝑟

0
⟩, ⟨𝑟

1
⟩, ⟨𝑟

2
⟩, …, ⟨ 𝑟

𝑟−1
⟩ dapat 

dihitung dengan recurrence relation pada rumus (2.3). Ilustrasi 

perhitungan eulerian number dapat dilihat pada Gambar 5.3 

 
n \ k 0 1 2 3 4 5 6 7 

1 1        

2 1 1       

3 1 4 1      

4 1 11 11 1     

5 1 26 66 26 1    

6 1 57 302 302 57 1   

7 1 120 1191 2416 1191 120 1  

8 1 247 4293 15619 15619 4293 247 1 

Gambar 5.3 Ilustrasi perhitungan eulerian number ⟨𝑛
𝑘

⟩ 
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Dapat dilihat pada Gambar 5.3 nilai eulerian number ⟨𝑛
𝑘

⟩  untuk 

n=6 dan k=2 mempunyai nilai 302. Berikut ini merupakan contoh 

kalkulasi nilai eulerian number ⟨𝑛
𝑘

⟩  untuk n=6 dan k=2 berdasarkan 

recurrence relation pada rumus (2.3) : 

 

⟨
6

2
⟩ = (6 − 2) ⟨

6 − 1

2 − 1
⟩ + (2 + 1) ⟨

6 − 1

2
⟩ = 302 

 

Setelah melakukan perhitungan nilai dari eulerian number tersebut, 

maka selanjutnya akan dilakukan perhitungan berikut ini : 

 

1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 ∑ 𝑎𝑖 ⟨

𝑟

𝑖
⟩

𝑟−1

𝑖=0

=
5

(−4)5
(50. 1 + 51. 11 + 52. 11 + 53. 1) 

                                           =
5

−1024
(1 + 55 + 275 + 125) 

                                           = −
285

128
  

 

Langkah kedua adalah menghitung sigma bagian kanan pada 

rumus (2.2). Rumus yang akan dihitung sebagai berikut : 

 

−𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
∑(−1)𝑗 (

𝑖

𝑗
)

𝑖

𝑗=0

(𝑛 − 𝑗)𝑟

𝑟

𝑖=0

 

 

Terlihat pada rumus diatas terdapat fungsi 𝑘(𝑖) yang terdapat pada 

rumus (2.12). Rumus diatas membutuhkan nilai fungsi 𝑘(𝑖) mulai 

dari 𝑘(0) s/d 𝑘(𝑟) pada rumus (2.12).  Perhitungan fungsi 𝑘(𝑖) 

pada rumus  (2.14) membutuhkan nilai 𝑐(𝑖, 𝑗). Nilai dari 𝑐(𝑖, 𝑗) 

dapat dihitung menggunakan recurrence relation pada rumus 

(2.13).  Untuk menghitung Ilustrasi perhitungan 𝑐(𝑖, 𝑗) dapat 

dilihat pada Gambar 5.4  
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𝑖/𝑗 0 1 2 3 4 

0 1296 625 256 81 16 

1 671 369 175 65  

2 302 194 110   

3 108 84    

4 24     

Gambar 5.4 Ilustrasi perhitungan 𝑐(𝑖, 𝑗) 

 

Dapat dilihat pada Gambar 5.4 nilai 𝑐(𝑖, 𝑗)  untuk i=1 dan j=2 

mempunyai nilai 175. Berikut ini merupakan contoh kalkulasi nilai 

𝑐(𝑖, 𝑗)  untuk i=1 dan j=2 berdasarkan recurrence relation pada 

rumus (2.13) : 

 

𝑐(1,2) = 𝑐(1 − 1,2) − 𝑐(1 − 1,2 + 1) = 175 
 

Setelah melakukan perhitungan nilai dari 𝑐(𝑖, 𝑗) dapat dihitung 

𝑘(𝑖) berdasarkan rumus (2.14). Nilai fungsi 𝑘(𝑖) mulai dari 𝑘(0) 

s/d 𝑘(𝑟) dapat dilihat pada Gambar 5.5. 

  

𝑖 0 1 2 3 4 

𝑘(𝑖) 1296 625 256 81 16 

Gambar 5.5 Hasil perhitungan 𝑘(𝑖) 

 

Setelah nilai fungsi 𝑘(𝑖) mulai dari 𝑘(0) s/d 𝑘(𝑟) yang diperlukan 

dalam rumus tersebut dihitung, maka selanjutnya akan dilakukan 

perhitungan berikut ini : 

 

−𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖)

𝑟

𝑖=0

 

        = −57 (
1296

(−4)1
+

671

(−4)2
+

302

(−4)3
+

108

(−4)4
+

24

(−4)5
) 

        = −78125 (
1296

−4
+

671

16
+

302

−64
+

108

256
+

24

−1024
) 
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        = −78125 (
−331776 + 42944 − 4832 + 432 − 24

1024
) 

        = −78125 (
−293256

1024
) 

       = 78125 (
36657

128
) 

        =
2863828125

128
 

 

Hasil dari rumus (2.2) merupakan penjumlahan sigma bagian kiri 

dan sigma bagian kanan. Maka hasilnya sebagai berikut : 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

= −
285

128
+

2863828125

128
= 22373655 

 

Dari hasil analisis diatas menghasilkan keluaran yang sesuai. 

Setelah itu dilakukan juga uji kebenaran dengan mengumpulkan 

berkas kode sumber ke situs SPOJ. Hasil Uji kebenaran pada situs 

SPOJ ditunjukkan pada Gambar 5.6 

 

 
Gambar 5.6 Hasil uji kebenaran pada situs SPOJ 

 

Dari hasil uji coba yang telah dilakukan program mendapat umpan 

balik Accepted. Waktu yang dibutuhkan program adalah 0.0 detik 

dan memori yang dibutuhkan program adalah 3.4 MB.  

 

Grafik hasil uji coba pengumpulan sebanyak 20 kali ditunjukkan 

pada Gambar 5.7. Dari hasil pengumpulan sebanyak 20 kali, 

didapat waktu rata-rata program yaitu 0.00 detik dan penggunaan 

memori rata-rata yang dibutuhkan program yaitu 3.4 MB 
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Gambar 5.7 Grafik Hasil uji pada situs SPOJ sebanyak 20 kali 

 

5.2.3  Uji Coba Kebenaran Multiplication Polynomials 

 

Berikut ini adalah analisis strategi penyelesaian yang telah 

dijelaskan pada subbab 2.4. Kasus yang digunakan dalam analisis 

ini dapat dilihat pada Gambar 5.1. 

 

Secara garis besar metode ini akan membagi rumus (2.17) menjadi 

2 bagian yang terdiri dari bagian kiri dan bagian kanan. 

Perhitungan kedua bagian baik bagian kiri maupun bagian 

membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟). Maka kesimpulannya 

kompleksitas total perhitungan adalah 𝑂(𝑟 log 𝑟). 

 

Langkah pertama adalah menghitung nilai bagian kiri pada rumus 

(2.17). Rumus yang akan dihitung sebagai berikut : 

 
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) 
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Dalam rumus sigma diatas dibutuhkan nilai dari eulerian 

polynomials  𝑆𝑟(𝑎). Perhitungan tersebut akan menggunakan 

rumus (2.8). Untuk menghitung  𝑆𝑟(𝑎) maka diperlukan 

perhitungan 𝑓(𝑘) pada rumus (2.8) terlebih dahulu. Nilai 𝑓(𝑘) 

yang dibutuhkan pada rumus (2.8) yaitu 𝑓(1) s/d 𝑓(𝑟). Perhitungan  

𝑓(𝑘) mulai dari 𝑓(1) s/d 𝑓(𝑟) dapat dihitung dengan recurrence 

relation pada rumus (2.9). Ilustrasi perhitungan 𝑓(𝑘) dapat dilihat 

pada Gambar 5.8. 

 

𝑘 𝑓(𝑘) 

0 0 

1 
0 + 14

5
=

1

5
 

2 

1
5

+ 24

5
=

81

25
 

3 

81
25

+ 34

5
=

2106

125
 

4 

2106
125

+ 44

5
=

34106

625
 

Gambar 5.8 Ilustrasi perhitungan 𝑓(𝑘) 
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Setelah melakukan perhitungan nilai dari 𝑓(𝑘), maka selanjutnya 

akan dilakukan perhitungan berikut ini : 

 

𝑆𝑟(𝑎) = (−𝑎)𝑟 ∑(−1)𝑘 (
𝑟 + 1

𝑘 + 1
) 𝑓(𝑘)

𝑟

𝑘=1

                               

            = (−5)4 (−10 ×
1

5
+ 10 ×

81

25
− 5 ×

2106

125
+ 1 ×

34106

625
) 

            = 625 (
−1250 + 20250 − 52650 + 34106

625
) 

            = 456 
 

Setelah perhitungan nilai dari 𝑆𝑟(𝑎), maka selanjutnya akan 

dilakukan perhitungan berikut ini : 

 
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) =

1

(−4)5
× 5 × 456 

                                     = −
285

128
 

 

Langkah kedua adalah menghitung bagian kanan pada rumus 

(2.17). Rumus yang akan dihitung sebagai berikut : 

 

−𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)

𝑟

𝑖=0

 

 

Terlihat pada rumus diatas terdapat fungsi 𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟). fungsi 

𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟) yang dibutuhkan nilainya dalam rumus tersebut adalah  

𝑘(0, 𝑛, 𝑟), 𝑘(1, 𝑛, 𝑟), …, 𝑘(𝑟, 𝑛, 𝑟). Perhitungan fungsi 𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟) 

tersebut dapat dihitung dengan menggunakan rumus (2.18). 

perhitungan polinomial C yang akan digunakan dalam rumus  
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(2.18) merupakan hasil perkalian 2 polynomial A dan B dengan 

masing masing koefisien  sebagai berikut : 

 

𝑎𝑗 =
(−1)𝑗(𝑛 − 𝑗)𝑟

𝑗!
 

 

𝑏𝑗 =
1

𝑗!
 

 

Perkalian dua polynomial diatas akan menggunakan Fast 

Multiplication Polynomial yang di dalamnya menngunakan Fast 

Fourier Transform untuk mentransformasi coefficient 

representation menjadi point-value representation. Hasil 

transformasi dari  coefficient representation menjadi point-value 

representation pada polynomial A digambarkan pada Gambar 5.9. 

 

𝑗 𝑎𝑗 𝐴𝑗 

0 1296 786.166667 + 0.000000 𝑖 
1 -625 803.918734 + 160.473184 𝑖 
2 128 862.937537 + 323.487680 𝑖 
3 -13.5 978.785560 + 482.415480 𝑖 
4 0.666667 1168.666667 + 611.500000 𝑖 
5 0 1432.195104 + 662.101483 𝑖 
6 0 1727.729130 + 579.487680 𝑖 
7 0 1969.100602 + 342.825854 𝑖 
8 0 2063.166667 + 0.000000 𝑖 
9 0 1969.100602 - 342.825854 𝑖 
10 0 1727.729130 - 579.487680 𝑖 
11 0 1432.195104 - 662.101483 𝑖 
12 0 1168.666667 - 611.500000 𝑖 
13 0 978.785560 - 482.415480 𝑖 
14 0 862.937537 - 323.487680 𝑖 
15 0 803.918734 - 160.473184 𝑖 

Gambar 5.9  Transformasi coefficient representation menjadi 

point-value representation pada polinomial A 
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Hasil transformasi dari  coefficient representation menjadi point-

value representation pada polynomial B digambarkan pada 

Gambar 5.10 

 

𝑗 𝑏𝑗 𝐵𝑗 

0 1 2.708333 + 0.000000 𝑖 
1 1 2.341213 - 0.931883 𝑖 
2 0.5 1.547589 - 1.324958 𝑖 
3 0.166667 0.875150 - 1.171986 𝑖 
4 0.041667 0.541667 - 0.833333 𝑖 
5 0 0.417743 - 0.548212 𝑖 
6 0 0.369078 - 0.324958 𝑖 
7 0 0.365893 - 0.141443 𝑖 
8 0 0.375000 + 0.000000 𝑖 
9 0 0.365893 + 0.141443 𝑖 
10 0 0.369078 + 0.324958 𝑖 
11 0 0.417743 + 0.548212 𝑖 
12 0 0.541667 + 0.833333 𝑖 
13 0 0.875150 + 1.171986 𝑖 
14 0 1.547589 + 1.324958 𝑖 
15 0 2.341213 + 0.931883 𝑖 

Gambar 5.10  Transformasi coefficient representation menjadi 

point-value representation pada polinomial B 

 

Setelah mendapatkan point-value representation dari polinomial A 

dan B yang menghasilkan bilangan complex maka dilakukan 

perkalian kedua point-value representation tersebut. Hasil dari 

perkalian 2 polynomial tersebut dapat dilihat pada Gambar 5.10. 

 

Dari hasil perkalian 2 polynomial diatas akan dilakukan proses 

Invers Fast Fourier Transform yang mentransformasi dari point-

value representation menjadi coefficient representation. Hasil 

transformasi dari  point-value representation menjadi coefficient 

representation pada polynomial C digambarkan pada Gambar 5.11 
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𝑗 𝐶𝑗 𝑐𝑗 𝑘(𝑗, 𝑛, 𝑟) 

0 2.708333 + 0.000000 𝑖 1296.00 1296 

1 2.341213 - 0.931883 𝑖 671.00 671 

2 1.547589 - 1.324958 𝑖 151.00 302 

3 0.875150 - 1.171986 𝑖 18.00 108 

4 0.541667 - 0.833333 𝑖 1.00 24 

5 0.417743 - 0.548212 𝑖 -10.79  

6 0.369078 - 0.324958 𝑖 3.42  

7 0.365893 - 0.141443 𝑖 -0.45  

8 0.375000 + 0.000000 𝑖 0.03  

9 0.365893 + 0.141443 𝑖 0.00  

10 0.369078 + 0.324958 𝑖 0.00  

11 0.417743 + 0.548212 𝑖 0.00  

12 0.541667 + 0.833333 𝑖 0.00  

13 0.875150 + 1.171986 𝑖 0.00  

14 1.547589 + 1.324958 𝑖 0.00  

15 2.341213 + 0.931883 𝑖 0.00  

Gambar 5.11  Transformasi point-value representation menjadi 

coefficient representation pada polinomial C 

 

Nilai dari 𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟) pada Gambar 5.11 merupakan hasil kalkulasi 

dengan menggunakan rumus (2.18). Setelah nilai dari 𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟) 

mulai dari 𝑘(0, 𝑛, 𝑟), 𝑘(1, 𝑛, 𝑟), …, 𝑘(𝑟, 𝑛, 𝑟) yang diperlukan 

dalam rumus dihitung, maka selanjutnya nilai akan dilakukan 

perhitungan berikut ini : 

 

−𝑎𝑛+1 ∑
1

(1 − 𝑎)𝑖+1
𝑘(𝑖, 𝑛, 𝑟)

𝑟

𝑖=0

 

        = −57 (
1296

(−4)1
+

671

(−4)2
+

151

(−4)3
+

108

(−4)4
+

24

(−4)5
) 
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        = −78125 (
1296

−4
+

671

16
+

302

−64
+

108

256
+

24

−1024
) 

        = −78125 (
−331776 + 42944 − 4832 + 432 − 24

1024
) 

        = −78125 (
−293256

1024
) 

        = 78125 (
36657

128
) 

        =
2863828125

128
 

 

Hasil dari rumus (2.17) merupakan penjumlahan bagian kiri dan 

bagian kanan. Maka hasilnya sebagai berikut : 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

= −
285

128
+

2863828125

128
= 22373655 

 

Dari hasil analisis diatas menghasilkan keluaran yang sesuai. 

Setelah itu dilakukan juga uji kebenaran dengan mengumpulkan 

berkas kode sumber ke situs SPOJ. Hasil Uji kebenaran pada situs 

SPOJ ditunjukkan pada Gambar 5.12 

 

 
Gambar 5.12 Hasil uji kebenaran pada situs SPOJ 

 

Dari hasil uji coba yang telah dilakukan program mendapat umpan 

balik Accepted. Waktu yang dibutuhkan program adalah 13.99 

detik dan memori yang dibutuhkan program adalah 670 MB.  

 

Grafik hasil uji coba pengumpulan sebanyak 20 kali ditunjukkan 

pada Gambar 5.13. Dari hasil pengumpulan sebanyak 20 kali, 
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didapat waktu rata-rata program yaitu 13.79 detik dan penggunaan 

memori rata-rata yang dibutuhkan program yaitu 670 MB 

 

 
Gambar 5.13 Grafik Hasil uji pada situs SPOJ sebanyak 20 kali 

 

5.2.4 Uji Coba Kebenaran Interpolation Polynomials 

 

Berikut ini adalah analisis strategi penyelesaian yang telah 

dijelaskan pada subbab 2.5. Kasus yang digunakan dalam analisis 

ini dapat dilihat pada Gambar 5.1. 

 

Secara garis besar metode ini akan membagi rumus  (2.24) menjadi 

2 bagian yang terdiri dari bagian kiri dan bagian kanan. 

Perhitungan kedua bagian baik bagian kiri maupun bagian 

membutuhkan kompleksitas 𝑂(𝑟 log 𝑟). Maka kesimpulannya 

kompleksitas total perhitungan adalah 𝑂(𝑟 log 𝑟). 
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Langkah pertama adalah menghitung nilai bagian kiri pada rumus  

(2.24). Rumus yang akan dihitung sebagai berikut : 

 
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) 

 

Analisis perhitungan rumus diatas telah dibahas pada subbab 5.2.3. 

Langkah kedua adalah menghitung bagian kanan pada rumus 

(2.24). Rumus yang akan dihitung sebagai berikut : 

 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛)𝑎𝑛 
 

Untuk menghitung rumus diatas dibutuhkan perhitungan 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛), 

maka akan dilakukan interpolasi yang membutuhkan nilai dari 

𝑝𝑜𝑙𝑦(0) s/d 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑟). Perhitungan 𝑝𝑜𝑙𝑦(0) s/d 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑟). dapat 

dihitung dengan menggunakan rumus (2.22). Ilustrasi perhitungan 

𝑝𝑜𝑙𝑦(0) s/d 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑟) dapat dilihat pada Gambar 5.14 

 

n 
1

𝑎𝑛
 ∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

 
1

(1 − 𝑎)𝑟+1
𝑎 𝑆𝑟(𝑎) 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) 

0 1

50
 0 −

285

128
 2.2265625 

1 1

51
 5 −

285

128
 1.4453125 

2 1

52
 405 −

285

128
 16.2890625 

3 1

53
 10530 −

285

128
 84.2578125 

4 1

54
 170530 −

285

128
 272.8515625 

 

Gambar 5.14  Perhitungan 𝑝𝑜𝑙𝑦(0) s/d 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑟) 
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Setelah melakukan perhitungan nilai dari 𝑝𝑜𝑙𝑦(0) s/d 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑟), 

maka akan dicari nilai 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛). Jika nilai n lebih besar daripada r, 

maka akan dilakukan interpolasi polynomial unutk mencari nilai 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛). Ilustrasi interpolasi polynomial dapat dilihat pada  

Gambar 5.15. 

 

𝑗 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) 
𝑝𝑗(𝑛) = ∏

𝑛 − 𝑥𝑚

𝑥𝑗 − 𝑥𝑚0≤𝑚≤𝑘
𝑚≠𝑗

 
𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑗) 𝑝𝑗(𝑛) 

0 2.2265625 
5

−1
+

4

−2
+

3

−3
+

2

−4
= 5 11.1328125 

1 1.4453125 
6

1
+

4

−1
+

3

−2
+

2

−3
= −24 -34.6875000 

2 16.2890625 
6

2
+

5

1
+

3

−1
+

2

−2
= 45 733.0078125 

3 84.2578125 
6

3
+

5

2
+

4

1
+

2

−1
= −40 -3370.3125000 

4 272.8515625 
6

4
+

5

3
+

4

2
+

3

1
= 15 4092.7734375 

𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) = ∑ 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑗) 𝑝𝑗(𝑛)

𝑟

𝑗=0

 1431.9140625 

Gambar 5.15  Interpolation Polynomial 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) 

 

Setelah menghitung nilai 𝑝𝑜𝑙𝑦(𝑛) maka hasil dari rumus (2.24) 

sebagai berikut : 

 

∑ 𝑎𝑖𝑖𝑟

𝑛

𝑖=1

= −
285

128
+ 56 ×  1431.9140625 = 22373655 
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Dari hasil analisis diatas menghasilkan keluaran yang sesuai. 

Setelah itu dilakukan juga uji kebenaran dengan mengumpulkan 

berkas kode sumber ke situs SPOJ. Hasil Uji kebenaran pada situs 

SPOJ ditunjukkan pada Gambar 5.16 

 

 
Gambar 5.16 Hasil uji kebenaran pada situs SPOJ 

 

Dari hasil uji coba yang telah dilakukan program mendapat umpan 

balik Accepted. Waktu yang dibutuhkan program adalah 1.88 detik 

dan memori yang dibutuhkan program adalah 29 MB. 

 

Grafik hasil uji coba pengumpulan sebanyak 20 kali ditunjukkan 

pada Gambar 5.17. Dari hasil pengumpulan sebanyak 20 kali, 

didapat waktu rata-rata program yaitu 1.86 detik dan penggunaan 

memori rata-rata yang dibutuhkan program yaitu 29 MB 

 

 
Gambar 5.17 Grafik Hasil uji pada situs SPOJ sebanyak 20 kali 
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5.2.5 Uji Coba Kinerja Euler Polynomial 

 

Untuk setiap kasus terdapat 3 parameter bilangan bulat yaitu 

variabel n, a, dan r. Dari penjelasan strategi penyelesaian pada 

subbab 2.3 diketahui bahwa kompleksitas waktu program adalah 

𝑂(𝑟2). Dari kompleksitas ini dapat disimpulkan kecepatan 

program dan lama waktu eksekusi program hanya dipengaruhi oleh 

besarnya nilai variabel r. Semakin besar nilai r maka semakin besar 

pula lama waktu eksekusi program. Untuk lebih jelas mengenai 

pengaruh nilai r terhadap waktu untuk Strategi penyelesaian pada 

subbab 2.3 dapat dilihat pada Gambar 5.18. Dengan kinerja ini 

maka solusi ini hanya mampu menyelesaikan permasalahan Moon 

Safari (Medium). Solusi ini masih kurang efektif untuk 

permasalahan Moon Safari (Hard). 

 

 
Gambar 5.18 Grafik pengaruh nilai r terhadap waktu pada strategi 

penyelesaian Eulerian Polynomial 
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5.2.6 Uji Coba Kinerja Multiplication Polynomial 

 

Untuk setiap kasus terdapat 3 parameter bilangan bulat yaitu 

variabel n, a, dan r. Dari penjelasan strategi penyelesaian pada 

subbab 2.4 diketahui bahwa kompleksitas waktu program adalah 

𝑂(𝑟 log 𝑟). Dari kompleksitas ini dapat disimpulkan kecepatan 

program dan lama waktu eksekusi program hanya dipengaruhi oleh 

besarnya nilai variabel r. Semakin besar nilai r maka semakin besar 

pula lama waktu eksekusi program. Untuk lebih jelas mengenai 

pengaruh nilai r terhadap waktu untuk Strategi penyelesaian pada 

subbab 2.4 dapat dilihat pada Gambar 5.19. Dengan kinerja ini 

maka solusi ini mampu menyelesaikan permasalahan Moon Safari 

(Medium). Solusi ini juga masih kurang efektif untuk 

permasalahan Moon Safari (Hard).  

 

 
Gambar 5.19 Grafik pengaruh nilai r terhadap waktu pada strategi 

penyelesaian Multiplication Polynomial 
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5.2.7 Uji Coba Kinerja Interpolation Polynomial 

 

Untuk setiap kasus terdapat 3 parameter bilangan bulat yaitu 

variabel n, a, dan r. Dari penjelasan strategi penyelesaian pada 

subbab 2.5 diketahui bahwa kompleksitas waktu program adalah 

𝑂(𝑟 log 𝑟). Dari kompleksitas ini dapat disimpulkan kecepatan 

program dan lama waktu eksekusi program hanya dipengaruhi oleh 

besarnya nilai variabel r. Semakin besar nilai r maka semakin besar 

pula lama waktu eksekusi program. Untuk lebih jelas mengenai 

pengaruh nilai r terhadap waktu untuk Strategi penyelesaian pada 

subbab 2.5 dapat dilihat pada Gambar 5.20. Dengan kinerja ini 

maka solusi ini mampu menyelesaikan permasalahan Moon Safari 

(Medium) dan Moon Safari (Hard). 

 

 
Gambar 5.20 Grafik pengaruh nilai r terhadap waktu pada strategi 

penyelesaian Interpolation Polynomial 
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KESIMPULAN 

 

6.1 Kesimpulan 

 

Penyelesaian masalah perhitungan formula ini  dapat diselesaikan 

dengan berbagai solusi disesuaikan dengan batasan dari 

permasalahan. Berdasarkan tahapan-tahapan yang telah dilakukan 

antara lain analisis, desain, implementasi dan uji coba maka 

didapatkan kesimpulan untuk masing masing permasalahan 

sebagai berikut : 

1. Moon Safari (Easy) 

Karena permasalahan mempunya batasan nilai bilangan 

bulat n yang relatif kecil walaupun batasan nilai bilangan 

bulat r yang relatif besar maka dengan pendekatan brute 

force permasalahan batasan ini sudah dapat diselesaikan 

dengan cukup efisien. Kompleksitas akhir program yang 

dibutuhkan dengan pendekatan ini 𝑂(𝑛 log 𝑟). 
2. Moon Safari (Medium) 

Karena permasalahan ini mempunyai batasan nilai bilangan 

bulat n yang relatif besar maka pendekatan brute force sudah 

tidak cukup efisien untuk menyelesaikan permasalahan ini. 

Maka dibutuhkan strategi baru yaitu dengan merubah 

formula pada permsalahan menjadi formula baru yang dapat 

dikerjakan dengan lebih cepat. Dengan melakukan 

pendekatan Eulerian Polynomial dihasilkan formula baru 

yang dapat dihitung dengan kompleksitas akhir program 

𝑂(𝑟2) 
3. Moon Safari (Hard) 

Karena permasalahan ini mempunyai batasan nilai r lebih 

besar daripada masalah sebelumnya maka perlu dilakukan 

optimasi lagi dengan melakukan pendekatan lain. Ada dua 

pendekatan yang dapat digunakan yaitu Multiplication 

Polynomial dan Interpolation Polynomial. Kedua 

pendekatan ini membutuhkan kompleksitas akhir program 
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𝑂(𝑟 log 𝑟). Walaupun memiliki kompleksitas yang sama 

pendekatan Interpolation Polynomial relatif lebih cepat 

dibandingkan dengan pendekatan Multiplication 

Polynomial. Hal ini disebabkan adanya operasi bilangan 

kompleks pada pendekatan Multiplication Polynomial. 
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Lampiran B 

Hasil Uji Coba Pada Situs SPOJ Sebanyak 20 Kali 

Menggunakan Strategi Eulerian Polynomial 

 

Berikut ini merupakan lampiran hasil uji coba pengumpulan berkas 

sumber kode solusi pada situs penilaian daring SPOJ sebanyak 20 

kali dengan menggunakan strategi Eulerian polynomial. 

 

 
Gambar B.1 Hasil uji coba pada situs SPOJ menggunakan strategi 

eulerian polynomial(1) 
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Gambar B.2 Hasil uji coba pada situs SPOJ menggunakan strategi 

eulerian polynomial(2) 
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Lampiran C 

Hasil Uji Coba Pada Situs SPOJ Sebanyak 20 Kali 

Menggunakan Strategi Multiplication Polynomial 

 

Berikut ini merupakan lampiran hasil uji coba pengumpulan berkas 

sumber kode solusi pada situs penilaian daring SPOJ sebanyak 20 

kali dengan menggunakan strategi Multiplication polynomial. 

 

 

 
Gambar C.1 Hasil uji coba pada situs SPOJ menggunakan strategi 

multiplication polynomial(1) 
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Gambar C.2 Hasil uji coba pada situs SPOJ menggunakan strategi 

multiplication polynomial(2) 
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Lampiran D 

Hasil Uji Coba Pada Situs SPOJ Sebanyak 20 Kali 

Menggunakan Strategi Interpolation Polynomial 

 

Berikut ini merupakan lampiran hasil uji coba pengumpulan berkas 

sumber kode solusi pada situs penilaian daring SPOJ sebanyak 20 

kali dengan menggunakan strategi Interpolation polynomial. 

 

  
Gambar D.1 Hasil uji coba pada situs SPOJ menggunakan strategi 

interpolation polynomial(1) 
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Gambar D.2 Hasil uji coba pada situs SPOJ menggunakan strategi 

interpolation polynomial(2) 
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