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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan mengenai latar belakang dari
permasalahan yang dibahas, rumusan masalah, batasan masalah,
tujuan, manfaat dan sistematika penulisan dari tugas akhir ini.

1.1 Latar Belakang

Penyakit campak, gondong, cacar, polio dan influenza
merupakan penyakit menular yang berbahaya. Penyakit tersebut
disebabkan oleh virus yang dapat menyebar melalui kontak
langsung dengan penderita, udara, dan kotoran manusia [1].
Penyakit tersebut dinilai berbahaya karena dapat menyebabkan
komplikasi, kelumpuhan, kerusakan saraf otak, dan kematian.
Menurut World Health Organization (WHO) [2] sekitar 6000
orang di Indonesia meninggal dunia pada tahun 2012 karena
terinfeksi penyakit menular, seperti polio, cacar, dan campak [2].

Perkembangan ilmu pengetahuan di bidang matematika turut
berperan dalam mencegah meluasnya penyebaran penyakit.
Peranan tersebut berupa model matematika, yang merupakan hal
penting dalam epidemiologi karena dapat memberikan
pemahaman tentang mekanisme yang mendasari pengaruh
penyebaran penyakit dan memberikan saran terhadap strategi
pengendalian penyakit tersebut. Dalam tugas akhir ini, model
matematika yang digunakan adalah model epidemik tipe SIR.
Model epidemik tipe SIR telah dikenalkan oleh Kermack dan
McKendrick pada tahun 1927. Pada model epidemik tipe SIR,
populasi dibagi menjadi tiga bagian, yaitu populasi yang rentan
terhadap penyakit (Susceptible), populasi yang terinfeksi dan
dapat sembuh dari penyakit (Infected), dan populasi yang telah
sembuh dari penyakit (Recovered). Pada umumnya, model
epidemik tipe SIR menggambarkan alur penyebaran penyakit
melalui kontak langsung atau perantara lain. Pada sebagian kasus,
terdapat penyakit yang dapat memasuki kondisi yakni dimana



penyakit menyebar pada suatu wilayah dalam kurun waktu yang
lama [3].

Pengobatan merupakan salah satu metode untuk menghentikan
penyebaran penyakit, akan tetapi dapat terjadi suatu keadaan
dimana jumlah orang yang terinfeksi semakin bertambah dan
sarana pengobatan terbatas, sehingga menyebabkan keterlambatan

pengobatan. Dampak dari keterlambatan pengobatan dapat
rl

(a+D) ’
r > 0, = 0 dengan r laju pengobatan dan « ukuran sejauh mana
dampak pengobatan tertunda pada individu yang terinfeksi [4].

Berdasarkan permasalahan tersebut, dalam Tugas Akhir ini
penulis akan melakukan analisa pada model epidemik tipe SIR
yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturasi dengan menyelidiki
adanya kestabilan, adanya bifurkasi mundur serta adanya
bifurkasi Hopf. Penyelesaian numerik akan disajikan dalam
bentuk simulasi untuk menggambarkan hasil analisis dari
permasalahan model tersebut.

dinyatakan dalam fungsi pengobatan saturasi T(I) =

1.2 Rumusan M asalah

Permasalahan dari penelitian ini adalah :

1. Bagaimana menentukan bilangan reproduksi dasar, kestabilan
dari titik kesetimbangan bebas penyakit dan kesetimbangan
endemik dari model dan adanya bifurkasi mundur serta
menganalisa bifurkasi terutama bifurkasi Hopf?

2. Bagaimana interpretasi hasil analisis dari model epidemik tipe
SIR dan penyelesaian numerik dari model menggunakan
metode Runge-Kutta serta simulasinya?



1.3 Batasan M asalah

Permasalahan yang dibahas pada Tugas Akhir ini akan
dibatasi pada model epidemik tipe SIR dengan fungsi pengobatan

rl
(a+D *

saturasi yang dinyatakan dengan T'(I) =

1.4 Tujuan

Tujuan dari penelitian ini adalah :

1. Menentukan bilangan reproduksi dasar, kestabilan dari titik
kesetimbangan bebas penyakit dan kesetimbangan endemik
dari model dan adanya bifurkasi mundur serta menganalisa
bifurkasi terutama bifurkasi Hopf.

2. Mengintepretasikan hasil analisis model epidemik tipe SIR
dan penyelesaian numerik dari model tersebut serta

simulasinya.

1.5 Manfaat

Manfaat dari penelitian ini adalah :

1. Mengetahui dinamika penyebaran penyakit model epidemik
tipe SIR yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturasi.

2. Diperoleh pengetahuan dalam mengintrepetasikan hasil
analisis dan simulasi pada model epidemik tipe SIR.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika dari penulisan penelitian ini adalah sebagai
berikut :

BAB I PENDAHULUAN
Bab ini berisi tentang gambaran umum dari
penulisan Tugas Akhir ini yang meliputi latar
belakang masalah, perumusan masalah, batasan



BAB II

BAB III

BAB 1V

BABV

masalah, tujuan, manfaat penelitian, dan
sistematika penulisan.

TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini berisi tentang materi-materi yang
mendukung Tugas Akhir ini, antara lain
penelitian terkait, penyakit yang sesuai dengan
model epidemi SIR, pengaruh pengobatan
saturasi, sistem  kompartemen,  bilangan
reproduksi dasar, kestabilan titik kesetimbangan,
stabil asimtotis lokal, bifurkasi, dan metode
Runge-Kutta.

METODOLOGI PENELITIAN

Pada bab ini dibahas tentang langkah — langkah
dan metode yang digunakan untuk menyelesaikan
Tugas Akhir ini.

ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan menguraikan bagaimana
mencari titik kesetimbangan bebas penyakit dan
titik kesetimbangan endemik beserta
kestabilannya, bagaimana menentukan bilangan
reproduksi dasar, analisis bifurkasi terutama
bifurkasi mundur dan bifurkasi Hopf, serta
penyelesaian numerik dengan metode Runge-
Kutta orde 4 pada model epidemi menggunakan
software MATLAB untuk mengetahui hubungan
antara bilangan reproduksi dasar dan stabilitas
titik kesetimbangan.

PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan yang diperoleh dari
pembahasan masalah sebelumnya serta saran
yang diberikan untuk pengembangan selanjutnya.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai tinjauan pustaka
yang menjadi dasar materi dalam penyusunan Tugas Akhir
serta menunjang metode — metode yang digunakan dalam
pembahasan tugas akhir ini.

2.1 Penditian Terkait

Penelitian mengenai penyebaran penyakit menular tipe SIR
sudah banyak dilakukan oleh penulis penulis lain. Zhang dan Liu
membahas mengenai bifurkasi mundur pada model epidemik
dengan fungsi pengobatan saturasi[4].

Lestari dalam Tugas Akhirnya membahas mengenai
eksistensi bifurkasi mundur pada model penyebaran penyakit
menular dengan vaksinasi [5]. Pada Tugas Akhir tersebut
ditemukan adanya bifurkasi mundur pada saat Ry, < 1 karena
terdapat dua titik setimbang endemik. Hal ini berarti penyakit
menular  tersebut belum dapat dihilangkan  sehingga
penanganannya bukan berupa pencegahan namun penyembuhan
yang efektif.

Iswahyuni melakukan analisa kualitatif pada model
epidemik tipe SIS dengan pengobatan[6]. Pada penelitian tersebut
terjadi bifurkasi mundur pada saat Ry, < 1 yang menunjukkan
bahwa pada saat R; < 1 kapasitas pengobatan yang diberikan
kurang efektif sehingga menyebabkan masih ada individu yang
terinfeksi dan penyakit akan menjadi endemik.

Musa dalam Tugas Akhirnya membahas mengenai analisa
kestabilan dan bifurkasi mundur pada model infeksi virus
hepatitis B dan C pada tubuh pasien[7]. Pada Tugas Akhir
tersebut terjadi bifurkasi mundur pada saat Ry <1 yang
menunjukkan bahwa transplantasi hati sebagai bentuk pengobatan
ternyata kurang efektif dalam menghilangkan virus hepatitis
dalam tubuh.



Penulisan Tugas Akhir ini selain melakukan analisis
bifurkasi mundur (bifurkasi transkritikal dan bifurkasi saddle
node) juga menganalisis adanya orbit periodik (bifurkasi Hopf)
pada model SIR dengan fungsi pengobatan saturasi.

2.2 Model Epidemik

Model penyebaran penyakit atau yang dikenal sebagai model
epidemi, pertama kali dikembangkan oleh Kermack dan
McKendrick (1927) yaitu model SIR (Suscepible-Infected-
Removed). Pada model epidemi SIR individu yang terinfeksi
penyakit memperoleh kekebalan permanen dan sembuh dari
penyakit tersebut. Selanjutnya model epidemi SIR dikembangkan
menjadi model epidemi lain pada Tabel 2.1[13].

Tabel 2.1 Model Epidemi

Model Keterangan
SIS Penyakit dapat sembuh namun
(Suscepible-Infected- tidak ada kekebalan setelah
Suscepible) sembuh (masih rentan terhadap
penyakit).

SIRS Penyakit dapat sembuh namun
(Suscepible-Infected- kekebalan bersifat sementara
Removed -Suscepible) (masih rentan terhadap

penyakit).

SEIR Penyakit mengalami masa
(Suscepible-Exposed- inkubasi dan  memperoleh

Infected- Removed) kekebalan permanen serta
sembuh dari penyakit tersebut.

SEIRS Penyakit mengalami masa
(Suscepible-Exposed_ lnkubaSI dan dapat Sembuh,
namun kekebalan  bersifat




Infected- Removed) sementara  (masih  rentan
terhadap penyakit).
SEIV (Suscepible- Penyakit mengalami masa
Exposed-Infected- inkubasi dan dapat dicegah
Vactinated) dengan vaksinasi.

2.3 Bilangan Reproduksi Dasar (R)

Untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit
diperlukan suatu parameter tertentu. Parameter yang biasa
digunakan adalah Bilangan Reproduksi Dasar (Basic
Reproduction Number).

Bilangan Reproduksi Dasar adalah bilangan yang
menyatakan banyaknya rata-rata individu infektif sekunder akibat
tertular individu infektif primer yang berlangsung didalam
populasi Susceptible, sechingga Bilangan Reproduksi Dasar
merupakan bilangan rasional positif. Bilangan Reproduksi Dasar
(Ry) merupakan suatu parameter yang digunakan untuk
mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit. Kondisi yang
akan timbul adalah satu diantara tiga kemungkinan berikut.

a. Jika Ry < 1, maka penyakit akan menghilang dalam

populasi.

b. Jika Ry =1, maka penyakit akan menetap dalam

populasi.

c. Jika Ry > 1, maka penyakit akan meningkat menjadi

wabah dalam populasi

Bilangan Reproduksi Dasar dapat diperoleh dengan
menentukan nilai eigen (nilai karakteristik) dari matriks Jacobian
yang dihitung pada titik kesetimbangan bebas penyakit. Pada
model kompleks, suatu model mungkin mempunyai lebih dari
satu Bilangan Reproduksi Dasar. Untuk kasus seperti ini,
Bilangan Reproduksi Dasar didefinisikan sebagai nilai terbesar
dari beberapa Bilangan Reproduksi Dasar [7].



2.4 Titik Kesetimbangan

Pandang Persamaan differensial sebagai berikut:

dx

E :f(x:Y)
“ @.1)
E = -g(x'Y)

Sebuah titik (¥, ¥o) merupakan titik kesetimbangan dari
Persamaan (2.1) jika memenuhi f(%,,¥,) = g(Xo,¥o) = 0.
Karena turunan suatu konstanta sama dengan nol, maka sepasang
fungsi konstan.

x(t) = x,
dan
y(©) = ¥o
adalah penyelesaian kesetimbangan dari Persamaan (2.1) utnuk
semua t [8].

Dalam fenomena epidemiologi terdapat dua titik
kesetimbangan yaitu titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik
kesetimbangan endemik. Titik kesetimbangan bebas penyakit
adalah titik yang diperoleh ketika model epidemik berada pada
keadaan setimbang dengan tidak adanya penyebaran penyakit
menular sedangkan titik kesetimbangan endemik adalah titik
yang diperoleh ketika model epidemik berada pada keadaan
setimbang dengan adanya penyebaran penyakit.

2.5 Akar-Akar Persamaan Kar akteristik
Diberikan definisi akar-akar Persamaan karakteristik
sebagai berikut:
Definis 2.1[10]
Jika matriks | berukuran n x n maka vektor tak nol
dinamakan vektor karakteristik dari | jika memenuhi

Jx = Ax



untuk suatu skalar A. Untuk suatu skalar A disebut nilai
karakteristik dari | dan x dikatakan vektor karakteristik yang
bersesuaian dengan A.

Untuk mencari nilai karakteristik matriks J yang berkuran »
x n ,maka Persamaan Jx = Ax dapat ditulis sebagai (/] — Al)x =0
dan mempunyai penyelesaian tak nol jika dan hanya jika |J —
Al = 0.
Jika matriks didefinisikan dengan

1=l d

dan

-1

maka persamaan Jx = Ax dapat ditulis sebagai berikut

a—A7 b | _
¢ d-a=0
dan diperoleh nilai eigen sebagai berikut

A —2Aa+d)+ (ad —bc) =0 (2.2)
(a+d)++/(a+d)2-4(ad-bc).
11,2 = 2

Dalam hal ini Ay + 24, =Tr (J), 4;.4;, =det(J) dan A=

((tr(y ))2 —4det(J) schingga Persamaan (2.2) dapat
dinyatakan sebagai

22 = Tr(A + det(J) = 0 (2.3)
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dan

selanjutnya

diperoleh kriteria kestabilan

titik  titik

kesetimbangan berdasarkan nilai eigen, Tr (J), det(J) dan A pada

Tabel 2.2.

Tabel 2.2 Kriteria Kestabilan Titik Kesetimbangan [11]

Nilai Eigen Kriteria Nama Kestabilan

Tr(J), det()),

dan A

A, Tr(J) >0 simpul | Stabil asimtotik jika
keduanya atau Tr(J) < semua nilai eigen
real 0 bernilai negatif,
AM>24,>0 | det(J)>0 Tidak  stabil jika
<A, <0|A=0 terdapat  sedikitnya
AA=21,>0 satu  nilai  eigen
A4=21,<0 bernilai positif.
A, A5 det()) <0 sadel | Tidak stabil, karena
keduanya A> 0 terdapat  sedikitnya
real satu nilai eigen yang
A4 >0> 2, bernilai positif.
M <0<,

A=a+ib | Tr(J)>0 spiral | Stabil asimtotik jika
Ay =a—ib |atau Tr(J) < bagian real nilai eigen
0 negatif,

det(J) >0 Tidak  stabil jika
bagian real nilai eigen
positif.
A =1ib Tr(J) =0 pusat | Stabil.
Ay = —ib det(J) =0
A< 0

Stabil asimtotik lokal merupakan kriteria kestabilan titik
kesetimbangan yang digunakan untuk menyelidiki dinamika
penyebaran penyakit. Apabila pada suatu kasus tertentu di suatu
daerah memiliki titik kesetimbangan bebas penyakit stabil
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asimtotik lokal maka penyakit dapat menghilang di daerah
tersebut sedangkan jika di suatu daerah terdapat titik
kesetimbangan endemik yang stabil asimtotik lokal maka
penyakit dapat menetap di daerah tersebut dengan kata lain terjadi
endemik di daerah tersebut.

2.6 Kestabilan Asmtotik Lokal

Kestabilan asimtotik lokal merupakan kestabilan dari
sistem linear atau kestabilan dari linearisasi sistem tak linear.
Kestabilan asimtotik lokal pada titik kesetimbangan ditentukan
oleh tanda pada bagian real dari akar-akar karakteristik sistem.

Teorema 2.1[9]
Titik setimbang (X, Vo) stabil asimtotik jika dan hanya jika
nilai karakteristik dari

or or
__|ox 9y
J= dg Odg
dax 0dy

Mempunyai tanda negatif pada bagian realnya dan tidak
stabil jika sedikitnya satu dari nilai karakteristik mempunyai
tanda positif pada bagian realnya.

2.7 Linearisas Sistem

Linearisasi adalah proses hampiran Persamaan differensial
non linear dengan bentuk linear. Tinjau kembali Persamaan (2.1)
dimana f'dan g nonlinear dan (X, ¥) adalah titik kesetimbangan
dari Persamaan (2.1). setelah itu akan dicari pendekatan fungsi f
dan g dengan menggunakan ekspansi deret Taylor disekitar titik
(%9, Vo) sebagai berikut
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d
fC,y) = f (%0, ¥0) + or (xo»}’o)(x Xo) + %(50'70)(3’ —Yo)

9, y) = g%, Yo) + (xo'}’o)(x Xo) + (x():}’o)(y Yo)

Karena (i, ¥,)  adalah  titik  kesetimbangan
makaf (Xy,yo) = g(X9,¥9) = 0. Oleh karena itu, sistem (2.1)
dapat didekati sebagai sistem linear

d

B o) en) + 2 (50 70) (09)
dy @ a

d_Jt’ - % (%o, Vo) (AX) + % (%0, ¥0) (Ay)

Sistem linear dapat ditulis dalam bentuk matriks berikut

dx) [9f of)
dt _|6x c’)yl Ax
dy _[051 ag‘ [Ay
dt dx dy

dx dy]" =J [Ax]
dt dt Ay

matriks J pada sistem linear tersebut adalah matriks Jacobian
pada suatu titik kesetimbangan (xg, yo).
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2.8 Bifurkas Mundur

Pada sistem dinamik non linear sering dijumpai kestabilan di
sekitar titik kesetimbangan suatu sistem Persamaan yang mana
membantu dalam analisis bifurkasi. Bifurkasi secara umum
adalah perubahan kualitatif yang meliputi perubahan stabilitas
titik kesetimbangan penyakit karena perubahan nilai-nilai
parameter. Dalam epidemiologi, fenomena bifurkasi
berhubungan dengan parameter ambang batas atau bilangan
reproduksi dasar yang disimbolkan dengan (R,). Terdapat dua
jenis bifurkasi yaitu bifurkasi maju dan bifurkasi mundur.
Eksistensi bifurkasi maju pada model penyebaran penyakit
ditunjukkan oleh kurva bifurkasi pada Gambar 2.1. Kurva
bifurkasi maju pada Gambar 2.1 pada saat Ry <1 tidak
mempunyai titik kesetimbangan endemik (EEP) dan hanya
mempunyai titik kesetimbangan bebas penyakit (DFE) yang
stabil asimtotik dan ketika Ry >1 kurva mempunyai titik
kesetimbangan endemik yang stabil asimtotik dan titik
kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil. Eksistensi bifurkasi
mundur pada model penyebaran penyakit ditunjukkan oleh kurva
bifurkasi pada Gambar 2.2.Kurva bifurkasi mundur mempunyai
titik kesetimbangan bebas penyakit (DFE) yang stabil asimtotik
dan titik kesetimbangan endemik (EEP) yang tidak stabil ketika
Ry <1 selanjutnya ketika Ry >1 kurva mempunyai titik
kesetimbangan endemik yang stabil asimtotik dan titik
kesetimbangan bebas penyakit tidak stabil. Jika bifurkasi mundur
terjadi maka penyakit belum menghilang meskipun Ry < 1 [4].
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Gambar 2.1 Kurva Bifurkasi Maju

Gambar 2.2 Kurva Bifurkasi Mundur

2.9 Bifurkasi Hopf

Teori bifurkasi semakin berkembang dengan ditemukan
bifurkasi Hopf. Bifurkasi Hopf terjadi apabila matriks Jacobinya
mempunyai sebuah pasangan bilangan kompleks dengan nilai
eigen bagian real bernilai nol dan nilai bagian imaginer tidak
sama dengan nol. Bifurkasi Hopf digunakan untuk menentukan
eksistensi lintasan tertutup yang mengelilingi orbit periodik (/imit
cycle) dari suatu sistem.



15

Definis 2.2 [12]

Bifurkasi Hopf terjadi di sekitar titik setimbang dan
parameter U tertentu U = fI, dengan dua kondisi berikut ini
dipenuhi pada titik setimbang yang terjadi bifurkasi Hopf yaitu :
a. matriks Jacobi dari sistem autonomous non linear

mempunyai dua nilai eigen kompleks

A2(W) = 0(W) £ iw(w)

Dalam persekitaran dari i dan untuk p = i nilai eigen-nilai

eigen ini adalah imaginer murni yaitu (1) = 0 dan w(it) #

0
b. nilai eigen — nilai eigen kompleks berlaku syarat transversal

G

du -
u=p
Sepasang dari nilai eigen—nilai eigen kompleks konjugat
melintasi sumbu imaginer dan muncul sebuah atau lebih limit
cycle

Teorema 2.2 [12]
Diberikan suatu sistem dinamik

x=f(x,yun)
y=g0y 1w (2.4)

dimana @ merupakan parameter dengan f(0,0,u) =0 dan
9(0,0, ) = 0 andaikan syarat berikut terpenuhi

a. Matriks Jacobian

of or
_ | ox oy
J=\og o
dx Jdy

yang dihitung pada titik kesetimbangan (x,y) = (0,0) pada
saat U =0 mempunyai sepasang eigen value imaginer
murni.
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b. Jika eigen value A(n) = a(u) + if(u) dengan a(0) = 0 dan
B (0) # 0) dari titik (0,0) berlaku syarat transversal sebagai
berikut

2 (Re(A(1)}u=o # 0. (2.5)

Maka pada sistem dinamik (2.4) terjadi bifurkasi Hopf yang
ditandai dengan munculnya orbit periodik  (limit cycle ).
Stabilitas dari orbit periodik dicari dengan menggunakan rumus
berikut

pzi(aif P9 | Of 6_9) ;[ff(az_f ﬁ)_
16 \9x3 = 9x%20y = 0xdy> ay3 16D Loxdy \ox2 = ay?

(629) (529 + 62g) a*fa%g + 62f62g]
dxdy) \dx? ay? dx? dx? ay? ay?

yang disebut indeks stabilitas dan dihitung pada titik (0,0)
dengan u=0. Jikal' > 0 orbit periodik tak stabil dan jika
I' < 0 maka orbit periodik stabil.

Berdasarkan teorema bifurkasi Hopf, langkah-langkah untuk
mendapatkan bifurkasi Hopf sebagai berikut :
1. Menentukan semua titik tetap (titik kesetimbangan) dari

sistem dinamik.

2. Menentukan nilai eigen dari matriks Jacobian sistem yang
dihitung pada setiap titik tetap.

3. Jika satu atau lebih titik kesetimbangan mempunyai sepasang
eigen value kompleks, tentukan nilai bifurkasi p=p
sehingga o() =0, B(u) # 0dan juga hitung syarat
transversal.

4. Sebelum menghitung indeks stabilitas akan dicari bentuk
normal bifurkasi Hopf dengan mentransformasikan terlebih
dahulu titik tetap ke titik (0,0) sehingga sistem dinamik
sekarang mempunyai titik tetap (0,0).
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Teorema 2.3 [13]

Diberikan ruang vektor

%= £(x,y) (2.6)

y=9(xy)

dengan f dan g berada pada C*

2, U 1 99 4igak
0x ady

identik dengan nol dan tidak merubah tanda, maka (2.6) tidak

ada orbit tertutup. Pernyataan ini dikenal sebagai Kriteria

Bendixon.

Jika pada domain terhubung sederhana D C R

210 Metode Numerik Runge-K utta orde 4
Metode Runge-Kutta merupakan pengembangan dari metode
Euler, dimana perhitungan penyelesaian dilakukan step demi step.

Untuk fungsi Persamaan differensial:

dx
== f(xy)

%=9@4)
Dengan titik pendekatan awal (xg, y,), berdasarkan metode Euler
nilai fungsi penyelesaian diperoleh dengan:
Xnt1 = Xn + hfp(Xn, Yn)

Yn+1 = Yn + 0 (X0, V)

h adalah step atau langkah waktu.
Selanjutnya dengan metode numerik Runge-Kutta orde empat
digunakan empat nilai koefisien perbaikan k4, k,, k3 dan k, pada
Persamaan (2.8). Sehingga diperoleh nilai fungsi penyelesaian
Persamaan differensial (2.7) sebagai berikut

@2.7)

2.8)

1
Xpy1 = Xp + g(kl,x + 2k2,x + 2k3,x + k4,x)

dengan
kl,x = hf (tn:xn)

h kl,x
kZ,x = hf(tn +§rxn +T)
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h kz,x
k3,x = hf(tn + E!xn +T)

k4,x = hf(tn + h, Xp + k3,x)
dan

1
Yn+1 =Ynt+ g (kl,y + Zkz,y + 2k3,y + k4,y)

dengan
kl,y = hf (tn'yn)

h ki,
kyy = hf(tn + 5,90 +—5—

2 2
h kz,y
k3,y=hf(tn +E'Yn+ 2

k4,y =hf(ty, + h,y, + k3,y)



BAB I11
METODE PENELITIAN

Bab ini menguraikan metode yang digunakan dalam penelitian
secara rinci. Metodologi penditian yang digunakan berguna
sebagai acuan sehingga penelitian dapat berjalan sistematis.

3.1 Studi Literatur

Tahap ini merupakan tahap untuk melakukan identifikas
permasalahan, yaitu mencari referensi yang menunjang penelitian.
Referens bisa berupa Tugas Akhir, jurnal, buku, maupun artikel
terkait.

3.2 Mengkaji Mode Epidemi

Untuk memahami penyebaran penyakit model epidemi SIR
yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturasi disusun asumsi-
asums tertentu sehingga dapat dibuat model kompartemen
dengan populasi Susceptible, Infected, dan Recovered.

3.3 Mencari Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Pada tahap ini dibentuk model epidemi dalam keadaan
setimbang ketika lgu populasi masing masing adalah nol.
Selanjutnya dari model epidemi tersebut dicari titik
kesetimbangan ketika tidak ada penyebaran penyakit. Oleh karena
itu ada model epidemi disubtitusikan I = 0 sedemikian hingga
diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit.

3.3.1 Menentukan Bilangan Reproduks Dasar

Pada tahap ini ditentukan bilangan reproduksi dasar dari nilai
eigen dari matriks Jacobian titik kesetimbangan penyakit. Oleh
karena itu dilakukan pelinearan deret Taylor disekitar titik
kesetimbangan bebas penyakit untuk memperoleh matriks
Jacobian. Selanjutnya mensubtitusi nilai 7 = 0 matriks tersebut
sedemikian hingga diperoleh akar persamaan karakteristik dan

19
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nilai eigen. Bilangan reproduksi dasar didapat dari nilai eigen
yang bertanda negatif.

3.32 Menganalisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Bebas
Penyakit

Pada tahap ini diselidiki stabil atau tidaknya titik
kesetimbangan bebas penyakit yang dapat ditentukan dari nilai
eigen yang telah diperoleh sebelumnya saat menentukan bilangan
reproduksi dasar.

3.4 Mencari Titik Kesetimbangan Endemik

Pada tahap ini dicari titik kesetimbangan endemik dengan
cara yang sama saat mencari titik kesetimbangan bebas penyakit,
yaitu dengan membentuk keadaan setimbang dari model epidemi
dan sdanjutnya mencari titik kesetimbangan ketika ada
penyebaran penyakit I = I* # 0.

34.1 Menydidiki Terjadinya Bifurkas Mundur

Berdasarkan titik kesetimbangan endemik yang diperoleh
pada tahap sebelumnya, pada tahap ini dilakukan analisis
banyaknya penyelesaian dari f(I) dan R, yang mempengaruhi
terjadinya bifurkasi terutama bifurkas mundur.

3.4.2 Menganalisis Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik

Dalam menentukan kestabilan titik kesetimbangan endemik
awanya dilakukan cara yang sama seperti saat mencari titik
kesetimbangan bebas penyakit yaitu mencari matriks Jacobian,
akan tetapi pada tahap ini I # 0. Selanjutnya jika pada analisis
kestabilan titik bebas penyakit secara langsung ditentukan
berdasarkan nilai eigen, pada tahap ini andisis titik kestabilan
endemik dilakukan berdasarkan Determinan dan Trace dari
matriks jacobian yang berhubungan denagan nilai eigen.



21

3.5 Menydidiki Eksistens Bifurkasi Hopf

Berdasarkan titik kesetimbangan yang dicari pada tahap
sebelumnya, selanjutnya pada tahap ini dilakukan analisis titik
kesetimbangan yang mempunyai sepasang nilai eigen kompleks,
sehingga dapat ditentukan syarat transversal dari model epidemi.
Kemudian dicari bentuk norma bifurkass Hopf dengan
mentranslasikan (menggeser) terlebih dahulu titik kesetimbangan
ke titik (0,0) sehingga model epidemi sekarang mempunyai titik
kesetimbangan (0,0). Selanjutnya yang terakhir menghitung
indeks stabilitas dari bentuk normal bifurkas Hopf untuk
menentukan jenis bifurkasi Hopf yang terjadi.

3.6 Membuat Smulas

Pada tahap ini dilakukan penyelesaian numerik model
epidemik SIR yang dipengaruhi fungsi pengobatan saturas
dengan metode numerik Runge Kutta orde 4 dan menggambarkan
grafik kestabilan titik kesetimbangan menggunakan software
MATLAB.

3.7 Kesimpulan dan Saran

Pada tahap ini dilakukan penarikan simpulan berdasarkan
hasil analisis dan pembahasan. Kemudian diberikan saran sebagai
masukan dan perbaikan untuk penelitian berikutnya.

3.8 Diagram Alir

Pada Tahap ini disusun diagram alir pada Gambar 3.1
sebagai langkah-langkah yang dilakukan untuk mencapai tujuan
dari penelitian.
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Gambar 3.1 Diagram Alir



BAB IV
ANALISISDAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai titik setimbang bebas penyakit, titik
setimbang endemik, penentuan bilangan reproduksi dasar,
penentuan kestabilan lokal dari setigp titik kesetimbangan, serta
analisis bifurkasi terutama bifurkasi mundur dan bifurkasi Hopf dari
model epidemi SIR dengan fungsi pengobatan saturasi. Selanjutnya
akan ditentukan penyelesaian solus numerik dari model dan
mensi mul asikannya dengan menggunakan MATLAB.

4.1 Model Epidemi SIR dengan Fungsi Pengobatan Saturas

Pada model epidemi SIR dengan fungsi pengobatan saturasi

disusun asumsi- asumsi sebagai berikut :

a. Populasi dibagi menjadi 3 bagian yaitu:

S adalah populasi Susceptible (populasi yang rentan terhadap
penyakit) pada saat t.

| adalah populasi Infected (populasi yang terinfeksi penyakit)
pada saat t.

R adalah populasi Recovered (populasi yang telah sembuh dari
penyakit).

b. A adalah jumlah maksimal populasi pada saat tidak ada
penyakit dan u adalah lgju kematian dami dari populasi.
dengan kondisi sebagai berikut A > 0 danu > 0.

c. kIS adalah lgu besarnya populasi yang terinfeksi, dengan k
adalah koefisien transmisi penularan penyakit saat terjadi
interaksi antara populasi SQusceptible dan Infected.

d T() = ar—:l adalah fungsi pengobatan saturasi dengan r adalah

laju pengobatan dan « adalah ukuran yang menyatakan dampak
pengobatan yang tertunda pada individu yang terinfeksi.

23
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Gambar 4.1 Diagram Kompartemen Model Epidemik SIR dengan
Fungsi Pengobatan Saturasi

Berdasarkan Diagram K ompartemen pada Gambar 4.1 diperoleh

model epidemik sebagai berikut :

1. Besarnya lgu populasi pada individu yang rentan terhadap
penyakit (Susceptible) akan bertambah dengan adanya lgju
rekruitmen penyakit S(A —S) yang masuk pada populasi,
sedangkan lagju populas Susceptible akan menurun dengan
adanya kejadian penularan penyakit kIS. Sehingga Persamaan
untuk populasi S adalah

as

—=S(A-S)—kIS

2. Besarnya lgu populasi pada individu yang terinfeks penyakit
dan dapat sembuh dari penyakit (Infected) akan bertambah
dengan adanya kejadian penularan penyakit kIS. Lagju populasi
Infected akan menurun dengan adanya kematian alami pada
populasi Infected ul dan besarnya fungsi pengobatan saturasi.
Sehingga Persamaan untuk populasi | adalah

dl rl
a—kls—‘ul—m
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3. Besarnya lgju populasi pada individu yang telah sembuh dari
penyakit (Recovered) akan bertambah dengan besarnya fungs
pengobatan saturasi, sedangkan lgju populasi Recovered akan
menurun dengan adanya kematian aami pada populas
Recovered uR. Sehingga Persamaan untuk populasi R adalah

Dari penjelasan di atas maka Persamaan model epidemi dapat
ditulis sebagai berikut

ol S(A—S)—kIS
dl rl
== kIS —ul — vy 4.0

ar _ 1 _

E T a+l K R

karena Persamaan pertama dan kedua dari (4.1) independen
terhadap Persamaan ketiga sehingga Persamaan ketiga dapat
diabaikan, maka Persamaan model epidemik dapat direduksi

menj adi

as

= =S(A-S)— kIS
i _ T
= kIS —pul — (4.2)

dengan kondisi awal

S(0) > 0,1(0) > 0
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4.2 Daer ah Penydesaian

Akan ditunjukkan S(t),I(t),dan R(t) terbatas pada [0, ).
Didefinisikan M, = maks {4,5(0)}. =2 < 5(t)(A — S(t)) maka
S(t) <M; untuk semua t, sehlngga S(t) memiliki daerah
penyelesaiannya 0 < S(t) < M;. Misakan U(t) = S(t) +1(t) +
R(t).

U(t) =S() +I(t) +R(t)

rl

U(t) =S(A—-5)—kIS+ kIS —ul —: @_“R

Ut) =S(A—S)—ul —uR

sehingga

Ut) +uUt) =S(A—-S)—ul —uR+u(S+I1+R)

=S(A-5)+uS

Karenaitu

Ut) +uUt) <(A+ws (4.3)
Dari (4.3) dilakukan perhitungan sebagai berikut

Misal:

Ut)+uU(t) =A+wps
Z—lt’ FuUt) =A+wS

n = (A+ WS~ U ()

maka
au

(A+pu)S-uU(t)

du
) (A+w)s—pu() J dt (4.4)

Misal:

P=(A+uwS—ulut) (4.5)
maka

dp

wo H

dU = ——dP

Kemudian subtitusi Persamaan (4.5) ke Persamaan (4.4) sehingga
didapatkan

=dt
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1 ~dP

—; 3 = fdt
—ilanl =t + In|c,]|
In|P| = —ut + In|C]|
p —_— —
in ] =
P = Ce M (4.6)

Subtitus Persamaan (4.6) ke Persamaan (4.5) sehingga didapatkan
(A+w)S —ul(t) = Ce H

U = E8g —Cent
u u

Pada saat kondisi t —» oo maka

lim oo U(6) = Jim @s - g eht
_ (A+u)5

1%
Berdasarkan (4.3) dan U(t) =S(t) +1(t) + R(t) dan
S(t) < M, untuk semua t, maka diperoleh daerah penyelesaian
sebagal berikut
0<S@®) +I(t)+R() < (A:“) M,
Jadi daerah penyelesaian yang mungkin untuk sistem (4.1) adalah

0={0<5()<M,0<5t) +1(1) +R(®) < (A;“) My, I(t) =

O,R(t) = O}. Karena kondis awal bernilai positif maka 2
merupakan daerah invarian positif yang artinya semua penyelesaian
berada di dalam 0.

4.3 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Titik kesetimbangan bebas penyakit E (S,,I,) adalah titik yang
diperoleh ketika model epidemi pada sistem Persamaan (4.2)
berada pada keadaan setimbang dan keadaan dimana tidak terjadi
penyebaran penyakit menular dalam suatu populas sehingga
I=1,=0.
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Keadaan setimbang adalah keadaan dimana jumlah populas
Susceptible dan Infected tidak mengalami perubahan (tidak
bertambah atau tidak berkurang) sehingga lgju populasi Susceptible
dan Infected sepanjang waktu adalah nal.
as dal
E =0 ) E =0.

Dengan subtitus Persamaan (4.2) ke lgju populasi S pada keadaaan
setimbang pada Persamaan di atas diperoleh S, sebagai berikut
as

dt
S(A—S)—kIS=0

S(A-8)=0
So, =0 4.7)
So, = A (4.8)

dan dari besarnya populas S yang didapat pada Persamaan (4.7)
dan (4.8) serta besarnya populasi I pada keadaan tidak adanya
penyebaran penyakit menular yang sama dengan nol maka
didapatkan titik kesetimbangan bebas penyakit

Ey = (S0, 1o) = (0,0).

dan

Ey = (So,1p) = (4,0)

4.3.1 Bilangan Reproduks Dasar (Ry)

Bilangan Reproduksi Dasar merupakan parameter untuk
mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit, R, adalah ambang
batas dalam mengendalikan penyebaran penyakit. Bilangan
Reproduksi dasar diperoleh dengan menentukan nilai eigen dari
matriks Jacobian yang dihitung pada titik kesetimbangan bebas
penyakit.

Sedangkan untuk mendapatkan matriks Jacobian dari model
epidemi yang merupakan Persamaan yang tak linier, diperlukan
pelinieran terlebih dahulu dengan menggunakan ekspansi deret
Taylor, Sistem Persamaan (4.2) dapat ditulis
f(So, 1) = So(A —Sp) — klpSo
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9(So,1o) = klpSo — uly — "o (4.9

a+l,

Pendekatan linier dilakukan disekitar titik setimbang bebas

penyakit (Sy,Iy), sehingga ekspansi deret Taylor dari sistem (4.9)
adalah sebagai berikut:

S 0 0
—=f(so.10)+<s—so>—f rU-10 T

dg
= g(So,1p) + (S — SO) + _IO)WJF...

dt

dengan
f(S0,Ip) =0
9(So,lp) =0

selanjutnya didefinisikan

S—Sy=a =>S=a

I-Iy=b =>i=h

sehingga ekspansi deret Taylor mempunyai suku-suku linier adalah

s _ of  of

Persamaan diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut

T

dan matriks Jacobian dari matriks diatas adalah
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of of
JE) = |3, 54 (4.10)
as ol
dengan
U= pn-25—kl
as
3,5 =kl
az = —kS -
T a+l)+r
61 =kS— (a+1)?
maka matriks Jacobian (4.10) menjadi
A—2S8 — kI —kS
J(E) = kI kS — gy — rlatDtr (4.11)
(a+1)?

Subtitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit E, = (Sy, 1) =
(0,0) pada matriks Jacobian (4.11) didapat

A
](Eo) =10

0
- 2] (4.12)

Selanjutnya dicari Persamaan karakteristik dari  matriks
Jacobian tersebut dengan menghitung |J(Ey) — AIl = 0, berikut
perhitungannya

|J(Eo) —AIl =0

/1 01| _
H —u——]_ 0 ,T]“O
R
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Sehingga diperoleh nilai eigen dari akar karakteristiknya sebagai
berikut
AlEO = A > 0

Ry, =-(u+Z)<o0 (4.13)

Kemudian subtitusikan titik kesetimbangan bebas penyakit E; =

(So,1p) = (A, 0) padamatriks Jacobian (4.11) didapat
—A —kA

JED =] kA—u—% (4.14)

Selanjutnya dicari Persamaan karakteristik dari  matriks
Jacobian tersebut dengan menghitung |J(E;) — AI|l = 0, berikut
perhitungannya

|](El)—/11|k=0

—A —kA 1 0
| e
—A4-2 —kA

‘ 0 kA—u—é—/l‘zo
T
(—A—/’l)(kA—,u—E—A)—O

Sehingga diperoleh nilai eigen dari akar karakteristiknya sebagai
berikut

AlEl :_A<0
Ao, =kA—,u—£
r kA
—ﬂ+;(“+£_1)

=pu+ ; (Ry— 1) (4.15)
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dengan R, = :fz (4.16)

a

4.3.2 AnalissKestabilan Titik K esetimbangan Bebas Penyakit

Andlisis kestabilan dilakukan untuk mengetahui lgu
penyebaran suatu penyakit. Pada sub bab ini dilakukan analisis
kestabilan dari titik setimbang bebas penyakit.

Berdasarkan nilai eigen yang telah diperoleh pada Persamaan
(413) 1, >0 dan A, <0, maka Kkestabilan pada titik
keseimbangan bebas penyakit E,, tidak stabil (saddle).

Teorema 4.3.1. Titik bebas penyakit E stabil asimtotik lokal jka
R, < 1 dan tidak stabil jikaR, > 1.

Bukti :

Berdasarkan nilai eigen yang telah diperoleh pada Persamaan
(4.15)

A1, <0,dan
1

E

Aoy, = (y+£(R0—1)) <0

dari persamaan diatas, dapat dilihat /1251 < 0 jika dan hanya jika
Ry —1 < 0 dengan kata lain Ry < 1. Ha ini membuktikan jika
Ry < 1 maka semua nilai eigen dari akar Persamaan karakteristik
bernilai real negatif sehingga titik kesetimbangan bebas penyakit
E; = (4,0) stabil asmtotik lokal, sebaliknya jika R, > 1 titik
kesetimbangan E; tidak stabil.
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4.4 Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik E* (S*,I*) digunakan untuk
menunjukkan adanya kemungkinan penyebaran penyakit. Karena
pada keadaan endemik ada penyebaran penyakit maka populas
Infected I = I" # 0.

Selanjutnya sama seperti pada sub bab 4.2, keadaan setimbang
adalah keadaan dimana jumlah populasi Susceptible dan Infected
tidak mengalami perubahan (tidak bertambah atau tidak berkurang)
sehingga lgju populasi Susceptible dan Infected sepanjang waktu
adalah nol.

as _ .~ al _
dat o ’dt 0
Dengan subtituss model epidemi pada sistem Persamaan (4.2) ke
Persamaan di atas maka Persamaan di atas menjadi

S(A—S)—KIS=0 (4.17)
kIS —pl === =0 (4.18)
selanjutnya akan dicari nilai I* melalui Persamaan (4.17) sehingga
didapat

=== (4.19)
kemudian mensubtitusikan besarnya populas I* = % pada

Persamaan (4.19) ke Persamaan (4.18) dengan kondisi I* # 0

kIS —pul — =0

a+l

(s - () - 8

k




34

B Y Y o WA o)

S(A-5) k(A S) ak+(A-S)

S(A—S)(ak+(A—S))—%(A—S)(ak+(A—S))—r(A—S) _
ak+(A-S) -

0
(A—S)(Sak +AS —S* —pa —ZA+=S—1) =0
(A=$)(-1)(S? — (ak +A+3)S +2(ak + 4) +7) =0
(5 —A) (2= (ak+A+%) S+ (ak +A) +7) =0
§2—(ak+A+%)S+%(ak +4) +7 =0 (4.20)

agar Persamaan (4.17) dan (4.18) mempunyai penyelesaian positif,
yaitu S, 1 >0 maka Persamaan (4.20) harus mempunyai
penyelesaian positif.

Diskriminan dari Persamaan (4.20) adal ah sebagai berikut

A= (ak+A+%)2 —4(%(ak+A) +r)

0= ((ak + 4) +%)2 — 4% (ak +4) — 4r

A= ((ak + A)% + 2(ak +A)%+ (%)2) - 4%(ak +A) —4r
A= ((ak +A)? - 2(ak + A + (%)2) — 4r

2
u
A= (ak+A-%) —4r (4.21)
karenaR, = R’—Ar, maka
ut

A= (ak +Ro (B +2) - —)2 — 4r (4.22)



Jka A>0, maka diperoleh (ak +Ro (& +

sehingga

ak+Ry(E+ ) -2 >2

%

u r u
RO(E+E)2_ak+E+2\/?

Ro = (—ak + %+ 2v7) ()

ua+r
R > a?k? ua 2ak\r
0= ua+r = pa+r ua+r
R >_ a’k? | pa+r-r | 2akVr
0= ua+r ua+r ua+r
R > a?k? r 2ak\r
0= ua+r ua+r ua+r
a’k?+r  2akVr
RO = 1——-+ = Do
ua+r ua+r
atau

ak+Ry(E+1) -2 <—2vr

Ro(5+ ) < —ak+%—2Vr

Ro(“58) < —ak + % — 2vF

a

Ro < (—ak +3—2v7) (-2-)

ua+r

r
ak

)

u

k
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)2—4r20,
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R a?k? ua 2ak\r
0 ua+r  pa+r  pa+r

a’k? | pa+r-r  2ak\r

Ry <
ua+r pa+r ua+r
a’k? r 2ak\T
Ry £ — +1——-
ua+r ua+r  pa+r
a’k?+r  2akVr
Rysl————

ua+r ua+r

Selanjutnya, Persamaan (4.20) tidak mempunyai penyelesaian
positif jika (ak + A +2) < 0, sedangkan jika (ak + 4 +%) > 0,
maka diperoleh

(ak+A+%)>0

(ak+R0(%+é)+%)>0

RO(%+$)>—ak—%

Ro> (~ak =) ()

25,2
a“k a
R0>_ _“
ua+r  pa+r
25,2
a‘k ua+r-r
Ry > — =
0 ua+r ua+r
a’k? r
Ry > — -
ua+r ua+r
a’k?-r
R0>_1_

ua+r
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sehingga dari Persamaan (4.20) diperoleh

(ak+A+%)>0
A= 0

a’?k?+r | 2akVr

}@R(,Zl— =Py

ua+r ua+r

Maka Persamaan (4.20) memiliki dua penyelesaian positif, yaitu

. ak+A+7+/A dan's, = ak+A+7—VA

2 2
Kemudian tetapkan I; = A;Si dan E; = (S;, ;) untuk i = 1,2. E;
adalah titik kesetimbangan endemik dari model Persamaan (4.17)
dan (4.18) dengan S; < A. Jka S; < A, maka dengan mensubtitusi
nilai S, diperoleh

ak+A+%+\/Z
2

<A
ak+A+%+x/Z< 24
—VA> ak — A +% (4.23)

karenaA> 0, maka

Ro(E+D)—ak—2>0
RO(%+é)>ak+%

Ro > (ak +5) (7
R, > a’k? ua

ua+r = pa+r

a’k?  upa+r-r

Ry >
ua+r ua+r

a’k? r

ua+r ua+r

0
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Ry>1+% =P (4.24)
Selanjutnya dari Persamaan (4.23) diperoleh

—\/Z<ak—A+%

o A—ak——>VA
@(A—ak—%)2>(ak+A—%)2—4r

= (R ok =)' > (shr o (f+3) =) -0
= (Ro+ip) k=)~ (shr ro () =) >

= (Ro () — ok = - ak = Ro (\57) + ) (Ro () -

ak — % + ak + R, (“azr) ;) > —4r

=

a+r
u )—ZM

& (—2ak) <2R0( e E) > —4r

& (—4ak) (RO (/,wc ’ r) — %) > —4r

o R (ua+r) u r
o\ ak k ~ ak
,ua+r) r u
‘:’R°< ak ) Sak Tk
,ua+r) ua +r

<R <
0( ak ak

SRy <1 (4.25)
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Oleh karena itu, S; < A ada jika hanya jika Persamaan (4.24) dan
(4.25) berlaku. Jika Ry < P, atau R, = p,, artinyap, < Ry < p,,
maka diperoleh S; = A. Dengan pernyataan yang sama, jika S, < A
maka

ak+A+%—VZ
2

<A
ak + A+ —VA< 24
VE> ak — A+ (4.26)

karenaA> 0, maka

ak—R0(§+é)+%<0

By u
Ro(k+ak)>ak+k

Ro> (ak+5) (57)

25,2
a‘k a

Ry > £
ua+r = pa+r

a’k?  pat+r-r

Ry >

na+r ua+r

21,2
a‘k r

R0> +1_
ua+r ua+r

= pl

a’k?-r

Ry >1+

ua+r

Selanjutnya dari Persamaan (4.26) diperoleh
VA> ak — A + %

<:>ak—A+%<\/Z



(
o (k= Ro (L4 2) +5) < (ak + Ry (B4 L) =) — ar
o (ak—Ro(E+2) +%)2 —(ak +Ro (E+ 1) =) < —ar
= (k= Ro (M) + = e = Ro (537 + ) (k-
Ro (“50) + 5+ ek + R (M7) =) < -4
& (2ak) (—ZRO (Maa: r) + 2%) < —4r
& (4ak) (—RO (Maaz r) + %) < —4r
ua +r u -r

=k (o) <

ua +r r u
=R (“a) >
= (“o) >
S Ry>1 (4.27)

Sehingga S, < A adajika Ry > p;atau p, < R,.
Perhatikan bahwap; < 1 jikahanyajikaak < +/r.

P <1

a’k?-r

=1+ <1

ua+r
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a’ki-r

ua+r

=

karenaua +r # 0, maka

S a’k?-r<0

& (ak ++r)(ak —Vr) <0

karenaak + +r > 0, maka

& (ak—vr) <0

& ak <r (4.28)
sehingga ak < +/r ekivalen denganp; < 1.

Oleh karena itu, titik kesetimbangan endemik E; dan E, tidak
adajikaR, < py, melainkan jikaR, = p, maka dapat disimpulkan

1. Jika ak <+r dan R, < 1, maka sistem Persamaan (4.2)
memiliki dua titik kesetimbangan endemik E; = (S1,1;)
dan E, = (S,,1,), dengan E; adajikap; < R, <1 danE,
adajikap; < R,.

2.  Jka ak <+/r dan R, > 1, maka sistem Persamaan (4.2)
memiliki titik kesetimbangan endemik tungga E, =
(52, 1,), dengan E, adajikap; < Ry atau 1 < R, dan titik
kesetimbangan endemik E; tidak ada karenap; < Ry < 1
tidak berlaku.

3. Misakan ak>+r, maka p; =1, sehingga titik
kesetimbangan endemik E; tidak ada karenap; < Ry < 1
tidak berlaku. Kemudian ketika R, > 1 terdapat titik
kesetimbangan endemik tunggal E, = (S,,1,) dengan E,
ada jika p; <R, aau 1< R, dan tidak ada titik
kesetimbangan endemik ketikaRy < 1
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44,1 AnalissBifurkas Mundur

Pada sub bab ini akan diselidiki terjadinya bifurkasi mundur
yang disebabkan adanya parameter tertentu yang mengakibatkan
adanya titik kesetimbangan endemik ketika R, < 1. Kemudian
menyajikannya dalam bentuk kurva menggunakan MATLAB.

Teorema 4.4.1 Pada sistem Persamaan (4.2) terjadi bifurkas
mundur dengan titik kesetimbangan endemik E; dan E, pada saat
Ry < ldanak <.

Bukti

Pada sub bab sebelumnya telah diketahui bahwa, jika ak < v/r
sistem Persamaan (4.2) memiliki dua titik kesetimbangan endemik

E, dan E, pada saat R, < 1. Untuk ak < +/r dapat digambarkan
kurvabifurkasi seperti pada gambar 4.2.

Gambar 4.2 Bifurkasi Mundur pada Model Epidemi SIR yang
dipengaruhi oleh fungsi pengobatan saturas
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Kurva bifurkasi pada Gambar 4.2 merupakan kurva terjadinya
bifurkass mundur pada epidemi SIR dengan pengaruh fungs
pengobatan saturasi menggunakan parameter yang berasal dari
[14], a=055u=02r=12k=08A=2. Ha ini
membuktikan bahwa terjadi bifurkasi mundur pada model epidemi
ketika Ry = 1. Sdanjutnya terlihat adanya titik endemik yang stabil
ketika Ry < 1 pada kurva bifurkasi mundur pada Gambar 4.2. Hal
ini menunjukan bahwa ketika terjadi bifurkasi mundur, penyakit
dapat menjadi endemik, sekalipun R, < 1. Sedangkan ketika
Ry <R, tidak terdapat titik endemik. Sehingga R, dapat
digunakan bilangan reproduksi dasar baru dalam mengendalikan
penyebaran penyakit.

Berdasarkan Gambar 4.2, dapat dilihat bahwa terdapat dua titik
kesetimbangan endemik pada interval nila R. ke R, yang
didefiniskan dengan Ry, =p, sampa dengan R, = 1. Untuk
menghitung nilai R., maka subtitusikan nilai r,a, u, k ke dalam
Ry = py, makadiperoleh

a’k?+r | 2ak\T

Ry=1—
au+r ap+r
—a?k?+au+r-r+2ak\r
RO =
au+r
_(_ U ak )
RO - ( ak + k + 2\/?) (au+r

ap+ry _ U
Ro(ak)_ ak+k+2\/7
A+ak—%=\/@

karena ak + % < AdanR, < 1, maka

AC =5~ ak +ar (4.29)
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sehingga didapat

_kAC_p
¢c=_7=Do
uty

Selanjutnya, dengan menghitung

<kAC>
al —=
dR.(a) _ \#utgy

da da

__ kA (ap+r)—akA®(u)
N (ap+r)?

_ kAS(r)
T (au+r)?

dapat disimpulkan bahwa R, merupakan fungs naik yang
bergantung dengan nilai parameter «. Dalam hal ini a merupakan
ukuran yang menyatakan dampak pengobatan tertunda akibat
keadaan saturasi pada individu yang terinfeksi. Oleh karena itu
bifurkass mundur terjadi apabila ada dampak yang besar dari

dR (@) >

da

0

(4.30)

pengobatan tertunda (pengaruh fungsi pengobatan saturasi).

4.4.2 AnalisisKestabilan Titik Kesetimbangan Endemik

Untuk megetahui lgju penyebaran penyakit pada titik endemik
dilakukan dilakukan analisis kestabilan titik kesetimbangan

endemik. Pada sub bab (4.3.1), telah didapat matriks Jacobian

or o
as oI
99 99
as a1

J(E) =

dengan

F —4—25—kI
aS

99 _
s = Kl
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of _
i kS

a_g _ o r(a+)+rl
ar kS —u (a+1)?

maka matriks Jacobian menjadi

A—2S — kI —kS
](E) = [ kI kS — u — r(a+1)+r1]
(a+1)?
[A —S—ki-S —kS ]
= T rl
kel kS =1 =Gt @z

Selanjutnya berdasarkan Persamaan (4.17) diperoleh

S(A=S)—kIS=0

S(A—S) = kIS
(A—S)=ki
A=S—kI=0 (4.31)

dan berdasarkan Persamaan (4.18) diperoleh

kIS —pul — =0

a+l

(kS—y—L)I = 0, karenal # 0 maka
a+l
kS—y—#=0 (4.32)

Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.31) dan (4.32) pada matriks
Jacobian maka matriks Jacobiannya menjadi

-S —kS
J(E) = [ kI r_l] (4.33)

(a+1)?
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1. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik untuk Ry = R,

Ketika Ry, =R, maka Persamaan (4.2) memiliki titik
kesetimbangan endemik Ey = (S, ;) dimana

A+ak+E A-ak-Y
SO = > k dan 10 = k (434)
maka matriks Jacobian dari E,
—S, —kS,
J(Eo) = [k L _th ] (4.35)
0 (a+lp)?
det(J(E —Sl(kz— . ) 4.36
et(/(Ep)) = Solo (a+ly)? (4.36)
karenaR, > p, dan I, = _:(k_;, maka
A—ak—\?
@+l =(a+ )
_ (A+ak—%)2
T 4k?
<
<
sehingga
_ 2___ T
detU(Ee)) = Solo (K? ~ 5i53)

< Soly <k2 — %)
P

<0



a7

jadi diperolen bahwa det(J(E;)) < 0 selanjutnya menggunakan
Tabd 22 untuk menentukan kriteria kestabilan berdasarkan
det(J(E)) sehingga diperoleh titik kesetimbangan endemik E,, tidak

stabil (saddle).

2. Kestabilan Titik Kesetimbangan Endemik untuk R, < Ry <

1

Ketika R, < Ry <1 maka Persamaan (4.2) memiliki dua titik
kesetimbangan endemik E; = (S,,;) dan E, = (S,,1,). Pada
kestabilan titik kesetimbangan endemik E; = (S4,1;) diketahui

A+ak+E+A A-ak—2—VA
1T dani, = 2k

maka matriks Jacobian dari E;

J(E) = [k[l Tl ]

(a+1,)?

det(/(E) = S1h (K ~ (753)

(a+1,)?

A—ak—%—\/z
—_— m

karenaR, > py dan I, = 2k aka
5 _ A—ak—%—\/ﬂ 2
(a+1) = (a + T)
_ A+ak—%—\/z 2
- (55
w\2
(A+ak—;)
4k2

T

k2

(4.37)

(4.38)

(4.39)
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sehingga
det(J(Eq)) =51l (kz - ((x+T11)2)
< 51[1 <k2 - ;)
k2
<0

jadi diperoleh bahwa det(J(E;)) < 0, sdlanjutnya menggunakan
Tabd 22 untuk menentukan kriteria kestabilan berdasarkan
det(J(E)) sehingga diperoleh titik kesetimbangan endemik E; tidak

stabil (saddle).

Kemudian pada kestabilan titik kesetimbangan endemik

EZ = (52, 12) dlketahUI

A+ak+E—VA

A—ak—%%fz
2 = 2 - o

dan IZ = 2k

maka matriks Jacobian dari E,

](EZ) = [k[z Tl ]

(C{+12)2

det(/(E>)) = Sz (k2 = 73)

(C{+12)2

A—ak—%ﬂ/z
2k !

karenaR, > p, dan I, = maka

2
A—ak—%ﬂ/ﬁ)

2 —
(@+1) _(a+ -

(4.40)

(4.41)

(4.42)
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2
<A+ak—%+\/3>

2k
<A+ak—%)2
4k?2
-
Z
sehingga
_ 2__ T
detU(EZ)) = S21, (k (a+12)2)
> 5212 <k2 - ;)
k2
>0

jadi diperoleh bahwa det(J(E,)) > 0, sehingga diperoleh titik
kesetimbangan endemik E, merupakan simpul atau spird.
Kemudian dengan menghitung

J(E;) —Al| =0
‘—SZ -1 —kS, ‘
rl, =0
kIZ (a+1,)? -

AZ (52 L )A - TS0z - k25212 = 0

(a+1,)? (a+1,)?

22+ (52 - #),1 ((aﬂz)z + k2) Sy, =0

maka diperoleh

tr(J(E2) = i =52 (4.43)
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selanjutnya misalkan

(Hy) Dga=[(k — 1A — p + ak]? + 4aA(1 — K)k > 0

dan didefinisikan
Y e ak? U Ve — DA —p + ak]? + 4aA(1 — k)k
“k—-1 k(k-1 (k —1)

maka kestabilan titik kesetimbangan endemik E, dinyatakan dalam
teorema berikut

Teorema 4.4.2 misalkan ak <+71,p; <R, <1 dan (H,) ada,
maka untuk sistem Persamaan (4.2) mempunyai

1. E, stabil jika
(k—1DA—pu+ak<0
atau
(k—1DA—u+ak>0
T <%[(A+ak—%)2 —HZ]

2. E, tidak stabil jika
(k—1A—p+ak>0

r>i[(A+ak—%)2—H2]

Bukti

Berdasarkan Persamaan (4.2) diketahui —2- = kS, I, — ul,, maka

atl,

tT(](Ez)) Tz S,

= @)?
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o |1 S,
T a+l, |a+l, iz

a+l,

Y
kSal, — ul; [(x+12 kszzz—mz]

I ——[kS,1, — uly = Sy(a + 1)]

a+

1
= 2 L [kSzly — ply — aS; — Sy15]
2

[(k 1S, 1, — uly — as,] (4.44)

a+I

sehingga tr(J (E,)) bernilai negatif jika k < 1. Kemudian andaikan
k > 1, maka akan dicari kondisi dimana tr(J(E,)) = 0. Karena
S, =A—kI,, maka berdasarkan Persamaan (4.44) bahwa
tr(J(E,)) = 0 ekivalen dengan

tr(](Ez)) =0

[(k DSoI; —ul; —aS;] =0

a+l,

[(k — DA -kl —pl; —a(A—kl)] =0

a+l,
Akl, — AL, — k212 + kI? — aA + akl, — ul, = 0
A—-kkiZ+((k—1DA—pu+ak)l,—ad=0 (4.45)

Dari Persamaan (4.45) diketahui penyelesaian dari tr(J(E;))
merupakan himpunan kosong jika
k—1DA—u+ak<0 (4.46)
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danjika
(k—DA-—u+ak>0 (4.47)
maka dapat diperoleh
_ [(k=DA-p+akl+{/[(k—-1)A-p+ak]2+4aA(1-K)k
I = 2k(k—1) (4.48)
_ [[(k=1)A-p+ak] 4aA(1-k)k
I = [ 2k(k-1) [1 + \/1 + [(k—l)A—u+ak]2] (4.49)
karenal, < %, maka
[(k 1)A- u+ak] 4aA(1-k)k
I, = 2k(k—1) [1 \/ [(k—1)A— u+ak]] (4.50)
selanjutnya, dengan menggunakan Persamaan H  dan
. i A—ak—ﬁ+\/5 .
mensubtitusikan I, = Z—R" maka Persamaan (4.50) men;jadi

[A ak——+\/—]
@ —_—

[[(k 1)A- u+ak]] [((k—1D)A-u+ak)?+4aA(1-k)k
2k(k-1) [(k—=1)A-u+ak]?

[A—ak—%h/Z]
S| —| =

2k
[[(k DA-prak]] [ JI(k—DA-p+ak]>+4aA(1-K)k
2k(k-1) [(k=1)A-u+ak]

[(k-DA-p+ak]  [(k—1)A-p+ak]?+4ad(1-k)k
2k(k-1) 2k(k-1)

[A ak——+\/Z]
|-

[A ak—£+VA [[(k—1)A—y+ak]—J[(k—l)A—u+ak]2+4aA(1—k)kJ

2k(k-1)
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(k-1)(A-ak-L+E)
2k(k-1) -

[(k—D)A-p+ak]l—/[(k-DA-u+ak]2+4aA(l-k)k]| 0
2k(k—1) -

karena2k(k — 1) # 0, maka

(:>[(k—l)(A—ak—%+\/Z)]—[[(k—l)A—y+ak]—

VIt — DA — p + ak]? + 4aA(1 — k)k] =0

=>[Ak—A—ak2+ak—u+§+(k—1)x/Z]—[[Ak—A—u+

ak] — TGk — DA — pi + ak]? + 4aA(1 — k)k] =0

& —ak? + £+ (k= )VA +
JItk— DA —p + ak]? + 4aA(1 — k)k = 0

e (k- 1)VA=
ak? — % —JI(k = DA — p+ ak]? + 4aA(1 — k)k
_ ak? R JI(k—1)A-u+ak]?+4aA(1-k)k
© Va= (k-1) k(k-1) (k-1)
o A= H (4.51)

2
dari Persamaan (4.21) diketahui bahwa A= (ak +A—%) - 4r,
maka

(:)\/(ak+A—%)2—4r=H
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(:)(ak+A—%)2—4r=H2
(:>4r=(ak+A—%)2—H2

or= %[(ak +A- %)2 - HZ] (4.52)

Sehingga, dapat dilihat bahwa (H;),Persamaan (4.47) dan (4.50)
merupakan syarat perlu dan cukup agar tr(J(E,)) = 0. Kemudian
berdasarkan definisi tr(J(E,)) = 0 bahwa Persamaan (4.46) berarti
tr(](Ez)) < 0. Oleh karenaiitu, E, stabil jika (4.46) ada. Kemudian

tr(J(E)) <0 jikar < i[(ak + A —%)2 — HZ], dan tr(J(Ey)) >
Ojikar>§[(ak+A—§)2—H2].

4.5 Analisis Bifurkas Hopf

Salah satu perubahan kualitatif yang mengakibatkan terjadinya
bifurkasi ialah muncul dan hilangnya orbit periodik dari suatu titik
kesetimbangan (Bifurkasi Hopf). Pada sub bab ini akan dibahas
tentang terjadinya bifurkasi Hopf.

Teorema 4.5.1. Titik kesetimbangan bebas penyakit E; (4, 0) stabil
asimtotik global jika hanyajikaR, < 1 danp; = 1.

Bukti

Pada bab 4.4 telah dibuktikan bahwa jika ak < +/r, maka sistem
Persamaan (4.2) memiliki dua titik kesetimbangan endemik
E, = (51, 1) dan E, = (S,,1,) pada saat Ry < 1. Dan jika ak >
Vr, maka p; > 1, sehingga tidak mempunyai titik kesetimbangan
endemik ketika Ry, < 1. Karena Q0 merupakan daerah penyelesaian
dan E; merupakan satu satunya titik kesetimbangan yang berada di
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Q, maka stabilitas lokal dari E; mengakibatkan setiap nilai populasi
awa S dandi Q akan mendekati E;. Sehinggatitik kesetimbangan
bebas penyakit E; stabil asimotis global.

Berdasarkan pembuktian Teorema 4.5.1 ini dapat dismpulkan
agar penyakit menghilang R, < R, atau R, harus sangat kecil.
Berdasarkan besar R, = :—i maka untuk mengendalikan penyakit

agar berada di bawah keadaan endemik maka harus meminimalisir
dampak pengobatan tertunda a dan meningkatkan laju pengobatan
r.

Teorema 4.5.2. Ketika Ry > 1 dan k < 1 maka tidak terjadi limit
cycle pada sistem Persamaan (4.2)

Bukti

Dengan menggunakan Teorema 2.3 akan disdlidiki keberadaan
limit cycle. Selanjutnya dimisalkan Persamaan-Persamaan pada
sistem Persamaan (4.2) sebagai berikut

f(S, 1) =S[(A-S5) —kI]
gD = I[kS—,u—L

a+l

dan didefinisikan fungsi Dulac

a+l
B=—
SI

sehingga kita dapatkan

a+1

Bf =[(4-35) -] (T)
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r a+1
Bg:[ks_“_aﬂ]( S )

oBf) | 0Bg) _

U o«
—1-£_Z
as al S 1

(4.53)
Karenak < 1 makak —1—% —% < 0, sehingga Persamaan (4.53)
menj adi

BN B9 _ g _E_a_
as al S

oa(PD) , 9(QD)

Berdasarkan Teorema 2.3, karena Y +?¢0, maka

terbukti bahwa pada Persamaan (4.2) tidak terdapat limit cycle
ketikaRy > 1dan k < 1.

4.5.1 Eksistensi Bifurkas Hopf

Berdasarkan analisis yang telah dilakukan sebelumnya model
epidemi pada sistem Persamaan (4.2) tidak terdapat orbit periodik
di sekitar E; karena E; sdlalu saddle. Oleh karenaitu bifurkasi Hopf
hanya dapat terjadi pada E,.

Teorema 4.4.3. Misalkan ak <+, p; <R, < 1. Maka pada
sisem Persamaan (4.2) terjadi bifurkas  Hopf jika
(H1), (4.47), (4.50)berlaku.Selanjutnya jika o < 0 orbit periodik
dari sistem Persamaan (4.2) stabil sehingga terjadi bifurkasi Hopf
superkritikal. Dan jika ¢ > 0 orbit periodik dari sistem Persamaan
(4.2) tidak stabil sehingga terjadi bifurkasi Hopf subkritikal

Bukti
Bedasarkan sistem Persamaan (4.2)
das

= =S(A-S)— kIS
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d__kIS HI—T

didapatkan salah satu titik kesetimbangan E, = (S,,1,) dan
matriks Jacobian E, diketahui pada persaman (4.41) sebagai berikut

-S,  —kS,
E)) = rl
]( 2) kIz (a +212)2

Selanjutnya diperoleh perhitungan |J(E,) — Al| = 0 sebagai berikut
J(Ez) — Al =0
-S,—1  —kS,

rl, 4] =0
Kz arny '1‘

=

2 12 _ T'Szlz 1,2 _
=4 (52 (oc+12)2)’1 @iz K52 =0

= 2"+ (SZ (oc+1122)2)’1 ((a+12)2 +k )5212 =0

— A(tr(J(E2))) + det(J(Ez)) = 0

2
=, = (tr(J(E2)) iJ(tr(](ZEz))) —4det(J(E,))
(4.54)

Menurut Definis 2.2 bifurkass Hopf terjadi apabila matriks
Jacobian mempunyai sepasang nilai eigen yang imaginer murni.
Kedua nilai eigen imgjiner murni jika dan hanyajika tr(J(E,) = 0.
Sedangkan pada Persamaan (4.44) diketahui bahwa

tr(J(Ey)) = —2— S,

(a+I, )2
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Pada sub bab 4.4.2 diketahui bahwa tr(J(E,)) = 0 jika hanya jika
(H,), Persamaan (4.47) dan (4.50) berlaku. Sehingga matriks
Jacobian (4.41) mempunyai kedua nilai eigen imainer murni.
Kemudian berdasarkan Persamaan (4.54) jelas bahwa

Re (2((E,))) =5 (T7( (E2))) sedemikian hinggadi dapat

= {Re (2U(E))}

r=%[(ak+A—%)2—H2]

LT E)|

4[(ak+A—%)2—H2]
d1l I
R )
- [(z(alfzz)z %) - (%S?z)] r=1[(ak+A—%)2—H2]
4
= Z(a’:lz)z %0 (4.55)
Dari pada Persamaan (4.55) diketahui bahwa

i{Re (zc/(EzD)}|r=z[(ak+A—%)2-H2] "

sehingga memenuhi syarat transversal pada Definisi 2.2. Jadi terjadi
bifurkasi Hopf dari model epidemi pada sistem Persamaan (4.2)
jika Tr(J(E,)) = 0, sedemikian hingga nilai eigen Persamaan
(4.54) menjadi

AJ(Ey)) = % iy/det(J(E2)),

dan dengan subitus

w = ,/det(J(E)),
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maka
A(J(E,)) = +iw, dengan syarat w > 0.

Sdanjutnya diselidiki  jenis bifurkas Hopf yang terjadi
subkritikal atau superkritikal dengan langkah-langkah sebagai
berikut:

1. Menggeser (mentrandasi) titik kesetimbangan (S,,1,) ke titik
(0,0) dengan melakukan transformasi
dt

(a+1+1y)

o Pertamadilakukan transformasi x =S — S,

Pada sadt x = S — S, diperoleh = sebagai berikut

dx dx dx
— = —a— = 5, (@+y+I;)dengan
(a+y+Iy)

x:S—Sz,y:I—IzdandT:

2 =[S(A~$) — kIS] = [S;(A — S) — kIS;]

dx

— = AS — S% — kIS — AS, + 5,% + kIS,

dengan subtitusi x =S — S, dan y =1 — I, ke Persamaan di atas
selanjutnya diperoleh

%=A(x+52)—(x+52)2—k(y+12)(x+52)—A52+522+

& = Ax + A4S, — 2% = 228, — §;7 — k(xy + Spy + X + ;1) —
AS, + S,% + k1,8,
dx

— = Ax + A4S, — x% —2xS, — S,% — kxy — kS,y — kl,x —

kS,I, — AS, + S,% + kI,S,
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% = Ax — x? — 2xS, — kxy — kS,y — kl,x
% = (A —2S, — kl)x — kS,y — kxy — x?
maka

d

Z=(@+y+L)[(A-2S, — klp)x — kSyy — kxy — x?]

kemudian untuk memudahkan, maka dimisalkan x = S,y = I dan
T = t sehingga diperoleh

2 = (@+1+1)[(A-2S; — kI,)S — kSy1 — kSI - 7]
(4.56)
Keduadilakukan transformasi y = I — I,
Padasaat y = I — I diperoleh = sebagai berikut

dy _ dy

dt - dt
a+y+ip

= %(a +y + 1), dengan

dy _ _ _r_I _ _ _ rl,
2 [kt -t - 2] - k1, - o - 2]

& = kIS — ul — = kIS, + ply +

_ ri,
dt

a+l,

dengan subtitusi x =S — S, dan y =1 — I, ke Persamaan di atas
selanjutnya diperoleh

dy

I
E=k()’+lz)(x+52)—H(Y‘Flz)—M—kIzSz+li12+

a+(y+lz)
ri,
a+l,



dy
dat

dy
dat

dy
dat

dy

dat

k(x}’+52}’+12x+5212)—.Uy—lilz—#Hz_m_

rl,
a+l,

klzsz + ,UIZ +

I
kxy + kS,y + kl,x + kS,1, — uy — ul, — a+ryy+12 - a+ry112 -

rl,
a+l,

klzsz + ,UIZ +

_ __ry ri, ri,
kxy+k52y+k12x Ky at+y+I, a+y+12+a+12

kxy + (kS —u)y + kl,x — —2— — i 'l

+
at+y+I, a+y+I, a+l,

maka

dy
dr
dy
dat

dy
dt

dy
dt

[kxy + (kS; —w)y + kLx]|(a+y+ 1) —ry—rl, +

ri,(a+y+1;)

a+12
[kxy + (kSp — W)y + klpx](a + y + 1) — 202

2
riy(a+ly) | ri(a+y+Il,)
a+l, a+l,

lkxy + (kS; —w)y + kLx|(a +y + I,)

—ray—rlzy—ralz—rlz2+ra12+r12y+r122
+ [ a+l, ]

ray

lkxy + (kS; —w)y + kL,x]|(a+y +1,) —

a+l,
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kemudian untuk memudahkan, maka dimisalkan x = S,y = I dan
T = t sehingga diperoleh

&= [kSI+ (kS — W + kLS| (@ + 1+ 1) — = (457)

a+12
Selanjutnya, berdasarkan Persamaan (4.2) dan tr(J(E;)) =0,
diperoleh

r
a+l,

A=S,—kl,=0,kS, —u———=0,danrl, — S,(a + 1,)2 = 0

sehingga Persamaan % dan % men;j adi

D = (@ +1+1)[(A— 25, — kIp)S — kSy1 — kSI — 5]

d_f =(a+1+1L)(A—2S;, —kl,)S — (a + 1+ I)kS,] —

a
(a+1+L)kSI—(a+1+1,)S?

B (@+1+1L)(A-S, —kl, —S,)S — (@ + I + I)kS,1 —

dat
(a+1+L)kSI—(a+1+1,)S?

B = (@+1+1,)(=S,)S — (@ + I + LL)kSyI — (& + I + I,)kSI —

dat
(a+1+1,)S?

B = —aS,S — $,51 = S,1,S — kaS,I — kS,1% — kS, 1,1 —

dt
—kaSI — kSI? — k1,51 — aS? — §%] — I,5?

B = _S,(a+1,)S — kSy(a + L) — (ka + kI, + S,)SI —

dt
(a +1,)S% — kS,1% — kSI? — S?]



as
dt
kS,12 — kSI? — 2] (4.58)

dan

ral

= = [KST + (kSp — W)l + kI,S](a + 1 + 1) —

ral

[kSI +—1 + kIZS] (@+1+1)—

d——kSI(a+I+12)+ I(a+1+12)+k125(a+1+12)—

ral
a+12

ral

&= kaSI + kSI? + kI,SI + kalS + kIoSI + kI,*S + -

+

rI? ri,I ral

a+l,  a+l, a+l

L= kly(a+1)S + Sy(a + )] + k(a + 21,)SI

+

L kSI? (4.59)

a+l,
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—=-S(a+1,)S —kS,(a+1,)] — (ka + A)SI — (a +1,)S? —

Kemudian membentuk Persamaan (4.58) dan (4.59) dalam bentuk

meatriks

ds

] i e R (4.60)
dt

dengan

m = Sz((x +12)
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p =kl(a+ 1)

g =—(ka+ A)SI — (a + 1,)S? — kS,1? — kSI? — S?I

rI?

a+l,

h = k(a + 21,)SI + + kSI?

2. Mencari matriks Jacobian dari Persamaan (4.58) dan (4.59)
dengan

25 o
(](Ez)) = [g? g;]

as ol
sehingga diperoleh

—-m— (ka + A)I — 2(a + 1,)S — kI? — 2SI
UE) = | )
p+ k(a+ 21,)I + kSI
—km — (ka + A)S — 2kS,1 — 2kSI — S?
m+ k(a + 21,)S + 22— + 2kSI (4.61)

a+l,

Selanjutnya mensubtitusikan titik kesetimbangan yang baru
(S,1) = (0,0) ke matriks Jacobian (4.61) sedemikian hingga

(](Ez)) = [—;n —km]

o (4.62)

3. Mencari eigen value dari matriks Jacobian (4.62) pada
saat Tr(J(E,)) = 0.

Sebelumnya sudah didefinisikan bahwa w = /det (J(Ep)) > 0.

Berdasarkan matriks Jacobian (4.62) diperoleh perhitungan nilai
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eigen dengan /-1l =0 sebagai berikut

|J(ED)—AI|=0

‘—m—l —km| _
p m—A

22 —m?+pkm=0

22 +det (J(E;)) =0

A=4i /det (J(E)

1= tiw
Dengan nilai eigen dari matriks Jacobian (4.62) adalah 1 = +iw

0

4. Maka selanjutnya dibentuk vektor eigen sebagai berikut

-m—iw —km v 0
[ p m—iw [vz]z[o]
sehingga didapat

(—-m—-iw)v; —kmv, =0 (4.63)
pv; + (m—iw)v, =0

dengan memisalkan v, = % maka dari Persamaan (4.63) diperoleh

pv1+(m—iw)%=0

m .

=pvi+,-i=0
m i

ﬁvlz——ﬁ-—
pw 14
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sehingga diperoleh vektor eigen sebagai berikut

[o,] =

m
p

i
Pl —

_p_w

m

1
1 +i[p]
— 0

w
1
w

Pﬂ
I
—
S Tk
| |
R
JE
—

=[5 Wl

Selanjutnyatransformasi (S, 1) sebagai berikut

-

w

sehingga

s==-danr =% (4.64)
P pw )

dengan

1 _m]Jax
b popjat (4.65)
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5. Selanjutnya merubah sistem dinamik dalam bentuk Persamaan
(S)1) ke Persamaan (x,y) sebagai berikut
Berdasarkan matriks (4.60) sistem dinamik dapat ditulis dalam

bentuk

E -m —km][S1, 9

@ =17 |Gl

| dt

dengan subtitus matriks (4.65) ke Persamaan di atas diperoleh
(1 _ m][ax]

p  pofla|_[-m —km]l [g]
0 1 4y | P

| w |Lat]

1 _m][ax] m  m? g

S gw_ % I P [y] [4]
1o_mT i _m[ax

p pw 14 pw dat

gl szl

1 _m]t 1 _

p pw - = P [g
o =1 L 0 ]
-%-pm—ﬂm—z—"—mx p mg
i e RS T
| at |

3 m?  pkm

7 R e |9 R O [

m w 0
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dx
dt
dy

dt

=12 IG) [P (4.66)

kemudian mencari bentuk normal Bifurkasi Hopf dari sistem
Persamaan (4.2) dengan cara mensubtitusikan nila g dan h ke
matriks (4.66) dengan perhitungan sebagai berikut

e Perhitungan nilai gp

gp = [—(ka + A)SI — (a + ;)% — kS,1% — kSI* — S?I]p

gp = [~Gha+ 4) (2= 22) (2) ~ (@ + 1) (2~ 2)" -

5, () kG-I - G-m) G

gp = [—(ka + A) (wxy _ myz) _ (a + 12) (:_z _ 2mxy + mzyz) B

pr pr pr prZ

() (55 - 25) - G223 2

pwd  pwd 2w p2w? | p2e3

_ (ka+A)wxy = (ka+A)my? (a+l)x?> | 2(a+l)mxy
9P = |7 ez pw?  p? '
(a+I)m?y?  kS,y?  kwxy?  kmy3® x%y = 2mxy? m2y3]
P2w? w2 e p0®  plw | ple? D2w?

_ (ka+A)wxy = (ka+A)my? (a+ly)x? | 2(a+l)mxy
gp = |— w2 w2 - + -
p prw
(a+I,)m?y?  kS,py? kwxy?  kmy® x%y n 2mxy? m2y3]

pw? w? w3 w3 Pw pw? pw3
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gp = [(_ (ka+A) + 2(a+12)m) Xy + ((ka+A)m _ (a+p)m?

w pw w? pwz
kszp) 2 (ath) - 1 2 ( k Zm) 2 km
- X" ——X -4+ —)x -
w2 D pw y+ w2+pw2 y +(w3
2
m 3
pw3)y ]

e Perhitungan nilai hm

2

hm = [k(a +21,)ST + 2 + kSIz] m

ri
a+l,
= [k(a + 21) (2 - 2) (2) () (B

P pw/ \w a+l, \w

2 ) m

r 2 2 2 3
wxy —my r [y wxy my
= [ka+20) (225 - 22) + 7 (5) + k(= 5]
hm _k(a+ 2) oz~ pet) T s a2 +k o pai)|™
[k(a+2L)wxy  k(a+2l,)my?  rkl,y? = koxy? kmy3
hm =
- pw? pw? pw? pw3 pw3
[k(a+21,)mx k(a+2I)m?y? kI 2k 2 km?y3
_ 2)mxy at+2l,)m?y* | rklymy mxy m®y
hm = pw B pw? t e T e T
hm = [k(a+21,)m k(a+2l)m? | rkl,m\ o | km 2
m=1"e Wt e pw? )Y o X
kmz 3]
pw3

e Perhitungan nilai gp + hm

_[(_ (kata) | 2(atl)m (ka+A)m (a+I)m? _
gp+hm— [( W + )xy+( w? Pw?
kSZp 2 (Cl+12) 2 i 2 _L Z_m 2
wZ) - X zMx y+( w2+pw2)xy +
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km  m?| s k(a+2I)m (_ k(a+2I)m?
pw3 ] + [ pw Xy + pw?

rklzm) kmxy? km2y3]
pw? pw?

pw?

ka+A)w 2(a+I,)m k(a+2I,)m
[(_( 2) + (a+ly) + ( 2) )x
o pw
((ka+A)m (a+I)m?  kS;p  k(a+2I)m?
w? pw? w? pw?

rkl,m (a+1,) 1
22) 2 2 xz——x2y+(——+ =+
pw p p pw

gp +hm= Vv +

gp + hm=

[(2m(a+12)—p(ka+A)—mk(oc+212)) Xy n

pw
(pm(ka+A)—kSzp2—(a+12)m2 _
pw?

k(a+I)m?+kl,m?—rkl,m a+l 1
(k(a+1p) 22 2 )) 2 _( 2)x2——x2y+

pw 14 pw
2m-pk+mk km-m2—km?
() + ()

pw? pw3

gp + hm=

2m(a+l,)-p(ka+A)-mk(a+21,)
I e )ay+
(pm(ka+A)—k52p2—(a+12)m2 _
pw?
(k(a+12)52(a+12)m+k12m2—kSz(a+12)2m)) 2 (a+lp) x2 _
p

pw?
2y 2y 4 (W) xy? + (M)y?,]

pw? pw3

gp +hm=

[(2m(a+lz)—p(ka+A)—mk(a+212)) Xy +

bpw
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(pm(ka+A)—kSzp2—(a+12)m2—klzmz) 2 (a+12)x2 _

pw? p
iy () w4 ()]
e Perhitungan nilai wh
wh = o[ka + 21)S1 + 2 + kSP?]

wh = w [k(a + 21;) (g—%) (%) +%{2(%)2 + k(g—
2]

wh:w[k(a+212)(wx)/_m_3’2)+ r (y_2)+k(wxy2_my3)]

pw?  pw? a+l, \w? pw3 pw3

wh = [k(a+212)wxy k(a+2I)my?  rkl,y? . kwxy? kmy3]
pw? pw? pw? pw3 pw3
[k(a+21,)x k(a+2I)my? = rkl,y?> | kxy? kmy?
wh = (a+2l)xy  k( z)y+ 2y” | y” 3;]
| P Pw Pw Pw pw
[k(a+21,)x kl,my? k(a+l,)my?  rkLy? = kxy? kmy3
a)hz( z)J/_zy_(z)y+zy+y_ 3;]
| P pw pw Pw pw Pw
wh = [k(a+2I)xy  kIomy?  k(a+ly)Sy(a+l,)y? n kS, (a+1y)%y?
p pw pw pw
kxy? kmy3]
pw pw?
k(a+212) km12 2 k 2 km 3]
wh = [ Xy — —Xxyt ——
p Y pw Y +pw Y pwzy
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maka diperoleh
5-10 VI won

Persamaan (4.67) merupakan bentuk normal Bifurkasi Hopf dari
sistem Persamaan (4.2) yang mempunyai titik kesetimbangan baru
yaitu (x,y) = (0,0) dan dapat dinyatakan dalam persamaan di
bawah ini

d
—=—wy+f(xy) (4.68)
% =wx+ g(x,y) (4.69)
dengan
fy) =
[(2m(a+12)—p(ka+A)—mk(a+212)) Xy +
pw
(pm(ka’+A)—k52p2—2(0(+12)m2_k12m2)yz _ (a+12)x2 _
pw p
1 9 2m—pk+mk 2 w?-km?\ 3
pwxy+( pw? )xy +( pw3 )y]
dan
= [kla2l) o kmlb oo _ Jm
g(x.y)—[ Xy ==Y xy? pwzy]

6. Menyelidiki jenis bifukasi Hopf yang terjadi pada Persamaan
(4.68) dan (4.69) menggunakan indeks stabilitas

= % [fxxx + fxyy + Gxxy + gyyy] + ﬁ [fxy(fxx + fyy) -

gxy(gxx + gyy) - fxxgxx + fyygyy]|(0.0)
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Berdasarkan Persamaan (4.68) dan (4.69) diperoleh bahwa

Of _ (¢t L)
a2x z(p +pw

3
iy

a3x

9%f _ 2m(a+l)-p(ka+A)+mk(a+2l,) 2 x+4m—2pk+2mk
axdy Pw pw pw?

%f _ 4m-2pk+2mk
axd%y pw?

0%f 2 (pm(ka+A)—km212—kp252—(a+12)m2) n 4m—2pk+2mkx

a2y Paw? Pw?
w?—km?
+6 3
pw

a%g -0
0%x
d%g _
02x0y

iy = () +2()

7 =2 () +2() v = o ()

g _ _ (k_m)
a3y - pw?
dan

__ —2(a+tly)
fxx -

p
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frexx =0
_ 2m(a+ly)-p(ka+A)+mk(a+2l,)
fxy = o
f __ 4Am—2pk+2mk
vy ST gz
fr =2 pm(ka+A)—km?I,—kp?S,—(a+I;)m?
yy — pw?
Gxx =0
Gxxy = 0
__ k(a+2Iy)
Ixy >
_ (kmlz)
9yy = o

km
Gyyy = —6 (W)
sehingga diperoleh
1
1_6 [fxxx + fxyy + gxxy + gyyy]

-1 0+M+0+_6(k_mz)]
16 pw pw

— 2m—-pk-2mk (4'70)

8pw?

— foy(fex + Fry)

1 [2m(a+12)—p(ka+A)+mk(a+212)
l6w pw
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(—2(a+12) 49 (pm(ka+A)—km212—kazsz—(a+12)m2)>]
14 pw

_ 1 [2m(a+12)—p(ka+A)+mk(a+212)
T 16w pw
(—sz(a+12)+2pm(ka+A)—2km212—2kp252—2(a+12)m2)]
pw?

1 [—-4mw?(a+l,)?+4pm?(a+1,)(ka+A)—4km31,(a+1,)
~ 16w p2w3
—4kmp?S,(a+1,)—4m3(a+1,)?+2pw?(a+1,) (ka+A)
P2wd
—2mp?(ka+A)?+2km?pl, (ka+A)+2kp3S, (ka+A)
P2wd
+2m?p(a+l,)(ka+A)-2kmw? (a+1,)(a+21;)+2km?p(a+21,)(ka+a)
PZw?
—2k2m312(a+212)—2k2mp252(a+212)—2km3(a+12)(a+212)]
p2w3
1 [(a+1)?(-4mw?—4m®)+(a+1y) (ka+A4)(4pm?+2pw? +2m?p)
16w p2w3
+(a+L)(—4km3L,—4kmp?S, ) +(ka+A)(2km?pl,+2kp3S,)

P23
+(a+h)(a+2)(-2kmw?-2km3)+(a+2L,) (- 2k*m3I,——2k?*mp?S;)
pZw?

—2mp?(ka+A)?+2km?p(a+21,) (ka+A)
P2wd
(a+1,)?(—4km?p)+(a+L,)(ka+A)(2kmp?—4m?p)
16w [ w3
+(a+L)(—4km3L,—4kmp?S,)+(ka+A)(2km?pl,+2kp3S,)
P2wd
+(a+h)(a+21)(-2k?m?p)+(a+2L,)(-2k?m3L, -2k ?>mp?S,)
P2w?
—2mp?(ka+A)?+2km?p(a+21,)(ka+A)
P2wd

Tow Ixy (gxx + gyy)

- () oz ()

(4.71)
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_ 1 [2k?mI(a+2l,)
T 16w piw

(4.72)

1
* Teo [_fxxgxx + fyygyy]

1 '0 49 (pm(ka+A)—km212—kpZSZ—(a+12)m2) (—kalz)]
16wl pw? pw

1 '(2pm(ka+A)—2km212 —2kp?S, —2(a+12)m2) (—kalz )]

16wl pw? pw

1 [(ka+A)(—4km?pl,)+4k?>m312+4k?mp2S,1,

T 16wl p2w3

+(a+Iy)4km3I,
p2w3

(4.73)

dan dengan menjumlahkan Persamaan (4.71), (4.72), dan (4.73)
diperoleh

ﬁ [fxy(fxx + fyy) - gxy(gxx + gyy) = faxGxx T+ fyygyy]

1 [(a+1)?(—4km?p)+(a+L)(ka+A)(2kmp?—4m?p)

T 16w p2w3
+(a+1)(—4km3 I, —4kmp?S,)+(ka+A)(2km?pI,+2kp3S,)
p2w3
+(a+L)(a+21;)(—2k*m?p)+(a+21,)(—2k2m3I,—2k?mp?S,)
p2w3
—2mp?(ka+A)?+2km?p(a+21,)(ka+A) | 2k?>ml,(a+21,)
p2w3 + 2w
n (ka+A)(—4km2p12)+4k2m3122+4k2mp25212+(a+12)4km312]
pZ 0)3

1 [(a+1,)?(—4km?p)+(a+L)(ka+A)(2kmp?—4m?p)
T 16w pw3
+(a+L)(—4km3L,—4kmp?S,)+(ka+A)(2km2pl,+2kp3S,)

p2w3
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+(a+L)(a+21)(-2k*m?p)+(a+21,)(—2k?m31,-2k?mp?S,)
pZ (4)3
—2mp?(ka+A)?+2km?p(a+21,) (ka+A)+(a+21,) (2k3m?pl,—2k*m31,)
p2w3
+(ka+A)(—4km2p12)+4k2m3122+4k2mp25212+(a+12)4km312]

pZ w3

1 [(a+1)?(—4km?p)+(a+L)(ka+A)(2kmp?-4m?p)
T 16w p2w3

+(a+L)(—4kmp?S,)+(ka+A)(2km?pl,+2kp3S;)

pZ (1)3
+(a+L)(a+21)(—2k*m?p)+(a+21,) (2k3m2pl, —4k?>m31,—2k*mp?S,)

p2w3

—2mp?(ka+A)?+2km?p(a+21,) (ka+A)+4k*m312

p2w3

+4-k2mp25212
p2w3

(4.74)

kemudian subtitus m = S,(a+1,) dan p=kl,(a+1;) ke
Persamaan (4.70) dan (4.74) sehingga diperoleh

1
1_6 [fxxx + fxyy + gxxy + gyyy]

__ 2m—pk-2mk
8pw?

— 2(Sz(a+13))—(kly(a+1;))k—2k(S;(a+1;))
8pw?

_ (a+1)[2S,(1-k)—k?1,]
- 8pw?

(4.75)

ﬁ [fxy(fxx + fyy) - gxy(gxx + gyy) = fexGxx T+ fyygyy]

1 [(a+1,)?(—4km?p)+(a+L)(ka+A)(2kmp?—4m?p)

T 16w p2w3




+(a+L)(—4kmp?S,)+(ka+A)(2km?pl,+2kp3S;)
p2 w3
+(a+L)(a+21)(—2k*m?p)+(a+2L,) (2k3m2pl, —4k?>m31,—2k*mp?S,)
pZ (4)3
—2mp?(ka+A)?+2km?p(a+21,) (ka+A)+4k*m312

p2w3

+4k>mp?S,1,
pZ w3

1 [(a+1)?(=4k(Sz(a+1p))? (kIz(a+15)))+(a+1y) (ka+A)
T 16w pZw3

(2k(Sz(a+1)) (kly(a+13))*—4(Sz (a+13)) % (kI (a+13)))

p2w3
+(a+12)(—4k(52 (a+12))(k12 (a+12))252)
p2w3
+(ka+A4)(2k(Sz(a+1:))2 (kI (a+1)) [ +2k(kIz(a+13))3S,)
pZw3
+(a+l)(a+21)(—2k%(Sz(a+1))? (kI (a+12)))+(a+21)
pZw3
(2k3(Sz(a+))? (kz(a+1) [, —4k2(Sa(a+12))3 1,
pZw3
—2k2(S(a+1)) (kI (a+1:))2S,)—2(Sz (a+1)) (kI (a+1))? (ka+A)?
pZ 0)3
+2k(S;(a+13))? (kI (a+1y))(a+21,) (ka+A)
pZw3
+4Kk%(Sy(a+1,))3 12 +4Kk? (S (a+15)) (kI (a+13))% S, 1,
pw3 ]

1 3
- i‘;‘;;a)ﬁ [(a + I,)*(—4k?S2L,) + (a + I,)(ka + A)

(2k3S5,12 — 4kS21,) + (a + 1) (—4k35212) + (ka + A)
(—2k2S21Z + 2k*S,13) + (a + 1) (a + 21,) (—2k35%1,)
+(a + 2I,)(—4k2S31,) + (ka + A)*(—2k?S,1%)

+(a + 21,)(ka + A)(2k?S21,) + 4k?S31% + 4k*S2I3]

3
= i‘;ﬁfﬂ [(a + I,)(—4ak?SZI, — 4k*SZ1Z) + (ka + A)
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(2ak3S,12 + 2k3S,13 — 4akS21, — 4kS212

+(a + 1) (—4k3S212) + (ka + A)(—2k?S213

+2k*S,13) + (a + 1) (—2ak3S21, — 4k3S212)

+(a + 2I,)(—4k2S31,) + (ka + A)?(—2k?S,1%)

+(ka + A)(2ak?SZ1, + 4k2SZ12) + 4k?S31Z + 4k*SZI3]

(a+12)*
- 12[)22(04 [(—2k25,13)(2S,(a + 1)) + (2kS;15)

(—2kS,(a + 1)) + (—2k?S,12) ((—ka — kI,) (ka + A))
+(2kS,1,)((—=2aS, — 25,1,)(ka + A))
+(—2k2S,12)(2kS,(a + 1))

+(=2k?$,13)((S; — k? 1) (ka + A))
+(—2k%5,13)(2kS,(a + 1)) + (2kS,1,) (—ak?S,

(a+ 1)) + (2kS,1,) (—ZkSZZ(a + 212))
+(—=2k%5,12)((ka + S, + kI,)(ka + A))
+(—2k%5,13)(—2S,(ka + A)) + (2kS,1,)(akS,)

(ka + A) + (2kS,1,)(2kS31,) + (—2k2S,12)(—2k?S,1,)]

_ (a+hp)?
= 1oy L@+ 12)25; + (ka + A)(—ka — kI) +

+(a + 1,)2kS, + (ka + A)(S, — k?1,) + (a + I,)2kS,
+(ka+ A)(ka + S, + kI,) + (ka + A)(—2S,)

I
—2k25S,1,](—2k2S,12) + i‘ﬁ‘*;ﬁ [(a + I,) (~2KkS)

+(ka + A)(—2aS, — 2S,1,) + (a + I,)(—ak?S,)
+(a + 21,)(—2kS%) + (ka + A)akS,
+(2kS31,)](2kS,1,)

3
= S [(@ + 1)S;(4k + 2) = K2 Ly (ka + 4) = 2k2S,1]
(—2Kk28,12) + (‘:?)4 [(a+ I,)(=2 — ak)kS,

+(ka + A)S,(—2a — 21, + ak) — 2kS2(a + 2I,)
+2kS21,](2kS,1,) (4.76)
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Selanjutnya untuk memperoleh indeks stabilitas (I') dari model
epidemi SIR yang dipengaruhi oleh fungs pengobatan saturas
dilakukan penjumlahan Persamaan (4.75) dan (4.76) sehingga
diperoleh

I= % [fxxx + fxyy + Ixxy + gyyy] + ﬁ [fxy(fxx + fyy) -

Ixy (gxx + gyy) — faxGxx T fyygyy]|

0.0)
_ (a+)[2S,(1-K)—k?L,] | (a+L,)?
B 2 82pa)2 =+ 16p22a)4 [(a + 1,)S,(4k + 2)

—k2I,(ka + A) — 2k?S,1,](—2k?S,1%)

(a+1)3
oo @+ 12)(=2 — ak)ks;
+(ka + A)S,(—2a — 21, + ak) — 2kS%(a + 21,)
+2kS31,1(2kS,1,)
(a+1y)[2S,(1-k)-K?L|2pw? = (a+l,)3
= e [ 216p2(1.)4 2] s 1Zp22a)4 [(a + 12)52 (4’k + 2)

—k?I,(ka + A) — 2k?S,1,](—2k?S,12)
(a+1)3
[(a+1,)(—2 — ak)kS,

16pZw*
+(ka + A)Sy(—2a — 21, + ak) — 2kS2(a + 21,)
+2kS31,1(2kS,15) (4.77)

+

(a+1)[2S,(1-k)—k?1,|2pw?
16p2w*
_ (a+1,)[2S,(1-k)—k%L;]2(kmp?—m?)
- 16p2w*
_ (a+1)[4k(S;(a+13)) (kIx(a+13))%S,
16p2w*
—4k3(Sz(a+1)) (klp(a+12))2S, =2(Sz(a+13)) % (klz (a+13))S,
16p2w*

e  Perhitungan




+2k(Sz(a+15))* (klp(a+13))S, —2k3 (Sp (a+ 1)) (kIp (a+15)) 1]
16p2w*
+2Kk2(Sz(a+12)) % (klz (a+15)) 1]
16p2w*

_ (a+1)3[(a+1)4k3SZ 15+ (a+1)(—4k*SF15)+(a+1;)(—2kS31,)
- 16pZw*

+(a+1)2k2S3 1 +(a+1,)(—2k5S,13 ) +2k3S312

16p2w*

[( + 12 ( ZkSZ + ZkZSZ + k3[2 - kSZ)]

(a+5)’
16p2w*

(a+12)
~ 16pZwt

(—2k2S,12) + [(a + I,)(—2S2 + kS (2kS,1,)

Maka Persamaan (4.77) menjadi
= S 4 ) (=2KS, + 2K2S, + k3L, — kS,)]

- 16 2 4-
(a+1)?
(—2K2S,13) + ¢ 2Es

(a+1y)3
16p 24

—2k%S,1,](— 2k252122)+ —[(a + ) (-2 — ak)kS,

+(ka + A)S,(—2a — 21, + ak) — 2kS%(a + 21,)
+2kS31,1(2kS,1,)
_ (‘”’2) 2 [(a+ 1)(S2 (2K + e+ 2) + K°15)

—k212 (ka + A)—2k?S,1,](—2k?S,12)

[(a + 1) (—2S% + kS3)](2KkS, 1)

[(a+ 1,)S,(4k + 2) — k?I,(ka + A)

(a+12)

3
2 (@ + L)(=2 - ak + $,)kS, — 253)
+(ka + A)Sy(—2a — 21, + ak) — 2kS2(a + 21,)
+2kS21,](2kS,1,)
2k(a+1,)3S,1,

= i@+ (S (2K + k+2) + K1)

—k2L,(ka + A)—2k2S,1,](~kI,)

81
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2k(a+1,)3S,1, [

+ e a+1)(=2 — ak + Sp)kS; — 252
+(ka + A)S;(—2a — 21, + ak) — 2kSZ(a + 21,)
+2kS31,]
_ 2k(a+13)3S31,
F - 16p2w4 o (478)
dengan

o={[(a+1)(S,(2k* +k +2) + k3L,) — k%I, (ka +
A)—2k%S,L,]1(—=kI,) + (a + I,)(=2 — ak + S,)kS, — 252 +
(ka + A)S,(—2a — 2I, + ak) — 2kS2(a + 21,) + 2kS3I, }.

Berdasarkan Persamaan (4.78) terbukti bahwa jika 0 < 0
orbit periodik dari model epidemi pada sistem Persamaan (4.2)
stabil sehingga terjadi bifurkasi Hopf superkritikal, sedangkan jika
o > 0 orbit periodik dari model epidemi pada sistem Persamaan
(4.2) tidak stabil sehingga terjadi bifurkasi Hopf subkritikal.
Sdanjutnya diselidiki eksistensi bifurkasi Hopf pada model
epidemi SIR yang dipengaruhi oleh fungsi pengobatan saturas
dengan parameter A = 2.6, u = 0.2,k = 2, = 0.05,r = 0.11.
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Gambar 4.3 Orbit Periodik Modd Epidemi SIR dengan Fungsi
Pengobatan Saturasi

Gambar 4.4 Plot Sdan | terhadap t pada Model Epidemik SIR
yang Dipengaruhi Fungsi Pengobatan Saturas
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Berdasarkan Gambar 4.3 terlihat adanya orbit periodik
stabil dengan nilai 0 = —0.9891 < 0, sehingga dapat disimpulkan
terjadi bifurkass Hopf superkritikal. Selanjutnya berdasarkan
Gambar 4.4 terlihat jumlah populasi Susceptible dan Infected,
secara terus menerus naik turun secara fluktuatif. Hal ini
menunjukkan bahwa terjadi penyebaran penyakit secara terus
menerus.

4.6 Simulasi Numerik

Pada sub bab ini akan membahas bagaimana cara untuk
memperoleh solus numerik dari Persamaan model interaks
dinamis dan simulas numeriknya. Hal ini bertujuan untuk
memudahkan dalam menganalisa model.

Penyelesaian numerik yang digunakan adalah metode Runge-
Kutta orde empat. Metode Runge-Kutta mencapai keakuratan dari
suatu pendekatan Taylor tanpa memerlukan turunan-turunan tingkat
tinggi. Metode Runge Kutta orde 4 adalah satu dari metode yang
banyak digunakan untuk menyelesaikan Persamaan differensial.
Metode ini mempunyai suatu galat pemotongan h*, dengan h
merupakan langkah waktu (step size)

Sebelumnya dimisalkan nila awal untuk sistem Persamaan
4.2

S(to) = So
I(to) = I

dan dengan menggunakan Metode Runge-Kutta orde empat
diperolehintegrasi numerik sebagai berikut:

1

STL+1 = S?’l + g (kl,S + 2k2,5 + 2k3r5 + k475)
1

ITL+1 - In + g(kl,l + 2k2,1 + 2k3’1 + k4,’1)

dengan



k3,S

= hf(tn: Sn'ln)
=h (S,(A—S,) — kS,1L,)

= hf(tn; Snvln)
= h (kSyly — ply — )

a+l,

= hf (ta +2,8, + 5221, + 521

:h<(sn+m)( ~ (s +&))_k(sn+%)1n)

Bf (tn +3,Sn + 722, 1 +221)

kis kit

=hf [ k(Sn + = Un+55) —p (

hf(tn+ S+, 22

(0 )0

I+ %))

= hf (tn +2,5, + 225, I, + 24)

N

_ k ko ka1 T(1n+k; I)
=h k( )(1 + ) “(I”+T)_a+(1n+%

= hf (tn, Sn + ks s In + k3 )

= ((Sn + k3 ) (A= (Sp +ks,5)) —

(I + k3)))

= hf (tn, Sn + k35 In + k3 )

k(Sn + k3s)
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In+k
= (kS + ks ) (I + k) = K + ks ) = 2720 )
Selanjutnya dengan program MATLAB disdlidiki hubungan
antara bilangan reproduksi dasar (R,) dengan kestabilan titik
kesetimbangan sehingga diperoleh

1. Andisis Kestabilan Titik Kesetimbangan ketika
Ry <1
Dengan menggunakan parameter yang berasal dari [14],
A=2,1=02k=087r=12a=0.55 dpeoeh E =(2,0)
dan R, = 0.6718. Selanjutnya melakukan simulasi dengan
menggunakan parameter diatas dan dengan nilai awal dari populas
S(0) = 1dan 1(0) = 0.6 sehingga diperoleh

Gambar 4.5 Grafik Kestabilan ketikaRy < 1,S = 1,dan = 0.6
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L aju Perubahan pada Populasi Susceptible

Berdasarkan Gambar 4.5 terlihat nilai awa populas Susceptible
sebesar 1 terus menaik hingga konstan pada nilai 2 seiring
bertambahnya waktu (t)

L aju Perubahan pada Populasi Infected

Berdasarkan Gambar 4.5 terlihat nilai awal populas Infected
sebesar 0.6 terus menurun hingga konstan pada nilai O seiring
bertambahnya waktu (t)

2. Andisis Kesabilan Titik Kesatimbangan Kketika
Ry>1
Dengan menggunakan parameter yang berasa dari [14],
A=2,u=02k=2,r=12,a =097 diperoleh E; = (2,0) dan
R, = 2.7834. Selanjutnya melakukan simulasi  dengan
menggunakan parameter diatas dan dengan nilai awal dari populas
S(0) = 1dan 1(0) = 0.6 sehingga diperoleh

Gambar 4.6 Grafik Kestabilan ketikaRy > 1,5 = 1,dan = 0.6
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L aju Perubahan pada Populasi Susceptible

Berdasarkan Gambar 4.6 terlihat nilai awa populas Susceptible
sebesar 1 terus mengalami naik turun hingga konstan pada nilai
0.4430 seiring bertambahnya waktu (t)

L aju Perubahan pada Populasi Infected
Berdasarkan Gambar 4.6 terlihat nilai awal populas Infected
sebesar 0.6 terus mengalami naik turun hingga konstan pada nilai
0.7780 seiring bertambahnya waktu (t)

Pada Gambar 4.5 kestabilan menuju titik kesetimbangan bebas
penyakit E; akan tetapi pada Gambar 4.6 terlihat bahwa kestabilan
menuju titik kesetimbangan endemik E = (0.4430 0.7780). Hal ini
membuktikan Teorema 4.3.1 E; tidak stabil asimtotik lokal ketika
R, > 1 sehingga terdapat titik kesetimbangan endemik yang stabil
yang menyebabkan penyakit berpotensi untuk menjadi endemik.



BAB V
PENUTUP

Pada bab ini diberikan kesmpulan sebagai hasil dari
anadisa model yang telah diperoleh dan saran sebagai
pertimbangan dalam pengembangan atau pendlitian lebih lanjut.

5.1 Kesmpulan

Berdasarkan keseluruhan hasil analisis dapat disimpulkan bahwa
1. Pada saat terjadi Bifurkas Maju, Bilangan Reproduksi Dasar
adalah

— kA
Ry = s
dengan titik kesetimbangan bebas penyakit
E; = (So,1p) = (4,0)
dan titik kesetimbangan endemik
A+ak+E—A A-ak-E+V/A
By = (S 1) = (252, )
Titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik ketika
R, < 1, dan tidak stabil ketika Ry, > 1
2. Pada saat terjadi Bifurkasi Mundur, Bilangan Reproduksi

Dasar adalah
_ ka
=
dengan titik kesetimbangan bebas penyakit
E; = (So,1p) = (4,0)
dan titik kesetimbangan endemik sebagai berikut:
e Padasaat Ry, = R,
A+ak+t A-ak—%
Eq = (S0, lo) = ( > ’T)
yang merupakan titik pelana (saddle point) yang tidak stabil.
o Padasaat R, < Ry <1

c
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A+ak+E+VA A-ak—E—A
By = (5, 1) = (A )

E; merupakan titik pelana (saddle point) yang tidak stabil

A+ak+E—VA A-ak—E+vVA
Ezz(52’12)=( zk ’ Zkk )

- 1 u 2 . .
E, Stablljlkar<z[(ak+A—E) —HZ] dan tidak stabil

jikar > i[(ak +4 —%)2 _ HZ].

. 1 uz 2
3. Pada saat Igu pengobatan r=z[(ak+A—;) —H]

terdapat sepasang nilai eigen yang imajiner murni yang

menyebabkan adanya bifurkasi Hopf. Untuk ¢ < 0 terjadi

bifurkasi Hopf superkritika dan pada saat o > 0 terjadi
bifurkasi Hopf subkritikal.

4. Dengan metode Numerik Runge-Kutta orde 4 menggunakan
software MATLAB diperoleh hasil sebagai berikut:

e jikaR, < 1, maka terjadi keadaan bebas penyakit karena
kestabilan sistem menuju titik kesetimbangan bebas
penyakit E .

e jika Ry > 1, maka penyakit menjadi endemik karena
kestabilan sistem menuju titik kesetimbangan endemik.

5.2 Saran

Perlu dikembangkan penerapan dari model epidemi SIR
dengan pengaruh fungsi pengobatan saturasi pada suatu kasus
khusus di daerah tertentu untuk penelitian selanjutnya dengan
menggunakan data primer agar dapat diketahui bagaimana
pengaruh model epidemi SIR dengan fungsi pengobatan saturas
pada daerah tertentu.
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Listing Program Kurva Bifurkas dan Kestabilan titik
K esetimbangan
e M Filedengan judul GUI1.m
function varargout = QU 1(varargin)
% Begin initialization code - DO NOT EDI T
gui _Singleton = 1;
gui _State = struct(' gui_Nane',
nfil enane,
'gui _Singleton',
gui _Si ngl et on,
' gui _Openi ngkFcn',
@3Ul 1_Openi ngFcn,
'gui _Qut put Fcn',
@3Ul 1_Qut put Fcn
"gui _LayoutFcn', T[] ,

"gui _Cal | back', [n;
if nargin && ischar(varargin{1})
gui _State.gui_Call back =
str2func(varargi n{1});
end

i f nargout
[varargout{1l: nargout}] =
gui _mainfcn(gui _State, varargin{:});
el se
gui _mai nfcn(gui _State, varargin{:});

end

% End initialization code - DO NOT ED T
% --- Executes just before GUI1l is nade
vi sible

function GUJ 1_Openi ngFcn( hObj ect, eventdat a,
handl es, varargin)

% This function has no output args, see

Cut put Fcn.

% hObj ect handle to figure
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% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% varargin conmand |ine argunents to GUI 1
(see VARARG N)

% Choose default command |ine output for
a1

handl es. out put = hQbj ect ;

% Updat e handl es structure

gui dat a( hObj ect, handl es);

% U WAIT nekes GUI'1 wait for user response
(see U RESUME)

% ui wai t (handl es. figurel);

%--- Qutputs fromthis function are
returned to the conmand |i ne.

function varargout = GUI 1_Qut put Fcn( hObj ect,
event dat a, handl es)

% varargout cell array for returning output
args (see VARARGOUT);

% hObj ect handl e to figure

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUl DATA)

% Get default command |ine output from
handl es structure

varargout {1} = handl es. out put;

% --- Executes on button press in run.
function run_Call back(hOoject, eventdata,
handl es)

% hObj ect handl e to run (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUl DATA)

gl obal R
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S=str2doubl e(get (handl es. SO, ' String'));

| =st r 2doubl e(get (handles. 10, String'));

t =str 2doubl e(get (handl es.tine," String'));
X=[S I];

ti=[0 t];

A=str2doubl e(get (handl es. p_A, 'string'));
mu=str 2doubl e(get (handl es.p_mu, 'string'));
r=str2doubl e(get (handl es. p_r, ' string'));
al pha=str2doubl e(get (handl es.p_al fa, ' string

)
k=str2doubl e(get (handl es. p_K, "'string'));

[T H =ode45( @DEgui 1, ti, X)

pi I i h=get (handl es. popnenu, ' val ue');
switch pilih

case 1

case 2
cl a( handl es. axes1);
| egend(' 0");

axes( handl es. axesl);
plot(T,H(:,1)," b, " LineWdth',2);
hol d on

plot(T,H(:,2)," r","LineWdth', 2);
legend('S ,'1");

yl abel (' Popul asi');

x|l abel (" Waktu (s)");

grid on
case 3
cl a( handl es. axesl);
| egend(' 0");
a=k"2;

b=al pha*k”"2- k* A+mnu;
C bintang = (mu*al pha) +r;
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Ui | ai RO
R = (k*A)/ (nmu+(r/al pha));
c¢=C bintang*(1-R);

UNi | ai Rc

Ac=(nmnu/ k) - (al pha*k) +sqrt (4*r);

r_0=(k*Ac)/ (mu+(r/al pha));

R O=r_0:(1-r_0)/100:1;

if (R<1)
for 1:1:101

C bintang*(1-R 0(i));

_1(i)=(-b-sqgrt(b"(2)-

i
c
|
4*a*c))/ (2*a);

I _2(i)=(-b+sqrt(b”"(2)-
4*a*c))/ (2*a);

end

plot(RO,I_1,'r","LineWdth', 2);

R a=r_0:(3-1)/100: 3;
for i=1:1:1ength(R_a)
c=C bintang*(1-R a(i));
I _2(i)=(-b+sqgrt(b"(2)-
4*a*c))/ (2*a);
end
el se
R a=r_0:(3-1)/100: 3;
for i=1:1:1ength(R a)
c=C bintang*(1-R a(i));
I i

4*a*c))/ (2*a));
end
end

hol d on

plot(Ra,l _2 ,'b", "LineWdth",

_2(i)=((-b+sqgrt(b~(2)-

2);
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hol d of f

x| abel (' Bi | angan Reproduksi Dasar
(R0O)")

yl abel (" Popul asi (1)")
legend('l _1',"1 _2',20,"location', "' eastoutsid
e');

grid on

axi s([r_O-

1,R a(101)+2,0,1 _2(101)]);
axis([0 3 0 3]);

end

Sunber : Dona M (2015)

% --- Executes on button press in reset.

function reset _Call back(hObject, eventdata,

handl es)

% hhj ect handl e to reset (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a

future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user

data (see GU DATA)

set (handl es. SO, ' String',"")

set(handles.10," String" ,"");

set(handles.tine,' String',"'

set(handl es.p_A, 'string ,"");
)

set(handles.p_mu,"'string',
set(handles.p_r," 'string',"'
set (handl es.p_alfa, ' string',
set(handles.p_K,'string ,"");
set (handl es. poprenu, ' Val ue' , 1) ;

")

set(handles.nilai RO, string ,'");
cl a(handl es. axesl);

| egend(' 0");
% --- Executes on button press in exit.
function exit_Call back(hObject, eventdata,
handl es)

% hhj ect handl e to exit (see GCBO
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% eventdata reserved - to be defined in

clear a;

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

cl ose;

% --- Executes on selection change in
popnenu.

function popnenu_Cal | back( hObj ect,

event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to popnenu (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: contents =
cellstr(get(hQoject,"String')) returns
popnenu contents as cell array

% content s{get (hObj ect,"' Val ue')}
returns selected itemfrom poprenu

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function popmenu_Creat eFcn( hQbj ect,

event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to popnenu (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% Hi nt: popupnenu controls usually have a
whi te background on W ndows.
% See | SPC and COVPUTER



99

Lanjutan Lampiran A

if ispc &&

i sequal (get (hQvj ect, ' Backgr oundCol or"'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function nilai RO _Call back( hject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to nilai RO (see GCBO
% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GU DATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns
contents of nilai RO as text

% str2doubl e(get (hObj ect, ' String'))
returns contents of nilai RO as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function nilai _RO_Creat eFcn(hObject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handle to nilai RO (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER.

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end



100

Lanjutan Lampiran A

function p_mu_Call back(hObj ect, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to p_mu (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure wi th handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns
contents of p_mu as text

% str2doubl e(get (hObj ect,' String'))
returns contents of p_miu as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function p_m u_CreateFcn(hCbject, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to p_mu (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% Hnt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &k

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui cont r ol Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end

function p_al fa_Call back(hCbj ect, eventdata,
handl es)

% hQbj ect handle to p_alfa (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB
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% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hi nts: get(hObject,' String') returns
contents of p_alfa as text

% str2doubl e(get (hObj ect,  String'))
returns contents of p_alfa as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function p_al fa_ CreateFcn(hObject,

event dat a, handl es)

% hhj ect handle to p_alfa (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function p_r_Call back(hObj ect, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to p_r (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)
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% Hints: get(hObject,' String') returns
contents of p_r as text

% str2doubl e(get (hObj ect,’ String'))
returns contents of p_r as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function p_r_CreateFcn(hCbject, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to p_r (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or"'),

get (0, ' def aul t Ui cont r ol Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end

function p_A Call back(hObject, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to p_A (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,"String') returns
contents of p_A as text

% st r2doubl e(get (hObj ect, ' String'))
returns contents of p_A as a double
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% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function p_A CreateFcn(hCbject, eventdata,
handl es)

% hhj ect handle to p_A (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function p_K Call back(hObj ect, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to p_K (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject, String') returns
contents of p_K as text

% str2doubl e(get (hObject,' String'))
returns contents of p K as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.
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function p_K CreateFcn(hCbject, eventdata,
handl es)

% hObj ect handl e to p_K (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% Hnt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &%

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or"'),

get (0, ' defaul t Ui cont r ol Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end

function SO_Cal | back(hOhj ect, eventdata,
handl es)

% hbj ect handl e to SO (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,"String') returns
contents of SO as text

% st r2doubl e(get (hObj ect, ' String'))
returns contents of SO as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function SO_CreateFcn(hObject, eventdata,
handl es)

% hQbj ect handle to SO (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB
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% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui cont r ol Backgr oundCol or"'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function 10_Call back(hObj ect, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to 10 (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject, String') returns
contents of 10 as text

% str2doubl e(get (hObject,' String'))
returns contents of 10 as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function 10_CreateFcn(hObject, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to 10 (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called
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% Hnt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or"'),

get (0, ' def aul t Ui cont r ol Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end

% --- Executes on button press in H T_RO.
function H T_RO_Cal | back( hCbj ect, eventdat a,
handl es)

% hbj ect handle to HHT_RO (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUl DATA)
gl obal R

set (handl es.nilai _RO,"'String' , R

function tine_Call back(hObject, eventdata,
handl es)

% hObj ect handle to tinme (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns
contents of tine as text

% st r2doubl e(get (hObj ect,' String'))
returns contents of tinme as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function tine_CreateFcn(hObject, eventdata,
handl es)
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% hObj ect handle to tinme (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns call ed

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hoj ect, ' BackgroundCol or"),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or"'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

e M Filedengan judul AZiIODE.m

function dx=Azi ODE(t, x)
dx=zeros(2,1);

dx(1) =x(1) *(A-x(1))-k*x(2)*x(1);
dx(2)=k*x(2)*x(1)-mu*x(2)-
((r*x(2))/alfa+x(2));

end
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Tampilan Program Bifurkasi Mundur
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Tampilan Program Kestabilan Titik Kesetimbangan
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Listing Program Bifurkasi Hopf
e M Filedengan judul GUI2.m
function varargout = GUJ 2(varargin)
% Begin initialization code - DO NOT EDI T
gui _Si ngl eton = 1;
gui _State = struct (' gui _Nane',
nfil enane,
‘gui _Singl eton'
gui _Si ngl et on,
' gui _Openi ngFcn'
@3Jl 2_0Openi ngFen,
"gui _Qut put Fcn'
@3l 2_Qut put Fcn,
‘gui _LayoutFcn', [] ,

"gui _Cal | back" [1);
if nargin && ischar(varargin{1})
gui _State.gui_Call back =
str2func(varargi n{1});
end

i f nargout
[varargout{1l: nargout}] =
gui _mainfcn(gui _State, varargin{:});
el se
gui _mai nfcn(gui _State, varargin{:});
end
% End initialization code - DO NOT EDI T

% --- Executes just before GU 2 is nade

vi si bl e.

function GUJ 2_0Openi ngFcn( hCbj ect, eventdat a,
handl es, varargin)



111

Lanjutan Lampiran B

% This function has no output args, see

CQut put Fcn.

% hhj ect handle to figure

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% varargin command |ine argunents to GU 2
(see VARARG N)

% Choose default command |ine output for
aul 2
handl es. out put = hObj ect ;

% Updat e handl es structure
gui dat a( hObj ect, handl es);

% U WAIT nakes GUI 2 wait for user response
(see Ul RESUME)
% ui wai t (handl es. figurel);

%--- Qutputs fromthis function are
returned to the command |i ne.

function varargout = GUJ 2_CQut put Fcn( hObj ect
event dat a, handl es)

% varargout cell array for returning output
args (see VARARGOUT);

% hhj ect handle to figure

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Get default command |ine output from
handl es structure
varargout {1} = handl es. out put;



112

Lanjutan Lampiran B

% --- Executes on button press in RUN
function RUN_Cal | back( hChj ect, eventdata,
handl es)

% hbj ect handl e to RUN (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future versi on of NMATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

S=str2doubl e(get (handl es. S_awal ,"' String'));
| =str 2doubl e(get (handl es. | _awal ," String'));
t =str2doubl e(get (handl es.t_awal ,"' String'));

opti ons = odeset (' Rel Tol', 1e-4," AbsTol ', [ le-
4 le-4]);

[T X] = ode45( @l R Model , [0 t],[S
I],options);

pi I i h=get ( handl es. popnenu, ' Val ue');
switch pilih

case 1

case 2
cl a(handl es. axesl);
| egend(' 0");
title('0");
axes(handl es. axesl);
plot(X(:,1),X(:,2));
hol d on
title(" Hopf');
xl abel (' S');
ylabel ("1");

case 3
cl a(handl es. axesl);
| egend(' 0");
title('0");
plot (T, X(:,1),"'b",T,X(:,2),'r");
hol d on
title(' Gafi k HOPF Ter hadap waktu');



113

Lanjutan Lampiran B

x| abel (" Waktu (s)');
Nkt u=Ti me
yl abel (' Jum ah Popul asi');
%um ah Popul asi =Popul ati on
legend('S ,"'1");
end
Sunber : Dona M (2015)

% --- Executes on button press in RESET.
function RESET Cal | back( hCbj ect, eventdata,
handl es)

% hhj ect handl e to RESET (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user

data (see GU DATA)

set(handles.S awal ,' String' ,"");

set (handl es. | _awal , 'Str|ng )G
)

set (handl es. t _awal , Str|ng !

set (handl es. i nput _ A str|ng A
set (handl es.input_mu, 'string ,'"');
set(handles.input_r,'string',");
set (handl es. i nput _al fa," string )G
set (handl es.input_K,'string',"'");
set (handl es. popnenu, ' Val ue' , 1) ;
set(handles.out_signa,'string',");
cl a( handl es. axesl);

| egend(' 0");

title('');
% --- Executes on button press in

pushbut t on3.

function pushbutton3_Cal |l back( hObject,
event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to pushbutton3 (see
GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB
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% handl es structure wi th handl es and user
data (see GUI DATA)
cl ose;

function out_sigma_Cal |l back( hObj ect,

event dat a, handl es)

% hbj ect handl e to out_sigma (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,"String') returns
contents of out_sigma as text

% str2doubl e(get (hCbject," String'))
returns contents of out_sigma as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function out_sigm_CreateFcn(hQj ect,

event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to out_signa (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui control Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end
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function input_mu_Call back(hObject,

event dat a, handl es)

% hhj ect handl e to i nput_mu (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hi nts: get(hObject,' String') returns
contents of input_mu as text

% str2doubl e(get (hObj ect, ' String'))
returns contents of input_mu as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function input_mu_CreateFcn(hoject,

event dat a, handl es)

% hhj ect handl e to i nput_mu (see GCBO)
% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function input_al fa_Call back(hject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to input_alfa (see GCBO
% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB
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% handl es structure wi th handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hi nts: get(hObject,'String') returns
contents of input_alfa as text

% str2doubl e(get (hObj ect,’ String'))
returns contents of input_alfa as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function input_al fa_ CreateFcn(hObject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to input_alfa (see GCBO
% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% Hnt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &k

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or"'),

get (0, ' def aul t Ui cont r ol Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end

function input_r_Call back(hObject,

event dat a, handl es)

% hbj ect handl e to input_r (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)
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% Hi nts: get(hObject,' String') returns
contents of input_r as text

% str2doubl e(get (hObj ect,  String'))
returns contents of input_r as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function input_r_CreateFcn(hbject,

event dat a, handl es)

% hhj ect handle to input_r (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or"'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function input_A Callback(hQbject,

event dat a, handl es)

% hhj ect handl e to i nput A (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,  String') returns
contents of input_ A as text

% st r2doubl e(get (hObject, ' String'))
returns contents of input_ A as a double
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% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function input_ A CreateFcn(hbject,

event dat a, handl es)

% hbj ect handl e to input_A (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% Hint: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui control Backgr oundCol or'))
set (hObj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end

function input_K Call back(hObject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handl e to i nput_K (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUl DATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns
contents of input_K as text

% st r2doubl e(get (hObj ect,' String'))
returns contents of input_K as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function input_ K CreateFcn(hbject,

event dat a, handl es)

% hbj ect handl e to input_K (see GCBO)
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% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns call ed

% Hnt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hoj ect, ' BackgroundCol or"),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function S awal _Cal | back(hObj ect, eventdat a,
handl es)

% hhj ect handle to S awal (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns
contents of S awal as text

% str2doubl e(get (hObj ect, ' String'))
returns contents of S awal as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function S awal CreateFcn(hObject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handle to S awal (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called
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% Hnt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui cont r ol Backgr oundCol or'))
set (hObj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end

function | _awal _Cal | back( hObj ect, eventdat a,
handl es)

% hObj ect handle to | _awal (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns
contents of | _awal as text

% st r2doubl e(get (hObj ect,' String'))
returns contents of | _awal as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function | _awal CreateFcn(hObject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handle to | _awal (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white
background on W ndows.
% See | SPC and COWVPUTER.
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if ispc &&

i sequal (get (hQvj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end

function t_awal _Cal | back( hObj ect, eventdat a,
handl es)

% hObj ect handle to t_awal (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GU DATA)

% Hints: get(hObject,'String') returns
contents of t_awal as text

% str2doubl e(get (hObj ect, ' String'))
returns contents of t_awal as a double

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function t_awal _CreateFcn(hQbject,

event dat a, handl es)

% hObj ect handle to t_awal (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% H nt: edit controls usually have a white

background on W ndows.

% See | SPC and COWPUTER

if ispc &&

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or'),

get (0, ' def aul t Ui contr ol Backgr oundCol or'))
set (hQhj ect, ' BackgroundCol or', " white');

end
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% --- Executes on selection change in
popnenu.

function popnmenu_Cal | back( hObj ect,

event dat a, handl es)

% hbj ect handl e to popnenu (see GCBO

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of NMATLAB

% handl es structure with handl es and user
data (see GUI DATA)

% Hints: contents =

cel I str(get(hCbject," String')) returns
popnmenu contents as cell array

% cont ent s{get (hObj ect, "' Val ue')}
returns selected itemfrom popnenu

% --- Executes during object creation, after
setting all properties.

function poprenu_Creat eFcn( hCbj ect,

event dat a, handl es)

% hbj ect handl e to popnenu (see GCBO)

% eventdata reserved - to be defined in a
future version of MATLAB

% handl es enpty - handl es not created
until after all CreateFcns called

% Hi nt: popupnenu controls usually have a

whi te background on W ndows.

% See | SPC and COVPUTER

if ispc &k

i sequal (get (hQbj ect, ' Backgr oundCol or"),

get (0, ' def aul t Ui control Backgr oundCol or'))
set (hQbj ect, ' BackgroundCol or',"white');

end
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e M Filedengan judul SIR_model.m

function xdot=SI R_Moddel (t, x)
xdot = zeros(2,1);

% Val ue of RO
RO = (k*A)/ (nmu+(r/al pha))

% equation

a=kn"2

b=(al pha*(k"2))-((k*A) +nu)
C bintang = (mu*al pha) +r
¢=C bintang*(1-R 0);

| _2 = (-b+sqrt((b”"2)-(4*a*c)))/(2*a)
%/al ue of | _2

S 2 =A(lI_2%k)
%/al ue of S 2

meS_2* (al pha+l _2)
p=k*1 _2*(al pha+l _2)

J=[-8S2 -k*S_ 2; k*I_2
rxl_2/((al pha*l _2)"2)] %acobian Matrix E2
(Endeni c¢)

N = det (J)
%Det erm nan Matrix E2 (Endem c)
w = sqrt(N)

f =(((2*nr(al pha+l _2))-

(p* (k*al pha+A)) +(mrk*(al pha+2*1 _2)))/ (p*w))*
X(1)*x(2)+..

(((p*n¥(k*al phatA)) - (k*S_2*(p"2)) -

((al pha+l _2)*(m2)) -

(k*I _2*(m2)))/ p*(wW2)) *(x(2)"2)-...
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((al pha+l _2)/p)*(x(1)"2)-
(17 (p*w))*(x(1)"2)*x(2) +((2*m
prk+nik) / (p*(W'2))) *Xx(1)*(x(2)"2) +. ..
((wh2-k*(nfr2)) 7 (p* (w'3))) *(x(2)"3);

g =((k*(al pha+2*1 _2))/p)*x(1)*x(2)-
I(\(zk*m*l_Z)/(p*W))*X(Z)"2+(k/(p*W))*X(l)*X(Z)
(k*mf (p* (Wh2))) *x(2) "3;

si gma=((2*k*((al pha+l _2)73)*S 2*|_2)/16*(p"2
) *(wr4)) *((al pha+l _2) *(S_2*(2*(k"2) +k+2) +( k»
3)*1_2)-(k"2)*I _2*(k*al pha+A) -
2*(kn2)*S 2% _2)*(-k*I_2)+. ..

((2*k*((al pha+l _2)"3)*S_2*1 _2)/16*(p"2)* (w4
))*((al pha+l _2)*(k*S_2*(-2-al pha*k+S_2) -
2*(S_272)) +(k*al phatA) *S_2*(-2*al pha-

2*| _2+al pha*k)-. ..

2*k*(S_272) *(al pha+2*| _2) +2*k*(S_2"2)*| _2);
si gna

xdot (1)
xdot ( 2)

-wex(2)+f;  %dot
wFx (1) +g; %y dot
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Tampilan Program Plot S dan I terhadap t.
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Tampilan Program Orbit Periodik Model Epidemik
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