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Rumusan Masalah

Baggimana menentukan bilangan veproduksi dasar, kestabian
dari fifik Kesetimbangan bebas pevakdt dan endemik dari
model dan adanya bifurkasl  mundur  serta  menganalisa
bifurkasi tevutama bifurkasi Hopf?

W\éaiw\am intepretas hasil analisis davi model epidemil tipe
SK dan penvelesaian numevik dari wodel tersebut serta

simulasinyg



Batasan Masalan

Permasdlaan yang dbanas pada Tugas Mehiv i akan dbatasi pada
model epidemi SIR “dengan tungsi pengibatan saturasi yang dinyatakan

dengan T (1) = AR

a+l



Tujuan

J Menentukan bilangan
repvoduksi dasar, Kestabilan gm
titik k@e@ﬂ\mbamgaw bebas
penyakit  dan  Kesetimbangan
endemi dari wmodel dan adanya
biturkasi Mundur sexta
menganalisa bifurkasi  terutama
biturkasi Hopt

1. Mengintepretasikan vl
mndlisis wmodel epidemi tipe SIR
dan - penyelesaian umerik dar
mode! tersebut serta
simulasinyg



Mantaat

| Mengetan dinamika
pevNebaran penyakit  model
epidemi  fipe SR yang
dipengaruhi - fungsi - pengobatan
saturas|

1. Diperdeh  pengetanuan
dalam - mengintrepetasikan s
andlisis dan simulasi pada mode
epidemi fipe SR






Peneltion Tevkait

Mvlica Vuditatit pada Model SIS
dengan Penpbatan (20%)

Pada  peneltian tersebut tevjd

biturkasi — mundur  pada caat
R, <1 Vg menuinukkan
bahwa  padnoatt Ry < 1
kapasttas  pendubatan \w\?
dberikan  kurang  efeldi

sehingga mevNebabkan magin ada
indinidu Ving tevinteks  dan
perNakit akan menpd endemi

Mndlisis  Cestabian dan  Bifurkagi
Mundur pada Mudel Infeksi Virus
Hepatitic ©& dan C pada Tubuh
Pasien (2.05)

Pada ~ Tuges  Mdic  tersebut
terpdi biturkasi mundur pada sant
Ry <1 \;avw? menunukkan
banwa transplantasi i sebag
bentuk  pengibatan  ternyata
kurang efeldit dJmM
menghilangkan  Nirus  hepatitis
dalam tubul






Titik \Lec;e’rivwbam@m

Pandang persamann ditevensial sebagai bevikut

=Sy (
dy 21)
— =9 y)

Sebuan titlk (xo, yo) merupakan fitik kesefimbangan dari pexsamaan
(1D jka memenunl f(xo,¥0) = g(xo,¥0) = 0. ¥arena turunan
sustu Konstanta sama dengan vol, maka sepasang fungsi konstan
x(t) = x,

don

y(t) = yo

addlon  penvelesaian  kesefimbangan  dar  persamaan  (20)  unfuk
SEMUA t.



Cestabilan Msimfotik Lokal

estabilan aimtoti lokal mevupakan kestabilan davi sistem linear atau
kestabllan dari linearisasi sistem tak linear. estabilan asimtotik lokal
pada titlk kesefimbangan ditentukan oeh tanda pada bagian real davi
akar-okov kavaktevisti sistem.









iturkasi Mundur

ura  Bifurkasi  Mundur
mempunyai 1tk kesetimbangan
bebas  penyakit  yang - stabl
serta 1 itk Kesetimbangan
endemik yang fidak stabll dan
stabll  ketka Ry <1 .
Sedangkan  ketika Ry > 1
kurva mempunya fiflk
kesetimbangan bebas penyakit
fidak  stabll  dan itk
kesetimbangan  endemik  yang
stabil.



Biturkasi Popt

Teorema 2.2
Diberikan suatu sistem dinamik
x=fl,y,u)
v =g,y 0 (2.4)
dimana p merupakan parameter damﬂm £(0,0,1) =0 4 g(0,0,u) = 0
andakan syacat berkut ferpenubi
9r of
Matriks Jacobian J = (g_; g_;)

y

dx 0
g dinitung pada titik kesetimbangan (xy) = (0,0) pada saat p=o0
mempunal sepasang eigen Nalue imaginer murini
Jka eigen Naue A = a(u) +ip () z/ﬁngm a(0) =0 4w B(0) # 0) davl
fitle (00) berlaku syarat transiersal sebagal bexikut

- {(Re(A(1)}umo # 0 (2.5)



ndeks Stabiltas

Stabiltas dari orbit priodi dicari dengan menggunakan vumus berikut
I'= % (Zx]3c + aizgy + 62613:2 + Zyg)

1 [ 92 02 92 92 2 2 2¢ 32 25 A2

16D [axafy (axj; t ay];) B (axagy) (gxg gyg) N ng; gxg Zy]; gyg]
g disebut indeks  stabilitas  dan dilni’ruvw? pada itk (0,0) dengan
w=0. Jka T >0 orbit peridi tak stabll dan jka T < 0 maka orbit

peviodi stabil




Metode Runge utta

Persamaan diferensial (1))

dx

? _f(xry)
y _

— =9(xy)

dapat dselesakan dengan metode umerk Runge-Vutta %lnivw??a didapat
penyelesaian umerik dalam bentuk persamaan () dan (i) sebagai berikut

1 . 1 ..
Xn+1 = Xp T+ P (kl,x + Zkz,x + 2k3,x + k4,x) (1) Yns1=Yn+ 5 (kl,y + Zkz,y + 2k3,y + k4,y) (i1)

dengan dengan
kl,x = hf (tn, xn) kl,y = hf (tn, yn)
b —h h k1 x B h ki,
2,x — f(tn+z'xn+7) kZ,y_hf(tn"l'EJyn"l'T)
h k, h k
Kax = hf (b + 5,2 + T”‘) ksy = hf (tn + 5,90 + %)

k4,x = hf(tn + h,x, + k3,x) k4,y = hf(tn + h,y, + k3,y)



METODE PENELITIAN

-

Diagam Miv



MNALISIS DN PEMBAMACAN



Diagram Kompartemen







Daevan Peme\eem\n

Daevan untul sistem Pevsamaan (4)) adalain
2={0<St) <M, 0<5®)+I1(t)+R() < (A;“) My, 1(£) 2 0,R(t) = 0}

karena kondisi awal  bernila postit maka 2 mevupakan  daevah
narian postit yang artinya semua pevelesaian bevada di dalam 0.




Titik \Le%’rivwbmgm Bebas Penyakit dan Bilangan
epvodulsi Dasar

Tiik \Le%’rivvmbam@m Pebas Penakif
E, = (50»10) = (A; 0)

Blangan Reproduksi Dasar
Ry = -4

r
pt



Cestabilan Titik \L@%’rwbavx@m Bebas Pevnakit

Teorema 4.3/
Tk bebas penyalt E, stabil asimtofis kal jea Ry < 1 amn fignk stabil
Jka Ry > 1.
Bukdi -
Berdasarkan niai eigen yang telan dipevoleh pada sistem (4.2)
A3 <0, 4an
Ay <0
(:(,u+£(RO—1)> <0
SRy —1<0
S Ry <1
hal ini membuldtikan jka Rq < 1 maka titik kesefimbangan bebas
penakit E;= (A,0)  stabil asimtotis bkal, sebalikvna jka Ry > 1 titik
kesetimbangan  E; fidak stabll



itk esetimbangan Endemil

Titik Vesetimbangan Endemi
Bevaasarkan Persamaan (42) dipexoleh

Sz—(ak+A+%)S+%(ak+A)+r=0 (420)
d@\n@m
a’k?+r | 2ak\r

dipertleh penvelesaian posttit dari (4.20)
5, = ak+A+7+VD dﬂV\ 5, = ak+A+ VA
Selanuinyg jka s, < A maka
Ro>1+%KT — o dan Ry <1

0 .‘ natr pP1 0
don jka s, < A maka

21,2
R0>1+ak+r'=p1 aou Ry > 1

,uar'




itk esetimbangan Endemil

Perhatikan banwa ak < v elivalen dengan p, < 1.

Sehingga ketka Ry = po, dapat disimpulkan

S Jka ak < r, maka sistem (42) memiili dua fitik k@%ﬁw\bawgavx
endemik E, = (S;,1,) dan E, = (S,,1,) pada soat Ry < 1.

S Jika ak < r, maka sistem (42) memilild fitik k@%ﬂw\bamgaw endemi

tunggal E, = (S,,1,) pada saat Ry > 1, dan titik Kesetimbangan

endemi E, fidak ada karena p, < R, < 1 fidak bevlaku.

Misalkan ak > 7, maka p, > 1, sehingaa titl kesetimbangan

endemik E, tidak ada Vemudian ketika R, > 1 terdapat fitil

kesetimbangan endemi tunggal E, = (S, 1) dan tidak ada itk

kesetimbangan endemik ketia R, < 1

%,






Cestabllan Titik Lesetimbangan Endemik

Cestabilan Ttk Vesetimbangan Endemik untuk R, = R,

A+ak+E A—ak—%

EOZ(SOIIO)Z( 2 k! 2
dipevileh det(j(Eq) < 0 sehingga E, tidak stabll (saddle)

N Vestabilan Tiik \La%’rimbamgm Endemil untuk R, < R, < 1

A+ak+E+VA A-ak-E—VA
Ei = (S, 0) = < zk ) Zkk

diperoleh det((£)) <0 sehingga E, tidak stabll (saddle)

A+ak+E—A A-ak-E+VA
E, = (52,12) — < Zk , Zkk )

dipevleh det((E;) >0 sehingga E, merupakan simpul afau spival
vemudian ddapat tr(J(E,)) = —2

(Of+12)2

2



Cestabllan Titik Lesetimbangan Endemik

%lavy'u’m\;a misalkan

(Hy) A= [(k — 1A — p + ak]?
+4aA(1 — K)k >0

dan didefinisikan

. ak? o
H = k-1  k(k-1)
JI(k—=1)A-p+ak]?+4aA(1-k)k

(k—1)
maka kestabilan fitik k@e@ﬁw\baqum

endemi E, dinyatakan dalam
teorema bevikut

\ Teorema 442 misalkan
Lak <~\T,py <Ry <1 am
: (Hy) 44, maka unfuk sistem

\ Fersamann (42) mempunydl

: E, stabil jia

(k—DA—u+ak<0
|ﬂfﬂu

l(k—1DA—u+ak>0
| 1 10\ 2 5
|r<Z[(A+ak—;) —Hl

: E, fihk stabll ji
| (k—1DA—-—p+ak >0

:r>i[(A+ak—%)2—H2]



Biturkasi Popt

Teorema 443
Misalkan ak <\, py <Ry < 1. Maka pan sistem (42) ferm

bifurkas) et Ja (H1), (k — DA — i+ ak > 0, 4V
I, = [ [1 _ \/ 1 4 —2240-kk ] berbku  Sewutny - jika

2k(k—1) [(k—1)A-pu+ak]?
o <0 orbit perik ani sistem (42) stabll sehingga fevad bifurkasi
Hpt syperktical D jka o >0, orbit perige dari sistem (42)
ik stabil sehingga ferpd bifurkasi Hopt subkrifieal




Biturkasi Popt

Bukti
Bedasarkan sistem (42)

S =5-5 —kis
d—i = kIS — ul — #
gidamﬂém solah satu itk k@eeﬁmbawgm E, = (S, 1) dan  matviks

Jacobian £, dicetani sebagai berikut
—S, —kS,
](EZ) — k[ Tl ]

(a+1,)?
Selanutnya dipevileh

A, = (tr(J (B2 )+ (tr(J (E2)) > —4det(J (E2))
’ 2




Biturkasi Hopt

Biturkasi Popf tevpdi apabla matriks  Jacobian mempunyai sepasang
nlai eigen yang imajiner wurnl. Yedua wilai eigen imaner murni jka
dan avna ke tr(J(E;) = 0. Pada pembahasan sebelumnya diketainui
banwa tr(J(E,)) = 0 ka hanya K4 (Hy), (k — DA — i+ ak > 0, dn

_ [[(k=1)A-pu+ak] _ 4aA(1-k)k ol
L=| S ][1 \/1+[(k_1)A_H+ak]2] berlaku.  Maka  terpd

bifurkasi hopt dengan syarat transversal
{Rre (10 &) .

_1 w22l T 2(at,)?
r—4[(ak+A—k) —-H ] ( 2)

0




Biturkasi Popt

Selanutiya dtentukan bentuk vormal biturkasi Hopt dengan melakukan
translasi fitik k@e@’rwbamm (S, 1,) ke itk (0,0 d@ﬂ@m melakukan
transformasi x =5 -5, y=1—1, dn dr = —= sehingga diperoleh

(a+y+I)'
% = (a+y+L)[(4-2S, —kl,)x — kS,y — kxy — x?]
Z_y - [kxy + (kSZ — u)y + k12X](CZ + y + 12) _ray

‘ - a‘l‘lz

Cemudan untuk memudankan, maka dimisalkan x = S,y =1 dn 7 =1,
ddapat
2 = (@ +1+L)[(A—2S; — kI,)S — kS,1 — kSI — §?]

2= [kSI + (kS; —w)l + kS| (@ + 1 + L) —

ral
a+12




Biturkasi Popt

Bevdasackan Persamaan (42) dan tr(J(E,)) = 0, dipevileh
A—S,—kl, =0, kS, —u———=0, dn rl, — S,(a + )2 = 0

a+12

- as | dl .,
sehinggn persamaan — daan — mevjd

9 5, (a+1,)S — kSy(a + )] — (ka + A)SI — (@ + 1,)S?

—kS,12 — kSI? — S2] (4159
% = kl,(a +1L,)S + Sy(a + L) + k(a + 21,)SI
LR, (454)

a+12



Biturkasi Popt

Cemudan membentuk persamaan (459) dan (452) dalam bentuk matviks
as

dt -m —km]S g

ar| = [ p m ] HEIH (440)

dat

engan
m = SZ (a + 12)
P = kIZ (a + 12)
g = —(ka + A)SI — (a + 1,)S? — kS,1% — kSI? — S?I
h = k(a + 21)SI + 2 4 kSI?

a+12




Biturkasi Popt

Selanutng dengan mencari matriks Jacobian dari persamaan (459) dan
(452) dan  subfitusi titik kesetimbangan (0,0) dipevien matviks

Jacobian

e

davi wmatviks Jacobian di atas dipevoleln nilai persamaan kavaktevistik
A2 —m?+pkm=0

22 +det (J(E;)) =0

1= ii\/det (U(Ey)) = tiw
dengan pexmisalan

w = Vdet (](Ez))




Biturkasi Popt

%vilzu’m\m dengan eub’ri’ruei
§==-== daw =2

ke wmhrlke (4b0) W\ka matriksinyg
W\@V\Jadl

dt 0 —-w][¥ f(x,y)
ol I | 9 R
dt
an bentuk Normal Bifurkasi Hopf
%bagai bevikut

dx
T = —wy+f(xy)

W _
= wx+g(xy)

dem@avw
f(x,y)

[(Zm(a+12)—p(ka+A)—mk(a+212)) Xy

pw

(pm(ka+A)—kSzp2 —(a+1,)m?—-kl,m?

pw?

)yz_wxz_

pw pw? pw3
dan

g((x, y) )=

k(a+2I, o kmli, 2 k- o k_m 3
[ ) x pPw y y pPw?2 y



Biturkasi Popt

Unfuk menyeldid jenis bitukasi Wopt yang terpd menggqunakan indeks
stabilitas

I'= 1_16 [fxxx + fxyy + Ixxy + gyyy] +
ﬁ [fxy(fxx + fyy) - gxy(gxx + gyy) — fexGxx + fyygyy”
dan dipevoleh

_ 2k(a+1,)3S31,
16p2w*
davwgavx
o=[(a+L)S,(2k* + k + 2) + k3I,) — kI, (ka + A)—2k?S,1,](—kI,) +
(a+1,)(—=2 —ak + S,)kS, — 252) + (ka + A)S,(—2a — 21, + ak)
—2kS%(a + 21,) + 2kS3I,

(0.0)













CESIMPULAN



YESIMPULMN

Pada oot texpd Piturkasi May, Bilangan Reproduksi Dacar adalaln
_ kA

Ry = #+£

dengan itk kesetimbangan bebas penvakit

El — (SOIIO) - (A; O)

dan fitlk kesetimbangan endemik yang stabi
A+ak+%—VZ A—ak—%+¢z

E,=(S,1;) = e

itk kesefimbangan bebas penyakit stabll asimtotik ketka Ry < 1, dan

fidak otabll kefika Ry > 1.




YESIMPULMN

Pada saat texpd Biturkasi Mundur,

Blangan Reproduksi Dasar adalaln
kA€
Rc = —F
ut
dengan itk kesetimbangan bebas penykit
E, = (50»10) = (A: 0)
dan fitik k@s@fimbam@m endemik %baga\i
berikut:
Pada sast Ry = R,

A+ak+E A—ak—E
EO:(SO,IO)Z( . k - Kk
ing mevupakan titik pelana (sagle poinh
Ving tidak otabil.

Pada sast R, < Ry < 1

Ey=(S,h)=
A+ak+%+¢z A—ak—%—JZ
2 ’ 2k

E, wevupakan ti pelana Cagde point)
yang tidak stabil,

E,=(S,1I)=
A+ak+E—R A—ak—%+¢Z>
2 ’ 2k
E, stabil jka

r < ﬂ(ak + A — %)2 — Hzl dan tidak

stabl jka r > ﬂ(ak + A— %)2 — Hzl.



%,

YESIMPULMN

Pada saot lay pengpbatan r = ﬂ(ak +A- %)2 —H 2] terdapat

sepasang Vilai eigen yang imajiner murni \ang mevebabkan adanya
bifurkasi Popt. untuk o < 0 terpdi bifurkas Hopt superkritial dan
poda oot o > 0 terpd bifurkash Mopt subkerifikal

Dengan metode Numevik Runge-Vutta orde 4 menggunakan software
MATLAG diperdleh sl banwa jka Ry < 1, maka texpdi keadoon
bebas penvakit Karena Kestabilan sistem menup titk kesetimbangan
bebas pernaldt E;. emudan jka Ry > 1, maka penyildt menpd
endemik  kavena  kestabilan sistem  menuu itk kesetimbangan
endemik.
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