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Abstrak
Harga minyak di pasar internasional sangat fluktuatif yang

berpengaruh secara langsung pada ekonomi masyarakat. Futures

contract digunakan sebagai instrumen lindung nilai dalam

komoditas minyak mentah yang dijadikan patokan dari ancaman

risiko ketidakpastian perubahan harga di masa depan. Salah

satu model yang digunakan dalam menentukan harga futures

contract adalah model yang dibentuk berdasarkan model spot price

dan model convenience yield. Untuk menentukan harga futures

contract, dilakukan penyusunan sistem persamaan diferensial

futures contract berdasarkan persamaan diferensial stokastik spot

price dan convenience yield untuk menemukan penyelesaian

dari sistem persamaan diferensial tersebut. Penyelesaian

dilakukan secara numerik dengan metode beda hingga implisit

yang kemudian dilakukan simulasi dan analisa grafik. Ketika nilai

dari convenience yield semakin besar maka didapatkan harga futures

contract yang semakin rendah pada tingkat suku bunga tertentu.
Kata-kunci: Komoditas Minyak Mentah, Futures Contract,

Model Spot Price, Model Convenience Yield, Beda
Hingga Implisit
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Abstract
The crude oil price in international market always

fluctuates and it affects the price of goods and services.
Futures contract is used as an instrument to protect the value
of crude oil price. The model to determine the futures contract
price is based on spot price and convenience yield. Partial
differential equation system of futures contract is solved using
implicit difference method to determine the price of futures
contract. As the convenience yield grow larger, the price of
futures contract decreases in some interest rate values.
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BAB I
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan mengenai latar belakang
permasalahan, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan
dan manfaat dari tugas akhir ini.

1.1 Latar Belakang

Salah satu komoditas penting dalam era globalisasi
adalah minyak. Minyak berperan dalam menggerakkan
perekonomian. Pasokan minyak bumi merupakan kebutuhan
vital dalam proses produksi industri, terutama untuk
menghasilkan listrik, menjalankan mesin produksi dan
mengangkut hasil produksi ke pasar. Selain itu, minyak bumi
juga penting bagi pembangunan ekonomi dan sosial yang
berkelanjutan [2].

Akhir-akhir ini harga minyak bumi di pasar internasional
sangat fluktuatif dengan kecenderungan meningkat. Pada
tahun 2011 harga minyak dunia (minyak Brent dan
Indonesian Crude Oil Price atau ICP) berada pada level
di atas batas psikologi USD 100 per barel. Kenaikan harga
mencapai rata-rata sekitar 40% dibandingkan rata-rata harga
minyak tahun 2010 yang mencapai USD 79 per barel [2].
Dampak dari fluktuasi harga minyak meluas hingga mencapai
angka yang besar untuk barang dan jasa yang berdampak
secara langsung pada ekonomi masyarakat [1]. Hal itulah
yang mendorong timbulnya kebutuhan akan perlindungan
nilai. Salah satu instrumen yang digunakan invenstor untuk
melindungi dirinya dari risiko perdagangan adalah futures
contract.
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Manfaat utama yang bisa diberikan futures contract
adalah untuk melindungi nilai (hedging) aset yang dijadikan
patokan dari ancaman risiko ketidakpastian perubahan
harga di masa depan [7]. Dengan adanya futures contract,
para produsen dan konsumen dapat menghitung biaya dan
keuntungan yang diharapkan [2]. Harga suatu futures contract
ditetapkan terlebih dahulu melalui persaingan terbuka antar
pelaku atau anggota bursa [7]. Selain itu, harga futures
contract tergantung dari harga pasar suatu komoditas saat
itu. Pada kenyataannya, harga pasar komoditas minyak
mentah berubah-ubah sepanjang waktu dimana perubahan
tersebut merupakan suatu proses stokastik. Kenyataan inilah
yang mendasari diperlukannya model untuk menghitung
harga futures contract dengan mempertimbangkan harga
pasar komoditas yang fluktuatif.

Salah satu model yang digunakan dalam menentukan
harga futures contract adalah model yang dibentuk
berdasarkan model spot price dan model convenience
yield. Mohammad Abdul Aziz AbaOud menyatakan
bahwa hubungan antara spot price dan futures contract
dapat digabungkan dalam sebuah convenience yield [2].
Selanjutnya, Gibson dan Schwartz (1990) mengasumsikan
bahwa spot price pada minyak mentah mengikuti distribusi
lognormal-stasioner dan convenience yield mengikuti proses
mean reverting [2]. Dalam tugas akhir ini dilakukan
pembentukan sistem persamaan diferensial berdasarkan
model spot price dan model convenience yield untuk
menetukan harga futures contract pada komoditas minyak
mentah serta kondisi-kondisi batas yang berhubungan,
untuk selanjutnya dicari penyelesaian dari sistem persamaan
diferensial dalam kasus perhitungan harga futures contract
komoditas minyak mentah.
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1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah yang perlu untuk dikaji dalam tugas

akhir ini adalah:

1. Bagaimana pembentukan sistem persamaan diferensial
berdasarkan berdasarkan model spot price dan model
convenience yield untuk menentukan harga futures
contract pada komoditas minyak mentah?

2. Bagaimana solusi dari sistem persamaan diferensial
berdasarkan model spot price dan model convenience
yield untuk menentukan harga futures contract pada
komoditas minyak mentah secara numerik?

1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah yang digunakan dalam tugas akhir ini

adalah:

1. Futures contract yang diperhatikan adalah tipe Eropa.

2. Waktu yang berlaku pada kontrak adalah berhingga.

3. δ > 0.

4. σ =
√
δ.

5. G(t) diasumsikan konstan.

1.4 Tujuan
Tujuan dalam penulisan tugas akhir ini yaitu:

1. Mendapatkan sistem persamaan diferensial berdasarkan
model spot price dan model convenience yield untuk
menentukan harga futures contract pada komoditas
minyak mentah.

2. Mendapatkan solusi dari sistem persamaan diferensial
pada model spot price dan model convenience
yield untuk menentukan harga futures contract pada
komoditas minyak mentah secara numerik.
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1.5 Manfaat

Manfaat yang bisa diperoleh dari penulisan tugas akhir ini
adalah:

1. Sebagai informasi tambahan mengenai model spot price
dan model convenience yield untuk menentukan harga
futures contract pada komoditas minyak mentah.

2. Sebagai salah satu alternatif bahan pertimbangan untuk
menentukan harga futures contract pada komoditas
minyak mentah.

1.6 Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini secara keseluruhan terdiri dari lima bab
dan lampiran, secara garis besar dalam masing-masing bab
dibahas hal-hal sebagai berikut:

1. BAB I PENDAHULUAN
Pada bab I dijelaskan gambaran umum dari penulisan
tugas akhir yang meliputi latar belakang, rumusan
masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat, dan
sistematika penulisan.

2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada bab II diuraikan tentang teori-teori utama maupun
penunjang yang terkait dengan permasalahan dalam
tugas akhir, antara lain penelitian terdahulu, komoditas
minyak mentah, futures contract, istilah-istilah dalam
futures contract, mekanisme futures contract, futures
price untuk aset komoditas, model spot price dan model
covenience yield, model yang terbentuk berdasarkan
model spot price dan model covenience yield, Lemma
Ito, metode numerik, metode beda hingga, metode beda
hingga implisit, metode beda hingga eksplisit, metode
beda hingga Crank-Nicholson. Teori-teori tersebut
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digunakan sebagai acuan dalam pengerjaan tugas akhir
ini.

3. BAB III METODE PENELITIAN
Pada bab III dijelaskan tahapan-tahapan yang
dilakukan dalam pengerjaan tugas akhir. Tahapan
tersebut adalah studi literatur; Pembentukan Sistem
Persamaan Diferensial berdasarkan Model Spot Price
dan Model Convenience Yield: a) Penyusunan portofolio
futures contract berdasarkan Stochastic Differensial
Equation, b) Pembentukan persamaan diferensial
parsial untuk futures contract komoditas minyak
mentah berdasarkan model persamaan diferensial
stokastik spot price dan convenience yield dengan
menggunakan Lemma Ito, c) Pembentukan sistem
persamaan diferensial dari langkah nomor 2 dengan
kondisi-kondisi batas yang berhubungan; Tahap
penyelesaian; Penarikan kesimpulan.

4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada bab IV membahas tentang pembentukan
persamaan diferensial parsial berdasarkan persamaan
diferensial stokastik spot price dan convenience
yield yang meliputi: a) pembentukan persamaan
perubahan harga futures contract dengan Lemma
Ito, b) penyusunan portfolio. Selanjutnya, dilakukan
penyelesaian persamaan diferensial parsial berdasarkan
persamaan diferensial stokastik spot price dan
convenience yield dengan metode beda hingga
implisit yang meliputi: a) diskritisasi model, b)
hasil perhitungan numerik PDP harga futures contract
dengan ,metode beda hingga implisit.

5. BAB V PENUTUP
Pada bab V berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
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analisis dan pembahasan tugas akhir serta saran untuk
pengembangan penelitian selanjutnya.



BAB II

TINJAUAN PUSTAKA

Dalam rangka mendukung proses pembentukan sistem
persamaan diferensial berdasarkan model spot price dan
model convenience yield dan penentuan solusi dari sistem
persamaan diferensial berdasarkan model spot price dan
model convenience yield tersebut dalam penetuan harga
komoditas minyak mentah, maka diperlukan pustaka sebagai
berikut:

2.1 Penelitian Terdahulu

Perubahan harga komoditas merupakan poin utama dalam
menentukan harga futures contract. Menurut penelitian
sebelumnya, Mohammad Abdul Aziz AbaOud menyatakan
bahwa hubungan antara spot price dan futures contract dapat
digabungkan dalam sebuah convenience yield [2]. Selanjutnya,
Gibson dan Schwartz (1990) mengasumsikan bahwa spot price
pada minyak mentah mengikuti distribusi lognormal-stasioner
dan convenience yield mengikuti proses mean reverting [2].

Berdasarkan sudut pandang tradisional, futures price
komoditas adalah keuntungan spot price komoditas saat ini
dari biaya penyimpanan dan convenience yield [1].

Mohammed AbdulAziz Aba Oud (2014) melakukan
perhitungan futures price dengan model dua faktor antara
lain berdasarkan model spot price dan model Net Demand,
model spot price dan model Interest Rate, model spot price
dan model Convenience Yield, dan model Regime Switching
kemudian mendapatkan kesimpulan dari keempat model [2].

7
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2.2 Komoditas Minyak Mentah

Minyak mentah (crude oil) adalah komoditas kunci dari
ekonomi global [3]. Lebih dari itu, minyak mentah menjadi
hal yang berpengaruh dalam perkembangan perekonomian
dan perindustrian di berbagai Negara. Selain itu, kegiatan
politik, cuaca ekstrem, dan spekulasi pada pasar keuangan
adalah karakter utama dalam pasar minyak mentah yang
dapat menaikkan tingkat harga volatilitas di pasar minyak.
Dampak dari fluktuasi harga minyak meluas hingga mencapai
angka yang besar untuk barang dan jasa yang berdampak
secara langsung pada ekonomi masyarakat [3].

Fluktuasi harga minyak mentah di pasar internasional
pada prinsipnya mengikuti aksioma yang berlaku umum
dalam ekonomi pasar, dimana tingkat harga yang berlaku
sangat ditentukan oleh mekanisme permintaan dan penawaran
(demand an supply mechanism) sebagai faktor fundamental
(Nizar, 2002) [3]. Faktor - faktor lain dianggap
sebagai faktor non-fundamental, terutama berkaitan dengan
masalah infrastruktur, geopolitik dan spekulasi. Dari
sisi permintaan, perilaku harga minyak sangat dipengaruhi
oleh pertumbuhan ekonomi dunia. Sedangkan dari sisi
penawaran, fluktuasi harga minyak mentah dunia sangat
dipengaruhi oleh ketersediaan atau pasokan minyak oleh
negara-negara produsen, baik negara-negara yang tergabung
dalam Organization of the Petroleum Exporting Countries
(OPEC) maupun negara produsen non-OPEC [4].

2.3 Futures Contract

Menurut John C. Hull [5], futures contract adalah sebuah
perjanjian antara dua pihak untuk membeli atau menjual
sebuah aset pada waktu tertentu di masa depan untuk harga
tertentu. Futures contract pada umumnya diperdagangkan di
bursa dan sudah terstandar.

Pemenuhan futures contract sesuai spesifikasi yang



9

tercantum dalam kontrak, dijamin oleh Lembaga Kliring
Berjangka. Suatu futures contract dapat menimbulkan
kewajiban kepada pemegang kontrak tersebut untuk
melaksanakan pembelian atau penjualan aset. Kedua
belah pihak harus melaksanakan kewajiban masing-masing
pada tanggal penyerahan atau tanggal penyelesaian akhir
(final settlement date).

2.3.1 Istilah-istilah dalam Futures Contract
Beberapa istilah dalam futures contract adalah [7]:

1. Underlying asset
Underlying asset adalah sesuatu (komoditi/aset) yang
disetujui kedua pihak untuk dipertukarkan.

2. Settlement date atau delivery date
Settlement date atau delivery date adalah tanggal yang
ditetapkan untuk melakukan transaksi.

3. Futures price
Futures price adalah harga yang telah disepakati
oleh kedua belah pihak yang berkepentingan untuk
melakukan transaksi.

4. Long futures atau long position
Long futures atau long position adalah posisi dalam
kontrak untuk membeli underlying asset dikemudian
hari.

5. Short futures atau short position
Short futures atau short position adalah posisi dalam
kontrak untuk menjual underlying asset dikemudian
hari.

6. Clearing house
Clearing house adalah sebuah perusahaan yang terpisah
tetapi terkait dengan setiap bursa.
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7. Risiko basis (basis risk)
Risiko basis (basis risk adalah risiko yang dihadapi
para hedger (investor yang menggunakan futures untuk
tujuan lindung nilai) karena adanya perubahan basis
yang tidak digarapkan.

8. Basis
Basis adalah perbedaan antara harga di pasar spot
dengan futures price dari komoditi yang akan dilindungi.

9. Spot market
Spot market adalah harga suatu komoditi di pasar
yang memungkinkan terjadinya penyerahan aset atau
komoditi secara tepat.

10. Harga pada futures contract
Harga pada futures contract adalah harga penyerahan
aset atau komoditi yang akan terjadi dikemudian hari.

2.3.2 Mekanisme Futures Contract
Mekanisme perdagangan futures contract seperti terlihat

pada gambar berikut [7].

Gambar 2.1: Mekanisme Futures Contract
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2.3.3 Futures Price untuk Aset Komoditas

Biaya penyimpanan (storage cost) dan convenience yield
merupakan faktor penting dalam penentuan harga suatu
komoditas. Biaya yang terkait dengan penyimpanan
komoditas fisik disebut dengan storage cost, yang
meliputi biaya penyimpanan dan asuransi. Pemegang
dari komoditas fisik dapat menghasilkan pendapatan, yang
disebut convenience yield, yang berkurang jika persediaan
bertambah. Convenience yield dapat diartikan dengan
keuntungan dari pemegang komoditas fisik.

Untuk menentukan harga futures contract dari aset
komoditas, digunakan teorema fundamental pertama dari
penentuan harga aset, yang menyebutkan bahwa adanya
ukuran risiko netral Q menyiratkan sebuah proses harga yang
discounted no-arbitrage dari semua klaim finansial adalah
martingales di bawah ukuran risiko netral Q. Selama tidak
ada biaya yang masuk dalam futures contract, harga minyak
(harga minyak yang umum) adalah martingales dibawah
ukuran risiko netral Q, F (P, t) = (E)Qt (PT ). Hal ini mengikuti
argumentasi arbitrage [2].

2.4 Model Spot Price dan model Convenience Yield

Harga minyak mentah dan convenience yield mengikuti
model stokastik yang berkorelasi dengan risk-neutral adalah
sebagai berikut [2]:

dP = (r − δ)Pdt+ σ1P
√
δdZ̃1

dδ = aδ(G(t)− δ)dt+ σ2δ
3
2dZ̃2

Corr(dZ̃1, dZ̃2) = ρdt
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dengan,
P = spot price
r = tingkat suku bunga
δ = convenience yield
σ1 = volatilitas pada spot price
σ2 = volatilitas pada convenience yield
G(t) = waktu dari fungsi bebas δ
aδ = kecepatan berbalik dari δ ke G(t)

dZ̃1 = proses Wiener pada spot price

dZ̃2 = proses Wiener pada convenience yield

ρ = koefisien korelasi antara dZ̃1 dan dZ̃2.

2.5 Model Berdasarkan Model Spot Price dan Model
Convenience Yield

Persamaan diferensial yang terbentuk berdasarkan model
spot price dan model convenience yield untuk harga futures
contract pada komoditas minyak mentah adalah sebagai
berikut [2]:

σ2
1δP

2

2

∂2F

∂P 2
+ (r − δ)P ∂F

∂P
+
σ2

2δ
3

2

∂2F

∂δ2
+

aδ (g(τ)− δ) ∂F
∂δ

+ ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
− ∂F

∂τ
= 0 (2.1)

dengan, g(τ) = G(T − τ). Syarat awal dari PDP di atas
adalah F (P, δ, 0) = P sedangkan kondisi batasnya adalah
F (P, 0, τ) = Perτ dan F (0, δ, τ) = 0 [2].

2.6 Lemma Ito

Lemma Ito dapat didefinisikan sebagai versi stokastik dari
aturan rantai sebuah variabel deterministik. Lemma Ito
terkait dengan perubahan kecil dalam fungsi dari variabel acak
dan perubahan kecil dalam variabel acak itu sendiri [2].

Persamaan perubahan harga futures contract seperti pada
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persamaan 2.5 didapatkan dengan mengaplikasikan Lemma
Ito [2].

dF =
∂F

∂P
dP +

1

2

∂2F

∂P 2
(dP )2 +

∂F

∂δ
dδ +

1

2

∂2F

∂δ2
(dδ)2

+
∂2F

∂P∂δ
(dPdδ) +

∂F

∂t
dt (2.2)

dengan,
F (P, t) = futures contract
P = spot price
δ = convenience yield.

2.7 Metode Numerik

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk
memformulasikan permasalahan matematika sehingga dapat
diselesaikan dengan operasi aritmatik dan logika. Kelebihan
dari penggunaan metode numerik adalah mampu mengatasi
persamaan sistem yang besar, sistem nonlinear, serta
persamaan geometri yang rumit yang tidak dapat diselesaikan
secara analitik dengan kalkulus standar. Selain itu, metode
numerik adalah cara yang efisien untuk menggunakan
komputer [8].

Penyelesaian dengan metode numerik adalah dengan
mengubah persamaan dasar menjadi persamaan yang hanya
berlaku pada titik-titik tertentu didalam domain penyelesaian.
Pengubahan persamaan dasar tersebut dapat menggunakan
metode elemen hingga maupun beda hingga. Namun, untuk
permasalahan satu dimensi atau permasalahan yang dapat
diubah kedalam permasalahan satu dimensi maka metode
beda hingga akan lebih baik untuk digunakan [9].

2.8 Metode Beda Hingga

Metode beda hingga adalah suatu metode numerik
untuk menyelesaikan suatu persamaan diferensial dengan
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mengaproksimasi turunan-turunan persamaan tersebut
menjadi sistem persamaan linear [10].

2.8.1 Metode Beda Hingga Eksplisit

Hull dan White (1990) menyatakan bahwa metode
beda hingga eksplisit dalam komputasi tidak memerlukan
matriks invers, sehingga turunan parsial ∂v

∂t aproksimasinya
menggunakan beda maju dan aproksimasinya turunan
parsial ∂v

∂s dan ∂2v
∂s2

pada langkah waktu i + 1 menggunakan
aproksimasi beda pusat. Dengan menggunakan persamaan
berikut:

vij =
1

1 + r∆t

(
a1jv

i+1
j−1 + b1jv

i+1
j + c1jv

i+1
j+1

)
untuk i = 0, 1, 2, · · · , N−1 dan j = 0, 1, 2, · · · ,M−1 dimana,
a1j = −1

2rj∆t+ 1
2σ

2j2∆t
b1j = 1− σ2j2∆t
c1j = 1

2rj∆t+ 1
2σ

2j2∆t,

maka vij dapat ditentukan mundur menggunakan vi+1
j−1, vi+1

j ,

vi+1
j+1 sehingga skema beda hingga eksplisit adalah sebagai

berikut [10]:
Selanjutnya, dapat dinyatakan sebagai matrik vij = Avi+1

j

untuk j = 0, 1, 2, · · · ,M . Vektor vi+1
j untuk i + 1 = T telah

diketahui dari syarat akhir, karena itu untuk menyelesaikan
vij dapat dilakukan dengan bekrja mundur menggunakan
matriks A yang unsur-unsurnys telah diketahui, untuk
j = 0, 1, 2, · · · ,M .
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Gambar 2.2: Skema Beda Hingga Eksplisit

2.8.2 Metode Beda Hingga Implisit

Pada metode beda hingga implisit aproksimasi untuk
turunan parsial V (S, t) hampir sama dengan aproksimasi
yang digunakan pada metode eksplisit. Metode eksplisit
menggunakan langkah i + 1, sedangkan metode implisit
menggunakan langkah i [10]. Pendekatan turunan parsial
pertama dan kedua dari fungsi F = F (P, T ) pada metode
beda hingga implisit terlihat pada persamaan berikut:

FT (S, T ) ≈
F j+1
i − F ji

∆T
(2.3)

FS(S, T ) ≈
F j+1
i+1 − F

j+1
i

∆S
(2.4)

FSS(S, T ) ≈
F j+1
i+1 − 2F j+1

i + F j+1
i−1

(∆S)2
(2.5)

untuk semua i = 1, 2, 3, ... dan n = 0, 1, 2, ... dan berikut
merupakan skema beda hingga implisit:
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Gambar 2.3: Skema Beda Hingga Implisit

2.8.3 Metode Beda Hingga Crank-Nicholson

Metode Crank-Nicholson merupakan metode beda hingga
yang digunakan untuk menyelesaikan persamaan panas dan
persamaan diferensial parsial yang sejenisnya [11]. Metode
Crank-Nicholson merupakan pengembangan dari metode beda
hingga eksplisit dan metode beda hingga implisit. Pada
metode beda hingga Crank-Nicholson, pendekatan solusi V j+1

i

dihitung melalui titik i, j dan titik i, j+1, artinya pendekatan
suku derivatif ruang pada waktu ke j+ 1

2 merupakan nilai rata-
rata derivatif pada waktu ke j dan j + 1 [12].

Misalkan untuk fungsi F = F (S, T ) diperoleh pendekatan
turunan parsial pertama dan kedua metode beda hingga
Crank-Nicholson adlaah sebagai berikut:

FT (S, T ) ≈
F j+1
i − F ji
(∆T )

(2.6)

FS(S, T ) ≈ 1

2(∆S)
(
F ji+1 − F

j
i−1 + F j+1

i+1 − F
j+1
i−1

) . (2.7)
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FSS(S, T ) ≈ 1

2(∆S)2

(
F ji+1 − 2F ji + F ji+1 + F j+1

i+1 − 2F j+1
i F j+1

i−1

)
(2.8)

untuk semua i = 1, 2, 3, ... dan n = 0, 1, 2, ... dan berikut
merupakan skema beda hingga Crank-Nicholson,

Gambar 2.4: Skema Beda Hingga Crank-Nicholson





BAB III
METODE PENELITIAN

Langkah yang akan dilakukan penulis dalam pembuatan
Tugas Akhir ini antara lain:

1. Studi literatur
Pada tahap ini dilakukan pencarian dan pengumpulan
referensi yang menunjang penelitian. Referensi yang
dipakai adalah buku-buku literatur, jurnal ilmiah,
tugas akhir atau thesis atau disertasi yang berkaitan
dengan permasalahan, maupun artikel dari internet.
Persamaan diferensial stokastik pada model spot price
dan model convenience yield serta asumsi-asumsi
yang lain digunakan untuk mendapatkan model harga
futures contract dengan tujuan untuk mempelajari lebih
mendalam mengenai futures contract komoditas minyak
mentah.

2. Pembentukan Sistem Persamaan Diferensial
berdasarkan Model Spot Price dan Model Convenience
Yield
Pada tahapan ini, sistem persamaan diferensial akan
dibentuk dengan langkah-langkah sebagai berikut:

(a) Penyusunan portofolio futures contract
berdasarkan Stochastic Differential Equation.

(b) Pembentukan persamaan diferensial parsial
untuk futures contract komoditas minyak
mentah berdasarkan model persamaan diferensial

19
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stokastik spot price dan convenience yield dengan
menggunakan Lemma Ito.

(c) Pembentukan sistem persamaan diferensial daqri
langkah nomor 2 dengan kondisi-kondisi batas yang
berhubungan.

3. Tahap Penyelesaian
Pada tahap ini, sistem persamaan diferensial yang
terbentuk dari langkah sebelumnya dicari penyelesaian
secara numerik dengan menggunakan metode beda
hingga implisit. Kemudian dibuat simulasi dari hasil
yang telah didapatkan dengan menggunakan software
MATLAB.

4. Penarikan Kesimpulan
Setelah menemukan penyelesaian dari sistem persamaan
diferensial berdasarkan model spot price dan model
convenience yield, maka selanjutnya dilakukan
penarikan kesimpulan dari pembahasan yang telah
dilakukan sebelumnya serta pemberian saran sebagai
bahan masukan untuk penelitian lebih lanjut.



BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dijelaskan mengenai langkah-langkah dalam
pembentukan persamaan diferensial berdasarkan persamaan
diferensial stokastik dari spot price dan persamaan diferensial
stokastik dari convenience yield serta langkah-langkah dalam
mencari solusi dari persamaan diferensial tersebut untuk
mendapatkan harga futures contract pada komoditas mintah
mentah.

4.1 Pembentukan Persamaan Diferensial Parsial
Berdasarkan Persamaan Diferensial Stokastik
Spot Price dan Convenience Yield

Pada tahap ini dibahas bagaimana pembentukan
persamaan diferensial parsial berdasarkan persamaan
diferensial stokastik dari spot price dan convenience yield
untuk perhitungan harga futures contract pada komoditas
minyak mentah.

4.1.1 Pembentukan persamaan perubahan harga
futures contract dengan Lemma Ito

Mohammed AbdulAziz Aba Oud mengasumsikan bahwa
harga minyak dan convenience yield mengikuti model
stokastik yang berkorelasi dengan risk-neutral sebagai berikut:

dP = (r − δ)Pdt+ σ1P
√
δdZ̃1 (4.1)

dδ = aδ(G(t)− δ)dt+ σ2δ
3
2dZ̃2 (4.2)

Corr(dZ̃1, dZ̃2) = ρdt (4.3)

. Jika F (P, δ, τ) adalah harga futures contract dengan jatuh
tempo T , maka perubahan harga futures contract (dF ) dapat

21
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ditentukan dengan menggunakan deret Taylor dan Lemma
Ito. Dengan menggunakan Lemma Ito, didapatkan perubahan
harga dari futures contract adalah sebagai berikut:

dF =
∂F

∂P
dP +

1

2

∂2F

∂P 2
(dP )2 +

∂F

∂δ
dδ

+
1

2

∂2F

∂δ2
(dδ)2 +

∂2F

∂P∂δ
(dPdδ) +

∂F

∂t
dt, (4.4)

selanjutnya dengan menggunakan Persamaan (4.1) - (4.3)
diperoleh:

(dP )2 = ((r − δ)Pdt+ σ1P
√
δdZ̃1)2

= ((r − δ)Pdt)2 + 2((r − δ)P 2σ1

√
δdtdZ̃1) + (σ1P

√
δdZ̃1)2

= (σ1)2P 2δdt (4.5)

(dδ)2 = (aδ(G(t)− δ)dt+ σ2δ
3
2dZ̃2)2

= (aδ(G(t)− δ)dt)2 + 2(aδ
5
2σ2(G(t)− δ)dtdZ̃2) + (σ2δ

3
2dZ̃2)

= (σ2)2δ3dt (4.6)

dPdδ = ((r − δ)Pdt+ σ1P
√
δdZ̃1)(aδ(G(t)− δ)dt+ σ2δ

3
2dZ̃2)

= σ1σ2

√
δPδ

3
2 ρdt

= σ1σ2Pδ
2ρdt. (4.7)

Substitusi Persamaan (4.5)-(4.7) ke Persamaan (4.4) sehingga
menjadi,
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dF =
∂F

∂P
dP +

1

2

∂2F

∂P 2
(dP )2 +

∂F

∂δ
dδ +

1

2

∂2F

∂δ2
(dδ)2

+
∂2F

∂P∂δ
(dPdδ) +

∂F

∂t

=
∂F

∂P
((r − δ)Pdt+ σ1P

√
δdZ̃1) +

1

2

∂2F

∂P 2
σ2

1P
2δdt

+
∂F

∂δ

(
aδ(G(t)− δ)dt+ σ2δ

3
2dZ̃2

)
+

1

2

∂2F

∂δ2
σ2

2δ
3dt

+
∂2F

∂P∂δ
ρσ1σ2Pδ

2dt+
∂F

∂t

= ((r − δ)P ∂F
∂P

+
1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2
+ aδ(G(t)− δ)∂F

∂δ

+
1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2
ρσ1σ2Pδ

2 ∂
2F

∂P∂δ
+
∂F

∂t
)dt

+σ1P
√
δ
∂F

∂P
dZ̃1 + σ2δ

3
2
∂F

∂δ
dZ̃2, (4.8)

selanjutnya dimisalkan dengan:

L(F ) = (r − δ)P ∂F
∂P

+
1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2

+aδ(G(t)− δ)∂F
∂δ

1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2

+ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
+
∂F

∂t
(4.9)

sehingga Persamaan (4.8) menjadi:

dF = L(F )dt+ σ1P
√
δ
∂F

∂P
dZ̃1 + σ2δ

3
2
∂F

∂δ
dZ̃2. (4.10)
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4.1.2 Penyusunan portfolio dan pembentukan model
PDP berdasarkan persamaan diferensial
stokastik pada spot price dan convenience
yield

Portofolio dengan nilai π terdiri dari satu long futures
contract dengan nilai F1 dan maturitas T1, x short futures
contract dengan nilai F2 dan maturitas T2 serta y short
futures contract dengan nilai F3 dan maturitas T3, dimana
long futures contract adalah posisi dalam kontrak untuk
membeli underlying asset dikemudian hari sedangkan short
futures contract adalah posisi dalam kontrak untuk menjual
underlying asset dikemudian hari. Nilai untuk portofolio
tersebut adalah

π = F1(P, δ, t;T1)− xF2(P, δ, t;T2)− yF3(P, δ, t;T3) (4.11)

selanjutnya, perubahan nilai (return) untuk portfolio adalah
sebagai berikut:

dπ = dF1(P, δ, t;T1)− xdF2(P, δ, t;T2)− ydF3(P, δ, t;T3)

=

[
L(F1)dt+ σ1P

√
δ
∂F1

∂P
dZ̃1 + σ2δ

3
2
∂F1

∂δ
dZ̃2

]
−
[
L(F2)dt+ σ1P

√
δ
∂F2

∂P
dZ̃1 + σ2δ

3
2
∂F2

∂δ
dZ̃2

]
−
[
L(F3)dt+ σ1P

√
δ
∂F3

∂P
dZ̃1 + σ2δ

3
2
∂F3

∂δ
dZ̃2

]
= [L(F1)− xL(F2)− yL(F3)] dt

+

[
∂F1

∂P
− x∂F2

∂P
− y∂F3

∂P

]
σ1P
√
δdZ̃1

+

[
∂F1

∂δ
− x∂F2

∂δ
− y∂F3

∂δ

]
σ2δ

3
2 Z̃2. (4.12)

Nilai x dan y dapat dipilih agar portfolio memiliki zero-risk
atau bebas risiko sehingga tidak ada biaya yang masuk ke
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futures contract, oleh karenanya koefisien dari dZ̃1 dan dZ̃2

pada Persamaan (4.12) harus sama dengan nol (dπ = 0).
Kondisi zero-risk dan zero-return dapat dituliskan sebagai
berikut:

∂F1

∂P
− x∂F2

∂P
− y∂F3

∂P
= 0 (4.13)

∂F1

∂δ
− x∂F2

∂δ
− y∂F3

∂δ
= 0 (4.14)

L(F1)− xL(F2)− yL(F3) = 0. (4.15)

Kondisi (4.13)-(4.15) mengimplikasikan bahwa ada hubungan

linear antara fungsi L(F ), σ1P
√
δ ∂F∂P , dan σ2δ

3
2
∂F
∂δ yang tidak

tergantung dengan T sehingga dapat dituliskan [2]:

L(F ) = (σ1(P, δ, t))P
√
δ (λp(P, δ, t))

∂F

∂P

+
(
σ2(δ, t))δ

3
2 (λδ(P, δ, t)

) ∂F
∂δ

(4.16)

untuk beberapa fungsi bebas (arbitrary functions) λp(P, δ, t)
dan λδ(P, δ, t). Kedua fungsi ini dapat direpresentasikan
sebagai harga pasar per unit dari risiko spot price dan harga
pasar per unit dari risiko faktor tambahan δ. Asumsi untuk
arbitrary function adalah sebagai berikut: σ1λp = λp dan
σ2λδ = λδ sehingga Persamaan (4.16) menjadi:

L(F ) =
(
P
√
δλp(P, δ, t)

) ∂F
∂P

+
(
δ

3
2λδ(P, δ, t)

) ∂F
∂δ

. (4.17)

Selanjutnya, substitusi Persamaan (4.9) ke Persamaan (4.17)
untuk mendapatkan persamaan diferensial parsial (PDP) dari
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harga futures contract dan didapatkan sebagai berikut:

(r − δ)P ∂F
∂P

+
1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2
+ aδ (G(t)− δ) ∂F

∂δ
+

1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2

+ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
+
∂F

∂t
= P
√
δ (λp(P, δ, t))

∂F

∂P
+ δ

3
2 (λδ(P, δ, t))

∂F

∂δ

⇔ (r − δ)P ∂F
∂P

+
1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2
+ aδ(G(t)− δ)∂F

∂δ
+

1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2

+ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
+
∂F

∂t
− P
√
δ (λp(P, δ, t))

∂F

∂P

−δ
3
2 (λδ(P, δ, t))

∂F

∂δ
+
∂F

∂t
= 0

⇔ 1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2
+
[
(r − δ)P − P

√
δ(λp(P, δ, t))

] ∂F
∂P

+
1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2
+
[
aδ(G(t)− δ)− δ

3
2 (λδ(P, δ, t))

] ∂F
∂δ

+ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
+
∂F

∂t
= 0 (4.18)

berdasarkan asumsi arbitrary function, maka Persamaan
(4.18) menjadi:

1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2
+ [(r − δ)P ]

∂F

∂P
+

1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2

+ [aδ(G(t)− δ)] ∂F
∂δ

+ ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
+
∂F

∂t
= 0 (4.19)

dengan,
G(t) = G(T − τ) = g(τ)
t = T − τ
untuk T = 0 maka
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t = −τ ⇒∂t = −∂τ
sehingga didapat persamaan diferensial parsial (PDP) dari
harga futures contract adalah sebagai berikut:

1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2
+ [(r− δ)P ]

∂F

∂P
+

1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2
+ [aδ(g(τ)− δ)]∂F

∂δ

+ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
− ∂F

∂τ
= 0. (4.20)

4.2 Penyelesaian Persamaan Diferensial Parsial
Berdasarkan Persamaan Diferensial Stokastik
Spot Price dan Convenience Yield dengan
Metode Beda Hingga Implisit

Persamaan diferensial parsial untuk harga futures contract
yaitu seperti pada Persamaan (4.20) dengan syarat awal
F (P, δ, 0) = P dan kondisi batas F (P, 0, τ) = Perτ dan
F (0, δ, τ) = 0 [2].

Model persamaan didiskritisasi melalui grid dengan
skema diferensial maju dan mundur untuk turunan pertama
terhadap waktu (τ) dan convenience yield (δ) dan pendekatan
turunan parsial terhadap spot price (P ). Bentuk diskrit setiap
nilai pada sumbu (P ) dan (δ) dinyatakan dalam P = i(∆P )
dan δ = j(∆δ) dengan i merupakan titik pada sumbu P dan j
merupakan titik pada sumbu δ [16]. Selanjutnya, pembagian
grid dan syarat batas ditunjukkan pada gambar 4.1. Nilai-
nilai yang berada pada i=0, i=1, i=2, i=3, j=0, j=1, j=2, j=3
sudah diketahui berkat syarat batas.

Persamaan (4.20) diselesaikan melalui metode beda hingga
implisit dengan pendekatan turunan parsial pertama dan
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Gambar 4.1: Pembagian Grid dan Syarat Batas

kedua adalah sebagai berikut:

∂2F

∂P 2
=

Fni+1,j − 2Fni,j + Fni−1,j

(∆P )2
(4.21)

∂F

∂P
=

Fni+1,j − Fni,j
∆P

(4.22)

∂2F

∂δ2
=

Fni,j+1 − 2Fni,j + Fni,j−1

(∆δ)2
(4.23)

∂F

∂δ
=

Fni,j+1 − Fni,j
∆δ

(4.24)

∂F

∂τ
=

Fni,j − F
n−1
i,j

∆τ
(4.25)

∂2F

∂P∂δ
=

Fni+1,j+1 − Fni−1,j+1 − Fni+1,j−1 + Fni−1,j−1

4(∆P )(∆δ)
.

(4.26)
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4.2.1 Diskrititasi model persamaan

Penyelesaian persamaan diferensial yang didapat
dengan metode beda hingga implisit didapat dengan
mensubstitusikan bentuk diskrit setiap nilai pada sumbu P
dan δ dan bentuk turunan pertama terhadap waktu (τ) pada
Persamaan (4.21) sampai Persamaan (4.26) ke Persamaan
(4.20) sehingga didapat persamaan sebagai berikut:

(σ2
1)(j∆δ)(i∆P )2

2

[
Fni+1,j − 2Fni,j + Fni−1,j

(∆P )2

]

+(r − j∆δ)i∆P
[
Fni+1,j − Fni,j

∆P

]

+
(σ2

2)(j∆δ)3

2

[
Fni,j+1 − 2Fni,j + Fni,j−1

(∆δ)2

]

+ [aj∆δ(g(τ)− j∆δ)]
[
Fni,j+1 − Fni,j

∆δ

]

+ρσ1σ2i∆P (j∆δ)2

[
Fni+1,j+1 − Fni−1,j+1 − Fni+1,j−1 + Fni−1,j−1

4(∆P )(∆δ)

]

−

[
Fni,j − F

n−1
i,j

∆τ

]
= 0,

(4.27)

dari Persamaan (4.27) didapat persamaan yang digunakan
untuk menentukan nilai setiap titik pada Fn,
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[
σ2
1ji

2∆δ
2 + ir − ij∆δ

]
Fni+1,j

+
[
−(σ2

1j∆δi
2)− ir + ij∆δ − σ2

2j
3∆δ − ajg(τ) + aj2∆δ − 1

∆τ

]
Fni,j

+
[
σ2
1j∆δi

2

2

]
Fni−1,j

+
[
σ2
2j

3∆δ
2 + ajg(τ)− aj2∆δ

]
Fni,j+1

+
[
σ2
2j

3∆δ
2

]
Fni,j−1 +

[
ρσ1σ2ij2∆δ

4

]
Fni+1,j+1 +

[
−ρσ1σ2ij2∆δ

4

]
Fni−1,j+1

+
[
−ρσ1σ2ij2∆δ

4 ]Fni+1,j−1 + [ρσ1σ2ij
2∆δ

4

]
Fni−1,j−1 =

[
− 1

∆τ

]
Fn−1
i,j ,

(4.28)

maka persamaan (4.28) dapat dituliskan sebagai berikut,

aijF
n
i+1,j + bijF

n
i,j + cijF

n
i−1,j + djF

n
i,j+1 + ejF

n
i,j−1

+gijF
n
i+1,j+1 + hijF

n
i−1,j+1 + kijF

n
i+1,j−1

+lijF
n
i−1,j−1 = mFn−1

i,j (4.29)

dengan,

aij =
σ2

1ji
2∆δ

2
+ ir − ij∆δ

bij = −(σ2
1j∆δi

2)−ir+ij∆δ−σ2
2j

3∆δ−ajg(τ)+aj2∆δ− 1

∆τ

cij =
σ2

1j∆δi
2

2
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gij =
ρσ1σ2ij

2∆δ

4

hij = −ρσ1σ2ij
2∆δ

4

kij = −ρσ1σ2ij
2∆δ

4

lij =
ρσ1σ2ij

2∆δ

4

dj =
σ2

2j
3∆δ

2
+ ajg(τ)− aj2∆δ

ej =
σ2

2j
3∆δ

2

m = − 1

∆τ
,

untuk setiap i dan j yang merupakan bagian dari grid yang
membagi domain P dan δ dengan interval [0, N ] sebanyak
N + 1 dimensi vektor dan dengan interval [0,M ] sebanyak
M + 1 dimensi vektor. Persamaan menghasilkan matriks
sebagai berikut,

ZijF
n
i,j = Fn−1

i,j . (4.30)

dengan,
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Fni,j =



Fn0,0
Fn0,1

...
Fn0,j
Fn1,0

...
Fn1,j
Fn2,0

...
FnN−1,M−1



,

Fn−1
i,j =



Fn−1
0,0

Fn−1
0,1
...

Fn−1
0,j

Fn−1
1,0
...

Fn−1
1,j

Fn−1
2,0
...

Fn−1
N−1,M−1



, dan

Zij adalah matriks yang dibentuk dari
aij , bij , cij , dj , ej , gij , hij , kij , lij yang berukuran N2 ×N2.

Dari persamaan (4.30) dapat dihasilkan matriks Fn

sebagai berikut,

Fni,j = inv(Zij)F
n−1
i,j . (4.31)
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Persamaan (4.31) merupakan matriks yang menunjukkan
hasil perhitungan nilai kontrak futures komoditas minyak
mentah pada waktu n.

Suatu matriks dapat dibalik (invertible) jika dan hanya
jika matriks tersebut adalah matriks persegi (matriks yang
berukuran n × n) dan matriks tersebut non-singular
(determinan 6= 0) [14]. Jika A adalah suatu matriks persegi,
dan jika dapat dicari matriks B sehingga AB = BA = I,
maka matriks A dikatakan dapat dibalik (invertible) dan B
dinamakan invers dari A [14].

4.2.2 Hasil perhitungan numerik PDP harga futures
contract dengan metode beda hingga implisit

Hasil perhitungan numerik harga futures contract pada
komoditas minyak mentah dengan metode beda hingga
implisit terlihat pada Tabel 4.1 berikut:

Tabel 4.1: Hasil Perhitungan Harga Futures Contract
Komoditas Minyak Mentah Menggunakan Metode Beda
Hingga Implisit
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Tabel 4.1 didapat dari perhitungan harga futures contract
dengan mengambil paramater tingkat suku bunga (r) =
0.04, volatilitas pada spot price (σ1) = 1.5, volatilitas pada
convenience yield σ2 = 5, koefisien korelasi antara proses
Wiener pada spot price dan pada convenience yield ρ =
1, a = 1, expiry date τ = 1, dan g(t) = 0.03 dan dengan
mengambil banyaknya grid adalah 4.

Tabel 4.2: Penjelasan untuk Tabel 4.1 dengan Nilai
Pmax=100, δmax=0.02 dan banyak grid=4

Tabel 4.2 merupakan tabel yang menjelaskan cara
membaca Tabel 4.1 dimana nilai convenience yield maksimal
yang diambil adalah 0.02 dan nilai spot price maksimal yang
diambil adalah 100 dimana i merupakan partisi untuk spot
price dan j merupakan partisi untuk convenience yield. Nilai
futures contract (F ) dapat ditunjukkan dalam bentuk grafik
pada Gambar 4.2 - 4.5.
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Gambar 4.2: Nilai Futures Contract saat Pmax=100 dan
δmax=0.02

Gambar 4.3: Nilai Futures Contract saat Pmax=100 dan
δmax=0.05
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Gambar 4.4: Nilai Futures Contract saat Pmax=100 dan
δmax=0.09

Gambar 4.5: Nilai Futures Contract saat Pmax=100 dan
δmax=0.04 serta banyak grid 20
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Pada Gambar 4.2 sampai Gambar 4.5 menunjukkan grafik
hasil perhitungan harga futures contract (F ) dengan nilai
convenience yield yang berbeda. Pada Gambar 4.2 hingga
Gambar 4.4 adalah grafik yang didapat dengan menggunakan
banyaknya grid adalah 4, sedangkan pada Gambar 4.5
banyaknya grid yang digunakan adalah 20 sehingga terlihat
lebih jelas grafik yang didapat. Semakin besar nilai
convenience yield maka harga futures contract semakin rendah
dengan jangka waktu kontrak (τ)=1 tahun.





BAB V
PENUTUP

Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
tugas akhir ini serta saran untuk penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan analisis dan pembahasan pada bab
sebelumnya, kesimpulan dari tugas akhir ini adalah sebagai
berikut:

1. Sistem persamaan diferensial parsial untuk harga
futures contract adalah sebagai berikut:

1

2
σ2

1P
2δ
∂2F

∂P 2
+ [(r − δ)P ] ∂F∂P +

1

2
σ2

2δ
3∂

2F

∂δ2
+ [aδ(g(τ)− δ)] ∂F

∂δ

+ρσ1σ2Pδ
2 ∂

2F

∂P∂δ
− ∂F

∂τ
= 0

F (P, δ, 0) = P

F (P, 0, τ) = Perτ

F (0, δ, τ) = 0

2. Harga futures contract didapatkan dari perhitungan
secara numerik dengan metode beda hingga implisit
pada persamaan diferensial yang telah didapat.
Berdasarkan hasil simulasi dapat disimpulkan
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bahwa nilai convenience yield yang semakin tinggi
menghasilkan harga futures contract yang semakin
rendah pada tingkat suku bunga tertentu.

5.2 Saran
Pada tugas akhir ini belum dijabarkan solusi analitik

untuk mendapatkan harga futures contract (F ). Oleh karena
itu, penulis menyarankan agar penelitian dapat dilanjutkan
pada pembahasan tersebut.
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Tampilan GUI awal
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Tampilan GUI dengan nilai Pmax = 100, δmax = 0.02, dan
banyaknya grid = 4
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Tampilan GUI saat diinputkan nilai δmax < 0
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