
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

TESIS – TE142599 

PERANCANGAN AUTONOMOUS VTOL PADA 
QUADCOPTER DENGAN MENGGUNAKAN 
FEEDBACK LINEARIZATION DAN FUZZY TAKAGI-
SUGENO 

 
 
CHALIDIA NURIN HAMDANI 
2213202013 
 
DOSEN PEMBIMBING 
Prof. Dr. Ir. Mohammad Nuh, DEA 
Ir. Rusdhianto Effendie A.K., M.T. 
 
PROGRAM MAGISTER 
BIDANG KEAHLIAN TEKNIK SISTEM PENGATURAN 
DEPARTEMEN TEKNIK ELEKTRO 
FAKULTAS TEKNOLOGI ELEKTRO 
INSTITUT TEKNOLOGI SEPULUH NOPEMBER 
SURABAYA 
2017 
 



 

 
 

  



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

TESIS – TE142599 

PERANCANGAN AUTONOMOUS VTOL PADA 
QUADCOPTER DENGAN MENGGUNAKAN 
FEEDBACK LINEARIZATION DAN FUZZY TAKAGI-
SUGENO 

 
 
CHALIDIA NURIN HAMDANI 
2213202013 
 
DOSEN PEMBIMBING 
Prof. Dr. Ir. Mohammad Nuh, DEA 
Ir. Rusdhianto Effendie A.K., M.T. 
 
PROGRAM MAGISTER 
BIDANG KEAHLIAN TEKNIK SISTEM PENGATURAN 
DEPARTEMEN TEKNIK ELEKTRO 
FAKULTAS TEKNOLOGI ELEKTRO 
INSTITUT TEKNOLOGI SEPULUH NOPEMBER 
SURABAYA 
2017 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 





 

iv 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Halaman ini sengaja dikosongkan 

  





 

vi 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Halaman ini sengaja dikosongkan 

  



 

vii 
 

PERANCANGAN AUTONOMOUS LANDING PADA 
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 Pembimbing  : 1. Prof. Ir. Moh. Nuh, DEA 

2. Ir. Rusdhianto Effendie A.K., M.T. 
 
 

ABSTRAK 
 

Quadcopter merupakan salah satu jenis Unmanned Aerial Vehicle (UAV) 
yang banyak digunakan sebagai objek penelitian saat ini. Dengan empat rotor 
sebagai penggerak utama, quadcopter mampu bergerak secara rotasional dan 
translasional. Kedua sistem gerak ini secara matematis tergolong nonlinier dan 
tidak stabil. Dalam penelitian ini, dirancang autonomous Vertical Take-Off and 
Landing (VTOL) dengan membagi sistem quadcopter berdasarkan sistem 
geraknya, yaitu sistem gerak rotasi dan sistem gerak translasi. Masing-masing 
sistem gerak dikendalikan dengan kontroler yang berbeda.  

Sebagai inner-loop dalam sistem quadcopter,sistem gerak rotasi dituntut 
memilikisettling timelebih cepat dari dari sistem gerak translasi yang merupakan 
outer loop.Input-state feedback linearizationdigunakan untuk mengatasi 
permasalahan tersebut.Kontroler dirancang melalui pendekatan model referensi 
yang diperoleh dengan mengatur letak pole dominan yang dinginkan. Dengan 
persamaan Input-state feedback linearizationyang diperoleh, sifat nonlineritas dan 
interaksi dalam sistem dapat dieliminasi. 

Permasalahan tracking dalam sistem gerak translasi diatasi dengan 
menggunakan fuzzy Takagi-Sugeno. Sistem direpresentasikan kembali sebagai 
aturan fuzzy dengan titik operasi sebagai variabel premis dan model linier sebagai 
konsekuen. Dengan variabel premis yang sama, kontroler dirancang dengan skema 
Parallel Distributed Compensation (PDC). Nilai penguat kontroler yang mampu 
menjamin kestabilan sistem dan memenuhi performa H∞ diperoleh dengan bantuan 
Linear Matrix Inequality (LMI). 

Hasil simulasi dengan MATLAB menunjukkan bahwa sistem kontrol 
gerak rotasi yang dirancang mampu menstabilkan sudut roll, pitch dan yaw di 0 rad. 
Kontrol trackingpada altitude mampu menjamin kestabilan sistem dan membuat 
respon altitudemengikuti sinyal referensi yang diberikan. Selain itu, sistem kontrol 
juga mampu mengatasi gangguan yang diberikan dengan nilai L2gain sebesar 
0.000539. Artinya, L2gain lebih kecil dari level pelemahan yang ditentukan yaitu 
sebesar 0.003. Hal ini menunjukkan bahwa performa H∞ telah terpenuhi.  

 
 
Kata kunci: input-statefeedback linearization; fuzzy T-S; quadcopter; vtol. 
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AUTONOMOUS VTOL DESIGN IN QUADCOPTER  
USING FEEDBACK LINEARIZATION AND  
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 By    :Chalidia Nurin Hamdani 
 Student Identity Number :2213202013 
 Supervisor(s)   :1. Prof. Ir. Moh. Nuh, DEA 

2. Ir. Rusdhianto Effendie A.K., M.T. 
 
 

ABSTRACT 
 

Quadcopter is an Unmanned Aerial Vehicle (UAV) that is frequently used 
as an object of study now. Its four rotors that is the main drive, let quadcopter move 
in rotation and translation. Both of this motion systems are unstable dan 
matematically nonlinear. In this study, we have designed an autonomous Vertical 
Take-Off and Landing (VTOL) by dividing quadcopter system based on its motion 
systems, i.e. rotation motion system and translation motion system. Each motion 
system is controlled by different controller. 

As the inner-loop in quadcopter system, rotation motion system is forced 
to have a settling time that is faster then the translation motion system as the outer 
loop . Input-state feedback linearization is used tosolve this problem. Reference 
models are obtained by set the dominant pole. Using state feedback equation that 
was obtained, nonlinearity and interaction inside the system can be eliminated. 

Tracking problem on translation motion system is solved by using fuzzy 
Takagi-Sugeno. System is represented by fuzzy rules with operating points as 
premise variable and linear models as consequent. By using the same premise 
variable, the controller is designed based on Parallel Distributed Compensation 
(PDC) scheme. The appropriate controller gain which can stabilize system and meet 
the H∞ performance is obtained with the help of Linear Matrix Inequality (LMI). 

Simulation results with MATLAB show that the control system have been 
designed can stabilize rotation motion system at 0 rad. Altitude tracking control can  
make the semi-global stabil system guarantedand altitude response is able to track 
the given reference signal. In addition, the control system is able to attenuate the 
given bounded disturbance signal with L2gain is about 0.000539. Its mean L2gain 
is less than the prescibed attenuation level which is 0.003. This shows that the H∞ 
performance is met. 
 
 
Key words: input-statefeedback linearization; fuzzy T-S; quadcopter; vtol. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 
 

1.1 ++Latar Belakang 

Pada dekade terakhir, dunia robotika mengalami perkembangan pesat 

dengan hadirnya kendaraan udara tak berawak atau yang biasa disebut Unmanned 

Aerial Vehicle (UAV). Penggunaan UAV ini dapat dikategorikan cukup luas seperti 

untuk keperluan militer, keamanan, dan yang lainnya.[1] 

Salah satu jenis UAV yang banyak diteliti saat ini adalah quadcopter, UAV 

jenis mini helicopter yang menggunakan empat motor sebagai penggerak 

utamanya. Sisi nonlinearitas dan Multiple Input-Multiple Output (MIMO) dari 

model quadcopter ini menjadi tantangan tersendiri untuk terus diteliti. 

Dalam pengoperasian quadcopter, salah satu mekanisme dasar yang harus 

dilakukan adalah Vertical Take-Off and Landing (VTOL). Untuk dapat melakukan 

mekanisme ini, proses pertama yang harus diperhatikan adalah stabilisasi. Semua 

sudut quadcopter terhadap sumbu x, y dan z yang selanjutnya disebut sudut roll, 

pitch dan yaw harus distabilkan di titik 0 (nol) radian. Saat ini sudah cukup banyak 

penelitian yang membahas tentang stabilisasi sudut quadcopter. [2] telah berhasil 

menstabilkan sudut quadcopter dengan metode fuzzy mamdani walaupun masih 

terdapat overshoot dalam respon sistem lup tertutup yang dirancang. Dengan 

kontroler yang berbeda yaitu kontrol H∞, [3] juga mampu menstabilkan sudut 

quadcopter. Namun, dari hasil simulasi yang dilakukan, waktu yang dibutuhkan 

untuk menstabilkan sudut quadcopter masih relatif lama, yaitu 30 detik. Waktu 

stabilisasi sudut quadcopter penting diperhatikan karena masalah stabilisasi ini 

merupakaninner loop dalam sistem quadcopter. Dalam kasus ini, inner loop harus 

memiliki settling timelebih cepat dari outer loop sehinggaouter loop dapat 

dikendalikan dengan baik,.  

Pendekatan yang berbeda digunakan [4]untuk mengatasi stabilisasi 

quadcopter. Sistem gerak rotasi pada quadcopter direpresentasikan kembali dalam 

beberapa model linier yang disusun sebagai aturan fuzzy. Linierisasi dilakukan 

dengan mendapatkan matriks Jacobian pada titik operasi yang ditentukan. 
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Pendekatan linier ini memang akan memudahkan perancangan kontroler, tetapi 

metode dalam penelitian tersebut belum cukup jika diterapkan pada sistem gerak 

rotasi quadcopter yang di dalamnya terdapat interaksi antar subsistem.Metode 

dynamical decoupling digunakan pada [5] untukmenghilangkan interaksi antar 

subsistem dalam sistem airshipsehingga subsistem dapat dikendalikan secara 

independen.  

Metode yang lebih sederhana digunakan oleh [6]. Input-ouput 

linearizationdigunakan untuk melinierisasi dan menghilangkan interaksi dalam 

sistem quadcopter. Penerapan metode ini membutuhkan pengetahuan tentang 

hubungan antara output dan input sistem. Untuk mereduksi hal tersebut, metode 

lain yang dapat digunakan adalah input-state linearization. Beberapa hasil 

penelitian lain tentang stabilisasi quadcopter dengan metode yang berbeda dibahas 

dalam [7] – [12]. 

Penelitian yang membahas secara khusus tentang mekanisme VTOL tidak 

sebanyak penelitian tentang stabilisasi. Namun, pada dasarnya mekanisme VTOL 

dapat dirancang dengan membuat sistem kontrol tracking pada gerak translasi 

sumbu z(altitude) sehinggaquadcopter dapat mengikuti sinyal referensi yang 

diberikan. Cukup banyak penelitian yang membahas permasalahan trackingpada 

quadcopter. Seperti dalam [13] dan [14] yang merancang kontrol tracking dengan 

menggunakan metode kontrol nonlinier yaitu backstepping dannonlinear output 

feedback.Metode kontrol nonliner memang lebih bisa mendekati karakteristik 

sistem nonlinier. Namun, proses perhitungannya lebih rumit karena dibutuhkan 

pengetahuan yang utuh mengenai kompleksitas sistem itu sendiri[28]. 

Strategi lain yang dapat digunakan adalah dengan pendekatan linier lokal 

seperti yang digunakan pada [15].Sistem kontrol tracking dirancang dengan 

merepresentasikan kembali sistem quadcopter dalam model fuzzy T-S yang 

pertama kali didesain oleh [16]. Metode pole placement yang diformulasikan dalam 

LMI digunakan untuk menjamin kestabilan sistem secara global. Penelitian ini 

belum lengkap karena belum menyertakan gangguan dalam sistem yang dirancang. 

Padahal dalam pengoperasian quadcopter, sering ditemui adanya gangguan seperti 

angin dan pengaruh cuaca lainnya. 
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Dalam sistem kontrol tracking, objektif yang ingin dicapai adalah tracking 

error yang sekecil mungkin baik dengan maupun tanpa adanya gangguan yang 

dapat mempengaruhi sistem. Untuk itu, diperlukan sistem kontrol yang 

diformulasikan dengan teori kekokohan sistem. Pada [18] disajikan desain kontrol 

tracking yang diformulasikan dengan performa H∞.  

Berdasarkan latar belakang tersebut, dalam penelitian ini diajukan desain 

sistem kontrol untuk autonoumous VTOL pada quadcopter dengan membagi sistem 

berdasarkan permasalahan yang dihadapi. Input-state feedback linearization 

digunakan untuk mengatasi permasalahan regulator pada sistem gerak rotasi dan 

fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) digunakan untuk mengatasi permasalahan tracking 

pada sistem gerak translasi sumbu z(altitude). Berbeda dengan [15], kestabilan 

sistem akan dijamin dengan memformulasikan teori kestabilan Lyapunov pada 

kontroler yang dirancang. Selain itu, untuk mengatasi hadirnya 

gangguan,digunakan performa H∞ sehingga sehingga dijamin diperolehtracking 

errorsekecil mungkin.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Quadcopter memiliki 6 derajat kebebasan yaitu height motions, vertical 

motions, horizontal motions, pitch, roll dan yaw. 6 derajat kebebasan ini berasal 

dari variasi kecepatan keempat rotor yang terdapat pada quadcopter sehingga 

didapatkan model matematika quadcopter yang bersifat MIMO, nonlinier dan tidak 

stabil. 

Dari hasil analisis terhadap permasalahan dasar dalam sistem kontrol 

quadcopter, diperoleh hipotesa bahwa sistem kontrol quadcopter dapat dibagi 

menjadi 2 sistem utama dengan permasalahan yang berbeda yaitu: sistem gerak 

rotasi dan sistem gerak translasi.  

Mengacu pada mekanisme autonomous VTOL yang akan dirancang, dapat 

dilakukan klasifikasi permasalahan pada masing-masing sistem. Dalam sistem 

gerak rotasi, permasalahan yang dihadapi adalah permasalahan regulator di mana 

sudut roll, pitch dan yaw harus distabilkan di 0 rad. Sebagai inner-loop dalam 

sistem quadcopter, sistem gerak rotasi dituntut memiliki settling timeyang cepat 

untuk mendukung sistem gerak translasi sebagai outer-loop. Sedangkan dalam 
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sistem gerak translasi, khususnya sistem gerak translasi di sumbu z, permasalahan 

yang muncul adalah tracking. Sistem gerak translasi harus mampu mengikuti sinyal 

referensi yang diberikan dan mampu mengatasi gangguan yang diberikan.  

Berdasarkan hal tersebut di atas, permasalahan yang akan diselesaikan 

dalam penelitian ini adalah bagaimana merancang sebuah sistem kontrol yang 

mampu memenuhi kriteria untuk masing-masing sistem, yaitu: 

1. Sistem gerak rotasi dapat distabilkan di 0 rad dengan settling time yang cepat, 

dan stabil secara semi-global; 

2. Sistem gerak translasi sumbu z (altitude) dapat mengikuti sinyal referensi 

yang diberikan, stabil secara semi-global dan mampu mengatasi gangguan 

terbatas yang diberikan dengan nilai kesalahan trackingyang sekecil 

mungkin. 

 

1.3 Tujuan 

Penelitian ini dilakukan untuk memperoleh desain sistem kontrol yang 

mampu mengakomodasi permasalahan-permasalahan yang telah disebutkan pada 

bagian rumusan masalah sehingga quadcopter dapat melakukan autonomous VTOL 

dengan aman. Tujuan khusus yang akan dicapai adalah: 

1. Memperoleh sistem lup tertutup pada gerak rotasi yang stabil dan memiliki 

respon sesuai karakteristik yang diinginkan. 

2. Memperoleh sistem lup tertutup pada gerak translasi sumbu z yang stabil, 

mampu mengikuti sinyal referensi yang diberikan dan memenuhi performa 

H∞. 

 
1.4 Batasan Masalah 

Beberapa batasan masalah yang ditentukan dalam penelitian ini antara 

lain: 

1.  Model quadcopter yang digunakan menerapkan konfigurasi ‘plus’; 

2. Mekanisme autonomous VTOL dilakukan pada x dan y (0,0); dan 

3.  Gangguan yang diberikan bersifat terbatas. 
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1.5 Kontribusi 

Kontribusi dari penelitian ini adalah konsep pemecahan model sistem 

quadcopter berdasarkan permasalahan dasar yang dihadapi guna memperoleh 

desain sistem kontrol yang sesuai kebutuhan. Input-state feedback linearization 

digunakan untuk mengontrol sistem gerak rotasi sehingga sistem stabil dan 

memiliki respon sesuai dengan karakteristik yang diinginkan. Fuzzy T-S digunakan 

untuk kontrol tracking pada sistem gerak translasi sumbu zsehingga sistem mampu 

mengikuti sinyal referensi yang diberikan dengan tetap memperhatikan kestabilan 

sistem secara semi-global berdasarkan analisis Lypunov. Performa H∞ digunakan 

untuk mengatasi gangguan terbatas yang diberikan.  

 

1.6 Metodologi Penelitian 

Metodologi  yang digunakan dalam penelitian ini sebagai berikut: 

1. Studi literatur  

Materi  yang  diperlukan  meliputi  konsep  tentang model quadcopter, 

input-state feedback linearization, fuzzy Takagi-Sugeno, Analisis 

kestabilan Lyapunov, performa H∞ dan teori pendukung lainnya. 

2. Perancangan dan analisis sistem 

Persamaan model sistem quadcopter dibagi menjadi dua, yaitu sistem 

gerak rotasi dan sistem gerak translasi. Untuk sistem gerak rotasi, 

dirancang sistem kontrol menggunakan metode input-state feedback 

linearization. Kontroler dirancang dengan pendekatan model referensi 

berdasarkan penempatan pole dominan sesuai karakteristik respon transien 

yang diinginkan.Sedangkan untuk sistem gerak translasi, dirancang sistem 

kontrol mengunakan metode fuzzy T-S. Sistem direpresentasikan kembali 

dalam bentuk aturan fuzzy. Kontroler dirancang dengan skema PDC. 

Analisis Lyapunov dan performa H∞ digunakan untuk menjamin 

kestabilan sistem secara semi-global dan mengatasi gangguan terbatas 

yang diberikan. 

3. Pengujian dan analisis performa sistem 
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Untuk mengetahui hasil desain sistem kontrol yang telah dirancang, 

dilakukan pengujian dengan bantuan MATLAB. Pengujian dilakukan 

dalam kondisi ideal tanpa gangguan dan kondisi dengan gangguan 

terbatas.Analisa hasil  pengujian dilakukan untuk mengetahui performa 

sistem secara keseluruhan yang meliputi kestabilan sistem, ketercapaian 

karakteristik respon dan performa tracking. Kestabilan sistem dianalisis 

berdasarkan kriteria Lyapunov sedangkan performa tracking dianalasis 

berdasarkan performa H∞. 

4. Penulisan laporan Tesis  

Penulisan  laporan  Tesis  dilakukan  sebagai  dokumentasi  dari  hasil 

penelitian yang dilakukan. Laporan Tesis terdiri dari pendahuluan, kajian 

pustaka, metodologi penelitian, hasil dan pembahasan dan kesimpulan. 
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BAB 2 

KAJIAN PUSTAKA 
 

Dalam proses penyusunan penelitian ini, telah dikaji beberapa pustaka 

baik berupa penelitian maupun teori dasar. Pada Bab 2 ini, tidak semua pustaka 

akan dibahas secara mendetail, namun hanya pustaka yang menjadi dasar utama 

dalam penelitian ini yang akan dibahas.  

2.1 KajianPenelitianTerkait 

Penelitian ini disusun berdasarkan kajian terhadap penelitian-penelitian 

sebelumnya. Kajian dilakukan tidak hanya pada metode kontrol saja, melainkan 

juga pada struktur sistem kontrol yang dirancang. Berikut adalah beberapa 

penelitian sebelumnya yang menjadi dasar penelitian ini.  

2.1.1 Intelligent Fuzzy Controller of A Quadrotor 

Paper ini menjelaskan tentang perancangan sistem kontrol pada 

quadcopter menggunakan metode fuzzy tipe mamdani. Struktur kontroler dibuat 

menyerupai kontroler PID di mana masukan terdiri dari error, derivative error dan 

integral error. Masing-masing masukan dikalikan dengan nilai penguat GE, GDE 

dan GIE. Sedangkan pada bagian keluaran dikalikan dengan penguat GU. Nilai 

penguat yang sesuai diperoleh dengan metode trial and error. Struktur ini 

diimplementasikan pada setiap gerak yang akan dikontrol yaitu height, roll, pitch 

dan yawdengan diagram blok sebagaimana Gambar 2.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Diagram blok sistem kontrol quadcopter secara keseluruhan 
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Karakteristik fuzzy controller yang dirancang adalah sebagai berikut. 

1. Inferensi tipe mamdani; 
2. Fungsi keanggotaan yang digunakan adalah fungsi segitiga dan trapesium; 
3. Metode defuzzifikasi yang digunakan adalah centroid; dan 
4. Fungsi implikasi yang digunakan adalah fungsi minimum. 

Himpunan fuzzy pada masukan menggunakan 3 fungsi keanggotaan 
dengan semesta pembicaraan [-2, 2]. Sedangkan pada bagian keluaran, himpunan 
fuzzy menggunakan 5 fungsi keanggotaan dengan semesta pembicaraan [-20 20]. 
Hasil simulasi dengan MATLAB sebagaimana ditunjukkan Gambar 2.2 – 2.4. 

 
Gambar 2.2 Respon height terhadap sinyal step dari 6 ke 8 m 

 

Gambar 2.3 Respon rollterhadap sinyal step dari 0 ke -0.5 rad 
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Gambar 2.4 Respon yaw terhadap sinyal step dari 0 ke -0.5 rad 

Respon heightpada Gambar 2.2 menunjukkan adanya chatteringketika 
respon telah mencapai steady state. Pada Gambar 2.3 dan 2.4 respon roll dan yaw 
menunjukkan adanya overshoot.  

Kelebihan dari kontroler ini adalah desain kontroler yang efisien dan 
fleksibel namun tuning penguat masih dilakukan secara trial anderror sehingga 
relatif sulit untuk mendapatkan penguat yang sesuai, padahal penguat adalah 
parameter penentu dalam sistem kontrol ini. Selain itu, gangguan belum 
dimasukkan dalam perancangan sistem kontrolnya. 

2.1.2 Robust Fuzzy Control for Stabilization of Quadrotor 

Berbeda dengan paper pada 2.1.1, paper ini merancang sistem kontrol 
pada quadcopter dengan menggunakan metode fuzzy T-S. Sistem gerak rotasi 
quadcopter direpresentasikan kembali ke dalam beberapa model linier berdasarkan 
titik operasi yang ditentukan. Setiap model linier menggambarkan dinamika sistem 
nonlinier dalam titik operasi terkait.  

Permasalahan kontrol yang diangkat adalah masalah stabilisasi sudut 
quadcopter, sehingga titik operasi ditentukan pada sudut roll, pitch dan yaw. Dari 
kombinasi 2 titik operasi yang ditentukan pada masing-masing sudut tersebut, 
diperoleh 8 model linier.  

Model fuzzy T-S secara keseluruhan dapat dituliskan sebagaimana 
Persamaan (2.1) 

 (2.1) 

Kontroler dengan skema PDC dengan persamaan sinyal kontrol seperti Persamaan 

(2.2). 

 (2.2) 
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Dengan mensubtitusi Persamaan (2.2) ke (2.1), maka diperoleh sistem lup tertutup 

sebagaimana Persamaan (2.3). 

 (2.3) 

Kelebihan paper ini adalah adalah pendekatan linier yang digunakan. 

Pemodelan fuzzy T-S yang disusun berdasarkan model-model linier pada titik 

operasi tetap mencerminkan dinamika dari sistem quadcopter. Akan tetapi, 

pendekatan linier ini tidak mampu menghilangkan interaksi antar subsistem dalam 

sistem gerak rotasi.  

Hasil simulasi dari sistem kontrol yang dirancang sebagaimana Gambar 2.5 – 2.6. 

 
Gambar 2.5 Respon sudut  roll, pitch dan yaw 

 

Gambar 2.6 Respon kecepatan sudut roll, pitch dan yaw 
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2.1.3 Robust Control of a Quadrotor using Takagi-Sugeno Fuzzy Model and 

an LMI Approach 

Jika paper sebelumnya menggunakan model fuzzy T-S untuk 

menyelesaikan permasalahan regulator, paper ini menggunakan pemodelan yang 

sama untuk menyelesaikan permasalahan tracking. Dalam penelitian ini, kontroler 

linier dirancang berdasarkan model fuzzy T-S dan pendekatan LMI.Struktur kontrol 

yang diajukan dalam paper ini sebagaimana ditunjukkan Gambar 2.7.  

 

Gambar 2.7 Diagram blok sistem kontrol quadcopter. 

Pada paper ini sistem quadcopter dikendalikan secara keseluruhan dan 

paralel. Sistem quadcopter direpresentasikan kembali dalam bentuk model fuzzy T-

S dengan model secara keseluruhan dinyatakan sebagaimana Persamaan 2.4. 

 (2.4) 

dengan 

 

Referensi sudut roll dan pitch diperoleh dari blok desired angle 

generatordengan memanfaatkan error trackinggerak x dan y.Sedangkan referensi 

sudut yaw adalah 0. Blok weight selection digunakan untuk mendapatkan nilai 
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derajat keanggotaan hidengan menggunakan empat variabel premis yaitu roll, 

kecepatan roll, pitch dan kecepatan pitch.Kontroler dirancang menggunakan 

metode pole placement dan pendekatan LMI dengan persamaan sebagaimana 

Persamaan 2.5. 

 (2.5) 

Metode pole placement digunakan sehingga sistem lup tertutup pada Persamaan 

2.4stabil di daerah D tertentu jika dan hanya jika terdapat matriks Qdan Yiyang 

memenuhi kondisi yang dinyatakan dalam bentuk LMI sebagaimana Persamaan 

2.6. 

 

 

 (2.6) 

dengan 

 

Hasil simulasi sebagaimana pada Gambar 2.8 – 2.9 menunjukkan performa 

tracking yang dirancang dalam paper ini dibandingkan dengan kontroler LQR. 

Respon trackingpada hasil simulasi menunjukkan performa yang lebih baik dari 

kontroler LQR karena errortracking yang dihasilkan. Namun, simulasi tersebut 

masih dilakukan dengan kondisi tanpa gangguan. Kontrol trackingyang dirancang 

hanya mampu menjamin kestabilan sistem tanpa memperhitungkan adanya 

gangguan sehingga kekokohan sistem terhadap gangguan belum dijamin. 
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Gambar 2.8 Simulasi tracking posisi x, y dan z 

 
Gambar 2.9 Simulasi tracking attitude 

2.2 Teori Dasar 

Teori dasar yang digunakan meliputi jenis quadcopter yang digunakan 

beserta pemodelan matematikanya dan teori tentang kontroler yang digunakan pada 

penelitian ini. 
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2.2.1 Quanser Qball X4 [20] 

Quanser Qball X4 sebagaimana ditunjukkan oleh Gambar 2.12 merupakan 

quadcopter tanpa awak yang menggunakan empat motor dengan pola plus (+). Dua 

motor saling berlawanan membentuk satu pasang, dimana pasangan pertama (motor 

1 dan motor 3) arah pergerakannya diatur searah dengan sumbu x dan berotasi 

searah dengan jarum jam sedangkan pasangan kedua (motor 2& motor 4) arah 

pergerakanya diatur searah dengan sumbu y dan berotasi berlawanan dengan jarum 

jam.Gaya angkat yang dihasilkan sebanding dengan kecepatan keempat motor  

Kelebihan quadcopter adalah dapat melakukanVertical Take-Off 

Landing(VTOL), konstruksi yang lebih sederhanadibandingkan dengan helicopter 

konvensional, mampu terbanghover, energi kinetik yang dihasilkan lebihkecil 

dibandingkan dengan helicopter konvensional sehingga lebihaman jika terjadi 

kecelakaan, dan memiliki kemampuan manuver yanglebih baik dibandingkan 

dengan UAV bertipe fixed wing. Sedangkan kekurangannya adalah memiliki sifat 

konsumsienergi yang relatif lebih besar jika dibandingkan dengan UAV tipefixed 

wing dan kontrol kestabilan dari quadcopterrelatif lebih sulit dicapai karenasifat 

dari dinamika sistem yangnonlinear. 

 
Gambar 2.10 Quanser Qball X4 
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2.2.2 Gerakan Dasar Quadcopter [17] 

Kombinasi kecepatan motor pada quadcopter menghasilkan beberapa 

gerakan dasar. Gerakan ini menjadi dasar gerakan lain pada quadcopter. 

• Throttle atau height(Gambar 2.11) 

Gerak ini dapat dilakukan dengan menaikkan atau menurunkan 

kecepatan semua propeller dalam jumlah yang sama. 

 
 

Gambar 2.11 Gerakan Throttle 
 
 

• Roll (Gambar 2.12) 

Gerak ini dapat dilakukan dengan menambah atau mengurangi kecepatan 

salah satu propeller yang kiri atau yang kanan. 

 
Gambar 2.12 Gerakan Roll 

 
• Pitch (Gambar 2.13) 

Gerak ini dapat dilakukan dengan menambah atau mengurangi 

kecepatan salah satu propeller, yang depan atau yang belakang. 

 
 

Gambar 2.13 Gerakan Pitch 
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• Yaw (Gambar 2.14) 

Gerak ini dapat dilakukan dengan menambah atau mengurangi propeller 

depan belakang dan kanan-kiri secara bersama. 

 

Gambar 2.14 Gerakan Yaw 

 

2.2.3 Gaya dan Momen Quadcopter 

Quadcopter dianggap tidak memiliki bentuk aerodinamis sehingga gaya 

aerodinamis dan momen aerodinamis yang terjadi dapat diabaikan. Dari gaya-gaya 

yang terjadi pada tiap motor di quadcopter, dapat dihitung torsi yang terjadi pada 

roll, pitch, dan yaw dengan Persamaan (2.7) - (2.10) 

    (2.7) 

        (2.8) 

        (2.9) 

       (2.10) 

Dimana FTiadalah gaya angkat(thrust)yang dihasilkanoleh setiap rotor 

yang dinyatakan dalam persamaan (2.11). 

          (2.11) 

dengan Kadalahkonstanta gaya dorong, ɷ adalah lebar bandwidth motor dan u-

iadalah sinyal kontrol dari PWM ke-i. 
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2.2.4 Kinematika Quadcopter [17] 

Kinematika adalah cabang dari mekanika klasik yang mempelajari 

gerakan sebuah benda atau sistem benda tanpa mempersoalkan gaya penyebab 

gerakan. Untuk menjelaskan gerakan dari quadcopter dengan 6 derajat kebebasan, 

digunakan 2 sumbu referensi, yaitu: 

• Sumbu bumi (E-frame)yang dinotasikan dengan XE, YE, dan ZE; dan 

• Sumbu kerangka quadcopter (B-frame) yang dinotasikan dengan XB, YB, danZB. 

Posisi linier ГEquadcoptersebagaimana Persamaan 2.12ditentukandari 

koordinat vektor B-frame asal dan E-frame asal terhadap E-framesebagaimana 

ditunjukkan di Gambar 2.15. 

 (2.12) 

 
Gambar 2.15E-frame dan B-frame 

Posisi sudut ΘE sebagaiamana Persamaan 2.13 quadcopter ditentukan dari 

sudut B-frame terhadap E-frame.  

 (2.13) 

Matriks rotasi RΘdiperoleh dari kombinasi orientasi B-frame terhadap masing-

masing sumbu E-frame sebagai berikut: 

• Matriks rotasi terhadap sumbu X 

Dari Gambar 2.16diperoleh matriks rotasi terhadap sumbu X dengan sudut 
roll(ϕ) sebagaimana Persamaan 2.14. 

[ ]TE YYX=Γ

[ ]TE ψθϕ=Θ
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atau dalam bentuk matriks: 

 

dengan 

 (2.14) 

 
Gambar 2.16Rotasi B-frame terhadap sumbu X pada E-frame  

• Matriks rotasi terhadap sumbu Y 

Dari Gambar 2.19  diperoleh matriks rotasi terhadap sumbu Y dengan sudut 

pitch(θ) sebagaimana Persamaan 2.15. 

 

atau dalam bentuk matriks: 
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 (2.15) 

 
Gambar 2.17 Rotasi B-frame terhadap sumbu Y pada E-frame 

• Matriks rotasi terhadap sumbu Z 

Dari Gambar 2.18  diperoleh matriks rotasi terhadap sumbu Z dengan sudut 

yaw (ψ) sebagaimana Persamaan 2.16. 

 

atau dalam bentuk matriks: 
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Gambar 2.18 Rotasi B-frame terhadap sumbu Z pada E-frame 

Dari Persamaan (2.14), (2.15) dan (2.16) diperoleh matriks rotasi RΘ 

sebagai berikut: 

 (2.17) 

2.2.5 Dinamika Quadcopter [17] 

Jenis pesawat quadcopterdipengaruhi oleh beberapa efek fisik ketika 

melakukan penerbangan.Efek aerodinamis akibat rotasi propeller dan blade 

flappingdapat mempengaruhi sistem ini. Perubahan kecepatan putaran pada 

propeller akan menyebabkan inertial counter torques. Ketikaquadcopterberputar 

atau bergerak maju, terjadi efek gyroscopic dan gesekan yang mempengaruhi 

seluruh sistem.Oleh karena itu, pemodelan dinamika dari sistem ini terbilang 

kompleks. 

Model dinamis pada quadcopter dinyatakan dengan beberapa asumsi 

penyederhanaan.Ketika quadcopter bergerak secara perlahan, efek dari momentum 

badan quadcopterpada gerakan translasi dapat diabaikan. Frame yang digunakan 

pada quadcopterdiasumsikan rigid dan simetris. 

Dinamika gerak translasi diperoleh berdasarkan hukum Newton II, yaitu: 

 (2.18) 
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dengan m adalah massa quadcopter, UTadalah vector gaya translasi yang dinyatakan 

sebagaimana Persamaan 2.19dan Fg adalah gaya gravitasi yang dinyatakan sebagai 

Persamaan 2.20. 

 (2.19) 

 (2.20) 

 

Dengan mensubtitusi Persamaan 2.17, 2.19 dan 2.20 ke dalam Persamaan 

2.18, diperoleh persamaan dinamika gerak translasi quadcopter sebagai berikut: 

 

 (2.21)

 (2.22) 

 (2.23) 

Persamaan gerak rotasi diperoleh dengan persamaan gerak Euler sebagai 

berikut: 

 

 (2.24) 

di mana J adalah matriks inersia sistem, URadalah vektor gaya rotasi danCB(v) 

adalah matriks Coriolis-centripetal. 
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sehingga Persamaan 2.24 dapat dituliskan menjadi: 

 

 (2.25) 

Persamaan dinamika rotasi untuk masing-masing gerak roll, pitch dan yaw 

sebagaimana dituliskan pada Persamaan (2.26) – (2.28). 

 (2.26) 

 (2.27) 

 (2.28) 

Di mana Jxxmerupakan momen inersia quadcopter terhadap sumbu x, Jyy 

merupakan momen inersia quadcopter terhadap sumbu y dan Jzz merupakan momen 

inersia quadcopter terhadap sumbu z. Nilai parameter quadcopter yang akan 

digunakan pada penelitian ini sebagaimana pada Tabel 2.1. 
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Tabel 2.1Paramater quadcopter [20] 

Simbol Parameter Nilai Unit 

K Input PWM dari aktuator 120 N 

l Jarak baling-baling dan pusat 

quadcopter 

0,2 m 

Jxx Momen Inersia pada sumbu x 0,03 kg.m2 

Jyy Momen Inersia pada sumbu y 0,03 kg.m2 

Jzz Momen Inersia pada sumbu z 0,04 kg.m2 

m Massa quadcopter 3,5 kg 

ω Bandwidthquadcopter 15 rad/sec 

.0 

2.2.6 Metode Feedback Linearization[21] 

Feedbacklinearization adalah suatu metode yang digunakan untuk 

menghilangkan bagian nonlinier dari suatu sistem. Dalam hal ini 

feedbacklinearization yang dimaksud adalah input-statefeedbacklinearization. 

Pada sistem MIMO,input-statefeedbacklinearization dapat digunakan untuk 

menghilangkan interaksi di dalam sistem tersebut sihingga sistem MIMO seolah-

olah bekerja seperti sistem Single Input Single Output (SISO). Hal ini dapat 

dilakukan dengan mendefinisikan input baru sedemikian rupa sehingga dapat 

menghilangkan nonlinieritas sistem dan interaksi di dalam sistem.  Metode seperti 

ini sering disebut juga kontrol decoupling.  

Sebuah sistem dinyatakan dalam bentuk persamaan statespace pada 

Persamaan 2.29. 

  (2.29) 

Untuk menghilangkan nonlinieritasi dalam Persamaan 2.26, ditentukan persamaan 

kontrol pada Persamaan 2.30 sehingga diperoleh sistem linier sebagaimana 

Persamaan 2.31. 

 (2.31) 
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  (2.31) 

Kemudian ditentukan kemudian ditentukan persamaan kontroller linear state 

feedbacksebagaimana Persamaan 2.32. Nilai parameter kontroler didasarkan pada 

model referensi dengan karakteristik respon transient sesuai keinginan.  

 (2.32)
 

Dengan mensubtitusikan Persamaan (2.32) ke dalam Persamaan (2.30), maka 

didapatkan persamaanstate feedback sebagai berikut. 

 (2.33) 

2.2.7 Logika Fuzzy [22],[23] 

Logika fuzzy merupakan salah satu komponen pembentuk soft computing.  

Logika ini pertama kali diperkenalkan oleh Prof. Lotfi A. Zadeh pada tahun 1965. 

Dasar logika ini adalah teori himpunan fuzzy. Pada teori himpunan fuzzy, peranan 

derajt keanggotaan sebagai penentu keberadaan elemen dalam suatu himpunan 

sangat penting. Nilai keanggotaan atau derajat keanggotaan atau membership 

function menjadi ciri utama dari penalaran dengan logika fuzzy ini. Berikut 

penjelasan mengenai komponen penting dalam logika fuzzy yang meliputi 

himpunan fuzzy, fungsi keanggotaan, operator himpunan dan sistem inferensi 

fuzzy. 

2.2.7.1 Himpunan Fuzzy 

Himpunan fuzzy muncul setelah berkembangnya himpunan klasik. 

Misalkan X adalah sebuah ruang yang didalamnya terdapat elemen-elemen yang 

dilambangkan dengan x, maka X={x}. Himpunan fuzzy A dalam X ditandai dengan 

fungsi keanggotaan µA(x) dalam interval [0, 1], dengan nilai µA(x) pada x 

merepresentasikan derajat keanggotaan x dalam A. Dengan demikian, semakin 

dekat nilai µA(x) dengan 1, semakin tinggi erajat keanggotaan x dalam A. Hal ini 

yang membedakan himpunan fuzzy dengan himpunan klasik yang hanya memiliki 

nilai benar atau salah secara tegas sebagaimana ilustrasi yang ditunjukkan pada 

Gambar 2.19. 
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 (a) (b) 

Gambar 2.19 (a) himpunan klasik, (b) himpunan fuzzy. 

2.2.7.2 Fungsi Kenggotaan 

Fungsi keanggotaan adalah suatu kurfa yang menunjukkan pemetaan titik-

titik input data ke dalam nilai keanggotaannya yang memiliki interval antara 0 

sampai dengan 1. Salah satu cara yang dapat digunakan untuk mendapatkan nilai 

keanggotaan adalah melalui pendekatan fungsi. Ada beberapa fungsi yang dapat 

digunakan, antara lain: 

a. Fungsi segitiga 

Fungsi segitiga pada dasarnya merupakan gabungan antara 2 garis linier 

seperti terlihat pada Gambar 2.20 dengan persamaan matematika 

sebagaimana Persamaan 2.34. 

 (2.34) 

dengan a, b dan c adalah parameter yang menyatakan letak koordinat ketiga 

pada sumbu x. 
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Gambar 2.20 Fungsi segitiga 

b. Fungsi trapesium 

Fungsi trapesium ditentukan oleh empat parameter a, b, c dan d yang 

menyatakan letak koordinat sudut trapesium pada sumbu x sebagaimana 

ditunjukkan di Gambar 2.21 dan dinyatakan pada Persamaan 2.35. 

 
Gambar 2.21 Fungsi trapesium 

 (2.35) 

c. Fungsi Gaussian  

Fungsi Gaussian ditentukan oleh dua parameter yaitu parameter c yang 

menetukan titik pusatdan parameter σyang menentukan lebar fungsi 

sebagaimana dinyatakan pada Persamaan 2.36 dan ditunjukkan di Gambar 

2.22. 
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 (2.36) 

 

 
Gambar 2.22 Fungsi Gaussian 

d. Fungsi Generalized Bell 

Fungsi Generalized Bellditentukan oleh tiga parameter, yaitu parameter a 

dan b yang menentukan lebar fungsi serta parameter c yang menentukan 

titik pusat fungsi. Parameter b harus harus bernilai positif. Fungsi ini 

dinyatakan dengan Persamaan 2.37 dan ditunjukkan pada Gambar 2.23 

 (2.37) 

 

 

 
Gambar 2.25 Fungsi Generalized Bell 
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2.2.7.3 Operator Himpunan 

Ada beberapa operasi himpunan yang digunakan untuk 

mengkombinasidan memodifikasi himpunan fuzzy, antara lain: 

1. Operator AND 

Operator ini dapat diartikan sebagai operasi interseksi pada himpunan. 

Derajat keanggotaan sebagai hasil operasi dengan operator AND diperoleh 

dengan mengambil derajat keanggotaan terkecil antar elemen pada 

himpunan-himpunan yang bersangkutan. Operator ini dapat dinyatakan 

sebagaimana Persamaan 2.38. 

 (2.38) 

2. Operator OR 

Operator ini dapat diartikan sebagai operasi union pada himpunan. Derajat 

keanggotaan sebagai hasil dari operasi OR diperoleh dengan mengambil 

derajat keanggotaan terbesar antar elemen pada himpunan-himpunan yang 

bersangkutan. Operator ini dapat dinyatakan sebagaimana Persamaan 2.36. 

 (2.39) 

3. Operator NOT 

Operator ini dapat diartikan sebagai operasi komplemen pada himpunan. 

Derajat keanggotaan sebagai hasil dari operasi NOT diperoleh dengan 

mengurangkan derajat keanggotaan elemen pada himpunan yang 

bersangkutan dari 1. Operator ini dapat dinyatakan sebagaimana Persamaan 

2.40. 

 (2.40) 

2.2.7.4  Sistem Inferensi Fuzzy 

Bentuk umum dari aturan yang digunakan sebagaimana Persamaan 2.41. 

 (2.41) 

dengan x adalah variabel premis, y adalah konsekuen, A dan B adalah himpunan 
fuzzy. 
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Gambar 2.24 Struktur umum sistem inferensi fuzzy 

Aturan fuzzy yang telah disusun digunakan dalam sistem inferensi fuzzy 

sehingga dapat diperoleh keputusan dari setiap premis yang dibuat. Struktur umum 

sistem inferensi fuzzy sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.24. Dari gambar 

tersebut dapat dilihat bahwa dalam sistem inferensi fuzzy terdapat empat bagian 

pokok, antara lain: 

• Fuzzifier, berfungsi mentransformasikan sinyal masukan crisp/tegas ke 

himpunan fuzzy. 

• Basis aturan fuzzy, berisi data aturan yang berfungsi memetakan nilai 

masukan fuzzy ke nilai keluaran fuzzy. 

• Sistem inferensi fuzzy, merupakan inti dari logika fuzzy yang berfungsi 

sebagai pengambil keputusan.  

• Defuzzifier, berfungsi mentransformasikan keluaran fuzzy menjadi 

keluaran tegas. 

2.2.7.5 Metode defuzzifikasi 

Proses defuzzifikasi keluaran fuzzy menjadi keluaran tegas dapat 

dilakukan dengan beberapa metode sebagai berikut: 

1. Metode center of grafity 

Dengan metode ini, keluaran tegas dapat diperoleh melalui Persamaan 2.42.  
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di manay adalah keluaran tegas, r adalah jumlah aturan, bi adalah titik tengah 

dari fungsi keanggotaan dari aturan ke-i dan µiadalah derajat keanggotaan 

dari aturan ke-i. 

2. Metode center average 

Dengan metode ini, keluaran tegas dapat diperoleh melalui Persamaan 2.43. 

 (2.43) 

di mana y adalah keluaran tegas, r adalah jumlah aturan, bi adalah titik 

tengah dari fungsi keanggotaan dari aturan ke-I dan µiadalah derajat 

keanggotaan dari aturan ke-i. 

2.2.8 Model Fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) [14],[15] 

Sistem fuzzy T-S dikenal sebagai sistem fuzzy fungsional. Berbeda 

dengan sistem fuzzy Mamdani, konsekuen dalam sistem fuzzy T-S berupa fungsi. 

Sistem fuzzy T-S dapat digunakan untuk pemodelan sistem nonlinier. Model fuzzy 

T-S  akan merepresentasikan sistem nonlinier ke dalam beberapa model linier untuk 

daerah kerja yang ditentukan. Model sistem secara keseluruhan merupakan 

perpaduan antara model-model linier tersebut. Premis dari model fuzzy T-S 

merupakan titik kerja yang digunakan pada proses linierisasi sehingga aturan dalam 

model menggambarkan relasi linier antara masukan dan keluaran dari sistem 

nonlinier. 

Model fuzzy T-S dapat dinyatakan dengan Persamaan 2.44. 

Aturan plant ke-i: 

If   

Then  (2.44) 

dengan q sebagai jumlah aturan fuzzy dan j adalah jumlah himpunan fuzzy dalam 

satu aturan, Mij sebagai himpunan fuzzy, z merupakan variabel pada bagian premis 

yang dapat berupa fungsi dari varibel state dan u adalah masukan sistem. Vektor 
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state x ϵ Rn, vektor keluaran sistem y ϵ Rq, sedangkan A, B, C, dan D adalah matriks 

dengan ukuran sesuai. 

Operator AND digunakan dalam tahap inferensi pada model fuzzy T-S, 

sedangkan metode center average digunakan dalam tahap defuzzufikasi. Aturan 

plant dalam model fuzzy T-S secara keseluruhan dapat dituliskan sebagaimana 

Persamaan 2.45. 

(2.45) 

dengan 

  

Kontroler dapat disusun dengan konsep Parallel Distributed Compensation 

(PDC). Dalam konsep ini, tiap aturan kontroler dirancang berdasarkan aturan model 

plant linier yang bersesuaian dengan himpunan fuzzy yang sama. Untuk setiap 

aturan, dapat digunakan teknik kontrol linier. Hasil keseluruhan kontroler fuzzy 

secara umum merupakan perpaduan dari hasil setiap kontroler linier. Kontroler 

fuzzy dengan konsep PDC dapat dituliskan sebagaimana Persamaan 2.46. 

Aturan kontroler ke-i: 

If  (2.46) 

Then  

dengan  

 

e(t) adalah nilai kesalahan tracking yang didapat dari selisih antara referensi yang 

diberikan dan keluaran. Ki adalah nilai penguat untuk antuan kontroler ke-i. Oleh 

karena itu, sinyal kontrol dari kontroler fuzzy dapat dituliskan sebagaimana 

Persamaan 2.47. 
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(2.47) 

2.2.9 Analisis Kestabilan Lyapunov [24] 

Stabilitas merupakan hal yang sangat penting dalam sebuah sistem kontrol. 

Menurut Lyapunov, kestabilan sistem dapat ditentukan dari energi yang disimpan 

oleh sistem tersebut. Sistem dikatakan stabil jika energi yang disimpan semakin 

lama semakin kecil hingga akhirnya habis. Sulit menentukan fungsi matematika 

dari energi suatu sistem, maka Lyapunov membuat suatu fungsi energi buatan. 

Fungsi ini bergantung kepada vektor state sistem yang dapat dinyatakan dengan 

V(x) dan turunannya dapat memberikan informasi mengenai kestabilan sistem tanpa 

harus mendapatkan solusi persamaan diferensial sistem. Analisa kestabilan 

Lyapunov dapat digunakan di sistem linier dan sistem nonlinier. 

Sistem dikatakan stabil asimtotik dalam pemahaman Lyapunov apabila 

memenuhi apabila memenuhi kondisi pada Persamaan (2.48). 

 (2.48) 

dan jika terdapat fungsi skalar V(x) yang kontinyu dan memenuhi syarat berikut: 

1. V(x) definit positif, untuk semua nilai x ≠ 0 

2. V̇(x) definit negatif, untuk semua nilai x ≠ 0 

3. V(0) = 0 

maka state ekuilibrium akan stabil asimtotik pada origin terlihat saat fungsi energi 

tersebut definit positif, berarti ada energi dalam tersebut. Kemudian, V̇(xatau laju 

perubahan V(x) yang definit negatif menyatakan bahwa energi tersebut berangsur-

angsur berkurang hingga menyebabkan fungsi V(x) bernilai 0 dan state sistem 

bergerak menuju titik ekuilibrium di origin. 

Dalam sebuah sistem linier waktu kontinyu, misalkan: 

 (2.49) 

dengan x adalah vektor state dan A adalah matriks konstan, maka dipilih fungsi 

Lyapunov dalam bentuk kuadratik yang memungkinkan, yaitu: 

 (2.50) 
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P adalah matriks simetris bernilai definit positif agar V(x) >0 untuk semua nilai x, 

sesuai teorema kestabilan Lyapunov. Sementara turunan dari V(x) adalah sebagai 

berikut. 

(2.51) 

dengan  

(2.52) 

Agar sistem dapat stabil asimtotik, syarat cukup yang harus dipenuhi adalah Q 

bernilai definit positif. 

2.2.10 Performa H∞ [25],[26] 

Salah satu metode kontrol mengenai kekokohan yang sering digunakan 

adalah kontrol H∞. Pada metode kontrol ini, pengaruh gangguan dari luar terhadap 

performansi sistem akan diminimalkan sesuai level pelemahan yang ditentukan. 

Bentuk konfigurasi dasar sistem feedback yang digunakan dalam metode kontrol 

ini sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 2.25. 

 
Gambar 2.25Bentuk dasar sistem feedback pada kontrol H∞. 

Terdapat dua masukan serta keluaran dari plant (P). masukan tersebut 

adalah u(t) dan w(t) yang merupakan sinyal kontrol dan sinyal gangguan yang 

diberikan pada sistem. Sementara keluaran sistem adalah z(t) dan y(t) yang 

Qxx

xPAPAx

PAxxPxAx

AxPxPxAx

xPxPxxxV

T

TT

TTT

TT

TT

−=

+=

+=

+=

+=

       
][       

       
][][       

)( !!!

][ PAPAQ T +−=

P 

K 

w(t) 

u(t) y(t) 

z(t) 



 

34 
 

merupakan keluaran performansi dan keluaran terukur. K adalah nilai penguat yang 

dirancang sebagai kontroler. 

Untuk mengetahui apakah gangguan dari luar tersebut dapat dilemahkan 

atau tidak, pengeruh w(t) terhadap z(t) dapat diketahui dengan menghitung ∞-

normfungsi alih Tzw(s)sebagaimana Persamaan 2.50. 

(2.53) 

Persamaan 2.50 menyatakan bahwa ∞-norm fungsi alih Tzw(s) merupakan 

nilai maksimum dari L2-gain yaitu perbandingan antara L2-norm z(t) dan L2-norm 

w(t). Performansi H∞ yang berkaitan dengan nilai kesalahan tracking dinyatakan 

dalan L2-gainsebagaimana Persamaan 2.54. 

 (2.54) 

atau  

  

dengan w̅(t)merupakan matriks augmentasi dariw(t) atau gangguan dan xr(t) atau 

sinyal referensi, Q merupakan matriks pembobot definit positif. 

Persamaan 2.54 memiliki makna bahwa segala efek yang diberikan oleh 

w̅(t)di nilai kesalahan tracking bisa dilemahkan sampai kurang dari level pelemahan 

ρ yang ditentukan. Apapun nilai w̅(t)yang ada, nilai norm dari gain w̅(t)ke x(t) – 

xr(t)harus sama dengan atau kurang dari nilai ρ2. 

2.2.11 Linear Matrix Inequality (LMI) [19] 

Bentuk umum LMI 
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dengan xmerupakan variabel yang berbentuk matriks dan Fi merupakan matriks 

simetris. Pertidaksamaan tersebut memiliki arti bahwa fungsi F(x) bernilai definit 

positif. Selain itu, pertidaksamaan memiliki pembatas konveks pada x. karakteristik 

lain dari LMI jika terdapat beberapa bentuk LMI 

 

maka dapat dinyatakan ke dalam bentuk LMI tunggal  

 

Teorema Lyapunov merupakan salah satu contoh bentuk dari LMI. Persamaan 

(2.47) dan (2.48) dapat dinyatakan ke dalam bentuk LMI sebagai berikut 

 

 

sehingga secara keseluruhan analisis kestabilan Lyapunov sistem dapat dinyatakan 

sebagai 

 

Jika kendala merupakan pertidaksamaan yang nonlinier, maka kendala tersebut 

dapat diubah menjadi LMI dengan menggunakan metode Schur Complement. 

Contoh: 

 

dengan   

 

dapat disederhanakanmenjadi bentuk LMI sebagai berikut. 
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Dalam penelitian ini, sistem quadcopter dibagi menjadi dua yaitu sistem 

gerak rotasi sebagai inner-loopdan sistem gerak translasi sebagai outer-loop. 

Sistem kontrol dirancang dengan metode yang berbeda untuk masing-masing 

sistem gerak tersebut. Pada sistem gerak rotasi, kontroler dirancang menggunakan 

metode input-state feedback linearization. Sedangkan pada sistem gerak translasi, 

dilakukan pemecahan menjadi subsistem altitude dan subsistem posisi. Pada 

subsistem altitude, kontroler dirancang menggunakan metode fuzzy T-S dan pada 

subsistem posisi, kontroler dirancanga menggunakan metode Proporsional dan 

Derivatif (PD).Diagram blok sistem kontrol pada quadcopter dapat dilihat pada 

Gambar 3.1. 

Sinyal inputgerak roll dan pitch (ϕrdanθr)berasal dari keluaran kontroler 

PD pada subsistem posisi (Ux dan Uy), sehingga nilai ϕrdanθr akan disesuaikan 

dengan posisi x dan y yang diinginkan. Sedangkan sinyal input untuk gerak yaw 

(ψr)adalah 0 rad. Dengan persamaan input-state feedback yang dirancang, akan 

dihasilkan sinyal kontrol U2, U3 dan U4sehinggasudut roll dan pitchdapat mencapai 

nilai referensi yang diberikan dan yawdapat mempertahankan nilai referensi yang 

diberikan. Selanjutnya, keluaran sistem gerak rotasi akan digunakan dalam sistem 

gerak translasi. 

Untuk subsistem altitude, sinyal referensi yang diberikan adalah sinyal 

pulsa dengan offset 0 dan amplitudo 5. Error trackingdiperoleh dari selisih antara 

nilai state terukur dan referensi. Sinyal kontrol U1merupakan hasil perkalian antara 

error tracking dengan penguat Kipada kontroler fuzzy.Sedangkan untuk subsistem 

posisi digunakan kontroler PD dengan sinyal inputxd dan yd adalah 0. 
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Gambar 3.1 Diagram blok sistem kontrol pada quadcopter 

3.1 Sistem Gerak Rotasi 

Pada sistem ini, kontroler dirancang menggunakan metode input-

statefeedbacklinearizationdengan diagram blok sebagaimana pada Gambar 3.2. 

Sistem gerak rotasi akan di-decouplesehingga interaksi antar komponen persamaan 

gerak roll, pitch dan yaw dapat dieliminasi. Kontroler linear state feedback 

dirancang dengan pendekatan model referensi berdasarkan penempatan pole 

dominan sesuai karakteristik respon transien yang diinginkan. Persamaan input-

state feedback diperoleh dengan mensubtitusi persamaan model referensi ke dalam 

persamaan model sistem gerak rotasi. 

 

Gambar 3.2 Diagram blok sistem gerak rotasi 

3.1.1 Model Matematika Sistem Gerak Rotasi 

Model matematika sistem gerak rotasi sebagaimana pada Persamaan 
2.26 – 2.28 dapat dituliskan sebagai berikut: 

y(t) u*(t) u(t) Plant 

Persamaanstat
e feedback 

+ 

- 
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 (3.1) 

Dalam bentuk persamaan state-space, Persamaan (3.1) dapat dinyatakan sebagai: 

 (3.2) 

atau 

 

di mana 
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3.1.2 Kontroler Linear State Feedback 

Kontroler dirancang dengan pendekatan model referensi 
berdasarkankarakteristik respon transien yang diinginkan, yaitu: 

a) Zero overshoot; 
b) zero offset; dan 
c) settling time (ts) 1 detik ±2%. 

Dalam hal ini, respon transien yang dimaksud adalah respon transien sistem lup 
tertutup terhadap sinyal step. 

Persamaan gerak roll, pitch dan yaw adalah persamaan orde 2.  Untuk itu, 
model referensi dirancang dengan jumlah orde yang sama sebagaimana Persamaan 
(3.3). 

 (3.3) 

Sistem lup tertutup orde 2 yang mempunyai rasio peredaman ζ > 1 
dengan 2 pole negatif riil: 

pole I:s1 = -a  pole II: s2 = -b 

di mana  

a ≠ b 

jika s1terletaklebih dekat dengan sumbu imajiner dibandingkan s2 atau a « b, maka 

s1adalah pole dominan. Pole dominan adalah pole yang paling berpengaruh 

terhadap karakteristik respon transien sistem lup tertutup tersebut. Semakin besar 

nilai |s2| maka pengaruhnya terhadap karakteristik respon transien sistem lup 

tertutup tersebut sangat kecil atau dapat diabaikan. 

Jika U(s)= 1/sdimasukkan pada Persamaan (3.3), maka diperoleh: 

 (3.4) 

 (3.5) 

Persamaan (3.5) menunjukkan bahwa jika a « b, maka respon dari sistem lup 
tertutup tersebut didominasi oleh e-atdan efek dari e-btdapat diabaikan. 

Dari karakteristik respon transien sistem lup tertutup yang diinginkan, 
dapat dihitung nilai pole dominan yang sesuai. 
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Nilais2untuk roll, pitch dan yaw masing-masing adalah -20, -700 and -80. Nilai 
iniditentukan melalui percobaan dengan MATLAB dengan nilai minimum 5s1.  

Dengan memasukkan masing-masing nilai s1 dan s2pada Persamaan 
(3.3), maka diperoleh model referensi untuk gerak roll, pitch dan yawsebagai 
berikut: 

Model referensi untuk gerak roll: 

 

atau 

 (3.6) 

Model referensi untuk gerak pitch: 

 

atau 

 (3.7) 

Model referensi untuk gerak yaw: 

 

atau  

 (3.8) 

3.1.3 Input-State Feedback Linearization 

Persamaan input-state feedback linearizationyang dicari adalah persamaan 

yang mampu melinierisasi dan mengeliminasi intraksi dalam sistem gerak rotasi 
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sertamembuat sistem lup tertutup hasil rancangan memiliki respon transien dengan 

karakteristik yang telah ditentukan. Untuk mendapatkan persamaan ini, langkah 

pertama adalah dengan mendapatkan persamaan state yang berhubungan dengan 

U2
*, U3

*, dan U4
*dari model referensi sistem gerak rotasi. 

Dari Persamaan (3.6) – (3.8) diperoleh persamaan ẋ8, ẋ10, danẋ12 sebagai berikut: 

 (3.9) 

Dengan mensubtitusi  Persamaan (3.9) ke Persamaan (3.2), maka diperoleh 
persamaan input-state feedback linearization U2, U3, dan U4  untukgerak roll, pitch 
dan yawsebagai berikut: 

 (3.10) 

 (3.11) 

 
(3.12) 

Sistem lup tertutup gerak rotasi sebagaimana Persamaan 3.13 dapat 

diperoleh dengan mensubtitusi Persamaan 3.10 – 3.12 ke dalam persamaan 3.2. 

 (3.13) 

3.2 Sistem Gerak Translasi 

Sistem gerak translasi dibagi menjadi 2 subsistem, yaitu subsistem altitude 

dan subsistem posisi. Subsistem altitudedinyatakan sebagai gerak translasi di 

sumbu z sedangkan subsistem posisi dinyatakan sebagai gerak translasi di sumbu x 

dan y. Masing-masing subsistem dikontrol dengan menggunakan metode kontrol 
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yang berbeda. Penelitian ini hanya difokuskan pada subsistem altitude karena 

merupakan aspek terpenting dalam mekanisme VTOL. Kontroler untuk subsistem 

altitude dirancang menggunakan metode fuzzy T-S sedangan untuk subsistem 

posisi menggunakan kontroler Proporsional Derivatif (PD). 

3.2.1 Perancangan Kontroler untuk Altitude 

Untuk gerak translasi di sumbu Z, kontroler dirancang menggunakan 

metode fuzzy T-S. Sistem akan direpresentasikan kembali dengan pemodelan fuzzy 

T-S dengan titik operasi sebagai variabel premis dan model linier sebagai 

konsekuen. Dengan variabel premis yang sama, dirancang kontroler fuzzy T-S 

dengan sinyal kontrol sebagai konsekuennya. Skema PDC diterapkan sehingga 

setiap model linier akan dikompensasi oleh nilai penguat pada kontroler. Model 

referensi dirancang untuk membantu sistem mengikuti sinyal referensi yang 

diberikan. Kemudian dibentuk sistem augmented dari hasil pemodelan, kontroler 

dan model referensi. Nilai penguat kontroler dihitung dengan mempertimbangkan 

kriteria kestabilan Lyapunov dan performa H∞.  Diagram blok sistem kontrol yang 

diterapkan pada sistem gerak translasi sebagaimana ditunjukkan di Gambar 3.3. 

 

Gambar 3.3 Diagram blok sistem kontrol dengan fuzzy T-S. 

3.2.1.1 Model Matematika Altitude 

Dari Persamaan (2.23), diperoleh model matematika subsistem altitude 

quadcopter sebagai berikut: 

 (3.14) 

Atau dalam bentuk state-space: 
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dengan 

  

3.2.1.2 Pemodelan Sistem Gerak Translasi dengan Fuzzy T-S 

Model matematika sistem gerak translasi di sumbu z sebagaimana 

ditunjukkan Persamaan (3.14) direpresentasikan kembali dalam bentuk model 

fuzzy T-S. Langkah pertama yang dilakukan adalah linierisasi sistem. Sistem 

dilinierisasi di titik operasi ketika quadcopter melakukan mekanisme VTOL. Titik 

operasinya adalah sekitar 0 rad untuk sudut roll, pitchdan yaw. Pada penelitian ini, 

batasan titik operasi yang digunakan adalah 0 rad dan ±0,174 rad. Proses linierisasi 

dilakukan dengan mendapatkan matriks Jacobian dari sistem di titik operasi yang 

ditentukan sebagai berikut: 

Titik operasi I: z1
*=[0 0]T 

Model linier I:  

dengan 

 

Titik operasi II: z2
*=[0 ±0,174]T 

Model linier II:  

dengan  

 

Titik operasi III:z3
*=[±0,174 0]T 

Model linier III:  

dengan 
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Titik operasi IV:z4
*=[±0,174±0,174]T 

Model linier III:  

dengan 

 

Matriks keluaran 

 
 

Model linier yang didapatkan dirangkai menjadi aturan fuzzy. Titik kerja yang 

digunakan untuk linierisasi merupakan variabel premis, sedangkan konsekuennya 

adalah model linier yang didapatkan. 

If   

Then  (3.15) 

PidanTiadalah fungsi keanggotaan berupa fungsi trapesium sebagaimana 

ditunjukkan pada Gambar 3.4 danw(t) adalah gangguan.  

 
Gambar 3.4 Fungsi keanggotaan 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==

5.3
985.0
0

; 33 BAA

G  U144 ++= BxAx!

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==

5.3
970.0
0

; 44 BAA

[ ]014321 ==== CCCC

04321 ==== DDDD

ii TxPtx  is  and  is )( 97

4,3,2,1   ;2,1   );()(

)()()()(

===

++=

jitxCty

twtuBtxAtx

j

jj!



 

46 
 

Mekanisme inferensi fuzzy T-S menggunakan penghubung AND 

sedangkan proses defuzzifikasi menggunakan metode center average. Secara 

keseluruan, model plant fuzzy dapat dituliskan dalam Persamaan (3.16). 

Model plant secara keseluruhan 

 (3.16) 

dengan 

 

 

 

3.2.1.3 Kontroler Fuzzy T-S 

Aturan kontroler fuzzy T-S dirancang dengan varibel premis sama dengan 

variabel premis pada aturan model fuzzy T-S dan sebagai konsekuennya adalah 

sinyal kontrol. Skema PDC diterapkan pada kontroler sehingga setiap model linier 

pada model fuzzy T-S akan dikompensasi dengan nilai penguat yang sesuai. 

Aturan kontroler fuzzy T-S: 

if          
then    (3.17) 

dengan 

 

xr(t) adalah state referensi dan  x(t) adalah state aktual. 
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3.2.1.4 Model Referensi untuk Sistem Gerak Translasi 

Untuk membantu sistem gerak tranlasi mampu mengikuti sinyal referensi 

yang diberikan, dirancang model referensi dengan metode sama dengan 

perancangan model referensi pada sistem gerak rotasi. 

 (3.18) 

atau dalam bentuk persamaan state-space: 

 

dengan 

 

3.2.1.5 Perancangan Sistem Augmented 

Dari model, kontroler fuzzy T-S dan model referensi yang telah dirancang, 

dibuat sistem augmentedsebagai berikut: 

 (3.19) 

dengan 

 

 

3.2.1.6 Kriteria Kestabilan Lyapunov 

Untuk menjamin kestabilan sistem lup tertutup yang dirancang, digunakan 

kriteria kestabilan Lyapunov. 

Sistem lup tertutup: 

 (3.20) 
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Turunan pertama fungsi Lyapunov: 

 (3.21) 

dengan 

 

Dari Persamaan (3.21), dapat disimpulkan bahwa kestabilan sistem lup tertutup 

pada Persamaan (3.20) dapat terjamin jika terdapat P̅yang memenuhi syarat berikut: 

1. P̅>0 

2. <0 

3.2.1.7 Performa H∞ 

Dalam penelitian ini, kontroler dirancang juga untuk mengatasi gangguan 

terbatas yang diberikan pada sistem gerak translasi. Untuk itu, digunakan performa 

H∞ sehingga segala efek yang ditimbulkan oleh gangguan dapat dilemahkan 

sampai sama atau kurang dari level pelemahan yang ditentukan.  

 (3.22) 

Untuk sistem augmentedpada Persamaan (3.19), Pertidaksamaan (3.22) dapat 

dituliskan sebagai: 

 (3.23) 

dengan 

 

Pertidaksamaan (3.23) dapat dimodifikasi menjadi Pertidaksamaan (3.24) dengan 
memasukkan sistem augmented pada Persamaan (3.19).[18] 
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 (3.24) 

Dari Pertidaksamaan (3.24) dapat disimpulkan bahwa sistem augmented akan 

memenuhi performa H∞ jika pertidaksamaan (3.24) dapat dipenuhi. 

 (3.24) 

3.2.1.8 Penghitungan Matriks P dan Nilai Penguat Ki 

Untuk mendapatkan matriks P̅ dan Kjyang memenuhi Pertidaksamaan 
(3.24), dilakukan langkah-langkah matematis sebagai berikut: 

1. Subtitusi P̅, Q̅, A̅j, andE̅jdari Persamaan (3.19) ke Persamaan (3.24) dan 
transformasikan ke dalam bentuk LMI sehingga diperoleh: 

 (3.25) 

dengan 

 

2. Dengan metode schur complement, S11 dapat ditranformasikan ke dalam bentuk 
LMI sebagai berikut: 

 (3.26) 

dengan 

 

3. Untuk menyelesaikan Pertidaksamaan (3.26), pertama diselesaikan M11 < 0. 
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 (3.27) 

dengan modifikasi sebagaimana dilakukan pada [23],  Pertidaksamaan (3.27) 

dapat dimodifikasi menjadi: 

 (3.28) 

dengan 

 

 

Pertidaksamaan (3.28) dapat ditransformasikan ke dalam bentuk LMI sebagai 
berikut: 

 (3.29) 

dengan 

 

4. Dengan menentukan nilai matriks Q̅ dan level pelemahan (ρ),  Pertidaksamaan 

(3.29) dapat diselesaikan dengan bantuan MATLAB sehingga diperoleh nilai 

matriks P11dan Kj.Selanjutnya, nilai matriks P11 dapat diperoleh dengan 

menyelesaikan Pertidaksamaan (3.26). 
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3.2.2 Perancangan Kontroler untuk Posisi 

Sebagaimana disebutkan sebelumnya, bahwa keluaran dari output 

kontroler posisi adalah masukan untuk sistem gerak rotasi. Untuk itu, diperlukan 

transformasi dari Uxdan Uymenjadi θddanϕd. Kontroler yang dirancang untuk 

subsistem posisi x dan y adalah kontroler PD di mana parameter kontroler dihitung 

berdasarkan letak pole sistem yang ditentukan. 

3.2.2.1 Transformasi Output Ux dan Uy Menjadi Input θddan ϕd 

Sebelum melakukan perancangan kontroler untuk gerak translasi di 

sumbux dan sumbu y, sebagaimana ditunjukkan Gambar x.x bahwa keluaran dari 

kontroler sistem gerak translasi di sumbu x dan yyaitu UxdanUyakan menjadi input 

referensi bagi gerak pitch (θd) dan roll(ϕd). Untuk itu perlu dilakukan transformasi 

dariUxdan Uy menjadi θddanϕd. Berikut adalah langkah-langkah transformasi yang 

dilakukan. [28] 

Dari Persamaan 2.15 diperoleh dinamika gerak translasi quadcopter sebagai 
berikut: 

 

 (3.30)
 

Ditentukan matriks U = [Ux  Uy  Uz] dengan: 

 

sehingga diperoleh persamaan berikut: 

 

 (3.31) 

Dengan mensubtitusi Persamaan 2.20 ke dalam Persamaan 3.31 diperoleh: 

 (3.31) 

Subtitusi Persamaan 2.17 dan 2.19 ke dalam Persamaan 3.31: 
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Dengan operasi sederhana pada Persamaan 3.32, diperoleh persamaan sebagai 
berikut: 

 (3.33) 

 (3.34) 

 (3.35) 

Persamaan θddapat diperoleh dengan membagi Persamaan 3.33 dengan cos θ 
sehingga diperoleh persamaan berikut: 

 

 

 (3.36) 

Persamaan ϕdapat diperoleh dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Persamaan 3.34 dikalikan dengan cos ϕsehingga diperoleh: 

 (3.37) 

2. Persamaan 3.35 dikalikan dengan sin ϕsehingga diperoleh: 

 (3.38) 

3. Persamaan 3.38 dikurangi Persamaan 3.37, diperoleh: 

 

 (3.39) 

4. Dari Persamaan 3.31 diketahui bahwa: 
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 (3.40) 

5. Dengan mensubtitusi Persamaan 3.40 ke dalam Persamaan 3.39, diperoleh 
persamaan ϕdsebagai berikut: 

 

 

 

3.2.2.2 Perancangan Kontroler untuk Gerak Translasi di Sumbu X 

Dari Persamaan (2.21), diperoleh model matematika subsistem gerak 

translasidi sumbu xsebagai berikut: 

 (3.41) 

atau dalam bentuk persamaan state-space: 

 (3.42) 

Kontroler dirancang sehingga quadcopter dapat mempertahankan dan/atau 

mencapai posisi yang ditentukan di sumbu x. Sinyal kontrol Ux yang dihasilkan 

ditransformasikan sebagai input θyang dibahas di Subbab 3.2.2.1.Dengan adanya 

transformasi tersebut, subsistem gerak translasidi sumbu x dapat dinyatakan sebagai 

berikut: 

 (3.43) 

Sistem kontrol gerak translasi di sumbu xdirancang menggunakan metode 

PD dengan diagram blok sebagaimana ditunjukkan Gambar 3.5.  
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Gambar 3.5 Diagram blok sistem kontrol gerak translasi di sumbu x. 

Dari Gambar 3.5 dapat diperoleh persamaan sistem lup tertutup sebagai 

berikut: 

 

Nilai parameter kontrolerKp dan Td  didasarkan padakarakteristik respon 

transien yang diinginkan. Karakteristik yang diinginkan sama dengan karakteristik 

pada sistem gerak rotasi. Namun, karena  sistem kontrol posisi merupakan outter 

loopmaka ts harus lebih besar dari ts sistem kontrol gerak rotasi. Karakteristik ini 

dapat diperoleh dengan penetapan nilai pole sebagai berikut: 

 

Nilai sx2 adalah -10. Nilai iniditentukan melalui percobaan dengan MATLAB 

dengan nilai minimum 5s1.Dari pasangan nilai pole ini dapat diperoleh nilai 

parameter kontroler Kp dan Td . 

pole I:sx1 = -0.6  pole II: sx2 = -168 

Persamaan karakteristik sistem yang diinginkan: 
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Persamaan karakteristik sistem: 

 

Perhitungan nilai Kp dan Td: 

 

 

3.2.2.3 Perancangan Kontroler untuk Gerak Translasi di Sumbu Y 

Dari Persamaan (2.22), diperoleh model matematika subsistem gerak 

translasidi sumbu ysebagai berikut: 

 (3.44) 

atau dalam bentuk persamaan state-space: 

 (3.45) 

Kontroler dirancang sehingga quadcopter mempertahankan dan/atau 

mencapai posisi yang ditentukan di sumbu y. Sinyal kontrol Uyyang dihasilkan 

ditransformasikan sebagai input ϕyang dibahas di subbab sebelumnya.Dengan 

adanya transformasi tersebut, subsistem gerak translasidi sumbu x dapat dinyatakan 

sebagai berikut: 

 (3.46) 

Sistem kontrol gerak translasi di sumbu ydirancang menggunakan metode 

PD dengan diagram blok sebagaimana ditunjukkan Gambar 3.6.  
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Gambar 3.6 Diagram blok sistem kontrol gerak translasi di sumbu y. 

Dari Gambar 3.6 dapat diperoleh persamaan sistem lup tertutup sebagai 

berikut: 

 

Nilai parameter kontroler Kp dan Td  didasarkan pada karakteristik respon 

transien yang diinginkan. Karakteristik yang diinginkan sama dengan karakteristik 

pada sistem gerak rotasi. Namun, karena  sistem kontrol posisi merupakan outter 

loopmaka ts harus lebih besar dari ts sistem kontrol gerak rotasi. Karakteristik ini 

dapat diperoleh dengan penetapan nilai pole sebagai berikut: 

 

Nilai sx2 adalah -10. Nilai iniditentukan melalui percobaan dengan MATLAB 

dengan nilai minimum 5s1.Dari pasangan nilai pole ini dapat diperoleh nilai 

parameter kontroler Kp dan Td . 

pole I:sx1 = -0.6  pole II: sx2 = -168 

Persamaan karakteristik sistem yang diinginkan: 
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Persamaan karakteristik sistem: 

 

Perhitungan nilai Kp dan Td: 
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BAB 4 

HASIL DAN PEMBAHASAN 
 

Untuk menguji sistem kontrol hasil desain pada BAB 3, dilakukan simulasi 

dengan bantuan MATLAB. Masing-masing sistem kontrol pada gerak rotasi dan 

gerak translasi disimulasikan dengan dua kondisi, yaitu kondisi ideal tanpa 

gangguan dan kondisi dengan gangguan. Nilai error dalam simulasi pada kedua 

kondisi tersebut dihitung menggunakan metode Integral Squared Error(ISE). 

4.1 Simulasi Sistem Kontrol dalam Kondisi Tanpa Gangguan 

Sebelum simulasi sistem quadcopter dibuat, pertama dilakukan simulasi 

pada sistem gerak rotasi. Hal ini dilakukan untuk mengetahui apakah karakteristik 

respon transien sistem gerak rotasi sesuai dengan yang telah ditentukan saat 

perancangan atau tidak. 

Simulasi dilakukan dengan memberikan sinyal masukan berupa sinyal unit 

step pada sistem kontrol gerak rotasi. Pemilihan sinyal masukan ini dilakukan untuk 

menyesuaikan dengan perancangan. Hasil simulasi sistem kontrol gerak rotasi 

dapat dilihat pada Gambar 4.1. 

Sebagaimana disebutkan pada BAB 3, bahwa karakteristik respon 

transien sistem gerak rotasi yang diinginkan adalah:  

a) Zero overshoot; 

b) zero offset;dan 

c) settling time (ts) 1 detik ±2%. 

Dari Gambar 4.1a dapat dilihat bahwa respon sudut roll telah memenuhi 

karakteristik yang diinginkan dengan tssebesar 1 detik. Begitu juga dengan respon 

sudut yaw sebagaimana dapat dilihat pada Gambar 4.1c. Respon sudut yaw sesuai 

dengan karakteristik yang diinginkan. Namun sedikit berbeda dengan respon sudut 

pitch sebagaimana pada Gambar 4.1b. Respon sudut pitch memiliki tssebesar 0,8 

detik. Hal ini tidak menjadi masalah karena target tsrespon sistem gerak rotasi 

adalah 1 detik. Dengan hasil tersebut dapat disimpulkan bahwa respon sistem gerak 

rotasi telah memenuhi karakteristik yang diinginkan 
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 (a) (b)  

 
(c) 

Gambar 4.1Respon sistem gerak rotasi terhadap sinyal unit step: (a) gerak roll, (b) 
gerak pitch dan (c) gerak yaw.  

Selanjutnya adalah simulasi sistem quadcopter secara menyeluruh pada 

kondisi tanpa gangguan. Pada sistem gerak translasi, sinyal masukan untuk 

subsistem altitude dan posisi dibuat berbeda. Sinyal referensiuntuk sistem kontrol 

altitude adalah sinyal respon model referensi terhadap sinyal pulsa dengan offset 0 

dan amplitudo 5.Sedangkan sinyal masukan untuk sistem kontrol posisi x dan y 

adalah 0. Hal ini dilakukan untuk mensimulasikan mekanisme VTOL di titik 

koordinat (0,0) dengan ketinggian maksimal 5m. Hasil simulasi sebagaimana pada 

Gambar 4.2 menunjukkan bahwa responmampu mengikuti referensi yang diberikan 

dengan nilai ISE altitudesebesar 0.0037 m. Penyimpangan 0.013 m mulai terlihat 

pada detik 25.03 dan terjadi offset sebesar-0.014 m. 
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Gambar 4.2 Respon tracking pada altitude 

Pada mekanisme VTOL, hal yang juga harus diperhatikan adalah 

kecepatan vertikal ketika quadcopter menyentuh titik 0 sumbu z. Hasil respon 

kecepatan vertikal dapat dilihat pada Gambar 4.3. Dari Gambar 4.2 diketahui bahwa 

respon altitude mencapai titik 0 pada detik ke 27,46. Jika dilihat pada Gambar 4.3, 

pada detik tersebut kecepatan vertikal cukup kecil dan aman yaitu -0.01125 m/s.   

 

Gambar 4.3 Respon kecepatan vertikal  

Selanjutnya adalah simulasi VTOL dengan penambahan perubahan 

posisix dan ydari titik (0,0) menuju (1,2). Respon posisi x dan y sebagaimana 

ditunjukkan pada Gambar 4.4. Pada Gambar 4.4a dapat dilihat bahwa respon posisi 

x dapat mencapai set pointyang ditentukan yaitu 1 m dengan settling time(ts) sebesar 

7 detik. Hal ini berarti respon posisi x telah sesuai dengan kriteria perancangan. 

Begitu juga dengan respon posisi y. Gambar 4.4b menunjukkan bahwa respon posisi 

y mampu mencapai set point yang ditentukan yaitu 2 m dengan ts sebesar 7 detik.  
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(a) (b) 

Gambar 4.4 Respon posisi (a) posisi xdan (b) posisi y 

Tujuan ditambahkannya perubahan posisix dan y pada saat mekanisme 

VTOL adalah untuk melihat pengaruhnya pada respon sistem kontrol altitude yang 

dirancang. Sebagaimana disebutkan pada bab sebelumnya bahwa keluaran dari 

kontroler posisi x dan y akan ditransformasikan menjadi sinyal referensi ϕrdan θr 

untuk sistem gerak rotasi sehingga perubahan posisi x dan y akan mempengaruhi 

respon sudut roll dan pitch pada sistem gerak rotasi. Gambar 4.5 menunjukkan 

respon tracking pada altitude ketika terdapat penambahan target posisi x dan y. 

 
Gambar 4.5 Respon tracking pada altitude dengan perubahan posisi x dan y. 

Dari Gambar 4.5 dapat dilihat bahwa tidak ada perubahan yang signifikan 

pada respon altitude. Respon tetap mengikuti referensi yang diberikan dengan nilai 

ISE altitudesebesar 0.0037 m. 
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4.2 Simulasi Sistem Kontrol dengan Tambahan Gangguan Terbatas 

Untuk menguji kekokohan sistem kontrol tracking pada altitude yang telah 

dirancang, dilakukan simulasi dengan penambahan gangguan dan/atau noise. Pada 

simulasi ini, mekanisme VTOL dilakukan tanpa adanya perubahan posisi x dan y. 

Sinyal masukan untuk posisi x dan y diatur konstan sama dengan 0 (nol). Hal ini 

dilakukan untuk menguji kemampuan stabilisasi sistem gerak rotasi terhadap 

gangguan dan/atau noise yang diberikan. 

Pengujian pertama yang dilakukan adalah pemberian noise pada keluaran 

sudut roll dan pitch. Noise dibatasi hingga rata-rata amplitudonya adalah 20% dari 

nilai maksimum sudut roll dan pitch yang dapat dihadapi oleh quadcopter yaitu 0.5 

radian. Pada simulasi ini, noise diberikan pada detik ke-3 sampai dengan detik ke-

25. Noise yang diberikan berupa sinyal acak terdistribusi Gaussian dengan mean 0 

dan variance 0.001 sebagaimana ditunjukkan padaGambar 4.6. 

 

Gambar 4.5 Noise berupa sinyalacak terdistribusi Gaussiandengan mean 0 dan 

variance 0.001 

Respon sudut roll dan posisi ydapat dilihat pada Gambar 4.6. Pada gambar 

tersebut diketahuibahwa noiseyang diberikan pada sudut roll dan 

pitchmengakibatkan posisi ymengalami riak dengan nilai maksimum sebesar 

0.0079 m. Begitu juga pada sudut roll, terjadiosilasi dengan nilai undershoot kurang 

0.24 rad.  

Respon sudut pitch dan posisi x dapat dilihat pada Gambar 4.7. Pada 

gambar tersebut diketahui bahwa noiseyang diberikan pada sudut roll dan 

pitchmengakibatkan posisi xmengalami riak kecil dengan nilai maksimum sebesar 



 

64 
 

0.0072 m. Begitu juga  pada sudut pitch, terjadi osilasi dengan nilaiundershoot 

kurang 0.278 rad.  

 
Gambar 4.5 Respon sudut roll dan posisi y ketika diberikan noise pada sudut roll 

dan pitch. 

 
Gambar 4.6 Respon sudut pitch dan posisi x ketika diberikan noise pada sudut roll 

dan pitch. 

 
Gambar 4.7 Respon tracking pada altitude ketika diberikan noise pada sudut roll 

dan pitch 
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Noise yang diberikan pada sudut roll dan pitch tidak memberikan 

pengaruh yang signifikan terhadap respon tracking pada altitude sebagaimana dapat 

dilihat pada Gambar 4.7. Hal ini dibuktikan dengan nilai ISE altitude yang 

diperoleh yaitu 0.0037 m.  

 
Gambar 4.8 Noise berupa sinyal acak terdistribusi Gaussian dengan mean 0 dan 

variance 0.01 

Simulasi selanjutnya adalah simulasi VTOL dengan penambahan noise 

pada keluaran altitude. Noise yang digunakan sama dengan noise sebelumnya, yaitu 

berupa randomnumber dengan mean 0 dan variance 0.01 sebagaimana dapat dilihat 

pada Gambar 4.8. Noise diberikan mulai detik ke-3 sampai detik ke-25. 

 
Gambar 4.9 Respon tracking pada altitudedengan pemberian noise pada keluaran 

altitude 

 

Pemberian noise pada keluaran altitudecukup memberikan pengaruh pada 

respon trackingsehinga terlihat tidak smooth. Hal ini dikuatkan dengan nilai ISE 

altitude pada simulasi ini adalah sebesar 0.2278. Pada Gambar 4.9 dapat dilihat 
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bahwa respon tracking pada altitudemengalami drop dari ketinggian 0.06 m ke titik 

0 m pada detik ke 24.8. Jika ditinjau pada respon kecepatan vertikal sebagaimana 

ditunjukkan Gambar 4.10, diketahui bahwa saat detik ke 24.8 kecepatan vertikal 

adalah sebesar -0.1524 m/s. 

 

 
Gambar 4.10. Respon kecepatan vertikal saat diberikan noise pada keluaran 

altitude 

Percobaan serupa dilakukan dengan parameter noise yang berbeda 

sehingga diketahui nilai ISE altitude sebagaimana pada Tabel 4.1. Sistem kontrol 

altitudediuji dengan noise beragam yaitu N(0, 0.001), N(0, 0.005), N(0, 0.01) dan 

(0, 0.02). Dari hasil simulasi diperoleh bahwa semakin besar nilai variance 

padanoiseyang diberikan pada keluaran altitude, maka nilai ISE altitude juga 

semakin besar. Pada noiseterbesar yang disimulasikan, yaitu pada variance0.02, 

terjadi drop ketinggian dari 0.4 m ke 0 m. Hal ini cukup membahayakan quadcopter 

jika terjadi di dunia nyata. Dari simulasi ini diketahui bahwa pada mekanisme 

VTOL, proses landingmerupakan proses yang paling kritis terhadap kehadiran 

noise. 

Tabel 4.1 Nilai ISE altitude pada simulasi dengan berbagai nilai noise 

Noise Nilai ISE Altitude (m) 
Mean = 0, Var = 0.001 0.02598 

Mean = 0, Var = 0.005 0.1156 

Mean = 0, Var = 0.01 0.2278 

Mean = 0, Var = 0.02 0.4522 
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Selanjutnya dilakukan percobaan tambahan untuk simulasi dengan noise 

pada altitude, yaitu dengan mengubah nilai level pelemahan ρ. Perubahan 

nilaiρakan merubah nilai gain Ki. Pada Tabel 4.2 disajikan nilai Kiyang diperoleh 

dari perhitungan dengan bantuan MATLAB untuk berbagai nilaiρ. Nilai Ki tersebut 

kemudian diterapkan pada kontroler untuk dilakukan simulasi. 

Tabel 4.2 Daftar nilai Kiuntuk berbagai nilai ρ 

Nilai level pelemahan (ρ) Nilai Ki 
ρ = 0.005 K1 = [-16.5699-16.6166] 

 K2 = [-16.6579-16.7003] 

 K3 = [-16.6579  -16.7003] 

 K4 = [-16.7472-16.7853] 

ρ = 0.008 K1 = [-16.5563-16.6039] 

 K2 = [-16.6442-16.6876] 

 K3 = [-16.6442  -16.6876] 

 K4 = [-16.7334-16.7725] 

ρ = 0.01 K1 = [-16.5531  -16.6010] 

 K2 = [-16.6410  -16.6847] 

 K3 = [-16.6410  -16.6847] 

 K4 = [-16.7302-16.7696] 

 

Gambar 4.11 menunjukkan respon tracking pada altitude dengan 

noisepada keluaran altitude untuk ρ = 0.01. Tidak ada pengaruh yang signifikan 

pada respon dengan penggantian nilai ρ. Hal ini terlihat dari nilai ISE altitudeyang 

diperoleh terpaut sedikit dengan nilai ISE altitudepada nilaiρsama dengan 0.003 

yaitu 0.2276. Begitu juga untuk ρ = 0.008 dan ρ = 0.005, nilai ISE altitudeyang 

diperoleh sama yaitu 0.2276. 
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Gambar 4.11 Respon tracking pada altitude dengan noise dan ρ = 0.01 

Kemudian sistem kontrol altitude diuji dengan penambahan sinyal 

gangguan berupa angin sebagaimana pada Gambar 4.12. Persamaan 4.1 

menunjukkan formulasi sinyal gangguan yang digunakan pada simulasi ini. Sinyal 

gangguan ini ditambahkan pada dinamika sistem gerak translasi di sumbu z 

(altitude). 

 (4.1)  

 
Gambar 4.12. Sinyal gangguan 

Respon tracking pada altitude dengan penambahan gangguan angin dapat 

dilihat pada Gambar 4.13. Pada gambar tersebut terlihat bahwa gangguan 

menyebabkan terjadinya overshootsekitar 0.4% dari referensi altitude ketika proses 

take off. Sedangkan pada proses landing, altitude sedikit terlambat mencapat titik 0 

m yaitu pada detik ke 28.17 dengan kecepatan -0.0089 m/s.  
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Gambar 4.12 Respon tracking pada altitude dengan penambahan gangguan 

Secara umum, respon menunjukan bahwa sistem kontrol altitude mampu 

mengatasi gangguan yang diberikan dan mengikuti sinyal referensi yang diberikan. 

Hal ini ditunjukkan dengan nilai L2-gain yang lebih kecil dari nilai level pelemahan 

ρyang ditentukan. Nilai L2-gain dihitung berdasarkan Persamaan 2.51. Pada 

simulasi ini, diperoleh nilai L2-gain sebesar 0.000539. Sementara nilai ρ yang 

ditentukan adalah 0.003.Di samping itu, nilai ISE altitude yang terukur sebesar 

0.00046. Percobaan pada simulasi ini membuktikan bahwa performa trackingH∞ 

yang dinginkan telah terpenuhi. 

Simulasi dilanjutkan dengan mengganti nilai penguat Ki dari berbagai nilai 

ρ sebagaimana disajikan pada Tabel 4.2. Nilai L2-gain dan ISE pada simulasi ini 

dapat dilihat di Tabel 4.3. Dari simulasi ini dapat ditarik kesimpulan bahwa semakin 

kecil nilai level pelemahan, maka nilai L2-gain akan semakin kecil, begitu juga 

dengan nilai ISE. Hal ini sesuai dengan teori performa H∞ yang dinyatakan dalam 

Persamaan2.54. 

Tabel 4.3 Hasil simulasi saat kondisi ada gangguan dengan berbagai nilai  ρ 

Nilai level  

pelemahan (ρ) 
Nilai L2-gain Nilai ISE Altitude (m) 

ρ = 0.003 0.000539 0.00459 

ρ = 0.005 0.000558 0.00492 

ρ = 0.008 0.000564 0.00503 

ρ = 0.01 0.000566 0.00506 
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BAB 5 

PENUTUP 

5.1 Kesimpulan 

Penelitian ini menyajikan sistem kontrol untuk menyelesaikan 

permasalahan dalam mekanisme autonomous VTOL pada quadcopter dengan 

menggunakan input-state feedback linearization dan fuzzy T-S. Sistem gerak rotasi 

sebagai inner-loop dikontrol menggunakan input-state feedback linearization  

sehingga semua sudut roll, pitch dan yaw dapat stabil di 0 rad. Sedangkan sistem 

gerak translasi di sumbu z dikontrol menggunakan fuzzy T-S sehingga dapat 

mengikuti sinyal referensi yang diberikan.  

Hasil simulasi menunjukkan bahwa sistem kontrol gerak rotasi mampu 

menstabilkan sudut roll, pitch dan yaw dan respon sesuai karakateristik respon 

transien yang diinginkan, yaitu zero offset, zero overshootdan settling time (ts) 1 

detik ±2%.  Sistem kontrol gerak translasi mampu mengikuti sinyal referensi yang 

diberikan dan mampu mengatasi gangguan yang diberikan dengan L2gainsebesar 

0.000539. Hal ini menunjukkan bahwa performa H∞ dengan level pelemahan 

sebesar 0,003 telah terpenuhi.  
 

5.2 Saran 

Untuk penelitian selanjutnya, pengembangan dapat dilakukan 

denganpenggabungan sistem kontrol gerak translasi x, y dan z menggunakan 

metode linierisasi state dependent dengan tetap menggunakan H∞ sehingga sistem 

gerak translasi dapat terjamin kekokohannya secara keseluruhan. Kemudian dengan 

membuat kontrol trackingpada sistem gerak rotasi, maka quadcopter dapat 

melakukan aerobatic take off and landing.  Selain itu, dapat dipertimbangkan juga 

mengenai penambahan kontrol orientasi.  
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LAMPIRAN 
 

1. Algoritma m-file untuk membership function 

function nthetaphie = fuzzyts(u1, u2) 
theta=u1; 
phie=u2; 
utheta=[0 0]'; 
uphie=[0 0]'; 
if theta <-0.174 
    utheta(1)=1; 
    utheta(2)=0; 
elseif theta <0.174 
    utheta(1)=(0.174-theta)/(0.348); 
    utheta(2)=(theta+0.1)/(0.348); 
else 
    utheta(1)=0; 
    utheta(2)=1; 
end 
if phie <-0.174 
    uphie(1)=1; 
    uphie(2)=0; 
elseif phie<0.1 
    uphie(1)=(0.174-phie)/(0.348); 
    uphie(2)=(phie+0.174)/(0.348); 
else 
    uphie(1)=0; 
    uphie(2)=1; 
end 
%inferensi 
thetaphie=[0 0 0 0]'; 
thetaphie(1)= min(utheta(1),uphie(1)); 
thetaphie(2)= min(utheta(1),uphie(2)); 
thetaphie(3)= min(utheta(2),uphie(1)); 
thetaphie(4)= min(utheta(2),uphie(2)); 
thetaphie=[thetaphie(1) thetaphie(2) thetaphie(3) 
thetaphie(4)]' 
%normalisasi 
nthetaphie=thetaphie/sum(thetaphie) 
 

2. Algoritma LMI untuk menghitung Ki dan Pi. 

clear all 
clc 
A=[0 1;0 0]; 
B1=[0;1/3.5]; 
B2=[0;0.985/3.5]; 
B3=[0;0.985/3.5]; 
B4=[0;0.970/3.5]; 
Ar=[0 1;-2.28 -4.57]; 
Br=[0;2.28]; 
C=[1 0;0 1]; 
Q=[44*10^-10 0;0 37*10^-10]; 
 
qq=inv(Q); 
aa=0.01; 
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ab=aa^2; 
bb=1/(aa^2); 
 
 setlmis([]); 
  W11=lmivar(1,[2 1]); 
  Y1=lmivar(2,[1 2]); 
  Y2=lmivar(2,[1 2]); 
  Y3=lmivar(2,[1 2]); 
  Y4=lmivar(2,[1 2]); 
 
  lmiterm([1 1 1 W11],1,A','s');                  
  lmiterm([1 1 1 Y1],B1,1,'s');                    
  lmiterm([1 1 1 0],bb);                           
  lmiterm([1 2 1 W11],1,1);                        
  lmiterm([1 2 2 0],-qq);                          
 
  lmiterm([2 1 1 W11],1,A','s');                  
  lmiterm([2 1 1 Y2],B2,1,'s');                    
  lmiterm([2 1 1 0],bb);                           
  lmiterm([2 2 1 W11],1,1);                        
  lmiterm([2 2 2 0],-qq);                          
 
  lmiterm([3 1 1 W11],1,A','s');                  
  lmiterm([3 1 1 Y3],B3,1,'s');                    
  lmiterm([3 1 1 0],bb);                           
  lmiterm([3 2 1 W11],1,1);                        
  lmiterm([3 2 2 0],-qq);                          
 
  lmiterm([4 1 1 W11],1,A','s');                  
  lmiterm([4 1 1 Y4],B4,1,'s');                    
  lmiterm([4 1 1 0],bb);                           
  lmiterm([4 2 1 W11],1,1);                        
  lmiterm([4 2 2 0],-qq);                          
 
  lmiterm([-5 1 1 W11],1,1); 
 
  lmis=getlmis; 
  [tmin,xfeas]=feasp(lmis); 
  w11=dec2mat(lmis,xfeas,W11); 
  y1=dec2mat(lmis,xfeas,Y1); 
  y2=dec2mat(lmis,xfeas,Y2); 
  y3=dec2mat(lmis,xfeas,Y3); 
  y4=dec2mat(lmis,xfeas,Y4); 
 
  evlmi = evallmi(lmis,xfeas); 
  [lhs1,rhs1]=showlmi(evlmi,1); 
 
  W11e=w11; 
  Ye1=y1; 
  Ye2=y2; 
  Ye3=y3; 
  Ye4=y4; 
  P11=inv(w11) 
  K1=y1*inv(w11) 
  K2=y2*inv(w11) 
  K3=y3*inv(w11) 
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  K4=y4*inv(w11) 
 
  setlmis([]); 
  P22=lmivar(1,[2 1]); 
 
  lmiterm([1 1 1 0],(A+B1*K1)'*P11+P11*(A+B1*K1)+bb*P11*P11+Q); 
  lmiterm([1 1 2 0],((-1)*(P11*B1*K1)-Q)); 
  lmiterm([1 1 3 0],0); 
  lmiterm([1 2 1 0],((-1)*(P11*B1*K1)-Q)'); 
  lmiterm([1 2 2 P22],Ar',1,'s'); 
  lmiterm([1 2 2 0],Q); 
  lmiterm([1 2 3 P22],1,Br,1); 
  lmiterm([1 3 1 0],0); 
  lmiterm([1 3 2 P22],Br',1); 
  lmiterm([1 3 3 0],-ab); 
 
  lmiterm([2 1 1 0],(A+B2*K2)'*P11+P11*(A+B2*K2)+bb*P11*P11+Q); 
  lmiterm([2 1 2 0],((-1)*(P11*B2*K2)-Q)); 
  lmiterm([2 1 3 0],0); 
  lmiterm([2 2 1 0],((-1)*(P11*B2*K2)-Q)'); 
  lmiterm([2 2 2 P22],Ar',1,'s'); 
  lmiterm([2 2 2 0],Q); 
  lmiterm([2 3 1 0],0); 
  lmiterm([2 2 3 P22],1,Br,1) 
  lmiterm([2 3 2 P22],Br',1); 
  lmiterm([2 3 3 0],-ab); 
 
  lmiterm([3 1 1 0],(A+B3*K3)'*P11+P11*(A+B3*K3)+bb*P11*P11+Q); 
  lmiterm([3 1 2 0],((-1)*(P11*B3*K3)-Q)); 
  lmiterm([3 1 3 0],0); 
  lmiterm([3 2 1 0],((-1)*(P11*B3*K3)-Q)'); 
  lmiterm([3 2 2 P22],Ar',1,'s'); 
  lmiterm([3 2 2 0],Q); 
  lmiterm([3 2 3 P22],1,Br,1) 
  lmiterm([3 3 1 0],0); 
  lmiterm([3 3 2 P22],Br',1); 
  lmiterm([3 3 3 0],-ab); 
 
  lmiterm([4 1 1 0],(A+B4*K4)'*P11+P11*(A+B4*K4)+bb*P11*P11+Q); 
  lmiterm([4 1 2 0],((-1)*(P11*B4*K4)-Q)); 
  lmiterm([4 1 3 0],0); 
  lmiterm([4 2 1 0],((-1)*(P11*B4*K4)-Q)'); 
  lmiterm([4 2 2 P22],Ar',1,'s'); 
  lmiterm([4 2 2 0],Q); 
  lmiterm([4 2 3 P22],1,Br,1) 
  lmiterm([4 3 1 0],0); 
  lmiterm([4 3 2 P22],Br',1); 
  lmiterm([4 3 3 0],-ab); 
 
  lmiterm([-5 1 1 P22],1,1); 
 
  lmis=getlmis; 
  [tmin,xfeas]=feasp(lmis); 
  P22=dec2mat(lmis,xfeas,P22) 
 
  evlmi = evallmi(lmis,xfeas); 
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  [lhs1,rhs1]=showlmi(evlmi,1); 
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