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ABSTRAK 
 

Sistem komunikasi nirkabel lazim menggunakan microstrip lines karena 

berbagai keuntungannya, antara lain strukturnya sederhana, berukuran kecil, gain 

dan efisiensinya tinggi, serta biaya pembuatannya murah. Kelemahan microstrip 

lines adalah masih sempitnya lebar pita frekuensi bila dibandingkan dengan fiber 

optik.  

Berbagai upaya teknis telah dikembangkan untuk mengatasi kelemahan 

tersebut, namun dalam disertasi ini ditekankan pada aspek pendesainannya, yakni 

sejauh mana tingkat akurasi dari formula-formula yang digunakan. Sedangkan 

selama ini desain microstrip lines banyak bertumpu pada pemakaian formula umum 

kapasitansi dan/atau impedansi karakteristik eksak dalam bentuk fungsi integral 

eliptik yang diperoleh dengan metode conformal mapping. Oleh karena deret 

takhingga integral eliptik lengkap macam pertama penyusun fungsi integral eliptik 

adalah berkonvergensi rendah, maka desain microstrip lines umumnya dilakukan 

menggunakan pendekatan dari fungsi integral eliptik tersebut. Fungsi integral 

eliptik yang popular digunakan adalah yang diturunkan dengan pendekatan Hilberg.  

Hingga kini hanya pendekatan Hilberg untuk tiga orde terendah saja yang 

lazim digunakan. Hal ini disebabkan rumitnya pemakaian skema original iterasi 

Hilberg dalam memformulasikan fungsi integral eliptik untuk pendekatan orde 

tinggi. Penerapan fungsi identitas transformasi Joukowski melahirkan skema iterasi 

baru pendekatan Hilberg yang dapat mengurangi langkah iterasi perumusan 

argumen logaritmik fungsi integral eliptik. Dengan skema iterasi baru tersebut 

argumen logaritmik pendekatan orde yang lebih tinggi dapat diformulasikan secara 

eksplisit sebagai fungsi dari argumen logaritmik pendekatan orde yang lebih 

rendah.  

Implementasi formula modulus fungsi integral eliptik dari pendekatan 

Hilberg orde tiga pada pendesainan microstrip lines jenis CPW (Coplanar 

Waveguide) memberikan hasil perhitungan parameter geometri yang akurat untuk 
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setiap nilai tetapan dielektrik bahan yang digunakan dan nilai impedansi 

karakteristik yang dikehendaki.  

Demikian pula, implementasi fungsi integral eliptik modular baru yang 

dikembangkan dalam disertasi ini mengkonfirmasi bahwa hasil perhitungan 

kapasitansi pendekatan Xiang untuk kapasitor pelat sejajar adalah tidak akurat 

terhadap kapasitansi eksak Palmer, karena suku kapasitansi fringing fieldnya selalu 

mendekati konstan untuk variasi rasio lebar dan jarak antar pelatnya. Hal ini 

berbeda dengan konstribusi suku fringing field dari model kapasitansi empiris baru 

yang diciptakan dalam disertasi ini, yang selain mendekati nilai kapasitansi eksak 

formula Palmer juga lebih akurat dibandingkan semua formula kapasitansi dari 

pendekatan yang ada. Kesesuaian model kapasitansi empiris baru terhadap 

kapasitansi eksak Palmer tersebut menghasilkan hipotesa baru bahwa suku fringing 

field kapasitor pelat sejajar dapat diformulasikan dalam fungsi integral eliptik. 

Kata Kunci : microstrip lines, conformal mapping, transformasi Schwarz-

Christoffel, integral eliptik, fungsi Joukowski.  
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ABSTRACT 
 

The wireless communications has commonly required the usage of  

microstrip lines due to its advantages, namely simple structure, small size, high in 

both of gain and efficiency, and low cost. The drawbacks of microstrip lines are 

having narrow linewidth of frequency compared to optical fiber.  

Some efforts have been developed to overcome the drawbacks, nevertheles 

this dissertation is focused to explore the analytical aspect of designing, especially 

to developed some methods to enhance the accuracy of the common formulas used 

for designing the microstrip lines. As we know that the design of microstrip lines 

were based on the usage of general formulas of capacitance and/or characteristic 

impedance in the form of elliptic integral function obtained by using the method of 

conformal mapping. Due to the infinite series of complete elliptic integral of the 

first kind having low level of convergence, then the design of microstrip lines was 

commonly performed by using approximation formulas of the eliptic integral 

function.The approximations for the elliptic integral function that popularly used in 

designing microstrip lines were due to Hilberg’s approximations.  

Until now the only first three order of Hilberg’s approximations that were 

commonly used for the application. This is because the usage of the original 

Hilberg’s iteration schemes are so complicated in deriving high order of 

approximations. Applying transformation function of Joukowski identity has 

created the new iteration schemes for Hilberg approximations that can reduce the 

iteration step of obtaining logarithmic arguments of the elliptic integral function. 

By using the new iteration schemes, the logarithmic argument of the higher 

approximation can be formulated explicitly as function of logaritmic argument of 

the lower one.  

The implementation of the approximate modulus formula of third order for 

designing CPW (Coplanar Waveguide) gives the accurate geometric parameters for 

both of the used dielectric constant and characteristic impedance. 



viii 
 

 Applying the new modular of elliptic integral function developed in this 

dissertation confirms that the capacitance calculation results of Xiang 

approximation for parallel-plate capacitor is not accurate compared to the exact 

capacitance due to Palmer, this is especially due to the fringing field term of the 

capacitance is always constant for variation of the ratio width and plates separation. 

It is diffrent with the constribution of the fringing field term of the new empirical 

capacitance created in this dissertation, that besides approaching the value of exact 

capacitance due to Palmer but also more accurate compared to all of available 

approximate capacitance. The approriate of the new empirical capacitance formula 

to the exact capacitance of parallel plate capacitor due to Palmer gives new hipotese 

that the fringing field term of the capacitance can be presented in the form of elliptic 

integral function. 

Key-words : microstrip lines, conformal mapping, Schwarz-Christoffel,  elliptic 

integrals, Joukowski function 
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BAB 1 

 PENDAHULUAN 

 

1.1.  Latar Belakang  

Peralatan komunikasi berubah secara drastis dari primitif ke modern sejak 

berkembangnya telegraf di tahun 1844 dan disusul penemuan telpon di tahun 1878 

yang dikembangkan menggunakan peralatan listrik. Sistem peralatan listrik yang 

dinamakan transmisi garis (Transmission Lines) tersebut menghubungkan pengirim 

dan penerima. Pada kurun waktu yang sama berkembang pula pondasi Teori 

Radiasi Elektromagnet oleh Maxwell, yang mengantarkan Marconi di tahun 1897 

dalam mengembangkan telegraf nirkabel. Kesuksesan Marconi mengirimkan pulsa 

on-off yang merupakan karakter telegraf tersebut menjadi pencetus penemuan 

peralatan pengirim sinyal suara yang sesungguhnya, yakni setelah ditemukannya 

penguat tabung vakum dan osilator pada kurun waktu 1904 hingga 1915. Sejak saat 

itu sistem komunikasi yang memanfaatkan pita radiasi elektromagnet tersebut 

berkembang pesat, mulai dari pita VLF (Very Low Frequency, 3-30KHz) untuk 

peralatan navigasi dan sonar, VHF (Very High Frequency, 30-300MHz) untuk 

siaran televisi dan radio FM, UHF (Ultra High Frequency, 300-3000MHz) untuk 

televisi dan komunikasi satelit, hingga EHF (Extrime High Frequency, 30-300GHz) 

untuk komunikasi radar (Collin, 1985).  

Peralatan sederhana yang digunakan Marconi dalam membangkitkan pulsa 

on-off yang kemudian menjalar sepanjang ruang bebas antara pengirim dan 

penerima, menjadi cikal bakal antena yang merupakan peralatan kunci dalam sistem 

komunikasi modern. Antena berfungsi untuk meradiasikan gelombang 

elektromagnet yang menjalar dari generator pemancar melalui transmisi garis untuk 

selanjutnya di launching ke ruang bebas. Sebaliknya antena dapat pula menerima 

radiasi elektromagnet dari ruang bebas untuk disalurkan ke sistem transmisi garis 

menuju detektor penerima. Antena juga berfungsi sebagai penyesuai (matching) 

impedansi transmisi garis dan ruang bebas agar terjadi pantulan yang sekecil 

mungkin. Jenis antena yang biasa digunakan antara lain: antena dipol berisi dua 

kawat lurus yang diletakkan sesumbu, antena loop berisi satu atau lebih gulungan 

kawat, antena helix berisi sebuah kawat helix di atas ground plane,  antena kawat 
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(biasa digunakan dalam mobil, gedung, kapal laut, pesawat terbang, dll), antena 

horn, dan antena parabola yang tidak saja digunakan sebagai perangkat komunikasi 

melainkan juga sebagai peralatan radar dan astronomi (Sadiku,1985).   

Pada era tahun limapuluhan terjadi revolusi pembuatan antena pemancar. 

Antena jenis baru ini dikenal dengan sebutan microstrip. Implementasi microstrip 

tidak saja menyatukan transmisi garis dan sistem pelaunching sinyal dalam satu 

komponen¸ namun jangkauan frekuensinyapun dapat mencapai hingga orde GHz, 

sehingga cocok digunakan sebagai perangkat gelombang mikro dan radar. Konsep 

microstrip ini digagas oleh Deschamp di tahun 1953, tetapi pembuatannya baru 

berhasil direalisasikan pada tahun 1970 oleh Howell dan Munson. Berbagai 

keuntungan dari microstrip diantaranya bobotnya ringan, mudah pembuatannya, 

gain dan efisiensinya tinggi, fleksibel dibuat dalam bentuk jalur melengkung, serta 

biaya pembuatannya murah (Guha dan Yahia, 2011; Yuwono dan Pramono, 2005). 

Konfigurasi sederhana microstrip yang mirip PCB (Print Circuit Board) ini 

menjadikan tekonologi pembuatannya mudah untuk dikembangkan. Dalam kurun 

waktu 20 tahun tersebut telah berhasil dibuat berbagai variasi microstrip yang lazim 

disebut microstrip lines, antara lain berstruktur CPS (Coplanar Strip), CPW 

(Coplanar Waveguide), dan Stripline. Bahkan microstrip lines telah berhasil dibuat 

secara monolithic dalam bentuk devais terintegrasi (Ramesh dkk, 2001). Walaupun 

banyak keuntungan yang disediakan microstrip lines, namun dalam aplikasinya 

masih terdapat kelemahan. Salah satu kelemahannya adalah masih sempitnya lebar 

pita (bandwidth) frekuensi bila dibandingkan dengan fiber optik. Rentang frekuensi 

dimana antena matching terhadap impedansi masukan transmisi garisnya, sehingga 

10% (bahkan di bawahnya) hilang karena faktor refleksi. Kuantitas lebar pita 

mencakup pula nilai rasio tegangan gelombang berdiri (VSWR) dan return loss, 

yang nilai keduanya bergantung pada nilai koefisien refleksi (Balanis, 1997; Pozar, 

2001; Powell, 2001).  

 

1.2. Perumusan Masalah 

Sebagaimana dijelaskan oleh Balanis (1997), impedansi karakteristik 

microstrip lines merupakan faktor kunci dalam merealisasikan fungsinya sebagai 

penghubung generator pemancar dan pelaunching sinyal dalam sistem antena. Pada 

desain microstrip sebagai contoh, formula eksak impedansi karakteristiknya telah 
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ditemukan oleh Schneider (1969) dalam bentuk fungsi integral eliptik yang 

diperolehnya dengan metode conformal mapping. Namun karena integral eliptik 

lengkap macam pertama penyusun fungsi integral eliptik tersebut berbentuk deret 

takhingga dengan tingkat konvergensi rendah, maka desain microstrip umumnya 

dilakukan menggunakan formula pendekatan. Formula pendekatan fungsi integral 

eliptik yang popular digunakan adalah yang diturunkan menggunakan pendekatan 

Hilberg (1969). Hingga kini terdapat tiga formula fungsi integral eliptik pendekatan 

Hilberg yang lazim digunakan pada desain sistem antena, yakni pendekatan orde 

nol, orde satu, dan orde dua. Dalam upaya merumuskan pendekatan Hilberg untuk 

orde yang lebih tinggi, kajian awal disertasi ini telah berhasil merekonstruksi 

perumusan pendekatan Hilberg orde satu, yang selanjutnya dijadikan basis 

penciptaan skema iterasi baru pendekatan Hilberg orde tinggi. Rekonstruksi 

dilakukan melalui implementasi identitas Joukowski (Rohedi dkk, 2017a). Gagasan 

perumusan dan hasil perbaikan (improvement) metode perumusan impedansi 

karakteristik microstrip lines tersebut dituangkan dalam disertasi ini dengan judul 

“Desain Microstrip Lines Menggunakan Metode Conformal Mapping Modular 

Baru Berbasis Fungsi Identitas Transformasi Joukowski”. Pada disertasi ini juga 

dilaporkan hasil perbaharuan metode perumusan fungsi integral eliptik melalui 

implementasi skema iterasi baru untuk merumuskan deret takhingga integral eliptik 

penyusunnya (Rohedi dkk, 2017b). Pengembangan metode pembaharu fungsi 

integral eliptik tersebut disamping memudahkan perumusan impedansi 

karakteristik microstrip lines, juga memberikan hasil perhitungan yang akurat.  

Sebagaimana diketahui, penerapan conformal mapping menggunakan 

transformasi Schwarz-Christoffel pada perumusan kapasitansi microstrip lines 

umumnya menghasilkan formula dalam bentuk implisit, sehingga demikian rumit 

dalam implementasinya. Oleh karena itu bilamana metode perumusan kapasitansi 

dan impedansi karakteristik microstrip lines yang menampilkan hubungan eksplisit 

terhadap faktor geometrinya telah tersedia, maka desain berikut pengungkapan 

makna fisis dari gejala pentransmisian gelombang elektromagnet akan menjadi 

mudah. Didasari fakta bahwa secara prinsip struktur geometri microstrip lines mirip 

dengan sistem kapasitor pelat sejajar, maka metode perumusan kapasitansi 

kapasitor pelat sejajar dapat diadopsi untuk merumuskan kapasitansi dan/atau 
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impedansi karakteristiknya. Sebagaimana diketahui kapasitansi kapasitor pelat 

sejajar berisi suku kapasitansi “tanpa” dan “dengan” fringing field.  Pemisahan 

kedua suku kapasitansi kapasitor pelat sejajar tersebut hanya dapat dilakukan 

melalui transformasi modulus fungsi integral eliptik pada formula kapasitansinya. 

Pada kajian disertasi ini akan dilakukan pula improvement terhadap transformasi 

modulus gagasan Xiang (2006), yaitu dengan menghadirkan formula empiris 

kapasitansi kapasitor pelat sejajar yang dibangun berbasis transformasi modulus 

dengan melibatkan fungsi identitas Joukowski (Rohedi dkk, 2017c). Transformasi 

serupa selanjutnya diimplementasikan pada pendesainan microstrip lines 

berstruktur CPW. Desain tersebut dilakukan menggunakan formula modulus fungsi 

integral eliptik yang memberikan parameter geometri CPW dengan nilai impedansi 

karakteristik yang sesuai untuk kriteria aplikasi antena. 

 Berdasar paparan latar belakang dan permasalahan di atas, selanjutnya 

dikemukakan perumusan masalah sebagai berikut:  

1. Bagaimana cara merumuskan skema iterasi baru dengan fungsi transformasi 

identitasi Joukowski untuk pendekatan Hilberg, sehingga menghasilkan 

formula pendekatan fungsi integral eliptik selain tiga formula pendekatan 

Hilberg yang ada dengan hasil perhitungan yang akurat. 

2. Bagaimana cara merumuskan deret integral eliptik lengkap macam pertama 

berkonvergensi cepat yang dapat digunakan untuk perhitungan fungsi 

integral eliptik selain yang diperoleh dengan pendekatan Hilberg. 

3. Bagaimana cara merumuskan fungsi integral eliptik modular baru 

(modulusya terekspresi dalam bentuk baru) serta cara menerapkannya pada 

perumusan kapasitansi kapasitor pelat sejajar.  

4. Bagaimana cara merumuskan impedansi karakteristik microstrip lines 

struktur CPW (Coplanar Waveguide) secara eksplisit sebagai fungsi 

parameter geometrinya. 

5. Bagaimana cara menentukan parameter geometri CPW yang impedansi 

karakteristiknya sesuai untuk kriteria  matching impedansi pada aplikasi 

antena.          
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1.3.Tujuan Penelitian  

 Tujuan utama Penelitian ini adalah : 

1. Menerapkan fungsi identitas transformasi Joukowski untuk merekonstruksi 

fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg orde satu yang menjadi basis 

penciptaan skema iterasi baru pendekatan Hilberg. 

2.  Menciptakan skema iterasi baru perumusan deret integral eliptik lengkap 

macam pertama berkonvergensi cepat untuk perhitungan impedansi 

karakteristik microstrip lines hasil perumusan conformal mapping.  

3. Menerapkan hasil skema iterasi baru pendekatan Hilberg untuk 

merumuskan formula pendekatan modulus fungsi integral eliptik.  

4. Menerapkan formula pendekatan modulus pada pendesainan microstrip 

lines struktur CPW untuk aplikasi antena. 

5. Mengkomparasikan validasi formula kapasitansi kapasitor pelat sejajar 

yang tersusun atas suku “tanpa’ dan ‘dengan” fringing field  hasil penerapan 

fungsi eliptik integral modular baru terhadap hasil perhitungan formula 

kapasitansi empiris dan formula pendekatan kapasitansi bentuk lainnya.  

 

 1.4. Manfaat Penelitian  

 Manfaat dari Penelitian Disertasi ini diantaranya adalah: 

1. Dapat merekonstruksi perumusan fungsi integral eliptik secara mudah tanpa 

melibatkan transformasi Jacobi dan fungsi theta. 

2. Dapat melakukan perumusan deret integral eliptik lengkap macam pertama 

dan fungsi integral eliptik yang berkonvergensi cepat untuk perhitungan 

impedansi karakteristik microstrip lines yang diperlukan pada pendesainan 

antena dan aplikasi lain secara akurat. 

3. Dapat mendesain microstrip lines dengan menggunakan formula 

pendekatan modulus fungsi integral eliptik representasi dari impedansi 

karakteristiknya. 
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BAB 2 

DASAR TEORI 

 

2.1.  Microstrip Lines   

Microstrip lines merupakan salah satu anggota rumpun transmisi garis yang 

amat populer pemakaiannya dalam bidang komunikasi nirkabel (wireless).  Devais 

ini merupakan variasi dari struktur geometri microstrip. Sebagaimana tampak pada 

Gambar 2.1, microstrip tersusun atas substrat tipis dari bahan dielektrik berugi-rugi 

rendah (low loss) yang kedua sisinya dilapisi konduktor tipis (umumnya berupa 

tembaga). 

          

Gambar 2.1  Struktur Geometri Microstrip 

Lapisan konduktor sisi atas dinamakan strip yang berfungsi sebagai jalur penjalaran 

sinyal gelombang, sedangkan konduktor sisi bawah berfungsi sebagai ground 

plane. Struktur microstrip dengan lebar strip yang jauh lebih sempit dibandingkan 

lebar ground planenya tersebut menyediakan berbagai keuntungan. Diantaranya 

bobotnya ringan, mudah pembuatannya, gain dan efisiensinya tinggi, fleksibel 

dibuat dalam bentuk jalur melengkung, serta harga pembuatannya murah (Guha dan 

Yahia, 2011; Yuwono dan Pramono, 2005). Konfigurasi microstrip yang mirip PCB 

(Print Circuit Board) tersebut menjadikan tekonologi pembuatannya mudah untuk 

dikembangkan.   

 Merujuk pada hasil penelusuran pustaka, formula eksak impedansi 

karakteristik yang diperlukan untuk mendesain microstrip telah dirumuskan oleh 
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Schneider (1969) menggunakan metode Conformal Mapping, yaitu metode yang 

mentransformasi persoalan ranah asal (domain) ke dalam ranah bayangannya 

(image). Metode yang berbasis bilangan komplek tersebut lazim diterapkan pada 

penyelesaian Persamaan Laplace yang diperlukan dalam perhitungan kapasitansi 

sistem transmisi garis. Transformasi antar kedua sistem koordinat komplek untuk 

mendapatkan fungsi alihnya tersebut lazim dilakukan menggunakan transformasi 

Schwarz-Christoffel. Sebagaimana umumnya berlaku pada transmisi garis, 

impedansi karakteristik microstrip berbanding terbalik terhadap nilai 

kapasitansinya. Schneider mendapatkan nilai kapasitansi microstrip dalam ekspresi 

fungsi eliptik macam pertama 
 
 kK

kK '
 , dengan   adalah permitivitas bahan 

dielektrik, sedangkan  kK  adalah integral eliptik lengkap macam pertama,  dengan 

k  dan 'k   masing-masing adalah nilai modulus dan modulus komplemen yang 

nilainya bergantung pada faktor geometri, yakni rasio lebar strip ( w ) terhadap tebal 

dielektrik ( h ). Kerumitan formula eksak Schneider tampak dari hubungan 
 
 kK

kK '
 

terhadap 
h

w
 yang terjalin secara implisit. Mengingat kerumitan prosedur 

penyelesaian persamaan implisit tersebut, dan didukung fakta kala itu belum 

berkembang komputer berkecepatan tinggi dalam melakukan perhitungan deret 

takhingga integral eliptik lengkap macam pertama, Schneider tidak 

merekomendasikan pemakaian formula eksaknya, tetapi menyarankan pemakaian 

formula pendekatan yang diciptakannya. Setelah terpublikasinya formula 

impedansi karakterisitik microstrip pendekatan Schneider tersebut, segeralah 

bermunculan formula pendekatan lainnya. Tiga formula pendekatan yang amat 

populer adalah formula Schneider, formula Wheeler, serta formula Hammerstad 

and Jensen, yang ketiganya terangkum pada Appendix B dalam buku Ramesh dkk 

(2001). Formula-formula pendekatan tersebut amat besar kontribusinya dalam 

pendesainan berbagai variasi dari struktur microstrip yang lazim dengan sebutan 

microstrip lines, diantaranya struktur CPS, CPW, dan Stripline.   
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        Gambar 2.2 Struktur Microstrip Lines yang Popular untuk Fabrikasi Antena 

 

Sebagaimana struktur tampak depan microstrip lines dalam Gambar 2.2, 

tampak depan CPS (Coplanar Strip) amat mirip dengan microstrip, hanya saja strip 

yang terletak di atas bahan dielektriknya lebih dari sebuah. Sementara itu struktur 

CPW (Coplanar Waveguide) tersusun atas strip pusat dan dua bidang ground  yang 

semuanya  dilapiskan di atas substrat dielektrik membentuk susunan tiga pandu 

gelombang planar sejajar. Adapun pada stripline, strip konduktornya terbenam di 

dalam bahan dielektrik. 

 Pada sub bab 2.2 berikut dipaparkan kaitan impedansi karakteristik sistem 

transmisi garis terhadap parameter gelombang, sebagai bukti pentingnya impedansi 

karakteristik microstip lines dalam berbagai aplikasinya.     

2.2.  Transmisi Garis 

Transmisi garis merupakan struktur pemandu yang berfungsi sebagai alat 

pentransmisi daya atau informasi dari sumber (generator) ke beban (load), tepatnya 

sebagai pendistribusi daya listrik pada frekuensi rendah dan pendistribusi informasi 

pada frekuensi tinggi. Secara prinsip, transmisi garis berisi dua buah konduktor 



10 
 

(atau lebih) yang diletakkan sejajar untuk menghubungkan sumber dan beban, 

contoh : kabel koaksial (berisi dua line kembar), pelat sejajar (berisi dua plane 

kembar), kawat di atas bidang penghantar, dan microstrip lines. Kabel koaksial 

selain biasa dipakai sebagai penghubung antena ke televisi (TV) juga bisa 

digunakan pada jaringan komputer dan internet. Sumber dapat berupa generator 

listrik, pemancar, dan osilator, sedangkan beban dapat berupa antena dan osiloskop 

atau peralatan listrik lainnya.  

Persoalan yang berkaitan dengan sifat penjalaran gelombang dan aliran 

listrik dalam transmisi garis lazim diselesaikan dengan teori elektromagnet               

dan/atau teori rangkaian listrik. Analisa transmisi garis biasa dilakukan untuk model 

ideal, yaitu sistem berisi dua konduktor sehingga hanya dapat memasok gelombang 

moda TEM. Sebagaimana diketahui pada moda TEM, medan listrik ( E ) dan medan 

magnet ( H ) masing-masing dapat dianalogikan dengan tegangan ( v ) dan arus 

listrik ( i ). Karena itu untuk memudahkan penjabaran formula impedansinya, 

transmisi garis lazim dipresentasikan dalam bentuk rangkaian ekivalen 

sebagaimana pada Gambar 2.3, dalam hal ini resistansi R , induktansi L , 

konduktansi G , dan kapasitansi C  semuanya diperjanjikan berkuantitas persatuan 

panjang (Dressel dan Gritner,2002).             

 

        Gambar 2.3  Rangkaian Ekivalen Transmisi Garis 

 

2.3. Impedansi Karakteristik Microstrip Lines   

Sebagaimana disebutkan sebelumnya, microstrip-lines merupakan 

transmisi garis. Karena itu perumusan impedansi karakteristiknya dapat dilakukan 

merujuk pada model rangkaian ekivalen dalam Gambar 2.3. Pada model tersebut 

gelombang diasumsikan merambat sepanjang arah sumbu z  dari generator 
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menuju beban. Secara tradisi perumusan diawali dengan menerapkan hukum 

Kirchoff untuk tegangan (KVL-Kirchoff Voltage Law) : 

     tzzv
t

i
zLtzziRtzv ,,, 



    ,                  (2.1) 

dan dilanjutkan dengan penerapan hukum Kirchoff untuk arus (KCL=Kirchoff 

Current Law) : 

   
 

 tzzi
t

tzzv
zCtzzzvGtzi ,

,
,, 






 
,    (2.2) 

Untuk segmen jarak kecil ( 0z ), kedua persamaan di atas masing-masing 

tereduksi ke dalam bentuk 

 
z

v

t

i
LtzRi









 , ,                  (2.3.a) 

dan 

z

i

t

v
CGv









 .                 (2.3.b) 

Penyelesaian persamaan diferensial terkopel pada Pers.(2.3) akan menjadi mudah 

bila dilakukan dalam ranah bilangan komplek. Sebagaimana diketahui tegangan 

listrik dan arus listrik merupakan kuantitas riil. Namun demikian pernyataan kedua 

kuantitas riil ini ke dalam bilangan komplek tetap bisa dilakukan, yaitu dengan 

mendefinisikannnya sebagai bagian riil dari suatu bilangan komplek. Bilangan 

komplek dimaksud berupa perkalian antar suku yang bergantung posisi   ( z ) dan 

suku yang bergantung waktu ( t ). Ekspresi bilangan komplek untuk tegangan 

adalah:        

    tjezVtzv Re,  ,                  (2.4.a)  

sedangkan untuk arus :  

    tjezItzi Re,  ,                 (2..4.b) 

dalam hal ini 1j , sedangkan lambang Re menyatakan bagian riil dari 

bilangan komplek. Adapun  zV  dan  zI  masing-masing adalah amplitudo 

tegangan dan amplitudo arus listrik sebagai fungsi posisi. Substitusi Pers.(2.4) ke 

dalam Pers.(2.3) memberikan  
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 ILjR
dz

dV
 ,                  (2.5.a) 

dan 

 VCjG
dz

dI
 .       (2.5.b) 

Kedua persamaan diferensial linier orde satu dalam Pers.(2.5) dapat direduksi ke 

dalam persamaan diferensial linier orde dua masing-masing dengan perubah tak 

bebas V  dan  I , yaitu 

02

2

2

 V
dz

Vd
 ,                  (2.6.a) 

dan 

02
2

2
 I

dz

Id
  ,                            (2.6.b) 

dengan 

  CjGjXR L  2
.        (2.7) 

Makna fisis parameter   dalam Pers.(2.7) diketahui setelah mendefinisikan  

   , jCjGLjR      (2.8.a) 

yang memberikan definisi rugi-rugi perambatan : 

   




 




 





  22222

2

1
CGLRLCRG  ,             (2.8.b) 

dan jumlah gelombang sepanjang arah perambatan : 

       22222

2

1
CGLRLCRG   .            (2.8.c) 

 Hal penting yang hendak diketahui dari penyelesaian Pers.(2.6) adalah 

kuantitas impedansi karakteristik transmisi garis ( 0Z ) dan impedansi masukan pada 

setiap jarak lz   dari posisi beban ( inZ ). Untuk maksud ini titik asal ( 0z ) 

diperjanjikan berada pada posisi beban (load), dimana tegangan dan arusnya 

bernilai 
0VVL  . dan 

0II L  . Dengan definisi tersebut maka 0Z  dapat diperoleh 

dari 

0

0
0

I

V
Z  ,            (2.9) 



13 
 

sedangkan impedansi pada setiap posisi z dari beban diperoleh dari  

 
 zI

zV
Z  .          (2.10) 

Tampak bahwa nilai kedua impedansi 0Z  dan Z
 
amat tergantung pada solusi dari 

Pers.(2.6). Solusi tegangan dalam Pers.(2.6.a) diberikan dalam bentuk  

  zz BeAezV   .                   (2.11)  

Penerapan nilai awal untuk tegangan dan nilai arus pada beban di 0z  ke dalam                    

Pers. (2.11) memberikan 

BAVL  ,                  (2.12.a) 

dan 

  L

z

ILjR
dz

dV


0

.                            (2.12.b) 

Dengan mengasumsikan bahwa arus yang mengalir dari beban adalah 
0II L   pada 

0z , maka dari Pers.(2.11) dan Pers.(2.12.b) memberikan  

 BAI
LjR




 0



.                    (2.12.c) 

Merujuk pada Pers.(2.9), maka ruas kiri Pers.(2.12.c) memberikan definisi 

impedansi karakteristik komplek : 



LjR
Z


0 .                  (2.13) 

Adapun kombinasi linier Pers.(2.12.a) dan Pers.(2.12c) memberikan hubungan : 

 0
2

1
ZIVA LL  ,                (2.14.a) 

dan 

 0
2

1
ZIVB LL  .                 (2.14.b) 

Pada Pers.(2.13) di atas 
0Z  merupakan impedansi komplek transmisi garis. Nilai 

impedansi pada setiap posisi z yang populer dengan sebutan impedansi masukan 

sesuai definisi  lzZZ in   dapat diketahui melalui definisi impedansi dalam 

Pers.(2.10). Langkah penjabarannya diawali dengan mendapatkan ekspresi  zV  

yaitu dengan mensubsitusi Pers.(2.14.a) dan Pers.(2.14.b) ke dalam Pers.(2.11).    
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                z

LL

z

LL eZIVeZIVzV   00
2

1

2

1
,                                  (2.15.a) 

yang kemudian dituliskan dalam bentuk  

  






 








 




22
0

zz

L

zz

L

ee
ZI

ee
VzV



,             (2.15.b) 

atau  

     zZ
L

Iz
L

VzV  sinh
0

cosh  .                 (2.15.c) 

Substitusi  zV  ke dalam Pers.(2.5.a) memberikan  zI  dalam bentuk 

      zZ
L

Iz
L

V
Z

zI  cosh
0

sinh

0

1
                  (2.15.d) 

Dengan demikian impedansi pada setiap posisi z dari posisi beban dalam 

Pers.(2.10) terekspresi dalam bentuk  

 
 
 

   
   zZIzV

zZIzV
Z

zI

zV
zZ

LL

LL





coshsinh

sinhcosh

0

0
0




 ,               (2.16.a) 

mengingat 
L

L
L

I

V
Z   maka,  

 
 
 zZZ

zZZ
ZzZ

L

L





tanh

tanh

0

0
0




 .                (2.16.b) 

Merujuk pada definisi  lzZZ in   maka ekspresi impedansi masukan transmisi 

garis diperoleh dalam bentuk : 

 
 
 

,
tanh

tanh

0

0
0

lZZ

lZZ
ZlZ

L

L
in








               (2.17.a) 

dan dengan menggunakan hubungan    ljl  tantanh   maka Pers.(2.17a) lazim 

dituliskan dalam bentuk  

 
 
 ljZZ

ljZZ
ZlZ

L

L
in





tan

tan

0

0
0




 .              (2.17.b) 

Sebagaimana dijelaskan sebelumnya bahwa parameter terpenting suatu 

transmisi garis adalah impedansi karakteristiknya.  Transmisi garis ideal yakni yang 

tidak memiliki rugi-rugi dipresentasikan dengan nilai 0R  dan 0G , sehingga 

dari pada Pers.(2.8.a) didapatkan pula bahwa  
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LCj  .                   (2.18) 

Karena itu berdasar Pers.(2.13) maka transmisi garis ideal akan memiliki impedansi 

karakteristik riil sebesar 

C

LLj
Z 




0

.                  (2.19) 

Nilai induktansi diri L  dan kapasitansi C  masing-masing berhubungan dengan 

sifat kemagnetan dan kelistrikan. Namun karena kedua kuantitas tersebut satu sama 

lain terhubung melalui definisi kecepatan fasa gelombang, maka pada perhitungan 

impedansi karakteristik transmisi garis hanya salah satu yang digunakan, yakni 

kuantitas kapasitansi C . Tampak bahwa untuk semua struktur transmisi garis nilai 

impedansi karakteristiknya berbanding terbalik dengan kapasitansinya (Wen, 

1969), yaitu 

Cv
Z

ph

1
0
 ,                   (2.20) 

dengan kecepatan fasa 
r

ph

c
v


  , untuk c  cepat rambat cahaya dalam ruang 

hampa dan r  permitivitas relatif bahan penyusun transmisi garis. 

 

2.4.  Parameter Microstrip Lines 

 Terdapat tiga parameter antena yang nilainya terkait langsung dengan 

impedansi karakteristiknya, yakni Koefisien Refleksi, VSWR, dan Bandwidth. 

Koefisien refleksi menunjukkan ukuran seberapa porsi daya yang direfleksikan oleh 

beban terhadap sinyal datang. Mengacu pada model rangkaian ekivalen dalam 

Gambar 2.3, koefisien refleksi tersebut didefinisikan sebagai   







L
V

L
V

,                   (2.21) 

dengan 


LV dan 


LV  masing-masing adalah tegangan maksimum terpantul dan 

tegangan maksimum datang sesuai Pers.(2.11), yaitu 

  z
e

L
V

z
e

L
VzV

 
 .                (2.22) 

Akibatnya impedansi dalam Pers.(2.10) menjadi 



16 
 

 
z

L

z

L

z

L

z

L

eVeV

eVeV
ZzZ












 0 .                   (2.23) 

Selanjutnya Pers.(2.23) dapat dinyatakan dalam koefisien refleksi sesuai 

Pers.(2.21), yaitu 

 
z

z

e

e
ZzZ





2

2

0
1

1




 .                              (2.24) 

Pada beban, yaitu pada 0z , Pers.(2.24) memberikan  






1

1

0Z

ZL
 .                    (2.25) 

Dengan demikian dari Pers.(2.25) dapat diketahui bahwa koefisien refleksi 

terformulasi dalam bentuk  

0

0

ZZ

ZZ

L

L




  .                    (2.26) 

 Parameter kedua adalah VSWR, yang merupakan ukuran seberapa besar 

rasio tegangan maksimum terhadap tegangan minimum pada setiap posisi dari 

beban. Perumusan formula VSWR ini diawali dengan menyatakan tegangan dalam 

Pers.(2.22) sebagai fungsi koefisien refleksi dalam Pers.(2.26), yaitu   

   zz

L eeVzV  21  
.                  (2.27) 

Dari penjabaran diperoleh bahwa tegangan maksimum terjadi manakala  

2222    jzjz ee ,                (2.28.a) 

sedangkan tegangan minimum terjadi bila, 

222    jzjz ee .                (2.28.b) 

Dengan syarat tersebut tegangan maksimum dan minimum berturut-turut diperoleh 

dalam bentuk  

   


1
max LVzV ,                (2.29.a) 

dan 

   


1
min LVzV .                (2.29.b) 

Dengan demikian nilai VSWR didapatkan terformulasi sebagai fungsi dari nilai 

mutlak koefisien refleksi  
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1

1

min

max

zV

zV
VSWR .       (2.30) 

Sebaliknya nilai mutlak koefisien refleksi dapat ditentukan dari VSWR sesuai 

formula 

1

1






VSWR

VSWR
 .                   (2.31) 

Nilai VSWR akan optimal ketika 0  sehingga VSWR = 1. Pada kondisi ini 

seluruh daya yang dipancarkan ke antena tidak ada yang dipantulkan. Dapat 

disimpulkan bahwa VSWR dapat bernilai dari 1 hingga takhingga, namun untuk 

pendesaianan antena nilai VSWR ditoleransi dalam rentang  1<VSWR ≤ 2. 

 Parameter ketiga yang terkait dengan nilai impedansi karakteristik antena 

adalah lebar pita frekuensi yang lazim disebut bandwidth (BW), yang merupakan 

rentang frekuensi kerja antena.  Bandwidth biasa dinyatakan dalam bentuk 

prosentase, karena sifatnya yang konstan relatif terhadap frekuensi. Persen 

bandwidth didefinisikan sebagai,                                                  

%100



c

lh

f

ff
BW  .                 (2.32) 

dengan  hf   adalah frekuensi tertinggi, lf   adalah frekuensi terendah, sedangkan

2

lh
c

ff
f


  adalah frekuensi tengah dalam band.  

2.5. Conformal Mapping 

Conformal mapping merupakan metode untuk mendapatkan solusi 

persoalan syarat batas dengan cara mentransformasikan perbatasan awal yang rumit 

ke dalam bentuk perbatasan yang lebih sederhana agar persoalannya menjadi 

mudah untuk diselesaikan (Kouzaev,2013). Pada conformal mapping, ranah asal 

dan ranah bayangan dari setiap bentuk perbatasan dipresentasikan dalam bilangan 

komplek. Ranah asal biasanya dinyatakan dalam Argand diagram (koordinat 

bilangan komplek) jyxz  , sedangkan ranah bayangan dinyatakan dalam 

diagram Argand jvu  . Ranah asal diperjanjikan berada pada bidang Z, 
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sedangkan ranah bayangan diperjanjikan berada pada bidang W. Skema 

transformasi dari bidang Z ke bidang W menggunakan fungsi komplek  zf ,  

     yxjvyxuzf ,,  ,                 (2.33) 

diilustrasikan dalam Gambar 2.4 berikut, 

                                  y     Bidang Z                         v        Bidang W 

                                                                 zf                                  

                               

                                                     x                                                                  u 

 

Gambar 2.4 Ilustrasi Conformal Mapping dari Ranah Asal ke                     

Ranah Bayangan  

Merujuk pada skema transformasi tersebut, setiap titik jyx   pada bidang 

komplek Z dapat menemukan titik yang bersesuaian (corresponding point) jvu   

pada bayangannya di bidang komplek W. Pada proses ini  zf  dikatakan 

memetakan titik jyx   ke titik jvu   sedemikian rupa sehingga deretan titik di 

bidang Z akan dipetakan menjadi deretan titik di bidang W. Pemetaan tersebut 

terlaksana bilamana  zf  merupakan fungsi analitik, yaitu nilainya eksis dan unik 

di sekitar titik 0z . Dengan kata lain  zf  memiliki nilai turunan pertama sesuai 

definisi  

      
   

z

zfzzf

dz

df

z 




 0
lim  .                (2.34) 

Oleh karena pada setiap arah dalam bidang Z kuantitas Δz berupa titik, maka 

perubahan dalam bidang Z akan memberi konsekuensi perubahan pada bidang W. 

Konsekuensi tersebut dapat dibuktikan dari derivatif pertama, masing-masing 

untuk arah riil dan arah imaginer. Peletakan Δz sepanjang arah riil  Δz = Δx  

memberikan 
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yxvyxxv
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x

yxuyxxu

dz

df

x























,,,,
lim

0

  (2.35.a) 

Sedangkan untuk arah imaginer Δz = Δy memberikan 

            

       

y

v

y

u
j

yi

yxvyyxv
j

yi

yxuyyxu

dz

df

y























,,,,
lim

0

     (2.35.b) 

Dari kedua persamaan arah dalam Pers.(2.35.a) dan Pers.(2.35.b) tersebut diperoleh 

Persamaan Cauchy-Riemann 

x

v

y

u

y

v

x

u


















, ,     (2.36) 

yang merupakan syarat analitik yang harus dipenuhi setiap fungsi komplek. Dengan 

syarat Cauchy-Riemann tersebut dapat diketahui bahwa setiap titik dalam bidang 

W, absis u dan ordinatnya v sama-sama memenuhi Persamaan Laplace   

0
2

2

2

2











y

u

x

u
,               (2.37.a) 

dan 

0
2

2

2

2











y

v

x

v
.               (2.37.b) 

Kedua persamaan dalam Pers.(2.37) memberi konsekuensi bilamana suatu fungsi 

dalam ranah asal memenuhi Persamaan Laplace, sebut saja fungsi potensial   

0
2

2

2

2











yx


,               (2.38.a) 
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maka dalam ranah bayangannyapun fungsi potensial tersebut invarian, yakni tetap 

memenuhi Persamaan Laplace,  

0
2

2

2

2











vu
.                (2.38.b) 

 Dalam conformal mapping, terdapat dua fungsi transformasi yang amat 

populer, yakni fungsi integral eliptik “tak lengkap” macam pertama dan fungsi 

Joukowski. Fungsi integral eliptik tak lengkap macam pertama adalah dalam bentuk 

 kzsn ,1 , yang dalam bentuk integral adalah (Nehari,1952),  

 
  




z

xkx

dx
CkzF

0
222 11

, ,              (2.39) 

dengan C adalah tetapan skala. Dari Pers.(2.39) selanjutnya terdefinisi 

   
  

,
11

,1

1

0
222




xkx

dx
kKkF              (2.40.a) 

     
  

,
'11

''',1

1

0
222




xkx

dx
kKkKkF             (2.40.b) 

dan 

     ',/1 kjKkKkkF  .              (2.40.c) 

Adapun integral eliptik tak lengkap macam kedua adalah dalam bentuk 

   




z

dx
xk

x
CkzE

0

22

2

1

1
',  ,                        (2.40d) 

dengan C’ adalah tetapan skala. Pers.(2.39) mentransformasi garis ke bentuk 

persegi panjang sebagaimana ditunjukkan dalam Gambar 2.5 berikut, 
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   y                kzsn ,1
                          v 

                                                                      'kjKkK                        'kjKkK   

 

     
k

1
            -1            1          

k

1          x             kK                                kK      u  

Gambar 2.5 Conformal Mapping dengan Fungsi Transformasi Fungsi 

Integral Eliptik Macam Pertama 

Tampak bahwa titik 1x  pada ranah asal dipetakan menjadi titik  kK  di ranah 

bayangan,  titik 1x  dipetakan menjadi titik  kK , titik 
k

x
1

  dipetakan 

menjadi titik     'kjKkK  , dan titik 
k

x
1

  dipetakan menjadi titik    'kjKkK  ,  

dalam hal ini k  dan 
21' kk   masing-masing dinamakan modulus dan modulus 

komplemen yang nilainya bergantung pada faktor geometri.  

Adapun fungsi transformasi Joukowski (Liang, 2010) adalah dalam bentuk   











z
z

1

2

1
 ,                  (2.41) 

yang mentransformasi lingkaran beradius 0r  satuan ke bentuk elip bersumbu mayor 

a dan sumbu minor b sebagaimana ditunjukkan dalam Gambar 2.6 berikut, 

                                       y    Bidang Z                                    v      Bidang W 

                                            r0           









z
z

1

2

1
                b    

                                                        x                             u                          a     u   

                                                                                                            

         

      Gambar 2.6 Conformal Mapping dengan Fungsi Transformasi Joukowski 
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Verifikasi terhadap fungsi pemetaan tersebut dilakukan melalui penjabaran,  
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,     (2.42 ) 

 Menurut Pustaka, conformal mapping menggunakan fungsi transformasi 

Joukowski umumnya diterapkan pada bidang Aerodinamis dan Hidrodinamis, 

terutama untuk menentukan medan “stream-line” fluida. Namun demikian, invers 

dari fungsi transformasi Joukowski yang berbentuk  

   12  zz  ,                             (2.43) 

lazim digunakan dalam elektrostatika. 

 

2.6  Transformasi Schawrz-Christoffel 

Jauh sebelum Nehari (1952) menyimpulkan bahwa fungsi eliptik tak 

lengkap macam pertama dapat mentransformasi garis pada ranah asal ke bentuk 

persegi panjang dalam ranah bayangan sebagaimana dibahas pada subbab 

sebelumnya, Schawrz dan Chistoffell secara terpisah telah mengembangkan 

metode pemetaan (mapping) deretan titik pada sumbu riil bidang Z ke dalam bentuk 

polygon dalam bidang W. Sebagaimana ditunjukkan dalam Gambar 2.7, polygon 

digambarkan tersusun atas segmen-segmen garis yang masing-masing 

berkemiringan tetap dan sudut perpotongan antar dua segmen garis dinyatakan 

dengan sudut interior αn dan titik perpotongan antar dua garis an  (Nehari,1952; 

Cattaneo,2010). 
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           α1     a1    

 

                    

                                             a2 

                                                                     a3  

  

    Gambar 2.7. Penentuan Sudut Interior Polygon pada Transformasi Schawrz-   

Christoffel 

Hubungan fungsi transformasi  zf  dan z dinyatakan dalam bentuk 

persamaan diferensial berikut,  

 







N

n

n

n

u

A

d

dz

1

1





 ,     (2.44) 

dengan nu
 
adalah titik-tiitk pada sumbu riil pada bidang W, sudut n  adalah sudut 

interior pada setiap vertek polygon, dengan tetapan A berfungsi sebagai tetapan 

skala. Sebaliknya pernyataan persamaan diferensial untuk hubungan fungsi 

transformasi  fz   dan   adalah dalam bentuk: 

  




n

n

N

n

xz

B

dz

d




1

   ,               (2.45) 

dengan nx  adalah titik-titik pada sumbu riil dalam bidang Z, dengan B  adalah 

tetapan skala. 

 

 

α2 

α3 
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2.7.   Penerapan Transformasi Schawrz-Cristoffel pada Perumusan 

Kapasitansi Kapasitor Pelat Sejajar 

Hal yang menarik dari penerapan conformal mapping dengan transformasi 

Schawrz- Cristoffel dijumpai pada perumusan kapasitansi kapasitor pelat sejajar 

(panjang  , lebar w  dan jarak antar pelat d ) yang dilakukan oleh Palmer(1937) 

dan Collin (2001) dalam upayanya melibatkan pengaruh fringing field ke dalam 

perhitungannya. 

     Pelat  Positif                      

                                                                 

                          

                                d                       

 

                        Gambar  2.8  Kapasitor Pelat Sejajar                   

 Jika pengaruh fringing-field diabaikan sebagaimana terlihat pada tampak depan 

kapasitor pelat sejajar pada Gambar 2.9.a, maka perhitungan kapasitansi persatuan 

panjang kapasitor pelat sejajar dapat dilakukan dengan hukum Gauss dan 

Persamaan Laplace kartesian dimensi satu. Hasilnya adalah  

   ,
d

w
C                    (2.46) 

dengan   adalah permitivitas ruang antar kedua pelat. 

                                  

                                                    

                                                                                                                 

Garis-garis medan diantara kedua pelat     Garis-garis medan keluar dari tepi pelat 

2.9.a  tanpa fringing Field   2.9.b  dengan fringing field                 

Gambar 2.9 Garis Garis Medan Listrik pada Kapasitor Pelat Sejajar 

Pelat  Positif 

Pelat  Negatif 

Pelat  Positif 

Pelat  Negatif 

w 
  

Pelat Negatif 
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Namun ketika pengaruh fringing field turut diperhitungkan sebagaimana tampak 

pada Gambar 2.9.b, maka hukum Gauss dan persamaan Laplace koordinat kartesian 

dimensi satu tersebut tidak dapat mengakomodir luberan garis-garis medan 

melengkung yang keluar dari tepi pelat positif menuju tepi pelat negatif.  Walaupun 

Palmer dan Collin sama-sama mendapatkan kapasitansi persatuan panjang dalam 

fungsi integral eliptik, yakni: 

    
 
 kK

kK
C

'
   ,                 (2.46) 

namun mereka mendapatkan nilai modulus k yang berbeda. Walaupun demikian 

modulus k yang berkaitan dengan faktor geometri lebar jarak antar pelat  kapasitor 

pelat sejajar tersebut sama-sama didapatkannya dalam bentuk persamaan implisit. 

Palmer mempresentasikan tampak depan dan hasil transformasi  kapasitor pelat 

sejajar dalam bidang Z dan bidang W berikut, 

                                                           y     Bidang  Z 

                                                     e    a                    c 

                                                           d/2                                

                                                                              w/2          x 

                                                    b      f                    h                                                                                                                                                    

a. Ranah Asal (Bidang Z) Palmer untuk Kapasitor Pelat Sejajar 

              v            Bidang W 

 

                   f                d               b                       a               c               e        

                 k/1          
1/1 k           -1                        1          

1/1 k         k/1         u  

 b. Ranah Bayangan (Bidang W) Palmer untuk Kapasitor Pelat Sejajar  

                    Gambar 2.10 Representasi Palmer untuk Kapasitor Pelat sejajar 
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Oleh karena bidang bayangan terletak pada separuh atas bidang komplek, 

Palmer memetakan masing-masing pelat atas tiga vertek, yaitu e,a,c untuk pelat 

positif dan b,f,h untuk pelat negatif. Vertek c dan h mewakili bagian panjang pelat 

yang nilainya menuju takhingga sehingga sudut interiornya bernilai 2π radian, 

sedangkan sudut interior keempat vertek lainnya adalah π/2 radian. Dengan definisi 

sudut interior tersebut, maka sesuai dengan Pers.(2.44) Palmer mendapatkan        

           
,

/1/11/1/11
2/11

1

2/12/11

1

2/1
C

kukuukukuu

du
AZ 


    

atau  

 
 
  

.
/11

/1

222

2

1

2

C
kuu

duku
AZ 




                   (2.47) 

dengan A tetapan skala sedangkan C adalah tetapan integral. Setelah melakukan 

penerapan syarat batas, Palmer sampai pada perumusan akhir, 

       
,

2/

','','



 kFkEkEkK

d

w 
                 (2.48) 

dengan 
   

   '1

''
sin

2

1

kKk

kEkK




  , sedangkan  ', kF   dan  ', kE   berturut-turut 

adalah fungsi integral eliptik tak lengkap macam pertama dan macam kedua untuk 

argumen   dan 'k . Merujuk pada Pers,(2.40.b) dan Pers.(2.40.d) maka 

   ',1' kFkK   dan    ',1' kEkE  . Namun demikian formula Palmer tersebut 

masih memerlukan penerapan metode numerik untuk menyelesaikan persamaan 

nonlinear satu variabel guna mendapatkan nilai modulus k untuk setiap nilai 
d

w
 

kapasitor pelat sejajar, sebelum akhirnya dimasukkan ke dalam Pers.(2.46) untuk 

perhitungan kapasitansi persatuan panjangnya. Penggunaan metode penyelesaian 

persamaan nonlinear dua variabel diperlukan untuk mendapatkan nilai modulus k 

dan k0  dari formula Collin berikut untuk setiap pasangan d dan w yang diberikan, 
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             (2.49.a) 

   ,',',
2

2

0 kFkE
k

k
w                (2.49.b) 

dengan 







0

0

'

'1cos
kk

kk
 . 

Walaupun hubungan rasio 
d

w
 dan modulus k pada formula Palmer dan 

Collin bentuknya berbeda, namun hasil perhitungan yang ditampilkan dalam 

publikasi masing-masing menunjukkan hasil yang sebanding. Untuk nilai rasio 

2
d

w
 misalnya, perhitungan kapasitansi persatuan panjang dengan formula 

Palmer adalah 3.266F, nilai ini sebanding dengan yang diperoleh Collin untuk rasio 

4
2


d

w
 yang memberikan nilai kapasitansi persatuan panjang 6.529 F. 

2.8  Formula Eksak dan Pendekatan untuk Impedansi Karakteristik 

Microstrip  

Struktur geometri microstrip yang menjadi sentra dari pengembangan 

antena microstrip lines ditunjukkan dalam Gambar 2.1, walaupun pada gambar 

tersebut strip digambarkan memiliki ketebalan t, namun dalam perumusan 

kapasitansinya tebal tersebut diabaikan. Hal ini dimaksudkan agar terpenuhi modus 

perambatan gelombang TEM. Sebagaimana disebutkan dalam bab pendahuluan, 

orang pertama yang berhasil memformulasikan kapasitansi persatuan panjang dari 

microstrip secara eksak menggunakan metode conformal mapping adalah 

Schneider (1969). Formula kapasitansi persatuan panjang microstrip yang 

didapatkannya adalah dalam bentuk:  

 
 kK

kK
C

'
  ,        (2.50) 
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dengan hubungan nilai modulus k  dan parameter geometri rasio lebar strip 

terhadap tebal dielektrik 
h

w
 terfomulasi dalam kombinasi fungsi integral eliptik 

macam pertama  kK  dan macam kedua  kE  memenuhi persamaan implisit 

berikut: 

 

 
 

 
 

  ,2sin
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   (2.51) 

dengan  
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k 1

2
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 , dan

 

dalam hal ini  
1dn  adalah  invers 

fungsi Jakobi eliptik macam ketiga. Namun demikian dalam aplikasi praktis 

formula eksak Schneider tersebut jarang digunakan. Berikut tiga buah formula 

pendekatan untuk impedansi karakteristik microstrip yang popular digunakan 

dalam pendesainan antena (Ramesh dkk, 2001) : 

1. Formula Schneider  
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           (2.52) 

dengan ZF0 : Impdansi ruang bebas. 

2. Formula Wheeler : 
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3. Formula Hammerstad and Jensen 
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 ,            (2.54) 

 dengan    .626

7528,0

666.30 
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2.9 Formula Pendekatan Hilberg Orde Satu untuk Fungsi Integral Eliptik  

Hampir semua formula kapasitansi dan impedansi karakteristik kapasitor 

pelat sejajar dan microstrip lines mengandung suku fungsi integral eliptik. Untuk 

memudahkan perumusannya, fungsi integral eliptik tersebut dinyatakan dalam 

formula pendekatan tanpa bentuk integral. Hilberg (1969) mempeloporinya dengan 

memberikan pendekatan fungsi integral eliptik dalam bentuk fungsi logaritmik. 

Pendekatan Hilberg orde satu ( 1N ) untuk fungsi integral eliptik 
 
 'kK

kK
 adalah 

dalam bentuk  
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    (2.55) 

dan 
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(2.56) 

dengan 
21' kk  .  Namun dalam aplikasi perumusan kapasitansi kapasitor dan 

microstrip lines, lazim digunakan fungsi integral eliptik dalam rasio 
 
 kK

kK '
, 

sehingga kedua definisi dalam Pers.(2.55) dan Pers.(2.56) dituliskan menjadi.    
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dan 
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   (2.58) 

Formula pendekatan Hilberg orde satu di atas memberikan ketelitian 5 angka di 

belakang koma terhadap nilai eksaknya. Ekspresi pendekatan Hilberg orde pertama 

tersebut tepat sama pendekatan orde pertama dari fungsi integral eliptik yang 

diturunkan menggunakan transformasi Jacobi dengan mengelaborasi sifat  fungsi-

fungsi Theta (Fenton dan Gardiner, 1982). 

2.10  Pengenalan Fungsi Identitas Transformasi Joukowski 

Sebagaimana dipaparkan dalam bab pendahuluan, bahwa pada penelitian 

Disertasi ini akan dikembangkan metode conformal mapping berbasis logaritmik 

fungsi identitas transformasi Joukowski. Oleh karena itu paparan awal dalam bab 

metode penelitian ini adalah pengenalan fungsi identitas transformasi Joukowski 

yang menjadi sentra dari kajian teoritis Disertasi ini. Bila para pengguna metode 

conformal mapping telah akrab dengan istilah fungsi Joukowski dalam Pers.(2.41) 

dan inversi fungsi Joukowski sebagaimana pada Pers.(2.43), namun tidak demikian 

halnya dengan “fungsi identitas transformasi Joukowski”  dan “identitas 

Joukowski” yang akan dipaparkan pada sub bab ini.      

Pada kajian awal yang telah penulis dilakukan, didapatkan bahwa kehadiran 

fungsi identitas transformasi Joukowski pada conformal mapping amat penting, 

terutama dalam menciptakan formula pendekatan untuk fungsi intgeral eliptik 

 
 kK

kK '
. Namun demikian berbeda dari pendekatan Hilberg (1969), pendekatan rasio 

integral eliptik lengkap macam pertama tersebut diberikan sebagai fungsi modular 
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baru “ x ”, dengan kata lain tidak menggunakan modulus k  yang lazim digunakan 

dalam conformal mapping berbasis transformasi Schawrz-Christoffel. 

Ide perumusan fungsi identitas transformasi Joukowski didasarkan pada 

upaya mendapatkan bentuk umum dari inversi fungsi Joukowski, atau dalam istilah 

yang sederhana adalah mendapatkan Pers.(2.43) dari Pers.(2.41). Untuk maksud ini 

penurunan formulanya diawali dengan menuliskan bilangan z riil positif dalam 

bentuk  

  21
z

z
z  .                   (2.59) 

Sebagaimana diketahui nilai modulus dalam conformal mapping berada dalam 

kisaran  0 hingga 1. Karena itu untuk membedakan bilangan riil positif 1z  dan 

1z  maka  Pers.(2.59) selanjutnya dituliskan dalam bentuk 

  22
2

1
z

z
z  .                   (2.60) 

Ke dalam suku pembilang Pers.(2.60) selanjutnya ditambahkan suku parameter 

kosong (dummy parameter) 11 yang kemudian dituliskan sebagai 

   11
2

1 22  zz
z

z  .               (2.61) 

Hingga langkah ini Pers.(2.61) tetap merupakan identitas z sekalipun dituliskan 

dalam bentuk 

  








222 11
2

1
zz

z
z  .              (2.62) 

Nilai 1z  dan 1z  hadir setelah ke dalam suku dibawah tanda akar dalam 

Pers.(2.62) dimunculkan  suku z2+1 sesuai hubungan 

        2
2222 211 zzz  ,             (2.63) 

 hasilnya adalah 
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z      (2.64) 

Pers.(2.64) dapat dibedakan atas 
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dan  
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Namun demikian, mengingat nilai modulus selalu berada dalam rentang 10  z , 

maka ekplorasi terhadap identitas bilangan riil positif tersebut hanya ditekankan 

untuk rentang 1z , yaitu 

.1
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1
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zzz                (2.67) 

Tampak bahwa Pers.(2.64) dapat diperoleh secara langsung setelah mensubstitusi 

fungsi Joukowski 









z
z

1

2

1
 ke dalam z pada inversi fungsi Joukowski dalam 

Pers.(2.43). Karena itu Pers.(2.67) merupakan fungsi identitas transformasi 

Joukowski yang dimaksudkan. 

 Bentuk lain dari fungsi identitas transformasi Joukowski adalah dalam 

bentuk 

  1,11 42   zeez xx
                 (2.68) 

yang diperoleh setelah mengambil nilai logaritmik dari fungsi Joukowski sesuai 

hubungan    
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zx                 (2.69) 

yang memberikan konsekuensi  

.
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2

1 2xe
z

z 







                 (2.70) 

Persamaan (2.70) merupakan representasi dari transformasi yang lazim digunakan 

dalam conformal mapping, yaitu transformasi dari fungsi Joukowski ke dalam 

fungsi eksponensial 

 Hasil menakjubkan diperoleh jika nilai logaritmik fungsi identitas 

transformasi Joukowski dalam Pers.(2.68) tersebut dilakukan sesuai hubungan 










2
ln

z
, yang ternyata berkait langsung dengan pendekatan Hilberg untuk fungsi 

integral eliptik orde satu   
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atau 
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 ,                       (2.72) 

namun demikian hingga langkah ini hubungan antara kedua modulus k  dan x  

belum diketahui. Hubungan kedua angka modulus tersebut dapat dibangun setelah 

melingkupkan fakta  bahwa untuk 1z  selalu berlaku 1
1

2

1











z
z , karena itu 

untuk mengeksplorasi identitas dalam Pers.(2.68) selanjutnya dilibatkan identitas 

logaritmik 
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Dengan menyatakan  x dalam Pers.(2.68) sebagai ln v dalam Pers.(2.73) maka 

diperoleh  
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Pers.(2.74.b) memberikan hubungan modulus x terhadap k, 

 .sec 1 khx         (2.75) 

Dari hubungan kesamaan argumen fungsi secant hyperbolic dalam Pers.(2.74b) dan 

Pers.(2.75) selanjutnya dapat diverifikasi kembali hubungan modulus k  dan x  

tersebut, yaitu,   
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  (2.76) 

Fungsi integral eliptik dengan modulus baru dalam Pers. (2.72 ) selanjutnya akan 

digunakan untuk perumusan kapasitansi kapasitor pelat sejajar yang akan 

dipaparkan dalam sub bab 3.3. Pada pembahasan tersebut akan diuji validasi 
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formula kapasitansi pendekatan Xiang (2006), serta dijadikan dasar dalam 

merumuskan formula empiris untuk kapasitansi kapasitor pelat sejajar.  

Untuk menunjukkan bahwa Pers.(2.71) dan Pers.(2.72) merupakan 

pernyataan dari fungsi integral eliptik dari pendekatan Hilberg orde satu, 

dilakukaan dengan menerapkan definisi 
2

z
 . Dengan definisi tersebut maka 

fungsi identitas transformasi Joukowski tereduksi ke dalam bentuk,   

,1
4/14/1

2
2

1
2
























           (2.77) 

yang setelah menerapkan transformasi eksponensial dalam Pers.(2.70), maka 

Pers.(2.77) bersesuaian dengan bentuk,  

.12
2

1 42  xx ee             (2.78)  

Fungsi identitas transformasi Joukowski dalam Pers.(2.78) selanjutnya 

ditransformasikan ke dalam bentuk rasional berikut,    

,
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s
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                (2.79) 

sehingga diperoleh ekspresi untuk  s  dalam bentuk  
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yang kemudian disederhanakan menjadi 

.tanh
1

1
2

2

x
e

e
s

x

x











              (2.81) 

Dari hubungan dalam Pers.(2.75) diketahui bahwa 'ks   , sehingga dari 

Pers.(2.79) diperoleh,  
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                         (2.82) 

yang tak lain adalah argumen logaritmik dari fungsi integral eliptik pendekatan 

Hilberg orde satu dalam Pers.(2.55) dan Pers.(2.57).   

 Selanjutnya diperkenalkan identitas Joukowski yang diturunkan dari 

hubungan kesamaan fungsi arctanh hyperbolic dengan fungsi logaritmik natural,  

0,
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1
lntanh 1 




 y
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y     (2.83) 

Dari hubungan tersebut selanjutnya diperoleh berikut, 

0,
4

1
ln

21

21
tanh2

2

1 



















 






  (2.84) 

Untuk z2 , dari Pers.(2.84) tersebut diperoleh hubungan berikut, 
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Setelah mensubsitutusi 
z

z
y
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1
  ke ruas kiri Pers.(2.83),  maka Pers.(2.85) 

selanjutnya dapat dituliskan ke dalam bentuk, 
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Dan dari Pers.(2.86) dapat ditulisan kesamaan berikut, 
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Pers.(2.87) merupakan identitas Joukowski yang dimaksudkan. Penerapan identitas 

Joukowski pada penciptaan skema iterasi baru untuk perumusan argumen 

logaritmik fungsi integral eliptik akan ditampilkan dalam sub bab 3.1.2. 
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(Halaman ini sengaja dikosongkan) 
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BAB 3 

METODE PENELITIAN 

 

Penelitian dalam Disertasi ini dilakukan untuk mengembangkan metode 

pendesainan antena microstrip lines melalui Kajian Teoritis. Kajian ditekankan 

antara lain untuk menciptakan metode perumusan fungsi integral eliptik yang 

merupakan perangkat analitik padametode conformal mapping dalam 

memformulasikan impedansi karakteristik microstrip linesyang memberikan hasil 

desain yang akurat. Memperkenalkan dan menerapkan fungsi identitas transformasi 

Joukowski untuk menciptakan skema iterasi baru pendekatan Hilberg pada 

perumusan fungsi integral eliptik pendekatan orde tinggi yang akan dimanfaatkan 

untuk perumusan impedansi karakteristik microstrip lines. Lingkup kajian meliputi 

:  

1. Perumusan skema iterasi baru deret integral eliptik macam pertama dan fungsi 

integral eliptik berkonvergensi cepat untuk perhitungan nilai impedansi 

karakteristik eksak microstrip lines.  

2. Penerapan fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg orde tinggi untuk 

menghadirkan formula eksplisit impedansi karakteristik microstrip lines hasil 

metode Conformal Mapping.  

3. Penerapan formula pendekatan moduluspada pendesainan microstrip 

linesberstruktur CPW untuk aplikasi antena. 

Berikut diskripsi dari kegiatan masing-masing kajian baik yang telah 

terpublikasi maupun yang sedang dalam proses review pada Jurnal Ilmiah 

bereputasi Internasional. Beberapa hal dalam kajian tersebut akan didiskusikan 

lebih lanjut pada BAB 4. 

3.1  Skema Iterasi Baru Fungsi Integral Eliptik 

Fungsi integral eliptik merupakan fungsi matematika dalam bentuk rasio 

integral eliptik lengkap macam pertama , dengan dan  adalah nilai 

modulus dan komplemen modulusnya. Fungsi integral eliptik ini lazim digunakan 

dalam formula eksak (closed form) kapasitansi dan/atau impedansi karakteristik 

 
 'kK

kK
k 'k
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microstrip-lines yang perumusannya dilakukan menggunakan metode conformal 

mapping (Kouzaev,2013). Salah satu jenis microstrip lines adalah coplanar 

waveguide (CPW), yang tersusun atas sebuah strip konduktor pusat dan dua bidang 

ground yang kesemuanya tertumpuk di atas substrat dielektrik membentuk susunan 

pandu gelombang terkopel (Simons,2001). Pembuatan CPW awalnya 

didemonstrasikan oleh Wen (1969) pada substrat tunggal. Kemudian devais ini 

dibuat menggunakan substrat berlapis (Gevorgian dkk,1996; Igreja dan Dias,2004). 

Kini CPW telah dapat dibuat dalam bentuk monolithic (Ghione dan Naldi,1984; 

Cattaneo,2010). Oleh karena CPW memasok moda propagasi kuasi TEM, devais 

ini dapat digunakan untuk mengintegrasikan gelombang mikro (microwave) dan 

gelombang milimeter (millimetrewave). Devais CPW bahkan popular pula 

digunakan sebagai devais pasifpada jaringan telekomunikasi nirkabel, mulai dari 

fungsi sebagai switches, filters, varactors, phase shifters, signal detectors, dan 

untuk feed linedari perangkat GPR (ground penetrating radar).  

Dalam pendesainan CPW, parameter geometri CPW terkait langsung 

dengan fungsi integral eliptik melalui nlai modulusnya . Namun, karena integral 

eliptik lengkap macam pertama berbentuk deret takhingga, maka perumusan dan 

perhitungan besaran microstrip lines menjadi demikian rumit. Pendekatan Hilberg 

(1969) hadir untuk mengatasi kerumitan analitik tersebut, yaitu dengan 

menghadirkan formula pendekatan untuk fungsi integral eliptik dalam bentuk 

fungsi logaritmik Natural (selanjutnya disebut fungsi logaritmik). Hilberg 

memperkenalkan tiga formula pendekatan fungsi integral eliptik yang diperolehnya 

dengan metode conformal mapping, dimana keakuratannya meningkat sesuai 

dengan peningkatan orde pendekatannya. Meskipun skema iterasi umum Hilberg 

untuk perumusan pendekatan orde tinggi juga tersedia, namun faktanya hingga kini 

hanya formula formula dari ketiga orde pendekatan terendah tersebut yang lazim 

digunakan dalam pendesainan microstrip lines dan sistem antena. Pada 

perancangan CPW misalnya, formula fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg 

orde nol digunakan oleh Veyres dan Hanna (1980) ketika mengembangkan CPW 

dengan ukuran berhingga, dan juga digunakan oleh Boothalingam dan Karantharaj 

(2012) untuk mendesain penggeser fasa pada frekuensi radio. Formula fungsi 

integral eliptik pendekatan Hilberg orde satu digunakan oleh Wei dkk (2012) dalam 

k



41 
 

menyatakan model analitik CPW pada substrat SOI (Silicon on Insulator) untuk 

aplikasi rangkaian microwave. Sedangkan formula fungsi integral eliptik 

pendekatan Hilberg orde dua digunakan oleh Nayak dkk (2016) ketika mendesain 

CPW untuk feed line of GPR. Serta masih banyak penggunaan dari ketiga formula 

fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg untuk perancangan microstrip lines jenis 

lainnya (Abdullah dkk, 2012; Kusumawati dkk,2012;  Rahayu dkk, 2014; 

Kusumawati dkk,2016), yang tidak disebutkan satu persatu dalam kajian disertasi 

ini. 

Dimotivasi oleh tidak tersedianya formula pendekatan Hilberg orde tinggi 

untuk fungsi integral eliptik, maka dalam kajian ini dilakukan penyederhanaan 

terhadap ketiga formula pendekatan Hilberg yang ada. Telah diketahui bahwa 

pendekatan Hilberg untuk fungsi integral eliptik dibedakan atas rentang nilai 

modulusnya. Ekspresi fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg untuk kedua 

rentang modulus 

 

dan 

 

adalah saling berkebalikan. Dalam 

hal ini ekspresi argumen logaritmiknya sama tetapi hanya berbeda modulus, pada 

rentang modulus pertama digunakan , sedangkan pada rentang modulus kedua 

digunakan . Oleh karena fakta ini, maka upaya penyederhanaan difokuskan untuk 

menciptakan skema baru iterasi Hilberg dengan menghubungkan argumen 

logaritmik antar dua orde pendekatan Hilberg yang berurutan. Dalam kajian ini 

diperkenalkan identitas Joukowski untuk menghubungkan argumen logaritmik dari 

pendekatan fungsi integral eliptik pada masing-masing rentang modulus. Sebagai 

hasilnya, argumen logaritmik dari pendekatan Hilberg orde satu diperoleh secara 

eksplisit sebagai fungsi dari argumen logaritmik pendekatan Hilberg orde nol. Fakta 

ini selanjutnya dijadikan sebagai dasar dari penciptaan algoritma baru untuk 

menyederhanakan skema iterasi Hilberg bentuk asli (original form). Penjelasan 

rinci dari perumusan identitas Joukowsi berikut penerapannya dipaparkan dalam 

sub bab selanjutnya. 
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3.1.1 Skema Original Iterasi Hilberg untuk Pendekatan Fungsi Integral  

Eliptik 

 

Merujuk pada paper Hilberg (1969), pendekatan fungsi integral eliptik 

diklasifikasikan atas rentang nilai modulus 

 

dan , yang 

masing-masing bersesuaian dengan rentang nilai fungsi integral eliptik

 

dan 
 
 


'

1
kK

kK
. Dalam hal ini semua pendekatan Hilberg 

terekspresi dalam bentuk fungsi logaritmik. Dalam merumuskan argumen 

logaritmik untuk setiap orde pendekatan , Hilberg memberikan dua 

skema iterasi umum, yakni berturut-turut. 

             (3.1.1)
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(3.1.2)
 

Perumusan  argumen logaritmik untuk masing masing orde pendekatan adalah 

mengacu pada notasi berikut,  

     
(3.1.3)

 

dimana antara satu sama lain memenuhi hubungan komplemen,  

      
(3.1.4)
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Iterasi dari perumusan argumen logaritmik untuk rentang modulus , 

yaitu  dilakukan dengan mendapatkan  dari Pers.(3.1.4) menggunakan 

definisi modulus berikut,    

      (3.1.5) 

Sedangkan iterasi dari perumusan bentuk rasional argumen logaritmik untuk 

rentang modulus , yaitu  dilakukan dengan mendapatkan 

juga dari Pers.(3.1.4), tetapi menggunakan definisi modulus komplemen berikut,    

      (3.1.6)
 

Untuk pendekatan orde nol, Hilberg mendefinisikan modulus dan modulus 

komplemen integral eliptik lengkap macam pertama sebagai,   

      
(3.1.7)

 

Sebagai gambaran dari pemakaian skema umum iterasi Hilberg,  diberikan contoh 

perumusan secara rinci untuk rentang modulus . Dimulai dengan 

pendekatan orde nol (N=0), bentuk rasional dari argumen logaritmiknya diperoleh 

langsung dengan memasukkan  ke dalam Pers.(3.1.7), yaitu,  

      (3.1.8)
 

Sedangkan untuk pendekatan orde tinggi, penurunan bentuk rasional dari argumen 

logaritmik diawali dengan mensubstitusikan 
 
dari Pers.(3.1.5) ke Pers.(3.1.4), 

yang memberikan modulus komplemen dalam bentuk, 
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      (3.1.9)
 

Untuk pendekatan orde pertama (N=1) memberikan, 

             (3.1.10) 

yang digunakan untuk menyusun bentuk rasional berikut, 

               (3.1.11)
 

Berikutnya, untuk pendekatan Hilberg orde dua berturut-turut diperoleh,     

            (3.1.12) 

dan 

                          (3.1.13) 

Ketiga pendekatan Hilberg untuk fungsi integral eliptik diperoleh setelah 

mensubstitusikan masing-masing bentuk rasional dalam Pers.(3.1.8), Pers.(3.1.11), 

dan Pers.(3.1.13) ke dalam Pers.(3.1), yaitu 

                 (3.1.14)

 

             (3.1.15)
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dan 

                            

(3.1.16) 

Sementara itu perumusan argumen logaritmik untuk rentang modulus 

dilakukan dengan mensubstitusikan Pers.(3.1.6) ke dalam Pers.(3.1.4). Dilanjutkan 

dengan mensubstitusikan hasil 

 

ke dalam Pers.(3.1.2). Ketiga formula 

pendekatan Hilberg untuk fungsi integral eliptik tersebut adalah, 

             (3.1.17) 

             (3.1.18) 

dan 

            (3.1.19) 

Sebagaimana tampak dalam Pers.(3.1) dan Pers.(3.2), terdapat fakta 

menarik bahwa ekspresi formula pendekatan Hilberg antar kedua rentang modulus 

adalah saling berkebalikan. Hal ini dipertegas oleh persamaan Pers.(3.1.17) hingga 

Pers.(3.1.19) yang bentuknya berkebalikan dengan persamaan Pers.(3.1.14) hingga 

Pers.(3.1.16), dalam hal ini hanya  diganti dengan . Karena itu, pendekatan 

fungsi integral eliptik untuk setiap rentang modulus dapat dibangkitkan dalam 

bentuk umum. Disini, ketiga formula pendekatan Hilberg untuk rentang modulus 

 

dapat dituliskan dalam bentuk umum berikut (Rohedi dkk, 2017a), 
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(3.1.20) 

dimana argumen logaritmik  untuk  berturut-turut adalah,   

           

(3.1.21) 

Sementara itu bentuk umum dari formula pendekatan Hilberg untuk rentang 

modulus  adalah,
 

                  

(3.1.22) 

dengan  berturut-turut adalah,  

                 

(3.1.23) 

Tampak bahwa ketiga ekspresi argumen logaritmik  dalam Pers.(3.1.23) adalah 

sama dengan ketiga ekspresi  dalam Pers.(3.1.21), tetapi diganti dengan . 

Bentuk  formula pendekatan Hilberg orde satu untuk fungsi integral eliptik dalam 

Prs.(3.1.18) konsisten dengan 

 

yang diperoleh melalui 

transformasi Jacobi dengan mengimplementasikan fungsi-fungsi theta (Fenton dan 

Gardiner,1982). Dalam hal ini nilai awal untuk  didekati dengan argumen 

logaritmik . 
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3.1.2. Skema Baru Iterasi Hilberg Menggunakan Identitas Joukowski 

Perumusan skema iterasi untuk perumusan argumen logaritmik dari 

pendekatan Hilberg orde yang lebih tinggi  dan 
 
secara eksplisit dalam 

argumen logaritmik pendekatan Hilberg orde yang lebih rendah, pada kajian ini 

dilakukan dengan menerapkan transformasi yang lasim digunakan dalam metode 

conformal mapping. Dalam hal ini transformasi dari fungsi Mobious yang mewakili 

bentuk rasional ke dalam fungsi Joukowski (Nehari,1952;Vanderlinde,2004). 

Transformasi tersebut dilakukan dengan mengimplementasikan identitas 

Joukowski yang diturunkan dari fungsi Joukowski berikut (Rohedi dkk, 2017a),    

             
(3.1.24) 

Setelah mengalikan pembilang dan penyebut ruas kanan Pers.(3.1.24) dengan 2, 

yaitu, 

              (3.1.25)
 

Fungsi Joukowski tersebut dapat ditransformasi ke dalam bentuk rasional setelah 

menerapkan persamaan berikut, 

     ,                                 (3.1.26) 

sehingga Pers.(3.1.25) menjadi, 

              (3.1.27) 
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Persamaan (3.1.27) diperkenalkan sebagai identitas Joukowski yang berlaku untuk 

semua bilangan kecuali   

Penerapan identitas Joukowski untuk mendekati bentuk rasional argumen 

logaritmik pendekatan Hilberg  dalam rentang modulus   adalah 

dimulai dari  pendekatan Hilberg orde satu ( ). Langkahnya adalah 

menghubungkan  dan  melalui  relasi pertama , 

kemudian menetapkan relasi  dan  berikut. Dari substitusi kedua relasi 

tersebut ke dalam Pers.(3.1.27) berturut-turut diperoleh ekspresi fungsi Joukowski 

dan definisi argumen logaritmik dari pendekatan Hilberg orde satu,  yaitu 

              (3.1.28)
 

dan  

  
               (3.1.29) 

Tampak bahwa ekspresi  dalam Pers.(3.1.29) sama seperti definisi awal dalam 

(3.1.21). Setelah menyatakan ruas kanan Pers.(3.1.28) dalam 
 
sebagaimana 

definisinya dalam Pers.(3.1.21), selanjutnya diperoleh relasi iterasi  terhadap 

 dalam bentuk fungsi Joukowski,  

               
(3.1.30)

 

yang bersesuaian  dengan persamaan kuadrat berikut,  

   

             (3.1.31) 
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Dan substitusi  ke dalam Pers.(3.1.31) memberikan ekspresi  

sebagaimana dalam Pers.(3.1.21) dan Pers.(3.1.29), yaitu, 

   

        

(3.1.32)
 

Untuk meyakinkan bahwa skema iterasi dalam Pers.(3.1.30) berlaku secara umum 

adalah dengan menuliskan ekspresi  dalam Pers.(3.1.21) ke dalam fungsi 

Joukowski berikut,  

            

(3.1.33)
 

yang memberikan   

           
(3.1.34) 

Tampak bahwa penerapan skema iterasi dengan identitas Joukowski juga dapat 

memverifikasi eksistensi  sebagaimana pada Pers.(3.1.21). Berdasar fakta ini, 

jika argumen logaritmik  dari pendekatan Hilberg orde nol dijadikan 

sebagai nilai awal iterasi, maka definisi  dari pendekatan Hilberg orde yang lebih 

tinggi untuk rentang modulus  pada Pers.(3.1.20) dapat 

dibangun skema iterasi berikut (Rohedi dkk,2017a), 

           

(3.1.35) 

'1

'1

2

1
'0

k

k




 '1

 
  .

'1

'1

2

1
'211

'22

1
'

4

02

0

1
k

k










  




'2

 
,

'2

1

'

4/1
'

2

12

2


 

 
  .

'4'1

'4'1

2

1
'211

'22

1
'

4

4
4

12

1

2

kk

kk










  




'2

'1

'1

2

1
'0

k

k






'
N



,...3,2,1N
2

1
0  k

 
  .

'1

'1

2

1
','211

'22

1
' 0

4

12

1
k

k
N

N

N









  










50 
 

Dengan memasukkan  dalam Pers.(3.1.34)  ke dalam Pers.(3.1.35) untuk 

pendekatan Hilberg orde tiga ( ), akan diperoleh argumen logaritmik  

dalam bentuk,  

                      (3.1.36)
 

Karena itu dengan menggunakan Pers.(3.1.20) maka pendekatan fungsi integral 

eliptiknya diperoleh dalam bentuk, 

  

                    (3.1.37)
 

Dengan prosedur yang sama,  untuk pendekatan Hilberg orde empat ( ) setelah  

memasukkan  dari Pers.(3.1.36) ke Pers.(3.1.35), diperoleh  argumen logaritmik 

 berikut pendekatan fungsi integral eliptiknya berturut-turut dalam bentuk, 

            

(3.1.38)

 

dan 

                

(3.1.39) 

Oleh sebab kemiripan ekspresi  pada Pers.(3.1.21) dengan pada 

Pers.(3.1.23), selanjutnya dengan menggantikan  dengan maka skema 

iterasi Hilberg dalam Pers.(3.1.35) dapat digunakan untuk  mendapatkan argumen 

logaritmik  dalam  rentang modulus , yaitu,  
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(3.1.40)

 

Dimulai untuk Pendekatan Hilberg orde  tiga (N=3), dengan menggunakaan definisi 

 
yang telah diketahui sebelumnya yaitu  memberikan  

argumen logaritmik dalam bentuk,  

                     
(3.1.41)

 

dan pendekatan Hilberg orde tiga untuk fungsi integral eliptik dalam bentuk, 

         

(3.1.42) 

Dengan diketahui  tersebut, maka argumen logaritmik pendekatan Hilberg orde 

empat  dan pendekatan fungsi integral eliptiknya berturut-turut didapatkan dalam 

bentuk,  

        

(3.1.43) 

and 

      

(3.1.44)

 

Dari beberapa contoh pemakaian skema baru iterasi Hilberg dalam Pers.(3.1.35) 

dan Pers.(3.1.40), selanjutnya dapat diturunkan secara mudah ekspresi 
 
dan 
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untuk orde tinggi berikut pendekatan fungsi integral eliptiknya untuk kedua rentang 

modulus dan
 

3.1.3. Perumusan Formula Modulus Fungsi Integral Eliptik Menggunakan 

Pendekatan Hilberg 

Sebagaimana disinggung dalam bab pendahuluan, pada penerapan fungsi 

integral eliptik dengan pendekatan Hilberg untuk pendesainanmicrostrip lines, 

terdapat penghubung (link) antara  parameter geometri dengan nilai modulus 

beserta komplemen modulus dari integral eliptik lengkap macam pertamanya. Oleh 

karena itu, setelah mendapatkan ekspresi pendekatan fungsi integral eliptik, 

selanjutnya ditampilkan cara mendapatkan formula pendekatan untuk nilai modulus 

dan komplemen modulus  dari setiap fungsi integral eliptik  yang 

nilainya telah ditetapkan. Formula pendekatan modulus tersebut selanjutnya 

diistilahkan dengan formula modulus. Untuk maksud tersebut didefinisikan 

 

untuk rentang nilai . Langkah perumusan diawali dengan 

mengubah fungsi logaritmik pendekatan Hilbergke dalam fungsi arctangent 

hyperbolic melalui hubungan,  

             
(3.1.45) 

Dimulai dengan  yang bersesuaian dengan rentang modulus . 

Penerapan Pers.(3.1.45) ke dalam Pers.(3.1.17) hingga Pers.(3.1.19), untuk 

 memberikan formula modulus
 
dalam ekspresi yang sederhana, yaitu 

dalam bentuk (Rohedi dkk,2017a),  

               

(3.1.46) 
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(3.1.47) 

dan  

     
(3.1.48) 

Sementara itu perumusan formula modulus untuk pendekatan Hilberg orde tiga dan 

orde yang lebih tinggi adalah relatif rumit, karena melibatkan polinomial orde 

tinggi. Untuk pendekatan Hilberg orde tiga (N=3), setelah mendefinisikan 

  

ke dalam Pers.(3.1.42),  

  
                  

(3.1.49)
 

yang memberikan  

                   

(3.1.50)
 

Dan dari substitusi 

  

ke dalam Pers.(3.1.45) selanjutnya 

diperoleh,  

                     

(3.1.51)
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(3.1.52) 

Dari Pers.(3.1.52), setelah mendefinisikan  hubungan berikut, 

 

              
(3.1.53) 

dengan  dan  , diperoleh bahwa nilai x positif 

dalam Pers.(3.1.53) adalah bersesuaian dengansalah satu akar polinomial orde 

empat (quartic) berikut,   

             (3.1.54) 

dalam hal ini  

              
(3.1.55) 

Polinomial quarticdalam Pers.(3.1.54) tersebut diselesaikan dengan metode 

melengkapkan pangkat empat,  dengan keempat akarnya adalah (Rohedi 

dkk,2017a), 

  

          

(3.1.56) 

dengan adalah bilangan imajiner. Untuk kasus , oleh karena nilai 

modulus harus dalam rentang , maka hanya akar  pertama saja yang 
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memenuhi persyaratan . Karena itu, formula modulus 
 
untuk kasus ini 

adalah dalam bentuk,
 

             

(3.1.57)
 

Sementara itu untuk kasus  yang bersesuaian dengan rentang nilai 

modulus 

 

dan rentang nilai fungsi integral eliptik 

tersebut, juga didefinisikan 

 

ke dalam Pers.(3.1.14) hingga 

Pers.(3.1.16). Setelah mengubah fungsi logaritmik ke dalam arctangent hyperbolic 

menggunakan Pers.(3.1.45), maka komplemen modulus 
 

untuk  

diperoleh dalam bentuk, 

            
(3.1.58) 

             

(3.1.59) 

dan 

                 

(3.1.60) 

sedangkan masing-masing modulusnya diperoleh dari . Tampak 

bahwa ketiga formula 
 
dalam Pers.(3.1.58) hingga Pers.(3.1.60) untuk kasus 

 mirip dengan ketiga formula 
 
dalam Pers(3.1.46) hingga Pers.(3.1.48) 

untuk kasus , tetapi dengan pergantian 
 

dan . 

Berdasarkan kemiripan bentuk tersebut, maka komplemen modulus untuk 
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pendekatan Hilberg ode tiga adalah mirip dengan formula  modulus  dalam 

Pers.(3.1.57), yaitu, 

(3.1.61) 

yang memberikan

 

dengan nilai modulus dalam rentang  .  

3.1.4 Penurunan Formula Pendekatan  Pi 

Validasi pertama terhadap hasil skema iterasi baru pendekatan Hilberg 

dilakukan  pada perhitungan nilai pendekatan  atau angka  Pi  yang diperlukan 

untuk perhitungan nilai pendekatan fungsi integral eliptik. Penurunan formula 

pendekatan Pi tersebut didasarkan pada kesamaan nilai kedua integral  eliptik 

macam pertama  dan   pada 

 

Karena itu,  formula Pi  dapat 

diciptakan dari salah satu rentang modulus fungsi eliptik integral. Perumusan 

pendekatan Pi dalam hal ini dilakukan untuk rentang modulus

 

dalam 

Pers.(3.1.17) hingga Pers.(3.1.19), Pers.(3.1.42), dan Pers.(3.1.44) dengan memberi 

nilai 

 

yang memberikan lima formula pendekatan Pi, yaitu 

,                        (3.1.62a) 

                           (3.1.62b) 
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,     (3.1.62c) 

,          (3.1.62d) 

           

(3.1.62e) 

Untuk mengkonfirmasi capaian jumlah angka penting (jumlah dijit benar di 

belakang koma) dari kelima formula pendekatan  Pi tersebut, perhitungan nilai 

fungsi dannilai integral eliptik macam pertama masing-masing dilakukan 

menggunakan perangkat “evalf” dan “EllipticK” yang tersedia pada MapleV. 

Tampilan MapleV untuk 50 angka penting dari nilai eksak Pi adalah 

3.1415926535897932384626433832795028841971693993751, sedangkan jumlah 

angka penting dari kelima formula pendekatan Pi dalam Pers.(3.1.62) berturut-turut  

adalah 3, 6, 10, 22, and 43. Nilai rasio capaian jumlah angka penting dari kedua 

orde pendekatan berurutan di sekitar 2 menunjukkan bahwa formula Pi yang 

diciptakan dengan skema iterasi baru pendekatan Hilberg tersebut bersesuaian 

dengan tingkat konvergensi kuadratik, sebagaimana tingkat konvergensi formula 

pendekatan Pi yang diperoleh Borwein dan Borwein (1987) menggunakan metode 

Arithmetic Geometric Mean (AGM). 
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3.1.5. Perhitungan Nilai Fungsi Integral Eliptik Pendekatan Hilberg 

Pada Tabel 3.1 ditampilkan hasil perhitungan MapleV untuk 32 angka 

penting nilai eksak fungsi integral eliptik.    

           Tabel 3.1. Tiga Puluh Dua Angka Penting Nilai Eksak Fungsi                    

Integral Eliptik dari Beberapa Nilai Modulus  

 

 

 

 

 

 

 

Sedangkan capaian jumlah angka penting dari keempat pendekatan pertama Hilberg 

untuk fungsi integral eliptik ditampilkan dalam Tabel3.2 berikut, 

          Tabel 3.2. Jumlah Angka Penting Fungsi Integral Eliptik dari Empat                                    

Pendekatan Pertama Hilberg untuk Beberapa Nilai Modulus  

  

 

 

 

 

 

Tampak bahwa jumlah angka penting dari nilai fungsi integral eliptik pendekatan 

Hilberg untuk setiap nilai modulus  meningkat sesuai peningkatan orde 

pendekatannya. 

k

  

0.1 0.426109330230210265066474324496942 

0.5
 

0.781700961348055753475244064338928 

0.9
 

1.378294551956531317627049555767139 

0.999999 5.059520234579518450393941331429127 

 N=0 N=1 N=2 N=3 

0.1 3 5 12 23 

0.5 3 6 11 23 

0.9 3 6 12 23 

0.999999 2 5 11 22 

k
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Validasi pendekatan Hilberg selanjutnya dilakukan terhadap perhitungan 

nilai pendekatan modulus.  Pada Tabel 3.3 ditampilkan hasil perhitungan dari empat 

pendekatan pertama untuk modulus 
 
dalam Pers.(3.1.58) hingga Pers.(3.1.61) 

yang memenuhi  untuk  bilangan bulat positif, serta 

membandingkannya dengan hasil perhitungan nilai eksaknya yang dilaporkan oleh 

Muzaffar dan Williams (2006), serta oleh  Borwein dan Borwein (1984). 

      Tabel 3.3. Komparasi Jumlah Angka penting dari Nilai Pendekatan Modulus 

untuk Empat Orde Pendekatan Pertama Hilberg 

 

Tampak bahwa nilai modulus pendekatan  yang diperoleh dari pendekatan 

Hilberg orde yang lebih tinggi lebih akurat daripada orde yang lebih rendah. Hal ini 

diketahui dari capaian jumlah angka pentingnya yang lebih banyak.  

 

3.1.6. Performansi Skema Iterasi Baru Pendekatan Hilberg   

Pada sub bab 3.1.2 telah dipaparkan cara pemakaian skema iterasi baru 

pendekatan Hilberg untuk fungsi eliptik integral dan dibandingkan dengan skema 

iterasi originalnya. Implementasi identitas Joukowski dalam skema iterasi baru 

tersebut mentransformasikan bentuk rasional dari argumen logritmik pendekatan 

original Hilberg ke dalam fungsi Joukowski. Pada skema iterasi baru tersebut, 

solusi persamaan kuadratik dari fungsi Joukowski dapat merumuskan argumen 
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logaritmik pendekatan orde yang lebih tinggi secara eksplisit dalam argumen 

logaritmik pendekatan orde yang lebih rendah. Hal ini berbeda dengan iterasi 

original pendekatan Hilberg, dimana pada masing-masing orde pendekatan 

membutuhkan beberapa langkah iterasi.  Dalam ha ini, untuk rentang modulus

 

selalu  dilakukan iterasi 
 
untuk mendapatkan bentuk baru dari

.  Demikian pula selalu dilakukan iterasi 
 
untuk mendapatkan bentuk 

rasional baru 

 

argumen fungsi logaritmik untuk rentang modulus 

 

Lebih lanjut, adalah penting untuk menjelaskan alasan mengapa skema 

iterasi baru pendekatan Hilberg menggunakaan identitas Joukowski dapat 

mengurangi langkah iterasi dalam perolehan argumen logaritmik fungsi integral 

eliptik. Untuk maksud ini, penjelasan dapat dilakukan melalui pelacakan eksistensi 

identitas Joukowski dalam Pers.(3.1.27) sebagai argumen logaritmik pendekatan 

Hilberg tersebut dari identitas logaritmik dalam Pers.(3.1.45) yang dituliskan dalam 

hubungan berikut,      

            
(3.1.63a) 

Setelah menyatakan suku ruas kiri Pers.(3.1.63a) dalam suku penjumlahan berikut,  

          
(3.1.63b) 

kemudian memperkenalkan perubah perubah baru, 

            

(3.1.63c) 

maka Pers.(3.1.63b) dapat dituliskan dalam bentuk, 
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(3.1.63d) 

Dan setelah menyatakan fungsi arctanh pada ruas kanan Pers.(3.1.63d) ke dalam 

fungsi logaritmik sebagaimana pada Pers.(3.1.45), maka Pers.(3.1.63d)  menjadi, 

        

(3.1.63e) 

Tampak bahwa identitas Joukowski pada Pers.(3.1.27) hadir dari kesamaan 

argumen fungsi logaritmik dalam Pers.(3.1.63e). Fakta bahwa fungsi Joukowski 

datang secara natural dalam argumen logaritmik pendekatan Hilberg inilah yang 

menjadi alasan keberhasilannya mengurangi langkah iterasi dalam perolehan 

formula pendekatan fungsi integral eliptik. Keuntungan lainnya dari skema baru 

iterasi pendekatan Hilberg untuk fungsi integral eliptik tersebut adalah 

menyediakan formula pendekatan Pi. Dengan metode baru tersebut, angka Pi yang 

diperlukan pada pendesainan devais CPW dan devais microstrip lines lainnya dapat 

diciptakan sesuai orde pendekatan Hilberg yang digunakan.    

Dalam upaya menyediakan formula modulus pendekatan yang akurat untuk 

mendesain devais CPW, serta menghindari kerumitan proses aljabar dalam 

mendapatkan nilai modulus yang memenuhi persamaan , maka 

desain tersebut cukup dilakukan menggunakan formula modulus pendekatan orde 

tiga. Hal ini merujuk pada capaian akurasinya sebagaimana ditunjukkan dalam 

Tabel 3.4, yang dapat memberikan hasil perhitungan berakurasi presisi ganda. 

Sebagai validasi akhir untuk menunjukkan performansi skema iterasi baru 

pendekatan Hilberg yang diperkenalkan dalam kajian ini, hasil perhitungan fungsi 

integral eliptik dalam Per.(3.1.42) dikomparasikan terhadap hasil perumusan 

metode lain menggunakan  transformasi Jacobi (Fenton dan Gardiner,1982), yaitu 
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(3.1.64) 

dengan , dan . Grafik komparasi hasil perhitungan tersebut 

ditunjukkan dalam Gambar 3.1 berikut (Rohedi dkk, 2017a), 

 

Gambar 3.1.  Komparasi Nilai Fungsi Integral Eliptik Hasil Skema Baru 

Pendekatan Hilberg Terhadap Hasil Metode Jacobi 

Tampak bahwa hasil perhitungan dari metode pendekatan fungsi integral eliptik 

yang diciptakan dalam kajian ini sesuai dengan yang diperoleh  menggunakan 

transformasi Jacobi (Fenton dan Gardiner,1982). 

3.2.Deret Takhingga Baru untuk Integral Eliptik Lengkap Macam Pertama 

Beserta Peningkatan Tingkat Konvergensinya 

 

Integral eliptik lengkap macam pertama berkonvergensi cepat selama ini 

lazim dihitung menggunakan deret takhingga dari fungsi transformasi Landen. Pada 

kajian indisertasi ini diusulkan deret takhingga baru untuk integral eliptik lengkap 

macam pertama yang mampu meningkatkan tingkat konvergensi deret takhingga 

transformasi Landen. Deret takhingga baru tersebut diperoleh setelah memodifikasi 

bentuk asli integral eliptik lengkap macam pertama dengan mengubah ekspresi 

sudut tunggalnyake sudut ganda. Dari modifikasi sudut tersebut serta menggantikan 
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modulus deret takhingga baru dengan fungsi modulus deret takhingga fungsi 

transformasi Landen terbentuklah sebuah fungsi transformasi baru yang 

mengandung fungsi modulus “sendiri” yang berbeda dari fungsi modulus yang ada 

sebelumnya. Perbaikan tingkat konvergensi deret takhingga transformasi Landen 

dilakukan melalui penerapan skema iterasi terhadap fungsi transformasi baru 

tersebut dengan mengganti modulusnya dengan fungsi modulus sendiri hasil iterasi 

sebelumnya. Untuk setiap langkah iterasi terbentuk fungsi transformasi baru bentuk 

lainnya beserta deret takhingganya (Rohedi dkk, 2017b).      

Telah diketahui bahwa Integral eliptik lengkap macam pertama adalah 

salah satu dari tiga macam integral eliptik yang mendapat banyak perhatian, tidak 

saja digunakan oleh para ahli matematika tetapi juga oleh para engineer. Pada 

pengembangan sains misalnya, integral eliptik lengkap macam pertama lazim 

digunakan untuk memecahkan persoalan kisi tiga dimensi (Glasser,1976), 

menciptakan formula Pi (Salamin,1976) melalui metode  Arithmetic Geometric 

Mean (AGM), sebagai dasar untuk memperumum integral eliptik taklengkap 

macam pertama (Qureshi dan Kaleem,2011) dan pengembangan deret 

hipergeometri (Boettner dan Victor,2010), dll. Sedangkan dalam bidang aplikasi, 

integral eliptik lengkap macam pertama digunakan secara luas pada pendesainan 

devais electromagnetic (Calixto dkk,2010), sebagai fungsi dasar dalam metode 

conformal mapping (Nehari,1952; Tobin dan Trefeten,2002), terutama pada 

pendesainan kapasitor (Chen dkk,2014) dan microstrip (Cattaneo,2010; 

Rameswarudu dan Sridevi, 2016; Himanshu dan Anil,2016) yang banyak dijumpai 

dalam aplikasi antena dan detektor. Integral eliptik lengkap macam pertama dipakai 

pula untuk pemodelan aliran udara (Melkunnov dkk,2016), serta diterapkan sebagai 

formula pendekatan pada pengembangan teknologi pemindahan daya secara 

nirkabel (Kumar dan Jayasingh,2016). 

Integral eliptik lengkap macam pertama juga dapat digunakan untuk 

mendapatkan integral eliptik lengkap macam kedua , mengingat keduanya 

terkait melalui hubungan persamaan diferensial biasa (Carlson,2009; Borwein dan 

Borwein,1987). Namun demikian,  dapat dihitung dengan beberapa cara, yaitu 

dengan menggunakan derat pangkat, deret Fourier, fungsi-fungsi theta, dan 

 kK

 kE

 kK
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transformasi Landen (Fenton dan Gardiner,1982). Ketiga metode pertama cepat 

konvergen hanya untuk nilai modulus yang mendekati 0. Dipihak lain meskipun 

transformasi Landen relatif lebih cepat konvergen, namun tetap menarik untuk 

dikembangkan terutama guna meningkatkan tingkat konvergensinyauntuk nilai 

modulus yang mendekati 1. 

Pada kajian disertasi ini upaya memperbaiki tingkat konvergensi integral 

eliptik lengkap macam pertama  dilakukan dengan mengganti modulus 

dengan fungsi modulus sedemikian sehingga diperoleh bentuk baru deret 

takhingganya. Perubahan bentuk deret takhingga dari bentuk asli ke bentuk baru 

tersebut diistilahkan dengan fungsi transformasi. Dari kajian pustaka yang 

dilakukan Carlson (2009) dan Borwein dan Borwein (1987) terdapat dua fungsi 

transformasi yang telah dikenal sebelumnya, yakni yang melibatkan pergantian 

modulus dengan fungsi modulus dan  yang berturut-turut 

melahirkan fungsi transformasi 

 

dan , 

dalam hal ini  sedangkan  adalah modulus komplemen. 

Fungsi transformasi bentuk kedua terkenal dengan sebutan transformasi Landen. 

Namun demikian, dipandang perlu untuk mendapatkan fungsi transformasi bentuk 

lainnya yang menyediakan tingkat kovergensi orde tinggi. Untuk maksud 

peningkatan konvergensi tersebut dilakukan modifikasi terhadap bentuk asli 

sedemikan sehingga diperoleh deret takhingga barunya. Deret takhingga baru 

tersebut kemudian digunakan sebagai dasar untuk membangun fungsi transformasi 

baru yang mengandung fungsi modulus sendiri. Dalam kajian ini diperkenalkan 

istilah fungsi modulus sendiri (own modulus) karena bentuknya berbeda dengan 

fungsi modulus yang telah dikenal sebelumnya. Adapun perbaikan tingkat 

konvergensi  dilakukan dengan cara yang berbeda dari kajian sebelumnya 

(Borwein dan Borwein,1987). Pada kajian ini berbagai fungsi transformasi baru 

diperoleh melalui penerapan skema iterasi dengan menggantikannilai modulus 

dengan fungsi  modulus sendiri pada setiap langkah iterasinya.  
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3.2.1. Perumusan Deret Takhingga Baru Integral Eliptik Lengkap Macam 

Pertama  

Perumusan deret takhingga baru untuk  dimaksud tetapdidasarkan pada 

bentuk original integral eliptikmacam pertama (Carlson,2009; Borwein dan 

Borwein,1987), yaitu  

              

(3.2.1) 

dengan bentuk deret takhingga,  

               (3.2.2) 

atau dalam bentuk ekspansi berikut, 

 

(3.2.3) 

adapun tiga buah titik setelah suku terakhir merupakan notasi penjumlahan 

berlanjut hingga suku tanpa batas. Persamaan (3.2.2) diperoleh setelah 

mengekspansikan dalam suku , kemudian mengintegralkan 

suku demi suku dengan intgrand . Deret takhingga untuk  dalam 

Pers.(3.2.3) juga bersesuaian dengan bentuk deret takhingga berikut 

(Salahuddin,2013),  

 

              (3.2.4) 

Oleh karena untuk n bilangan cacah (nol dan bulat) berlaku (2n)!!=2nn!, maka 

faktorial ganda pada pembilang Pers.(3.2.4) didapatkan dalam bentuk,  

                  (3.2.5) 
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Langkah perumusan deret takhingga baru untuk  diawali dengan 

memodifikasi bentuk integral asli dalam Pers.(3.2.1). Modifikasi dilakukan dengan 

mengubah sudut  menjadi sudut ganda  dengan merujuk pada hubungan 

identitas trigonometri berikut,       

 
               (3.2.6) 

Bentuk baru integral eliptik macam pertama tersebut diperoleh dari substitusi 

Pers.(3.2.6) ke dalam Pers.(3.2.1), yaitu (Rohedi dkk, 2017b), 

               (3.2.7) 

Dalam hal ini subscript N disertakan untuk membedakannya dari bentuk asli 

integral eliptik macam pertama. Deret takhingga baru tersebut didapatkan dalam 

bentuk, 

                        (3.2.8) 

yang dapat juga dituliskan sebagai, 

                   

(3.2.9) 

Dalam menyatakan Pers.(3.2.8) dan Pers.(3.2.9) di atas, telah digunakan hubungan 

dalam Pers.(3.2.5) yakni dengan mengganti dengan , yaitu, 
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                                  (3.2.10) 

Bentuk lain dari  integral baru eliptik lengkap macam pertama tersebut adalah,  

         

(3.2.11) 

yang deret takhingganya didapatkan dalam bentuk, 

                       (3.2.12) 

atau dalam bentuk ekspansi, 

       

(3.2.13) 

Persamaan (3.2.13) dapat disederhanakan menjadi, 

         

(3.2.14) 

Tampak bahwa Pers.(3.2.14) sama dengan Pers.(3.2.8)  dan/atau Pers.(3.2.9). 
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3.2.2.Perumusan Fungsi Transformasi Baru untuk Integral Eliptik Lengkap 

Macam Pertama 

Sebelum mendapatkan fungsi transformasi baru untuk  dan/atau 

, adalah perlu untuk menunjukkan bahwa sesungguhnya kedua integral 

eliptik macam pertama bentuk “asli” dan “baru” tersebut adalah sama. Dalam hal 

ini  harus tereduksi kembali ke bentuk  manakala sudut ganda 

diubah ke sudut . Kedua integral eliptik tersebut hanya berbeda tingkat 

konvergensi deret takhingganya. Namun demikian, olehkarena  memiliki 

dua definisi, maka pernyataan kosinusdari sudut  harus dilakukan secara 

terpisah untuk masing-masing definisi. Diawali dengan memperkenalkan perubah 

berikut, 

               (3.2.15) 

sedemikian sehingga 
 
dalam Pers.(3.2.11) dapat ditulis dalam bentuk, 

            

(3.2.16) 

Selanjutnya ke dalam Pers.(3.2.16) dilakukan substitusi kosinus dari sesaui  

 ,                          (3.2.17) 

yang memberikan bentuk integral berikut, 

 

                       (3.2.18) 

dalam hal ini  
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                   (3.2.19) 

dan 

  

         (3.2.20) 

Dengan nilai-nilai  dan 
 
tersebut,tampak bahwa Pers.(3.2.18) 

menjadi verifikasi dari kesamaan bentuk kedua integral eliptik lengkap macam 

pertama tersebut,  

              (3.2,21) 

Sementara itu pada penerapan definisi kosinus  menurut identitas berikut, 

               (3.2.22) 

maka  dalam Pers.(3.2.11) menjadi, 

            

(3.2.23) 

dengan, 

           (3.2.24) 

dan 
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.                      (3.2.25) 

Selanjutnya, dengan menggunakan kedua nilai  dan  di atas maka 

Pers.(3.2.23) menjadi, 

.                       (3.2.26) 

Persamaan (3.2.26) mengindikasikan bahwa terdapat bentuk lain dari integral 

eliptik lengkap macam pertama  selain bentuk asli  dalam (3.2.1) yang umum 

dikenal, yaitu dalam bentuk, 

                          (3.2.27) 

Dan dari kesamaan Pers.(3.2.26) dan Pers.(3.2.27) diperoleh fungsi transformasi, 

.                          (3.2.28) 

Selanjutnya dengan memanfaatkan kesamaan dalam Pers.(3.2.21), maka dari 

Pers.(3.2.28) dapat dibentuk fungsi transformasi, 

 
              (3.2.29) 

Sebagai rangkuman langkah verifikasi Pers.(3.2.21) dan Pers.(3.2.27) dari 

Pers.(3.2.11) adalah sebagai berikut.Penerapan  dari Pers.(3.2.17) akan 

memberikan Pers.(3.2.21), sedangkan penerapan  dari Pers.(3.2.22) 

menghasilkan fungsi transformasi Pers.(3.2.28). Kesamaan 
 
dan  juga 

menampilkan fungsi transformasi baru dalam Pers.(3.2.29) yaitu, 
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                    (3.2.30) 

Dengan nalar yang sama dapat disimpulkan bahwa dari fungsi transformasi Landen 

berikut, 

,                      (3.2.31) 

dapat dibentuk fungsi transformasi Landen versi baru, yaitu 

   

        (3.2.32) 

Namun demikian, oleh karena bentuk deret takhingga  dan  berbeda, 

maka tingkat konvergensi Pers.(3.2.29) dan Pers.(3.2.31) masing-masing berbeda 

dari Pers.(3.2.30) dan Pers.(3.2.32). 

Upaya meningkatkan konvergensi deret takhingga baru  dilakukan 

dengan mengeksplorasi ruas kanan fungsi transformasi Landen barudalam 

Pers.(3.2.32) dengan mengerahkan pergantian modulus 
 
ke dalam 

pada Pers.(3.2.7), hasilnya adalah,  

           

(3.2.33) 

dan setelah menerapkan identitas berikut,  

              (3.2.34) 

maka Pers.(3.2.33) menjadi, 
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(3.2.35)

 

Selanjutnya, setelah menerapkan kosinus  dalam Pers.(3.2.17), maka 

Pers.(3.2.35) dapat disederhanakan menjadi, 

  

            (3.2.36) 

Dari Pers.(3.2.36) tampak bahwa penerapan kosinus  sebagaimana pada 

Pers.(3.2.17) hanyalah memberikan kesamaan berikut, 

             
(3.2.37) 

Sedangkan penerapan kosinus dari Pers.(3.2.22) memberikan, 

  
          

(3.2.38) 

Dan dengan menggunakan Pers.(3.2.27) maka Pers.(3.2.38) memberikan definisi 

berikut, 

 

             (3.2.39) 

Substitusi Pers.(3.2.39) ke dalam Pers.(3.2.32), memberikan ,   

              

(3.2.40) 
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Sebagai hasil akhir, terbentuklah fungsi transformasi baru berikut (Rohedi dkk, 

2017b), 

 

         (3.2.41) 

3.2.3.Perbaikan Tingkat Konvergensi Deret Takhingga Integral Eliptik 

Lengkap Macam Pertama  

Sebagaimana diketahui bahwa konvergensi deret takhingga integral eliptik 

lengkap macam pertama dalam Pers.(3.2.2) adalah lambat. Dalam kajian disertasi 

ini, perbaikan tingkat konvergensi dilakukan melalui implementasi skema iterasi 

terhadap fungsi transformasi baru . Fungsi transformasi baru dimaksud 

tertera pada Pers.(3.2.30) dan Pers.(3.2.41). Diawali dari Pers.(3.2.30), setelah 

mengerahkan pergantian modulus 
 
ke dalam Pers.(3.2.8) untuk membentuk 

deret takhingga untuk , selanjutnya diperoleh, 

         

(3.2.42) 

Substitusi komplemen modulus ke dalam Pers.(3.2.42) memberikan , 

           

(3.2.43) 

Oleh karena Pers.(3.2.43) dapat tereduksi kembali ke dalam Pers.(3.2.8), dapat 

disimpulkan bahwa penerapan skema iterasi dengan pergantian modulus 

tidak dapat digunakan untuk memperbaiki tingkat konvergensi integral eliptik 
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lengkap macam pertama.Oleh karena itu, implementasi skema iterasi selanjutnya 

difokuskan terhadap Pers.(3.2.41), (Rohedi dkk, 2017b), 

        

(3.2.44) 

disini  adalah langkah (step) iterasi, sedangkan 
 
adalah deret takhingga 

untuk integral eliptik macam pertama dalam Pers.(3.2.8) dan/atau Pers.(3.2.9). 

Tetapi karena alasan pembatasan bahasan, disini dipilih deret takhingga dalam 

Pers.(3.2.9), dimana untuk iterasi pertama ( ) ditetapkan sebagai,  

                         

(3.2.45) 

Setelah mengerahkan pergantian modulus 

 

ke dalam Pers.(3.2.9), 

diperoleh deret takhingga untuk  dalam bentuk, 

         

(3.2.46) 

Berikutnya untuk iterasi kedua ( ) adalah dalam bentuk, 

              (3.2.47) 

Namun, sebelum menerapkan pergantian modulus 

 

ke dalam 

dalam Pers.(3.2.46), terlebih dahulu harus dilakukan substitusi komplemen 

modulus sehingga Pers.(3.2.47) membentuk deret takhingga berikut, 
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(3.2.48) 

Dan setelah melakukan pergantian modulus 

 

ke dalam Pers.(3.2.48) 

diperoleh, 

      

(3.2.49) 

Dengan prosedur iterasi dan pergantian modulus sebagaimana pada dua iterasi 

sebelumnya,  selanjutnya untuk iterasi ketiga ( ),  
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         (3.2.50) 

diperoleh, 

             

(3.2.51) 

Adapun untuk iterasi ke empat ( ),  
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                                    (3.2.52) 

diperoleh deret takhingga berikut,  
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(3.2.53) 

Dan setelah melakukan proses penyederhanaan aljabar, keempat formula deret 

takhingga baru untuk 
 
di atas selanjutnya dapat dinyatakan dalam bentuk 

fungsi transformasi masing-masing, yaitu (Rohedi dkk, 2017b), 

                   

(3.2.54) 

             

(3.2.55) 

            

(3.2.56) 

dan

 

            

(3.2.57) 

dengan , ,  , dan  adalah fungsi modulus dari masing-masing integral 

elliptik lengkap macam pertama berturut-turut mulai dari iterasi pertama hingga 

keempat. 
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3.2.4.Tingkat Konvergensi  Deret Takhingga Baru Integral Eliptik Macam 

Pertama 

Diskusi tentang perbaikan tingkat konvergensi integral eliptik macam 

pertama, difokuskan untuk menganalisis capaian jumlah angka penting (significant 

figures) hasil perhitungan nilai numerik dari deret takhingga  yang telah 

dirumuskan. Semua perhitungan jumlah angka penting pada kajian disertasi ini 

dilakukan menggunakan fasilitas integral, penjumlahan (summation), danfasilitas 

perhitungan nilai fungsi, yang tersedia pada perangkat lunak MapleV. Pada Tabel 

3.4 ditampilkan hasil perhitungan angka penting deret takhingga  original 

(versi asli) pada Pers.(3.2.2) untuk jumlah suku kelipatan sepuluh. 

   Tabel 3.4.  Angka Penting Deret Takhingga  Original 

 

  

0 1.570796326… 1.570796326… 

10 1.574745562… 2.262667579… 

20 1.574745562… 2.279280028… 

30 1.574745562… 2.280439683… 

40 1.574745562… 2.280538812… 

 

Dalam hal ini, notasi  menyatakan suku tertinggi dari setiap deret takhingga. 

Setelah membandingkan jumlah angka penting dari deret takhingga bentuk asli 

integral eliptik dalam Tabel 3.4 terhadap hasil perhitungan MapleV untuk nilai 

numerik integral eliptik eksak dalam Pers.(3.2.1), yakni 

dan ,  didapatkan 

bahwa untuk jumlah suku kelipatan sepuluh, capaian jumlah angka penting dari 

nilai modulus  adalah terlalu sedikit bila dibandingkan dengan capaian 

nilai modulus  Data dalam Tabel 3.4 tersebut telah memverifikasi 

pernyataan Fenton dan gardiner (1982) bahwa konvergensi deret pangkat modulus 

dari integral eliptik macam pertama untuk nilai modulus mendekati satu adalah 

amat lambat. Lebih lanjut, untuk memverifikasi pernyataan bahwa sesungguhnya 

 kK

 kK

 kK

 10/1k 10/9k



   15173561.5747455610/1K    84227702.2805491310/9K

10/9k

.10/1k

k



78 
 

nilai numerik dari integral eliptik original dalam Pers.(3.2.1) dan versi terbarunya 

dalam Pers.(3.2.7) dan Pers.(3.2.11) adalah sama, ditunjukkan dalam Tabel 3.5. 

Tabel 3.5.  Nilai Eksak Integral Eliptik Original dan Versi Terbaru  

 

  

 1.574745561517356… 1.574745561517356… 

 

1.685750354812596… 1.685750354812596… 

1/√2 1.854074677301372… 1.854074677301372… 

 2.280549138422770… 2.280549138422770… 

 

Pada semua hasil perhitungan dalam Tabel 3.5 dipotong (truncated) hanya sampai 

16 angka penting saja. Namun sebagaimana ditunjukkan pada Tabel 3.6 berikut, 

          Tabel 3.6. Suku Tertinggi dari Deret Takhingga  dan untuk 

Mencapai 16 Angka Penting 

 

 

 

 

 

Tampak bahwa capaian jumlah angka penting deret takhingga  dan 

tetaplah berbeda. Meskipun untuk mencapai 16 angka penting tetap diperlukan 

banyak suku deret, namun untuk semua mudulus guna mencapai jumlah angka 

penting yang sama tampak bahwa jumlah suku deret yang diperlukan 
 
lebih 

sedikit daripada . Fakta ini menjadi jaminan bahwa deret takhingga integral 

eliptik sempurna macam pertama versi baru tersebut lebih cepat konvergen 

daripada deret takhingga integral eliptik versi originalnya.    

k  kK  NkK
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 Lebih lanjut, dari hasil iterasi deret takhingga fungsi transformasi baru dapat 

dibentuk formula pendekatan integral eliptik dengan menetapkan suku tertingginya 

sebagai pada semua hasil perumusan dalam Pers..(3.2.46), Pers.(3.2.49), 

Pers.(3.2.51), dan Pers.(3.2.53), yaitu (Rohedi dkk,2017), 

 

              (3.2.58) 

             

(3.2.59) 

                        

(3.2.60) 

dan
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(3.2.61)

 

Formula formula deret takhingga suku ke nol tersebut dibandingkan dengan 

fsiormula-formula deret takhingga suku ke nol hasil penerapan skema iterasi dalam 

Pers.(3.2.44) tetapi dengan mengganti 
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dalam hal ini  adalah deret takhingga original integral eliptik macam 

pertama dalam Pers.(3.2.2). Hasil formula deret takhingga tersebut adalah,  

                       

(3.2.62) 
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            (3.2.64)

 

dan 

                

(3.2.65) 

Komparasi terhadap capaian tingkat konvergeni dari deret takhingga hasil 

penerapan skema iterasi baru tersebut didiskusikan dalam sub bab 4.2. 

3.3.  Formula Empiris Baru untuk Kapasitansi Kapasitor Pelat Sejajar  

Pada sub bab ini dikenalkan pendekatan baru untuk mnciptakan formula 

empiris kapasitansi kapasitor pelat sejajar yang melibatan pengaruh fringing field. 

Pendekatan baru tersebut didasarkan pada upaya meningkatkan akurasi formula 

kapasitansi kapasitor pelat sejajar yang ditemukan Love sedemikian sehingga 

mendekati nilai eksak kapasitansi versi Palmer. Pada metode pendekatan ini, 

modifikasi formula kapasitansi Love dilakukan dengan memisahkan suku 

kapasitasi atas suku medan listrik utama yakni garis-garis medan yang tegak lurus 

antar pelat dan suku fringing field atau luberan garis-garis medan listrik keluar dari 

daerah pelat. Formula kapasitansi Love tersebut dinyatakan dalam fungsi integral 

eliptik pendekatan Hilberg orde nol, dimana suku fringing-fieldnya diperumum 

untuk membentuk formula empiris yang mengandung dua tetapan riil sembarang. 

Nilai kedua tetapan sembarang dimaksud ditentukan melalui regresi linier terhadap 

data kapasitansi eksak formula Palmer. Dalam formula kapasitansi empiris ini, rasio 

lebar dan jarak pisah antar pelat terformulasi secara eksplisit, sehingga 

perhitungannya menjadi lebih mudah alih alih daripada perhitungan formula eksak 

Palmer. Hasil perhitungan formula empiris kapasitansi kapasitor pelat sejajar 

tersebut diharapkan jauh lebih akurat dibandingkan dengan formula-formula 

pendekatan kapasitansi yang ada (Rohedi dkk, 2017c). 

Perburuan terhadap formula akurat kapasitasi kapasitor pelat sejajar dalam 

bentuk eksplisit sebagai fungsi dari parameter geometri rasio lebar dan jarak pisah 
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antar pelatnya tetap menjadi kajian yang menarik. Hal ini terkait dengan kebutuhan 

pemakaiannya dalam berbagai aplikasi kapasitor, misalnya untuk perancangan 

antena microstrip (Verma dkk,2009; Pradyot dan Reena,2010) dan micro electro 

mechanical systems (MEMS) (Kabilan dkk,2009; Chakraborty dkk,2010). Oleh 

karena alasan rendahnya akurasi formula kapasitansi yang ada, yakni formula 

kapasitansi Gauss yang hanya berbanding lurus terhadap rasio luasan dan jarak 

pisah antar kedua pelat, maka perlu dilakukan koreksi dalam implementasinya 

(Batra dkk,2007; Hosseini dkk,2007). Adapun formula kapasitansi eksak versi 

Palmer yang mencakup keberadaan fringing field(Palmer,1937), meskipun bentuk 

formulanya berbanding lurus dengan fungsi integral eliptik, namun pemakaiannya 

amat rumit. Hal ini disebabkan kebergantungan  modulus  integral eliptik lengkap 

macam pertamanya terhadap rasio lebar dan jarak pisah pelat terformulasi dalam 

bentuk persamaan implisit yang rumit. Sebenarnya jauh sebelum ditemukannya 

formula eksak kapasitansi kapasitor pelat sejajar oleh Palmer yang diperolehnya 

dengan metode conformal mapping,  telah ada formula kapasitansi pendekatan 

dalam bentuk fungsi logaritmik yang ditemukan oleh Love menggunakan metode 

listrik statis (Love, 1923; Albayrak,2001). Dan faktanya pemakaian pendekatan 

Love ini amat populer dalam berbagai aplikasi yang melibatkan pemakaian 

kapasitor pelat sejajar.Adapun formula kapasitansi kapasitor pelat sejajar terkini 

adalah formula yang dipublikasikan oleh Xiang(2006). Xiang mendapatkan 

formula kapasitansi kapasitor  pelat sejajar tersebut sebagai keadaan khusus dari 

kapasitor pelat tak sejajar yang diturunkannya menggunakan metode conformal 

mapping. Meskipun formula Xiang juga dalam bentuk fungsi integral eliptik, 

namun ekspresi modulusnya berbanding lurus dengan rasio lebar dan jarak pisah 

antar kedua pelat kapasitor. Xiang memanfaatkan pendekatan Hilberg orde satu 

untuk fungsi integral eliptik, sehingga formula kapasitansi integral eliptiknya 

tereduksi ke dalam bentuk fungsi logaritmik sebagaimana formula kapasitansi 

Love.
 

Pada kajian awal, telah dilakukan perhitungan terhadap ketiga formula 

kapasitansi kapasitor pelat sejajar yang telah dipaparkan di atas, yakni formula 

kapasitansi Palmer, Love, dan  Xiang. Dari perbandingan hasil perhitungan ketiga 
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formula kapasitansi tersebut terdapat fakta menarik terutama perbedaan yang 

mencolok antara hasil formula Xiang and Palmer, meskipun kedua formula 

kapasitansi tersebut sama-sama diturunkan menggunakan metode conformal 

mapping. Di pihak lain, hasil perhitungan formula kapasitansi Love lebih 

mendekati hasil formula kapasitansi Palmer. Diperoleh pula bahwa konstribusi 

suku fringing field dari formula Xiang mendekati konstan  terhadap peningkatan 

rasio lebar dan jarak antar pelat kapasitor. Fakta kekonstanan dan ketidak-akuratan 

formula kapasitansi Xiang tersebut dijadikan alasan perlunya menciptakan formula 

kapasitansi kapasitor pelat sejajar secara empiris. Pada kajian ini formula 

kapasitansi empiris tersebut dibangundengan memodifikasi formula Love 

sedemikian mengandung formula Xiang. 
 

Sebagaimana diketahui, struktur geometri kapasitor pelat sejajar adalah 

seperti tampak pada Gambar 3.2. 

 

Gambar 3.2. Struktur Geometri Kapasitor Pelat Sejajar Beserta Garis-garis 

Medannya  

Perumusan kapasitansi kapasitor pelat sejajar lazim dilakukan 

menggunakan model listrik statis untuk kapasitor panjang.  Sehingga hukum Gauss 

yang biasa digunakan dalam perumusan kapasitasi tersebut hanya mencakup medan 

listrik yang tegak lurus terhadap kedua pelat. Karena itu formula kapasitansi yang 

dihasilkannya adalah dalam bentuk kapasitansi persatuan panjang, yaitu    

              (3.3.1) 

dengan dan bertutut-turut adalah lebar dan panjang pelat, sedangkan dan 

masing-masing adalah jarak pisah antar pelat dan permitivitas bahan pengisi di 
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daerah kedua pelat. Formula kapasitansi versi Gauss ini diakui tidak akurat ketika 

jarak pisah antar pelat sebanding dengan luasan geometri pelat (Hosseini 

dkk,2007). Dipihak lain setelah melingkupkan pengaruh fringing field, Palmer 

(1937) menemukan formula eksak kapasitansi persatuan panjang  untuk kapasitor 

sangat panjang dalam bentuk fungsi integral eliptik , yaitu,   

   `                       (3.3.2) 

dimana kedua  modulus dan komplemen modulus   dari integral 

eliptik lengkap macam pertama dan  adalah terkait dengan lebar dan 

jarak pisah antar pelat melalui hubungan implisit berikut, 

                      (3.3.3) 

dengan  

              (3.3.4) 

dalam hal ini dan memenuhi 

definisi umum dari integral eliptik macam pertama,    
 

 
             (3.3.5) 

dan definisi umum dari integral eliptik macam kedua,
 

              (3.3.6) 

Formula kapasitansi kapasitor pelat sejajar yang juga dalam bentuk fungsi integral 

eliptik adalah formula kapasitansi Xiang, yaitu 
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               (3.3.7) 

akan tetapi  komplemen  modulusnya  k’ adalah dalam bentuk eksplisit sebagai 

fungsi dari rasio lebar dan jarak pisah antar pelat kapasitor, yaitu 

                
(3.3.8)

 

Untuk nilai komplemen modulus dalam rentang , Xiang mendekati fungsi 

integral  eliptik tersebut ke dalam bentuk fungsi  logaritmik dengan menggunakan 

pendekatan  Hilberg orde satu,  

                       (3.3.9)

 

Karena itu setelah melakukan serangkaian proses aljabar Xiang menuliskan 

Pers.(3.3.7) dalam bentuk,  

                  

(3.3.10)

 

Sebagaimana diketahui, suku pertama ruas kanan Pers.(3.3.10) adalah bentuk 

kapasitansi kapasitor pelat sejajar yang tidak memperhitungkan fringing field, 

sedangkan suku kedua merupakan konstribusi fringing field. Namun demikian, 

pemisahan kapasitansi atas suku tanpa fringing fielddan dengan fringing field 

tersebut bukanlah yang pertama kali dirumuskan oleh Xiang, karena sebelumnya 

pemisahan atas kedua suku medan tersebut juga tampak pada formula Love, yaitu 

            (3.3.11) 
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Validasi dari formula kapasitansi Xiang pada dasarnya dapat diketahui setelah 

menggabungkan kedua suku Pers.(3.3.10) secara kesatuan dalam bentuk berikut,     

            (3.3.12)

 

Oleh karena nilai of , maka Pers.(3.3.12) dapat didekati ke dalam bentuk, 

              (3.3.13)

 

yang selanjutnya dapat dipisahkan atas suku-suku (Rohedi dkk, 2017c) 

 

                         (3.3.14)
 

Tampak bahwa kontribusi suku fringing field dalam formula kapasitansi Xiang 

selalu mendekati tetap dengan bertambahnya nilai , yaitu di sekitar  nilai . 

Kekonstanan kontribusi suku fringing field ini dipandang sebagai penyebab utama 

dari ketidakakuratan formula kapasitansi Xiang. Pada kajian ini, peningkatan 

akurasi formula kapasitansi Xiang didasarkan pada kemiripan bentuk fungsi 

logaritmiknya dengan formula kapasitansi Love, sehingga tercipta formula empiris 

baru selain model kurva pangkat dari rasio lebar dan jarak pisah pelat yang selama 

ini lazim digunakan dalam formula kapasitansi empiris. Salah satu formula 

kapasitansi empiris model kurva pangkat tersebut adalah formula kapasitansi Mejis-

Fokkema (Batra dkk,2007).  

 Upaya untuk menciptakan formula kapasitansi empirisyang didasarkan 

pada  modifikasi formula Love sedemikian sehingga mengandung suku fringing-

field Xiang dalam Pers.(3.3.14) dimulai dengan menuliskan Pers.(3.3.11) dalam 

bentuk,       
 

.12ln
1 2














 d

w

d

w

Xiang

ee
C





1
2

d

w

e



,4ln
1














 d

w

Xiang

e
C





.4ln
1




d

wC

Xiang

d

w
4ln

1





86 
 

 

            (3.3.15)

 

Selanjutnya suku fringing-field dalam suku ketiga (3.3.15) dalam bentuk fungsi 

integral eliptik dengan pendekatan Hilberg orde nol. Mengingat nilai , 

maka Pers.(3.3.15) dapat didakati ke dalam bentuk, 

             

(3.3.16)

 

yang kemudian dinyatakan dalam bentuk, 

 

        (3.3.17)

 

yakni setelah digunakan ekspresi fungsi logaritmik natural dalam fungsi                     

arccos hyperbolic sesuai definisi . Dalam 

menciptakan formula kapasitansi empiris untuk kapasitor pelat sejajar yang berlaku 

untuk nilai  , selanjutnya Pers.(3.3.17) diperumum ke dalam bentuk (Rohedi 

dkk, 2017c),

 

 
           (3.3.18)

 

dimana kedua tetapan dan akan ditentukan melalui proses regresi. Jika proses 

regresi terhadap formula empiris umumnya dilakukan menggunakan data  hasil 

pengukuran, tetapi dalam kajian ini digunakan data hasil perhitungan nilai 

kapasitansi eksak dari formula Palmer. Proses linierisasi Pers.(3.3.18) dilakukan 

dengan mengenalkan masing-masing pasangan data absis dan ordinat 

sebagai berikut,        
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(3.3.19)

 

         (3.3.20)
 

yang selanjutnya dipaskan dengan model persamaan linier,   

            
(3.3.21)

 

Akurasi formula kapasitansi empiris dikomparasikan terhadap model kurva pangkat 

dari  formula kapasitansi Mejis-Fokkema berikut, 

 

                     (3.3.22) 

Komparasi berikut analisis pembahasannya akan diberikan dalam sub bab 4.3. 
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(Halaman ini sengaja dikosongkan) 
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BAB 4 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1. Desain Microstrip Lines Struktur CPW Menggunakan Formula Modulus 

Fungsi lntegral Eliptik Pendekatan Hilberg 

Pada sub bab ini dibahas pemakaian fungsi integral eliptik hasil perumusan 

skema iterasi baru pendekatan Hilberg pada pendesainan microstrip lines untuk 

aplikasi antena. Desain microstrip lines dilakukan untuk struktur CPW (Coplanar 

Waveguide) dengan parameter geometri berupa lebar strip konduktor, jarak strip 

konduktor ke bidang ground, dan tebal substrat dielektrik. Ketiga parameter 

geometri tersebut merupakan besaran utama dari impedansi karakteristik CPW 

yang terformulasi dalam bentuk fungsi integral eliptik. Pada kajian disertasi ini 

penentuan ketiga parameter geometri CPW dilakukan menggunakan formula 

modulus fungsi integral eliptik, yang langkah perumusannya telah dipublikasikan 

pada Jurnal Ilmiah bereputasi Internasional (Rohedi dkk,2017a).  

Desain CPW merujuk pada struktur geometri dalam Gambar 4.1 berikut, 

 

 

 

Gambar 4.1. Struktur Geometri CPW  

Formula impedansi karakteristik yang digunakan dalam pendesainan CPW tersebut 

mengacu pada hasil penerapan metode conformal mapping yang terangkum dalam 

Simons (2001). Pada desain CPW tersebut seluruh konduktor pada bagian strip dan 
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ground diasumsikan tidak memiliki ketebalan (t=0), demikian pula lebar kedua 

bidang ground diasumsikan takberhingga. Bahan dielektrik yang digunakan pada 

desain CPW dispesifikasi melalui nilai tetapan dielektriknya. Bahan dielektrik yang 

lazim digunakan dalam pembuatan CPW untuk aplikasi antena adalah bahan FR4 

dengan nilai tetapan dielektrik (εr= 4.2). Adapun formula eksak (closed form) 

impedansi karakteristik dan tetapan dielektrik efektif CPW  berturut-turut adalah, 
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(4.2)
 

Dalam hal ini hubungan kedua modulus fungsi integral eliptik k  dan 1k  terhadap 

ketiga parameter geometri CPW berturut-turut adalah, 
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(4.4) 

dimana k  dan 1k  didekati dengan formula modulus fungsi integral eliptik yang 

diturunkan menggunakan pendekatan Hilberg sebagaimana disebutkan 

sebelumnya. Perlu diketahui pula bahwa dengan menggunakan Pers.(4.1) hingga 

Pers.(4.4), perumusan impedansi karakteristik CPW dapat dilakukan secara 

eksplisit sebagai fungsi dari parameter gometrinya. Parameter geometri tersebut 

adalah lebar strip konduktor W , jarak strip konduktor ke bidang ground G , dan 
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tebal substrat h . Pada perhitungan ini, semua fungsi integral eliptik pada impedansi 

karakteristik dalam Pers.(4.1) dan tetapan dielektrik efektif dalam Pers.(4.2) 

didekati dengan pendekatan Hilberg, yakni Pers.(3.1.14) hingga  Pers. (3.1.16), 

Pers.(3.1.37), dan Pers.(3.1.39) untuk rentang modulus 
2

1
0  k , serta 

Pers.(3.1.17) hingga Pers.(3.1.19), Pers.(3.1.42), dan Pers.(3.1.44) untuk rentang 

modulus .1
2

1
 k  

Sebagaimana lazimnya fungsi sekaligus microstrip lines sebagai devais 

pencatu daya dan jalur transmisi sinyal informasi dari sumber ke antena,  impedansi 

karakteristik CPW dipersyaratkan matching dengan impedansi antena. Pada desain 

CPW ini, antena diasumsikan memiliki impedansi karakteristik 0Z tertentu sehingga 

CPW yang dihasilkan memenuhi kriteria matching impedansi tersebut. Pada kajian 

ini, ketiga parameter geometri CPW ditentukan dari hubungan kedua modulus 1k  

dan k  masing-masing fungsi integral eliptik penyusun formula impedansi 

karakteristiknya. Untuk maksud ini selanjutnya berturut-turut didefinisikan,  
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dan   
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sehingga dari Pers.(4.1) dan Pers.(4.2) dapat dibentuk persamaan kuadratik berikut, 
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yang memberikan nilai r  positif untuk setiap pasangan 
0

Z  dan 
1

r , yaitu,    
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Sebagaimana tampak pada Pers.(4.3) dan Pers.(4.4), ketaksesuaian ukuran 

persamaan (rank deficient) karena ketiga parameter CPW tercantum dalam kedua 

persamaan modulus diatasi dengan memperkenalkan dua parameter ternormalisasi 

hWa /  dan hGb / . Pada algoritma perhitungan kedua nilai parameter 

ternormalisasi untuk geometri CPW tersebut (selanjutnya disebut parameter 

geometri CPW),  nilai fungsi integral eliptik 1r  divariasi sebagai nilai masukan 

(input) sehingga memberikan nilai r  yang bervariasi pula. Nilai 1r  yang diinputkan 

tersebut juga akan memberikan nilai 1k , yang dalam hal ini tetap digunakan formula 

modulus sebagaimana pada Pers.(3.1.46) hingga Pers.(3.1.48) dan Pers.(3.1.57) 

dengan menggantikan 1rr   dan 1kk  . Sedangkan nilai r  akan menentukan 

nilai modulus komplemn 'k  sesuai Pers.(3.1.58) hingga Pers.(3.1.60) dan 

Pers.(3.1.61). Oleh karena semua formula modulus fungsi integral eliptik 1k  dan 

'k  dengan pendekatan Hilberg merupakan persamaan taklinier, maka penentuan 

kedua parameter geometri CPW dilakukan melalui penerapan metode numerik. 

Pada perhitungan ini digunakan metode Newton untuk penyelesaian persamaan 

taklinier serentak dengan dua perubah (Penny dan Lindfield,1994). Fungsi-fungsi 

penyelesaian dari kedua formula pendekatan modulus 1k dan k untuk 

penyelesaian kedua persamaan takliner serentak tersebut dinyatakan sebagai Nf ,1

dan Nf ,2 , yaitu,   
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(4.10) 

dengan subscript N melambangkan orde pendekatan Hilberg yang digunakan. 

Sementara itu pasangan ( Nrk ,1
, Nrk ,'1

) dan (
Nrk

,
, Nrk ,' ) adalah formula modulus 

dan modulus komplemen berturut-turut untuk setiap nilai 1r  dan r . Sebagai 
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contoh,untuk formula modulus fungsi integral eliptik yang diturunkan 

menggunakan pendekatan Hilberg orde tiga, maka kedua persamaan taklinier yang 

mengandung formula modulus dan modulus komplemen tersebut adalah dalam 

bentuk, 
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         (4.12) 

Pada kedua persamaan taklinier tersebut telah digunakan definisi r  dalam 

Pers.(4.8), dengan nilai   digantikan dengan 3  yang nilainya ditentukan dari 

fungsi integral eliptik pendekatan  Hilberg orde tiga sebagaimana tertera pada 

Pers.(3.1.62d). 

Pada kajian ini, perhitungan parameter ternomalisasi a  dan b  untuk 

geometri CPW dengan metode Newton dilakukan menggunakan perangkat Lunak 

Matlab. Semua hasil perhitungan ditampilkan dalam “format long” untuk 

mengetahui manakah diantara orde pendekatan Hilberg untuk formula modulus 

tersebut yang mampu menunjukkan akurasi presisi ganda yaitu benar hingga 
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minimal 15 angka penting. Sebagaimana dipahami walaupun jumlah angka penting 

sebagai indikator kesegsamaan hasil pengukuran dalam tataran praktis umumnya 

hanyalah beberapa angka di belakang koma saja, namun standart hasil perhitungan 

menggunakan metode numerik adalah sahih bilamana telah mencapai akurasi 

presisi ganda. Lebih lanjut, pada penerapan algoritma Newton, turunan parsial orde 

pertama yang diperlukan untuk perhitungan matrik jacobian didekati dengan 

metode central difference dengan lebar segmen 01.0ls .Adapun norm toleransi 

untuk penghentian iterasi yang memberikan akurasi presisi ganda adalah dipatok 

pada nilai 1510 . Pada perhitungan ini nilai 
0Z
 
dalam Pers.(4.8) sebagai impedansi 

karakteristik tujuan (goal) dilambangkan dengan gZ0 . Adapun N  adalah formula 

Pi dari masing-masing pendekatan Hilberg yang digunakan, yaitu yang tertera pada 

Per.(3.1.62). 

Konfirmasi terhadap validasi hasil perhitungan parameter geometri CPW, 

dilakukan dengan memasukkan kembali nilai a  dan b  kedalam formula eksak 

impedansi karakteristik ( 0Z ) dan tetapan dielektrik efektif ( eff ) dalam Pers.(4.1) 

dan Pers.(4.2). Pada Tabel 4.1 ditampilkan hasil perhitungan parameter geometri 

CPW menggunakan formula modulus pendekatan Hilberg orde nol dan orde tiga. 

Validasi akurasi dibedakan dari capaian jumlah angka penting impedansi 

karakteristik eksak 0Z
 
dalam mendekati nilai impedansi tujuan gZ0  

yang dituju. 

Pada validasi tersebut nilai eksak   dan nilai eksak fungsi integral eliptik 

dilakukanmenggunakan fasilitas “vpa”dan “ellipke.m” yang tersedia pada Matlab 

toolbox. Pada eksekusi perhitungan (running program) nilai tebakan awal untuk 

parameter geometri CPW yaitu 0a
 
dan 0b  ditentukan secara coba coba sedemikian 

memberikan nilai keluaran (output) perhitungan yang konvergen pada nilai yang 

tetap (fix). Hasil perhitungan parameter geometri CPW menggunakan bahan 

dielektrik  FR4 dengan nilai tetapan dielektrik 2.4r  ditampilkan dalam                     

Tabel 4.1. 
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   Tabel 4.1.Parameter Geometri CPW dengan Substrat FR4 ( 2.4
r
 ) untuk 11 r

dan 5/11 r  dengan  500gZ  Menggunakan Formula Modulus 

Pendekatan Hilberg Orde Nol dan Orde Tiga 

 

Tampak bahwa a dan b nilai parameter geometri CPW serta nilai tetapan dielektrik 

hasil perhitungan dengan formula modulus pendekatan Hilberg orde tiga lebih 

akurat dari hasil formula modulus pendekatan Hilberg orde nol. Hal ini diketahui 

dari hasil perhitungan impedansi karakteristik eksak 
0

Z nya yang paling mendekati 

nilai impedansi karakteristik tujuan gZ0 , dengan capaian angka penting (dijit 

benar) hingga 15 angka di belakang koma. Namun seperti tampak pada                          

Tabel 4.1, semua hasil perhitungan dari kedua nilai parameter geometri CPW 

tersebut ditampilkan hanya sampai 5 angka di belakang koma. Pada hasil 

perhitungan dalam Tabel 4.1 tersebut terdapat sifat penting,yakni pada 11 r  yang 

memberikan nilai parameter geometri CPW yang lebih kecil daripada hasil 

perhitungan pada 5/11 r . Berdasar fakta ini, pada Tabel 4.2, ditampilkan 

komparasi hasil perhitungan parameter geometri CPW menggunakan formula 

modulus pendekatan Hilberg orde tiga untuk nilai tetapan dielektrik 2.4r  dan

5r , pada 11 r  dengan nilai impedansi karakteristik tujuan  450gZ  dan

 500gZ . 

Besaran  5/11 r  11 r  

0N  3N  0N  3N  

a  239.78443 233.20498 2.54696 2.48938 

b  4.11954 4.11745 0.21438 0.21429 

eff  1.18380 1.18478 2.276461 2.28236 

0Z  49.77510 49.99999 49.80125 50.00000 
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        Tabel 4.2. Parameter Geometri CPW  untuk 11 r , dengan 2.4r  dan

5r  pada  450gZ  dan  500gZ
 
Menggunakan Formula 

Modulus Pendekatan Hilberg  Orde Tiga  

 

Sebagaimana tertera pada Tabel4.2, untuk nilai 11 r , kedua nilai tetapan dielektrik 

dan impedansi karakteristik tujuan yang semakin besar memberikan nilai parameter 

geometri a  dan b  yang semakin kecil. Didapatkan pula bahwa parameter geometri 

CPW hasil perhitungan pada  11 r  adalah yang paling kecil dibandingkan hasil 

perhitungan nilai 1r  yang lebih kecil dari 1. 

Pada desain CPW, untuk merekomendasi penggunaan bahan dielektrik 

adalah dipandang perlu untuk melakukan simulasi perhitungan nilai tetapan 

dielektriknya. Pada bagian ini perhitungan dilakukan dengan mengasumsikan 

bahwa untuk setiap impedansi karakteristik tujuan, nilai parameter geometri CPW 

dan impedansinya telah diketahui. Dengan asumsi tersebut, persoalan perhitungan 

nilai tetapan dielektrik bahan CPW tereduksi ke persoalan penyelesaian persamaan 

taklinier satu perubah. Dalam hal ini perhitungan dilakukan menggunakan formula 

impedansi karakteristik dalam Pers.(4.1) dengan memasukkan suku tetapan 

dielektrik efektif dari Pers.(4.2). Fungsi persamaan taklinier untuk perhitungan nilai 

tetapan dielektrik bahan CPW tersebut adalah dalam bentuk,   

 
 
 

 
 

 
 

,
'

'

'

2

1
1

30

1

1

0
kK

kK

kK

kK

kK

kK
Zf

r

gr










            (4.13) 

Besaran 

 450gZ   500gZ  

2.4r  5r  2.4r  5r  

a  4.89561 3.25207 2.48938 1.49755 

b  0.22049 0.21871 .214290 0.19111 

eff  2.10958 2.51414 2.28236 2.76399 

0Z  45.00000 45.00000 50.00000 50.00000 
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dengan definisi k  dan 1k  sebagaimana pada Pers.(4.3) dan Pers.(4.4). Demikian 

pula 
 
 'kK

kK

 

dan 
 
 '

1

1

kK

kK

 

dapat didekati dengan fungsi integral eliptik pendekatan 

Hilberg sebagaimana dijelaskan di atas. Pada hasil perhitungan tetapan dielektrik 

bahan CPW yang ditampilkan dalam Tabel 4.3, telah digunakan fungsi integral 

eliptik pendekatan Hilberg orde tiga. Adapun perhitungan penyelesaian persamaan 

taklinier satu perubah dalam Pers.(4.13) di atas dilakukan menggunakan fasilitas 

fzero.m yang tersedia dalam Matlab toolbox. Nilai tebakan awal tetapan dielektrik 

bahan CPW dilakukan dengan coba coba sedemikian sehingga memberikan nilai 

tetapan dielektrik keluaran yang konvergen pada satu nilai yang tetap (fix).  

Tabel 4.3. Nilai  Permitivitas Bahan Dielektrik CPW untuk Impedansi 

Tujuan  500gZ dan  750gZ  Menggunakan Formula 

Modulus Pendekatan Hilberg Orde Tiga  

 

Dari hasil perhitungan dalam Tabel 4.3 tersebut diperoleh bahwa untuk 

setiap impedansi karakteristik tujuan, nilai rasio lebar strip terhadap jarak strip ke 

bidang ground yang lebih besar memberikan nilai tetapan dielektrik yang lebih 

kecil. Hubungan berbalikan ini juga berlaku pada setiap nilai rasio lebar strip 

terhadap jarak strip ke bidang ground yang digunakan, dimana nilai tetapan 

dielektrik bahan CPW berbanding terbalik dengan nilai impedansi karakteristik 

tujuan.  

 

No 

ba   ba   

a  b   gZ0  
r  a  b   gZ0  

r  

1 1 2 50 38.742 2 1 50 15.325 

2 3 5 50 70.109 5 3 50 32.447 

3 1 2 75 16.003 2 1 75 5.714 

4 3 5 75 28.096 5 3 75 11.777 
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4.2.Analisis Konvergensi Deret Takhingga Integral Eliptik Lengkap Macam 

Pertama 

Perbaikan tingkat konvergensi deret takhingga integral eliptik lengkap 

macam pertama bentuk original  kK  dalam Pers.(3.2.2), bentuk baru  NkK dalam 

Pers. (3.2.12), dan deret takhingga hasil iterasi pertama  NkK1  
dalam (3.2.42) 

dapat dilacak dari jumlah angka penting untuk setiap suku tertinggi yang digunakan 

(Rohedi dkk,2017b). 

Tabel 4.4. Jumlah Angka Penting Capaian Deret Takhingga Integral Eliptik 

dengan Enam Suku Deret dari Bentuk Original, Bentuk Baru dan Hasil Iterasi 

Pertamanya.

 

Hasil perhitungan untuk tiga nilai modulus k  sebagaimana ditunjukkan 

dalam Tabel 4.4, mengkonfirmasikan bahwa capaian jumlah angka penting deret 

takhingga baru integral eliptik lengkap macam pertama hasil iterasi fungsi 

transformasi tersebut lebih banyak dari deret takhingga integral eliptik macam 

pertama originalnya. Jumlah capaian angka penting tersebut bersesuaian dengan 

akurasi hasil perhitungan integral eliptik macam pertama dalam pemakaiannya. 

Meskipun jumlah angka penting untuk semua nilai modulus k  sebagaimana 

pada Tabel 4.4 meningkat dengan bertambahnya jumlah suku deret yang digunakan 

dalam masing masing deret takhingga integral eliptik, namun seberapa besar 

peningkatan jumlah angka penting tidak dapat diprediksi. Namun, dari Tabel 4.5, 

oleh karena rasio jumlah angka penting masing-masing suku pertama  

 

 



99 
 

Tabel 4.5.Capaian Jumlah Angka Penting Deret Takhingga  Nm kK ,                         
dan  kKm ,  

untuk Suku Pertama ( 0 )
 

 

 Nm kK ,  antar hasil dua iterasi berurutan adalah sekitar 2. Hal ini berarti 

konvergensi deret takhingga hasil fungsi transformasi baru yang dikembangkan 

pada disertasi ini bersesuaian dengan tingkat konvergensi lipat dua (quadratic level 

of convergence). Demikian pula, walaupun penerapan skema iterasi terhadap
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'

1
1 dalam Pers.(3.2.39) untuk fungsi transformasi 

baru dan penerapan skema iterasi terhadap   
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'1

'

1
1

kj

k
K

k
kK mm  untuk 

integral eliptik original dalam Pers.(3.2.2), sama sama menghasilkan tingkat 

konvergensi lipat dua, namun faktanya jumlah capaian angka penting  Nm kK 0,  

selalu dua kali lebih banyak daripada capaian  kKm 0,  sebagaimana ditunjukkan 

dalam Tabel 4.5. 

4.3. Komparasi Hasil Perhitungan Kapasitansi Kapasitor Pelat Sejajar dari 

Formula Xiang dan Formula Empiris Baru 

Sebagaimana dipaparkan sebelumnya, bahwa semua formula pendekatan 

untuk kapasitansi kapasitor pelat sejajar adalah berbentuk eksplisit sebagai fungsi 

dari rasio lebar dan jarak pisah antar pelatnya, dan hanyalah formula eksak 

kapasitansi Palmer yang berbentuk implisit (Rohedi dkk,2017c). Perhitungan nilai 

kapasitansi persatuan panjang dari formula kapasitansi Palmer dalam Pers.(3.3.2) 
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hingga Pers.(3.3.6) dilakukan menggunakan perangkat lunak Matlab. Dalam hal 

ini, nilai numerik dari integral eliptik macam pertama dan macam kedua  dihitung 

dengan ellipke.m, sedangkan penyelesaian persamaan implisit dalam Pers.(3.3.3) 

untuk mendapatkan nilai modulus fungsi integral eliptik dilakukan dengan fzero.m. 

Hasil perhitungan nilai modulus dari fungsi integral eliptik kberikut nilai 

kapasitansi persatuan panjang kapasitor pelat sejajar untuk variasi nilai rasio lebar 

dan jarak pisah antar pelat ditampilkan dalam Tabel 4.6 berikut. 

              Tabel 4.6. Kapasitansi Persatuan Panjang Kapasitor Pelat                        

Sejajar dari Formula Palmer 

d

w

 

k
 

Palmer

C

  

0.50 0.3713 1.4899 

0.75 0.2294 1.8111 

1.00 0.1433 2.1158 

1.25 0.0905 2.4108 

1.50 0.0576 2.6994 

1.75 0.0369 2.9833
 

2.00 0.0238 3.2635 

2.25 0.0154 3.5408 

2.50 0.0100 3.8157 

2.75 0.0065 4.0887 

 

Adapun plot dari variasi nilai 
d

w

 
terhadap variasi nilai modulus fungsi integral 

eliptik k ditampilkan dalam Gambar 4.2.a¸  sedangkan plot dari variasi nilai 
d

w

terhadap variasi nilai 
Palmer

C


ditampilkan dalam Gambar 4.2.b (Rohedi 

dkk,2017c).
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4.2.a 

 

4.2.b 

Gambar 4.2.  a. Plot Nilai 
d

w
Terhadap k ,   b. Plot Nilai 

d

w
Terhadap 

Palmer

C
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Sementara itu komparasi hasil perhitungan formula kapasitansi pendekatan Xiang 

dalam Pers.(3.3.10) dan formula Love dalam Pers.(3.3.11) terhadap kapasitansi 

eksak Palmer ditampilkan dalam  Tabel 4.7 berikut, 

Tabel 4.7. Komparasi Kapasitansi Formula Pendekatan Xiang dan                  

Formula Love terhadap Formula Kapasitansi Eksak Palmer   

 

 

 

 

 

 

 

Tampak bahwa untuk seluruh nilai rasio 
d

w
, nilai kapasitansi persatuan panjang 

kapasitor pelat sejajar hasil perhitungan formula Love lebih dekat terhadap 

kapasitansi eksak Palmer,sehingga lebih akurat daripada formula Xiang. 

Diverifikasikan pula bahwa konstribusi pengaruh fringing-field dari formula Xiang 

selalu mendekati tetap di kisaran .4413.04ln
1




 

Pada kajian disertasi ini, kedua tetapan empiris a  dan b dalam rumus 

empiris kapasitansi kapasitor pelat sejajar juga dilakukan menggunakan perangkat 

lunak Matlab. Dalam hal ini digunakan polyfit.m dengan memberi nilai 1 untuk orde 

regresi sebagai pertanda digunakannya proses regresi linier. Pasangan data rasio 

lebar dan jarak antar pelat dalam rentang 5.31 
d

w

 
berikut nilai kapasitansi 

persatuan panjangnya 
Palmer

C


 adalah sebagaimana pada Tabel4.6, yang kemudian 

disubstitusikan ke dalam Pers.(3.3.19) dan (3.3.20). Proses regresi linier dengan 

polyfit.m tersebut memberikan nilai pengepas kurva 6322.4a  dan 3048.0b . 

d

w

 Love

C

  Xiang

C

  Palmer

C


 

1.00 1.9033 1.4413 2.1158 

2.00 3.1239 2.4413 3.2634 

3.00 4.2530 3.4413 4.3599 

4.50 5.8820 4.9413 5.9630 

5.00 6.4156 5.4413 6.4906 
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Dengan demikian formula empiris baru untuk kapasitansi kapasitor pelat sejajar 

tersebut berbentuk, 

.6322.4cosh
24ln

3048.0

1









 

d

w

d

wC

BaruEmpiris


       (4.14)
 

Pengepasan kurva dari proses regresi tersebut diberikan dalam Gambar 4.3 (Rohedi 

dkk,2017c). 

 

4.3.a 

 

4.3.b 

Gambar 4.3. a. Regresi dalam Ranah Linierisasi,                                                                    

b. Hasil Perhitungan Kapasitansi dengan Formula Empiris Baru 
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Sementara itu komparasi hasil perhitungan kapasitansi kapasitor pelat sejajar 

dengan formula empiris baru terhadap hasil formula empiris Mejis-Fokkema dan 

kapasitansi eksak Palmer ditampilkan dalam Tabel4.8. 

Tabel 4.8. Komparasi Kapasitansi Formula Empiris Baru                                 

terhadap Formula Mejis-Fokkema dan Formula Eksak Palmer 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Tampak bahwa untuk seluruh variasi nilai rasio lebar dan jarak antar pelat kapasitor 

sejajar 
d

w
, hasil perhitungan formula kapasitansi empiris baru pada kajian disertasi 

ini (the present work) lebih mendekati hasil perhitungan formula eksak Palmer, 

sehingga lebih akurat daripada kapasitansi formula empiris Mejis-Fokkema. 

d

w

 FokkemaMejis

C

  Workesent

C

Pr  Palmer

C


 

0.50 1.3913 1.4165 1.4899
 

0.75 1.7364 1.7816 1.8111 

1.00 2.0600 2.1056 2.1157 

1.50 2.6731 2.7031 2.6994 

2.00 3.2606 3.2689 3.2634 

2.50 3.8329 3.8186 3,8157 

3.00 4.3950 4.3585 4.3599 

3.50 4.9498 4.8198 4.8984 

4.00 5.4991 5.4203 5.4324 

4.50 6.0439 5.9453 5.9630 

5.00 6.5851 6.4675 6.4906 

5.50 7.1233 6.9875 7.0161 

6.00 7.6590 7.5056 7.5395 

7.00 8.7242 8.5376 8.5816 

10.00 11.8850 11.6109 11.6937 
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Bahkan lebih akurat pula dari kapasitansi formula pendekatan Xiang and Love. 

Berdasar fakta hasil perhitugan kapasitansi tersebut, disimpulkan bahwakapasitansi 

formula empiris baru ini lebih akurat daripada semua formula pendekatan 

kapasitansi yang ada.Namun, tetap diperlukan upaya untuk mengembangkan 

pendekatan baru lainnya yang juga memberikan kapasitansi akurat untuk rentang 

rasio 
d

w
di luar yang digunakan dalam proses regresi. Terdapat fakta menarik 

bahwa penerapan linierisasi yang sesuai terhadap formula empiris kapasitansi 

kapasitor pelat sejajar, maka proses regresi linier dapat melaksanakan tugasnya 

dalam menentukan nilai konstanta empiris a dan b melalui parameter pengepas.    

4.4. Pembahasan     

Pada sub bab pembahasan ini akan dipaparkan sejauh mana kegiatan kajian 

yang telah dilakukan dapat menjawab hal-hal yang telah digariskan dalam tujuan 

penelitian. Capaian tersebut dituangkan dalam sub bab berikut.  

4.4.1.Capaian Penerapan Fungsi Identitas Transformasi Joukowski pada 

Rekonstruksi Fungsi Integral Eliptik Pendekatan Hilberg Orde Satu 

 Sebagaimana telah dipaparkan dalam sub bab 2.10, fungsi identitas 

transformasi Joukoswki yang mentranformasi fungsi Joukowski ke dalam fungsi 

eksponensial ranah baru sebagaimana pada Pers.(2.70) telah berhasil 

merekonstruksi perumusan fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg. Langkah 

perumusannya diawali dari perumusan untuk pendekatan Hilberg orde satu pada 

Pers.(2.71), hingga terbentuk pendekatan fungsi integral eliptik bermodulus baru 

(diistilahkan dengan modular baru) sebagaimana tertera pada Pers.(2.72). 

Hubungan modular asli dan baru tersebut ditunjukkan dalam Pers.(2.75). Dari 

pengungkapan identitas fungsi logaritmik dalam Pers.(2.83) diperoleh identitas 

Joukoswki pada Pers.(2.87). Identitas Joukowski ini selanjutnya digunakan untuk 

membangun skema iterasi argumen logaritmik untuk merumuskan fungsi integral 

eliptik pendekatan Hilberg orde tinggi sebagaimana dipaparkan dalam sub bab 

3.1.2. Keberhasilan skema iterasi baru dalam mempersingkat langkah iterasi 

perumusan fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg tersebut telah terpublikasi 

pada Jurnal Ilmiah bereputasi Internasional (Rohedi dkk, 2017a). 
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4.4.2. Capaian Penciptaan Skema Iterasi Baru Perumusan Deret Takhingga 

Integral Eliptik Lengkap Macam Pertama untuk Perhitungan Fungsi 

Integral Eliptik pada Formula Impedansi Karakteristik Hasil 

Perumusan Conformal Mapping. 

Penciptaan deret takhingga baru untuk integral eliptik macam lengkap 

pertama sebagaimana dipaparkan dalam sub bab 3.2, telah melahirkan demikian 

banyak fungsi transformasi baru berikut deret takhingganya sesuai urutan 

iterasinya. Sebagaimana diketahui, deret takhingga integral eliptik lengkap macam 

pertama merupakan penyusun dari fungsi integral eliptik 
 
 'kK

kK

 

yang lazim 

digunakan dalam perhitungan impedansi karakteristik microstrip lines. Fungsi 

integral eliptik yang dibentuk dari deret takhingga integral eliptik macam pertama 

bentuk asli dalam Pers.(3.2.3) adalah dalam bentuk      
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(4.15)

 

Namun, oleh karena konvergensi deret takhingga integral eliptik lengkap macam 

pertama bentuk asli tersebut sangat lambat sebagaimana dikonfirmasi dalam                  

Tabel 3.6, Tabel 4.4, dan Tabel 4.5, maka fungsi integral eliptik direkomendasikan 

untuk menggunakan deret takhingga fungsi transformasi yang diperoleh 

menggunakan skema iterasi baru yang konvergensinya jauh lebih cepat (Rohedi 

dkk, 2017b). Sebagai contoh bila digunakan deret takhingga fungsi transformasi 

iterasi keempat dalam Pers.(3.2.61), maka fungsi integral eliptik yang dimaksudkan 

adalah dalam bentuk,    
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Penggunaan deret takhingga fungsi transformasi integral eliptik lengkap macam 

pertama hasil iterasi orde yang semakin tinggi akan memberikan nilai fungsi 

integral eliptik yang semakin akurat. 

 

4.4.3. Capaian Penerapan Skema Iterasi Baru untuk Perumusan Pendekatan 

Modulus Fungsi Integral Eliptik 

Penggunaan skema iterasi baru perumusan fungsi integral eliptik 

pendekatan Hilberg sebagaimana telah dipaparkan dalam sub bab 3.1.1 dan sub bab 

3.1.2 telah memfasilitasi perumusan formula pendekatan modulus fungsi integral 

eliptik.Walaupun perumusan nilai eksak modulus fungsi integral eliptik sudah 

dipublikasikan sebelumnya oleh Borwein dan Borwein (1984) serta oleh Muzaffar 

dan Williams (2006), namun upaya menerapkan formula pendekatan modulus 

fungsi integral eliptik pada penentuan parameter geometri CPW baru pertama kali 

dilakukan dalam kajian disertasi ini (Rohedi dkk, 2017a). Untuk contoh, formula 

pendekatan modulus  hasil skema baru pendekatan Hilberg orde tiga untuk rentang 

modulus 
2

1
0  k

 

yang tertera dalam Pers.(3.1.61), dan untuk rentang modulus 

1
2

1
 k

 

pada Pers.(3.1.57)  sebagaimana dikonfirmasi dalam Tabel 3.3 

memberikan akurasi hingga presisi lipat empat (quartic precision), atau benar 

hingga 32 angka di belakang koma. Capaian akurasi yang demikian tinggi tersebut 

amat bermanfaat dalam penentuan parameter geometri microstrip lines 

sebagaimana akan dipaparkan dalam sub bab berikut.     

4.4.4 Capaian Penerapan Formula Modulus Integral Eliptik Hasil Skema 

Baru Pendekatan Hilberg pada Pendesainan Microstrip Lines Struktur 

CPW 

 

Indikasi keberhasilan formula modulus fungsi integral eliptik hasil 

perumusan skema baru pendekatan Hilberg pada perancangan microstrip lines 

struktur CPW tampak dari capaian nilai impedansi karakteristiknya yang sesuai 

dengan impedansi karakteristik tujuan. Data dalam Tabel 4.1 dan Tabel 4.2 

menunjukkan bahwa hasil perhitungan impedansi karakteristik CPW menggunakan 

formula modulus integral eliptik pendekatan Hilberg orde tiga untuk semua nilai 

tetapan dielektrik dan parameter geometrinya telah sesuai dengan nilai impedansi 
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karakteristik tujuan yang dikehendaki. Hal ini sebagai dasar atas rekomendasi 

pemakaian formula modulus integral eliptik pendekatan Hilberg orde tiga tersebut 

untuk pendesainan microstrip lines struktur lainnya (Rohedi dkk, 2017a). Adapun 

data perhitungan nilai tetapan dielektrik Tabel 4.3 dapat digunakan sebagai dasar 

pensintesaan bahan dielektrik baru sebagai bahan alternatif pembuatan microstrip 

lines selain bahan FR4 yang lazim digunakan selama ini.   

 

4.4.5 Capaian dalam Mengkomparasi Perhitungan Kapasitansi Kapasitor 

Pelat Sejajar   

Terhadap hasil perhitungan dalam Tabel 4.7 bahwa akurasi formula 

kapasitansi kapasitor pelat sejajar pendekatan Xiang (2006) dalam Pers.(3.3.10) 

sangat tidak akurat terhadap nilai kapasitansi eksak versi Palmer (1937) 

membutuhkan gagasan baru dalam mendefinisikan modular baru. Hal ini berarti 

pendefinisian modular baru “x” dari fungsi integral eliptik dalam Pers.(2.72) tidak 

serta merta berbanding lurus dengan rasio lebar pelat terhadap jarak antar pelat 

kapasitor pelat sejajar. Di pihak lain hasil perhitungan formula empiris baru dalam 

Pers.(3.3.8) yang dituliskan kembali dalam Pers.(4.14) untuk kapasitansi persatuan 

panjang kapasitor pelat sejajar yang menunjukkan akurasi yang lebih tinggi 

dibandingkan formula kapasitansi pendekatan lainnya. Terhadap Pers.(4.14) 

selanjutnya didekati dalam bentuk, 

.4cosh
24ln

3/1

1









 

d

w

d

wC

BaruEmpiris


             (4.17) 

maka diperlukan dua hal penting berikut. Pertama perlu dikembangkan pendekatan 

conformal mapping untuk mendapatkan formula kapasitansi kapasitor pelat sejajar 

tersebut. Kedua, Jika dua suku terakhir dalam Pers.(4.17) tersebut ditulis secara 

kesatuan dalam bentuk,     
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   (4.18) 

dan mengingat suku kedua dalam Pers.(4.18) yang merupakan suku fringing field 

kapasitansi kapasitor pelat sejajar, yang dalam hal ini bersesuaian dengan bentuk 



109 
 

fungsi integral eliptik  pendekatan Hilberg orde nol, maka dapat diajukan hipotesa 

bahwa suku fringing field kapasitansi kapasitor pelat sejajar mengikuti bentuk 

fungsi integral eliptik (Rohedi dkk, 2017c).   
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              (4.19) 

dengan  
f

k
 
adalah nilai modulus fungsi integral eliptik untuk suku fringing fileld. 

Untuk formula empiris baru dalam Pers.(4.17) dan Pers.(4.18) di atas, nilai modulus 

integral eliptiknya terdefinisi dalam bentuk, 
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(4.20) 

Pada perumusan kapasitansi kapasitor pelat sejajar hasil formula empiris 

versi Mejis-Fokkema sebagaimana tertera pada Pers.(3.3.2), oleh karena nilai 

tetapan empiris 1.06 mendekati suku nilai 
8

e
 yang hadir pada penjabaran formula 

kapasitansi pendekatan Love dalam Pers.(3.3.16), maka formula empiris Mejis-

Fokkema dapat didekati ke dalam bentuk (Rohedi dkk, 2017c), 

4/1

8
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d
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            (4.21) 

dengan e  adalah bilangan euler,   adalah permitivitas bahan pengisi diantara 

kedua pelat, w  adalah lebar pelat dan d  adalah jarak antar pelat kapasitor pelat 

sejajar. 
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(Halaman ini sengaja dikosongkan) 
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BAB 5                                                                                                                      

KESIMPULAN DAN SARAN 

5.1. Kesimpulan 

Dari pembahasan yang telah dilakukan terhadap hasil kajian disertasi ini 

disimpulkan sebagai berikut: 

Fungsi identitas transformasi Joukowski dapat merekonstruksi fungsi 

integral eliptik pendekatan Hilberg orde satu yang selanjutnya menjadi basis 

perumusan fungsi integral eliptik orde pendekatan yang lebih tinggi (Rohedi dkk, 

2017a). Sedangkan identitas Joukowski melahirkan skema iterasi baru pendekatan 

Hilberg yang dapat mengurangi langkah iterasi perumusan argumen logaritmik 

fungsi integral eliptik. Dengan skema baru tersebut argumen logaritmik pendekatan 

orde tinggi dapat dirumuskan secara ekspilist atas argumen logaritmik dari orde 

pendekatan yang lebih rendah. Tingkat konvergensi lipat dua yang dicapai fungsi 

integral eliptik hasil skema iterasi baru pendekatan Hilberg tersebut bersesuaian 

dengan tingkat konvergensi deret takhingga baru integral eliptik lengkap macam 

pertama yang dikembangkan dalam kajian disertasi ini (Rohedi dkk, 2017b). Skema 

iterasi baru pendekatan Hilberg tersebut juga menghadirkan formula pendekatan 

modulus fungsi integral eliptik. Implementasi formula modulus pendekatan orde 

tiga pada pendesainan devais CPW (Coplanar Waveguide) menghasilkan nilai 

parameter geometri yang memenuhi kriteria matching impedance untuk aplikasi 

pencatu daya (feed line ) antena. Dari pendesaian devais CPW yang telah dilakukan, 

adalah memungkinkan untuk membuat devais CPW dalam ukuran yang lebih kecil 

dari yang telah dicapai selama ini. Implementasi fungsi integral eliptik modular 

baru yang dikembangkan dalam kajian disertasi ini memberikan konfirmasi bahwa 

hasil perhitungan nilai kapasitansi kapasitor  pelat sejajar dengan formula Xiang 

(2006) yang mendefinisikan modular baru tersebut berbanding lurus terhadap rasio 

lebar dan jarak antar pelat adalah tidak akurat terhadap nilai kapasitansi eksak versi 

Palmer (1937). Sebaliknya kesesuaian model kapasitansi empiris baru terhadap 

kapasitansi eksak Palmer (bahkan juga lebih akurat dari formula pendekatan 

kapasitansi yang ada) menghasilkan hipotesa baru bahwa suku fringing field 
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kapasitor pelat sejajar dapat diformulasikan dalam fungsi integral eliptik (Rohedi 

dkk, 2017c).                    

5.2. Saran 

 Beberapa hal yang disarankan untuk dikaji lebih lanjut diantaranya adalah  

- menerapkan fungsi integral eliptik hasil deret takhingga fungsi transformasi 

integral eliptik lengkap macam pertama sebagaimana contohnya dalam 

Pers.(4.16) pada pendesainan microstrip lines secara umum. 

-   menghadirkan formula modulus fungsi integral eliptik pendekatan Hilberg di atas 

orde tiga guna menigkatkan tingkat akurasi hasil desain microstrip lines. 

- mengembangkan perumusan suku kapasitansi fringing field struktur microstrip 

lines dalam fungsi integral eliptik.    
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