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ABSTRAK

Ruang /, merupakan ruang barisan dengan elemen-clemen yang deretnya konvergen

solut, vaitu bx=(x): lel=Ylx, | <o} Ruang /| dengan dilengkapi norm

=%|x, |, maka [, merupakan ruang bermorma-/ yang lengkap atau ruang Frechet.

lanjutnya. ruang /, merupakan ruang-/K dan bersifat-4K dan memenuhi [x" | < || x 1

uk setiap x €/, dan N’ €N, maka dapat dircpresentasikan fungsional aditif orthogonal

kontinu pada /|, yaitu jika dan hanya jika terdapat fungsi g(.,.) : Nx R -+ R dengan
(,0) = 0 dan g, ) kontinu untuk setiap £ € NV, sehingga :

Fix) i,u-:.{'..rg_ )

kn|

untuk setiap xe /.

ta kunci : Ruang /,, Ruang-/“X, Sifat AK dan Fungsional Aditif Orthogonal Kontinu
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BAB I

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Secara umum, barisan adalah fungsi pada himpunan bilangan asli N, Jika range
dant fungsi terscbut berada di dalam bilangan real R, maka barisannya adalah barisan
bilangan real. Selain barisan dikenal juga istilah deret. Satu diantaranya adalah deret

konvergen absolut,

Suatu deret ::.. v, dan banisan bilangan real dikatakan konvergen absolut jika
deret E lx, | konvergen. Ruang dan semua barisan vang deretnya konvergen absolut
nifah yang kemudian dinotasikan dengan [, atau /, merupakan ruang dari semua

barisan x = ( x; ) sehingga |x| =¥ |x, | konvergen. Telah dikaji di dalam analisis

i
fungsional ( Erwin Kreyszig, 1978 ) bahwa /, adalah ruang Banach vaitu ruang
bernorma-# vang lengkap

Selanjutnya Chew dan Lee telah merepresentasikan fungsional aditif orthogonal
dan kontinu pada ruang barisan yaitu ruang barisan bernorma-# vang lengkap. Karena

setiap ruang Banach adalah ruang Frechet yaitu ruang bemorma-F vang lengkap, maka
l, adalah ruang Frechet. Berdasarkan hal tersebut. Tugas Akhir ini akan mengkaji

tungsional aditif orthogonal dan kontinu pada /, .




1.2 Perumusan Masalah

Masalah yang akan diselesaikan dalam Tugas Akhir ini adalah menentukan
syarat perlu dan cukup fungsional aditif orthogonal dan kontinu pada /, .
1.3 Batasan Masalah

Untuk membahas masalah di atas, dalam Tugas Akhir i dibatasi hal-hal

benkut

a. Bansan yang dikaji adalah barisan bilangan real

b. Fungsional pada ruang bernorma-/- khususnya pada /, dan fieldnya adalah R

1.4 Tujuan

Tujuan dari penulisan Tugas Akhir ini adalah mengkaji fungsional adinf

orthogonal dan kontinu pada /,

1.5 Metodologi
Metodologr dar penulisan Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut
a. Memahami dan menganalisa permasalahan vang ada
b. Memberikan penjelasan tentang hal-hal yang berkaitan dengan topik permasalahan

seperti ruang barisan /, , ruang Frechet dan fungsional aditif orthogonal dan kontinu
pada ruang barisan

¢. Mengemukakan teorema penunjang dalam pengkajian fungsional aditif orthogonal
dan kontinu pada /,

d. Memberikan kesimpulan yang singkat dan jelas

s ]
F
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BAB I1

TEORI PENUNJANG

Pada BAB II i akan diuraikan beberapa pengertian dan tecrema mengenai
barisan dan deret. ruang Banach dan ruang Frechet, serta fungsi dan fungsional. Uraian

i akan digunakan sebagai dasar untuk pembahasan bab-bab selanjutnya

2.1 Barisan dan Deret
Pada sub bab ini akan diuraikan tentang barisan bilangan real dan deret,

khususnya deret konvergen absolut. Selanjutnya akan didefinisikan Juga ruang barisan,

Definisi 2.1.1( Barisan Bilangan Real, R.G. Bartle dan D.R. Sherbert, hal. 67 )
Barisan bilangan real ( barisan di R ) adalah fungsi pada himpunan bilangan asli N

yang rangenya termuat di himpunan bilangan real R.

Contoh 2.1.2

() =(2k . keN)=(2.4.6....)

Definisi 2.1.3(Operasi Barisan, R.G, Bartle dan D.R. Sherbert, hal. 69)
Jika X' = (x;) dan Y = () adalah barisan bilangan real maka
Y=+ :keN)

b.likiceRmakacY=(xi: k eN)




Contoh 2.1.4

Jika (x;) dan (y) masing-masing adalah barisan bilanean real dengan

- . 1 1 |
= (1. 2.3, k. )dan = (=, =, = oo —...0)
1 2 3 k
maka
| X +
':.K‘;i‘"_'li:l. i Xk T 'I'*_|'-r' j .-\ -';' n i | .
2 3 k
dan untuk ¢c= 3
3= (3n)=(3.6.9. 3k |

Definisi 2.1.5 (Konvergensi deret Tak Hingga, R.G. Bartle dan D.R. Sherbert,

hal. 318 )

Deret tak hingga }d.r* disebut konvergen jika barisan ( S, ) dari jumlahan parsial

4

n =X * X3 X E x, Kkonvergen ke bilangan real § dengan S E i

Dengan Kata lain limS, =8 atau Im S , =8

Mgy )

Contoh 2.1.6

Deret S | :‘ : i
Deret qEsh 13 o9 32 konvergen ke 1, sebab
K % - ] N ri ! =1 . [_
e Alk+1) =1Lk k+] n-+|

dan lim S, =1




leorema 2.1.7

(i) Jika Y x dan l masing-masing adalah deret-deret konvergen.maka

-
.
Rl A

EI X, — V) E\

(i) Jika §x
a——

drm]

y adalah deret konvergen dan ¢ adalah bilangan real, maka

}: cx, adalah deret konvergen dan

(3

EL'.ILL [ \.h"':

A Tk

Sebelum menguraikan tentang deret konvergen absolut, maka akan diuraikan

terlebih dahulu tentang nilai absolut dan sifat-sifatnya

Definisi 2.1.8 ( Nilai Absolut, R.G;. Bartle dan D.R. Sherbert. aal. 38 )

Jika @ € R, maka mlai absolut dan o, didefinisikan sebaga

I

a, jika az=0
J

d|=:

a, jika a<0

L]




leorema 2.1.9

a. |a|=0 nkadan hanya jika a = 0, untuk setiap v € R

b. |-a ¢ |, untuk sehap o € R

c. |ab a| A, untuk setiapab € R
Teorema 2.1.10
c|¢f 1A

Untuk setiap « dan b di dalam R, maka |a+ 5| <

Selanjutnya akan diuraikan tentang deret konvergen absolut .

Definisi 2.1.11 ( Deret Konvergen Absolut, R.G. Bartle dan D.R. Sherbert,

hal. 318 )

Diberikan deret 1_ v, . Jika deret Y |x, konvergen maka deret _E v, dikatakan
iul k=]

=]
konvergen absolut

Contoh 2.1.12

e = 1.1 ]
Deret } ———=~_+—. —+_  adalah deret konvergen absolut sebab
x| el R0 OO
el ot 7 *+... adalah deret konvergen
=N F Fa

Teorema 2.1.13

konvergen di dalam R maka Er juga konvergen di dalam R,

b=l

Jika deret :_ X
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ni akan menjelaskan tentang ruang bansan.  Selanjutnya

Defimisi di bawah

diberikan suatu contoh dan ruang barisan
Definisi 2.1.14
Jika setiap anggota dan .\ adalah barisan, maka X adalah ruang barisan

Contoh 2.1.15
v adalah ruang barisan dan semua barisan bilangan

v barisan bilangan real)

¥ |
real

.2 Ruang Banach dan ruang Frechet
Pada sub bab ini akan dibahas beberapa pengertian dan teorema mengenai ruang

linear ( ruang vektor ), ruang bermorma-A dan ruang bernorma-F, serta ruang Frechet

dan ruang Banach

Definisi 2.2.1 ( Ruang Linear, Erwin Kreyszig, hal, 50 )
Ruang linear ( ruang vektor ) atas field F (R atau C) adalah himpunan tak kosong .X
vang mempunyai dua operasi aljabar,

dan elemen-elemen yang disebut vektor

vaitu
Uperasi penjumlahan vektor vang memenuhi

v+ ye X untuk setiap x, »
{ sifat komutatif )

1) ]
(n) x+y=y+x untuk setiapx, y € X
(m)x+(y+z)=(x+y)+z untuk setiapx,y. = e X ( sifat asosiatif )
,. i ————— e
l‘\_\’ MiLIK PERRBLUSTARAAN |
E\ INSTITUT TEXKNOLOGH |
SEPULUH = NOPEMBER ’
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(tv ) terdapat @ = X' sehingga & ~x=x+ @ = x untuk setiap x & .\
{ & adalah vektor nol )

( v) untuk setiap x € X" terdapat ( - x ) € .\, sehingga
x+(-x)=(-x)+x= @ ( & adalah vektornol }

Uperasi perkalian vektor dengan skalar vang memenuhi

(1) ax e, untuk setiap ¢ € Fdanx .

() Ca+ flx=( ax)+( fx) untk setiap & F < Fdanx e X

tma( x+y)=( ax)+( ay) untuk setiap ¢ € Fdan x.y e X

(vl af)x= a{ fx), untuk setlap @, § e Fdanx e ¥

(v) lx=x]=x untuk setiap x €.\’

Contoh 2.2.2 :

Ruang Euclid R" yang memuat himpunan terurut dari bilangan real x = ( x;, x5 ... x)
merupakan ruang linear terhadap operasi penjumlahan vektor dan operasi perkalian
vektor dengan skalar

Definisi 2.2.3 ( Ruang Bernorma-B, Erwin Krevszig, hal. 59)

Diberikan ruang linear .\ atas field F{ R atau C)

Norm A" =» R disebut norma-# pada X jika untuk setiap xy € Xdana e F
memenuhi

(1) [lx]|l 20

(i) ix=0 < x=¢ (# adalah vektor nol )




(1) ool = ||| x|

Ruang linear X" vang dilengkapi dengan normn tersebut disebut ruang bemorma-#

Definisi 2.2.4 (Ruang Bernorma-F, 1. J, Maddox, hal. 85 )

Dhberikan ruang limear X atas field F( R atau C )
Normn ¥ — R disebut norma-/ pada .\ jika untuk setiap x,v € X dan untuk

suatu @ € K memenulh

(1) x| =20

(ii) [x=0 & x=¢ (¢ adalah vektor nol )
(i) f|-x|: ||-1'|'

(ifi ). [ x+y] < x|+ y

(1v ). Jika ( @, ) barisan bilangan real sehingga ¢, —a untuk » = = dan [1. )
barisan di dalam X sehingga |[x -x|—> 0 untuk » — = berakibat
ax —ax|—0unmk n—
Ruang linear .Y yang dilengkapi dengan norm tersebut disebut ruang bernorma-/
Definisi 2.2.5 ( Barisan Terbatas, W.A. Light, hal. 16)

Bansan (x,) di ruang linear bernorma X dikatakan terbatas jika terdapat bilangan real

M >0 sehingga |x, ' M untuk setiapn € N

9




Definisi 2.2.6 ( Barisan Konvergen, Erwin Krevzsig, hal. 67 )

Bansan ( x, ) di dalam ruang bernorma .\’ disebut konvergen jika X" memuat x dan
untuk setiap £> 0 terdapat K(& ) € N sehingga | x. — x| < £ untuk setiap n 2 K{ g ).
atau | x, =x|—» O untuk n — =

Definisi 2.2.7( Barisan Cauchy, Erwin Kreyzsig, hal. 67 )
Bansan ( x, ) di dalam ruang bemmorma X disebut barisan Cauchy jika untuk setiap
&> 0 terdapat H(s) € Nsehingga | x_~x_| < & untuk setiap mm = H(z )

Definisi 2.2.8( Ruang yang Lengkap, Erwin Kreyzsig, hal. 28 )

Ruang bernorma X" dikatakan lengkap jika setiap barisan Cauchynya konvergen

Definisi 2.2.9 ( Ruang Banach, Erwin Kreyszig, hal. 59)

Ruang Banach adalah ruang bernorma-5 yang lengkap

Definisi 2.2.10 ( Ruang Frechet, 1.J. Maddox, hal. 86 )

Ruang Frechet adalah ruang bernorma-# vang lengkap

Teorema 2.2.11 :

Tika( X, ) adalah ruang Banach maka ( X, |.| ) adalah ruang Frechet

10




2.3 Fungsi dan Fungsional

Pada sub bab ini akan diuraikan rentang fungsi, pemetaan kontinu. operator dan

tungsional

Definisi 2.3.1 ( Fungsi, R.G. Bartle dan D.R. Sherbert. hal. 10)
Diberikan A dan B adalah dua himpunan tak kosong Fungs: dan 4 ke B adalah
himpunan f dari pasangan terurut di 4x8 sehingga untuk setiap x € A terdapal
dengan tunggal v € A sehingga (x,y)e f

Contoh 2.3.2

(1) {(1,2),(2, 2)} adalah fungsi

1) 401, 2), (1. 3)} bukan fungsi

Definisi 2.3.3 ( Pemetaan Kontinu, W.A, Light, hal. 16)

Diberikan ruang bemorma ( .X,[|) dan ( ¥,}]). Pemetaan 7: ¥ — ¥ dikatakan

kontinu di x, € \" jika untuk setiap &> 0 terdapat &> 0 sehmgga untuk | x-x, < &

berakibat | f(x)= f(x,)!< & lJika pemetaan f kontinu pada semua titik di dalam

A, maka f dikatakan kontinu pada X
Contoh 2.3.4

fix) = 2x, vntuk setiapx € R

Maka f kontinu pada R

Teorema 2.3.5

Diberikan ruang bemmorma ( X, |1 ) dan( ¥ 1] )

Pemetaan /: X' — } kontinudix, € ¥ jika dan hanya jika untuk sebarang barisan

(xy) di dalam X, sehingga x, — x, berakibat f{x,) = f(x,)




Definisi 2.3.5 ( Operator, Erwin Kreyszig, hal. 82)
Pemetaan 7 : X' — ¥ disebut operator jika X dan V' keduanya adalah ruang linear
atau ruang bermorma atas field yang sama

Contoh 2.3.6

Dibenkan .\ ruang linear dari semua polinomial pada [a.b]. Didefinisikan 7: X — X

Ix(t)=x(r)  untuk setiap x €.Y,

adalah operator

Definisi 2.3.7 ( Fungsional, Erwin Krevszig, hal. 103 )
Pemetaan /' X' — R disebut fungsional jika X adalah ruang linear atau ruang
bemorma

Contoh 2.3.8

Norm || ©.X" —» R pada ruang bemorma ( .X,|| ) adalah fungsional

o il \
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BAB III

RUANG BARISAN /,

Pada BAB 111 ini akan divraikan tentang ruang /, = { x=(x; ) :lx[=% x, | <o
- (1)) |
Salah satu anggota /, adalah bansan ( x, ) = | 5% | Selanjutnya akan diuraikan
|\ -— -_ll

tentang norma-/ dan kelengkapan pada /. Kemudian akan dibahas pula ruang-FK dan
sifat AK dari [, yang terkait dengan norma-f' dan kelengkapan dari /,.
3.1 Ruang Bernorma-F pada /|

Pada sub bab ini akan ditunjukkan bahwa / adalah ruang bernorma-/-
Sebelumnya akan diberikan beberapa teorema vang akan digunakan untuk
membuktikan bahwa /, adalah mang bernorma-F

leorema 3.1.1

Ruang /| merupakan ruang linear atas field R

Lad




Bukti :

Diberikan ruang /. Setiap anggota ruang /, adalah barisan x = ( x; ) vang deretnya

konvergen absolut. Sehingga untuk setiap x = ( x: ) € /,, maka Y |x, | konvergen

Selanjutnya akan dibuktikan bahwa /, adalah ruang linear atas field R
Menurut Definisi 2.2.1 ruang {, adalah ruang linear atas field R, sebab
Terhadap operasi penjumlahan memenuhi

(1) untuk setiapx, v e/,

xtyel karena ) |x 4y, | S Y x|+ 3 |y <o
e el =1

(il ) untuk setiapx, v & /,
Xry=iar (= (xtn)=0 + )= Hx)= y+x
{ 101 ) untuk setiap x, v.z e/,
Xr(yrta)=(x i Hia )= {(x)+ et ) ={xtmt )
WSa=wmlr(a );x+y)+z
( 1v ) terdapat # € /,, sehingga untuk setiapx e 1,
G+x=(00.,.. )+ (x1x2... )=(0+x,0+x5 ... )= (s 0. x:+ 10, [
=(x;xx... #(00.... )=x+ 8

(1v ) untuk setiap x € X', terdapat ( -x ) & [, sehingga

XFl=x J=(x ) =x =x + (=) =((-gHa)=Hx)+{(a)=(x )+ x=§




[erhadap operasi perkalian skalar memenuhi

(1) untuksetiapx € /, dan @ €R,

ax € [, Karena S x u‘\ X.| <oo
! —— . m—

(1) untuk setiapx,y € /, dan @ e R,
arry)=algMHn)Tagrulsagray)=oata
(1) untuk setiap x € /, dan @ f e R,
ax+ fle=af x 1+ A x = (a+ Pl = (a+ Bix
(iv )untuk setiap x € /, dan @, B e R, ot fiv)=al A x:)) = aff x; )= afk

(v) untuk setiapx €/,  lx=1{x)=( lxx)=(xs =(x }1=xl=x
Jadi /| merupakan ruang linear atas field R,

Teorema 3.1.2

Untuk setiap x dan y di dalam ruang bernorma X, Maka

X 1] LS b
Bukti :
Karena x| = [ x=v+y| € lx=y1+ |1
dan yisjy-x+x| < |y-x|+|x
Maka - fx-ylg (xl|-[v] s [x=) atau =iyl £ [x=3

Teorema 3.1.3

Jika barisan (x,) di ruang linier bernorma X konvergen maka barisan itu terbatas,

Lin
-~




Bukti :

Ambnl sebarang bansan ( x, ) di dalam X', sehingga lim( x, ) =x dan ambil £

Dan Defimisi 2.2.6 terdapat bilangan asli (&)= K(1) sehingga jika n 2 K(£) berakibat

Sehingga

Ix, | <1+x|

=M

Ambil M = sup ( | x, [ %4y [oes [ X[ + 1) maka | x,

Karena (x,) sebarang barisan konvergen di dalam .Y, maka setiap barisan konvergen di

X adalah berisan terbatas

Selanjutnya teorema berikut ini memunjukkan bahwa [ merupakan ruang

bernorma-/-
Teorema 3.1.4

Ruang /, adalah ruang bernorma-# dengan nomm | x| = E X,
Bukti :

Norm | x|=Y | x, | dikatakan norma-F jika memenuhi Definisi 2.2.5

a. Ruang /| adalah ruang linear ( Teorema 3.2.1 )

b. Norm |x]= Y| x, | memenuhi

16




(1) Untuk setiapx e { v | 210, sebab

untuk setiap ke N, ' x, 20

Jadi |x1=Y|x,

(1) untuk setapx e/, x| =0 < x = #sebab

untuk setiap ke N, lx, | =0 x5=0

karena untuk setiap k € N, x; = 0 makax = &

Jadi |x|=Y|x, =0 |x, |=0eoxn=0=x=¢
(11 )untuk seltiapx el |-y | = |1' sebab

untuk setiap ke N, -x, | =y,

Jadi X > | X, S e | =[xl
! — . | " I
knl vl

(1v)untuk setiap x, v €/, | X+ Y| £| x| +| ¥i, sebab

untuk setiap ke N, |x . +y, (< |x. |+ | v,

sehingga 3 |x,+y, /<Y (Ix.|+v.])

karena x, y €/, maka '\_ x| dan Y |y, | keduanya adalah deret

konvergen, sehingga > (/x, |+|y, )= ¥ |wleX |w
s i ol NP L, <ol VUL I, < U S O
Jadi | x+) 2. lxmey |2y |x 2 | | x| + [




( ¥ ) ( @y ) barisan bilangan real dan untuk suatua € R, a, —»a

{ x, ) barisan di dalam /, danuntuk suatux €/ . lx —xi =0

Maka untuk n— @, g x_ —ar| —»0 . sehab

I X —{x Y lax -ax, +ax, -—ax,
— »

o " a1 n
Y lax =ax, |+ |ax;  —ax;

Karena /, ruang linear, maka ( a.x'' - ax' ) dan ( ax™ - ax; ) keduanya

| i - £ [my | - [ L
adalah anggota /. Schingga E.; | @3 = dan Z lax, "™ —ax,

k=] =]

keduanya adalah deret konvergen, Maka

ax,~ax| s Y |lax™-—ax™ + ax, ™ —ax,
| L et | " 4 A

= ) ax'"-ax'"l+Y lax —ax
— L . At . .
=l
=V a,=al 1x."|+ Y |a] |x"™=x
- et " b
= g a b} X, + |a b} X — X,

Karena | x_-x| — 0 makax, —=x mtuk n—x sehmgga terdapat M;> 0 dan

X E X, | €M}, untuk setiapn € N.

Dengan mengambil Af = sup{M,, |a|}maka

ax, —-axl| s la-alM+M |\'. " ~ % |




Selanjutnya karena |x -x|— 0 dan a, — a maka a x_—ax| =

untuk n— o
Jadi ([, ) adalah ruang bemorma-/
3.2 Kelengkapan /

lelah ditunjukkan bahwa [ adalah ruang bemorma-/. Maka untuk
menunjukkan /, adalah ruang Frechet, akan ditunjukkan bahwa /, adalah ruang vang
lengkap
Teorema 3.2.1
Jika (/,,].|) ruang bernorma-#, maka /, adalah ruang lengkap

Bukti :
Diberikan (/,,7.] ) ruang bernorma-F, Akan dibuktikan /, adalah ruang yang lengkap,
yaitu setiap barisan Cauchynya konvergen di /. Ambil sebarang barisan Cauchy
(%) =(x", ", . )didalam /, , maka untuk setiap £ > 0 terdapat H(£) e N
sehingga untuk setiap 1, m 2 H(¢ ) memenuhi

X, =X Y x| <¢ A 8 -, (1)

Sehingga untuk setiap £ € N
Rt R B - (nnmz2HEg))........... Porvry (2)

Dari ( 2 ), untuk 4 dipilih tetap, barisan ( x" ) = ( x'", . ... ) adalah barisan

Cauchy di dalam R. Lebih lanjut, karena R lengkap maka untuk setiap & € N, 1, —» x

A LY

untuk n —» % Sehingga untuk setiap & € N, dapat dibentuk barisan x = ( x; )
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Selanjutnya akan ditunjukkan x, = x untuk » - o danx e /

Dan (1) untuk m — = maka

¥ LM<k . i

Jadi |x -x| <¢ alau  x, —x
Dan(3 ) makax,-x e/ . Karenax, e/  maka
x=x. +(x-x, )€/
Karena (x, ) sebarang barisan Cauchy di dalam /, maka menurut Definisi 2281
merupakan ruang bemorma- /- yvang lengkap
Dengan definisi 2.2.10, Teorema di atas menunjukkan bahwa [, merupakan
ruang Frechet
3.3 Ruang FK dan Sifat AK pada /,
Pada sub bab i akan diuraikan tentang ruang- FX dan sifat AK, Selanjutnya
akan ditunjukkan bahwa /, adalah ruang- /A" dan bersifat 4K
Definisi 3.3.1
Ruang Frechet ( X}/ ) disebut rmang-FK jika pemetaan koordinat p; : X — R
dengan
pilx) = x untuk x = (x;) € X

kontinu untuk setiap & € N
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Definisi 3.3.2
Untuk setiap barisan x = (x;) e .\, barisan berhingga (x;. x5, ... xy, 0, 0, ... )ditulis

" . Suatu ruang Frechet ( X, | ) mempunvai sifat AK jika ¥ memuat semua banisan

berhinggadan | x* —x| — 0 untuk N— =

Teorema 3.3.3:
Ruang Frechet (/,, .| ) adalah ruang- FK
Bukti
Ruang Frechet (/,, .| ) adalah ruang- FK, sebab
Untuk setiap x € /,, pemetaan koordinat p; : /, — R dengan
Pux) = x;

kontinu untuk setiap & € N, yaitu untuk setiap & > 0 terdapat 5> 0 sehingga jika

X ! | = \ | 1 o
berakibat | p (x)=p, (v) -y |5y |x -

Dengan mengambil 6= & maka terbukn pilx) kontinu




Teorema 3.3.4:

4

Ruang Frechet (/... ) bersifat AK

Bukti

Ruang Frechet (/,,! .| ) bersifat AKX, sebab

Ruang /, memuat barisan berhingga dan |x" -x — 0 untuk N — =
= (xy, X; . 0, 0 |
E =X X

selingga | " -x|= > |-x,|= L X,

Karena }‘_ | x, | konvergen maka [x" —x | = 0 untuk N — e

A A
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BAB IV
FUNGSIONAL ADITIF ORTHOGONAL
DAN KONTINU
Pada BAB IV mi akan dibahas mengenai fungsional aditif orthogonal dan

kontinu pada /. Pembahasan pada BAB IV ini dibagi menjadi dua sub bab vaitu

Fungsional Kontinu dan Fungsional Aditif Orthogonal dan Kontinu.
4.1 Fungsional Kontinu

Pada sub bab ini akan diuraikan tentang fungsional kontinu pada l,. Sebelumnya

akan diberikan Lemma sebagai akibar bahwa /, adalah ruang-FK dan memuat semua

barisan berhingga x" = (x;, x5, ..., xv. 0,0, .. )

Lemma 4.1.1 :
Diberikan /, ruang-/-K dan memuat semua barisan berhingg:
Untuk sebarang x €/, dan NeN. maka untuk setiap £ > O terdapat ¢ > 0 sehingga
untuk setiap v €/, dengan |x" -y" 1<é

berakibat |x, -y, guntuk k=1.2. ... N

Lad




l'eorema 4.1.2 :
Diberikan ( /,, .| ) ruang-~K dan memuat semua barisan berlingga. Ruang /, juga
memenuhi | x |<| v | untuk setiap x€ /, dan N € N Selanjutnva diberikan fungsi
gl.): Nx R = R dengan g(k,.) kontinu untuk setiap £ €N, Jika fungsional

F: |, =R dengan

Fay=% gk, x,)

ada untuk setiap xe /, , maka fungsional / kontinu.

Bukti ;
Ambil sebarang ve /

Akan ditunjukkan /* kontinu di x, vaitu untuk setiap & > 0 terdapat & =0 sehingga

y=x E V=X, | <0 berakiba

Flyvi=Fix) ) glk, v, b—"T_:;Hi..x‘,J < &

Andarkan /- tidak kontinu di x, maka ada £ > 0 sehingga untuk setiap & >0 terdapat

¥ E { LIII.:“:_I-:“H ] 4 N Vi —X; < g ﬁl..‘h!l]i.!‘i;éi
\ FIX, )V )= \ XK. X )2
— —

Ambil &; =27, maka terdapat v, e /, dengan [y, -x= % ety 2 - &; sehingga
1

1
4

= I,




ik, x. )| 2

(=

(] |}
Pilih #(1) € Nsehingga ¥ gik.v.""1-9
=2l - ] - = & —

Karena g(k,.) kontinu untuk setiap ke N, maka terdapat 6> 0 sehingga

Dan Lemma 4.1.1 maka terdapat 0 < 4; < 2 sehingga untuk

- S Z, g, )

——

berakibat |z, -x, <& untuk £=1.2,.... (1)

Jadi terdapat 0 < &, < 2 sehingga untuk

berakibat | > g(k.z, ) > p(k,x,)

Karena / tidak kontinu di x maka terdapat - e /, sehingga untuk

berakibat b glk.y.,'")- % glk.x, )| 2

Dapat dipilih # (2) > ¢(1) sehingga | Y gk, v,"*")- }:puk_x =

s > M-Jlr._l; ;rf:r-q" ‘-J'-l!"\ -.':‘ \
P '-_.-hl‘\. i 1'.1|'|._:|1i TtF‘HD”'.hE“
f |‘.,'h‘-1|_i |y i UH - HGF‘EHB
'\%%?{J < LPU:_“_,...- ity —




Karena g(k..) kontinu untuk setiap ke ¥V, maka terdapat 5> 0 sehingga
glk,z, ) -glk.x,)

bila - X. (=5

Dari Lemma 4.1.1 terdapat 0 < &; <2 sehingga untuk

y A T E 1\-‘ ). ol Xy | = 1’_'-'-_.
1

berakibat |z, —x, [< &, untuk k=12, ¢(2).

Jadi terdapat 0 < &; < 2" schingga untuk

|z X 2. |% Xy s
bl

berakibat T*:L.x ) i‘.*-"gl'kﬁ )
. ¥ gl k

Karena / tidak kontinu di x maka terdapat y; € /, sehingga untuk

berakibat ?"-_ gik,y,'")- EF‘L\.T 2%
Dapat dipilih £(3)> ¢(2) sehingga | > g(k.y,"™)- Y glk.x,)(2 =

Demikian seterusnya, apabila hal tersebut dilakukan berulang-ulang maka diperoleh
barisan (y,) di dalam /, dan barisan (4,) di dalam R dengan &, < 2™

dan £(Q)=0< #(1)< £(2)-
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sehingga | v ™

_ =gl Y |9 oy
2§ ~x,|<2 @n<22"=2
dengan v, (3 Vs \ B0,
dan 2 eky, )= Y ekx,)|z = (1)
ks I i | i
Diberikan z,= » ( y,"" = y, " j_ xtm
sl
dengan y ™' ={0,0, ..}
Maka untuk n 2z m
z,—X 2, (3, M=y, e M (N (y, P ey Gyl
et 1 FATI By
| 1=l =l
Tt_‘u -y Y= [P = =y
et
< 1 \ e, \' y - _x.._
=¥ Y [5O3 ¥ |no-x

. " I
- ‘ Fd A
—_ —_— pram—

1 |

£ 27" = O untuk m = o




Hal i berarti =, merupakan barisan Cauchy di dalam /, .

Karena /, lengkap maka ada - « /, sehingga lim z,=:

Selanjutnya karena /; merupakan ruang /K maka untuk setiap & € N' berlaku
lim 2™ ==

Akibatnya = = y - x dengan

dengan ¢" adalah barisan dengan elemen ke-k sama dengan | dan vang lain 0,

Atau
I'_["II"']“ ""1."-1 : ¥ 14 1|": J:I" 1i"::.hI ':-rl-n 'IIIIII ¥ |||III
Jadi v e/
sehingga E E (k w'") ada
nml  kmin=])
Selanjutnya berakibat E > gtk ™) - E. E gk x;"") ada
| kmdim={ =] =1 E=fin
Jad terdapat N e N schingga
> eky,")- Yekx ) < = e B (2)

Rarena ( 2 ) kontradiksi dengan ( 1 ), maka fungsional /* kontinu di sebarang x€ /,

Jadi, F kontinu di /|




4.2 Fungsional Aditif Orthogonal dan Kontinu

Pada sub bab ini akan diuratkan tentang fungsional aditif orthogonal dan kontinu
pada /,. Sebelumnya akan diuraikan tentang fungsional aditif orthogonal pada suatu
ruang barisan
Definisi 4.2.1

[iberikan X ruang bansan
Suatu fungsional /X — R dikatakan aditif orthogonal jika untuk setiap x,ve X'
dengan x L v memenuhi

F(x+y)=F(x)+F(y)

Selanjutnya, apabila untuk fungsi g(...) pada Teorema 4.1.2 disyaratkan pula
memenuhi g(k,0) = 0 untuk setiap & e N, maka dapat direpresentasikan fungsional aditif
orthogonal dan kontinu pada /,. Hal itu diberikan pada pernyataan berikut :

Teorema 4.2.2
Diberikan /, ruang-/K dan bersifat 4K, memenuhi x" I<|x| untuk setiap x€ /,
dan N € N. Fungsional /: /, - R aditif orthogonal dan kontinu jika dan hanya jika
terdapat fungsi g(.,.) : ¥V x R —» R memenuhi g(k,0) = 0 dan g(k,.) kontinu untuk

setiap & e N, sehingga

f{x) = T,i.’lﬁ;'..l', )
e

ada untuk seniap xe /|
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Bukti

(=) Ambil sebarang x = ( x; Je /
Ruang /, bersifat AKX maka x" -x| — 0 untuk N = =
I kontinu maka | /-y x [lx) = 0 untuk N— o

F aditif orthogonal maka

E:' .|'l { 'l.'_‘_n:"l‘ }.

|
dengan ¢ adalah barisan dengan elemen ke-k sama dengan | dan yang lain 0.

Karena | F(x" )= F(x)| = 0 untuk N— o maka

lim | " Flx.e )= Hx)

Sehingga /x) - Y 2 X, &)

Apabila untuk setiap & e N didefinisikan g(k.f) = F(te* ) maka diperoleh

Dan g{4,0) = 0 untuk setiap k e N

Ambil sebarang (a, ) di dalam R sehingga a, — o untuk suatu a = R
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Karena (/, ) ruang bernorma-f maka | a.¢" —ae” - 0 untuk n - =

I kontinu maka | /(a_e' )= F(ae')| — 0 untuk N—s o

Sehingea - () untuk N— =

Karena (a, ) sebarang, maka g(4..) kontinu untuk sciapk e N.

Menurut Teorema 4.1.2 fungsional F kontinu. Karena g{k,0) = 0 untuk setiap

k € N, maka fungsional / aditif orthogonal,

3
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BABY

KESIMPULAN

Dan  pembahasan Bab-Bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa

i=1x=(x): Y| | <= dengan dilengkapi norm | x |=%"|x, | merupakan ruang

bernorma-/" vang lengkap, sehingga /, merupakan Frechet, Lehih lanjut, /, adalah
ruang- FK dan bersifat AK serta memenuhi | x* | <)% | untuk setiap x€ [/ dan N € N,
maka syarat perlu dan cukup fungsional / : /, — R merupakan aditif orthogonal dan
kontmu jika dan hanva jika terdapat fungsi g(...) : Nx B — R dengan g(.0) = 0 dan
£(k,.) kontinu untuk setiap & & N, sehingga

fix) :'*_‘_:;(5._.{‘

ada untuk senap xe /

i
b
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