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ABSTRAK 

Ruang /1 mcrupaknn runng hnrisan dengnn elemcn-elemen yang deretnya konvergen 
• 

yaitu I, - ( x • ( Xt ) : 1-c = 2Jr, < oo ). Ruang 11 dengnn dilengkapi norm .. , 
, maka I, merupnknn ruang bemorma-F yang lengkap atau ruang Frechet 

laniutr1va. ruang 11 merupakan r\.lang-fX dan bersifat-AK dan memenuhi I x v I S II x 11. 

sctiap x e I, dan N eN, maka dapat d1rcprescntasiknn fungsional aditif onhogonal 

kontinu pada 1,, yaitu jika dan hanya jika terdapat fungsi g(.,.): N x R -+ R dengan 
) - 0 dan g(k,.) kontinu untuk setiap k e N, sehingga: .. 

F(x) - L g(k,xt) 
!• .. 1 

untuk setiap xe /1. 

ta kuoci : Ruang /1, Ruang-FK, Sifat AK dan Fungsional AditifOrthogonal Kontinu 
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BAR I 

PENOAH{;LlJAN 

1.1 Latar Belakang 

Secara mnum. barisan adalah fungsi pada himpunan bilangan asli N. Jika range 

dari fungsi lersebut berada di dalarn bilangan real R, maka barisannya adalah barisan 

bilangan real. Selain bansan dikcnal juga isrilah derel. Saru diamaranya adalah derer 

konvergen absolur. 

Suatu deret L x, dari barisan bilangan real dikatakan konvergen absolut j ika 

deret L I x,l konvergen. Ruang dari semua barisan yang deretnya konvergen absolt1t 

inilah yang kcmudian dinotasikan dengan /1, atau /1 merupakan ruang dari semua 

' barisan x - ( x,) sehingga !l x • :L!x, 1 konvergeu. Telah dikaji di dalam analisis 
I I 

fungsional ( Erwin Kreyszig. 1978 ) bahwa /1 adalah ruang Banach yaitu ruang 

bemonna-8 yang lengkap. 

Selanjumya Chew dan Lee telah merepresenrasikan fungsional aditif onhogonal 

dan kontinu pada ruang barisan yairu ruang barisan bemonna-B yang Jengkap. Karena 

setiap ruang Banach adalah n1ang Frechet yaitu ruang bemonna-F yang lengkap, maka 

/1 adalalt ruang Frcchel. Berdasarkan hal tersebur, Tugas Akhir ini akan mengkaji 

fungsional aditif onhogonal dan kontinu pada /1. 



1.2 Perumusan Masalah 

Ytasalah yang akan diselcsaikan dalam Tugas Akhir ini adalah menentukan 

syarat perlu dan cukup fungstonal adittf orthogonal dan kontinu pada /
1

• 

1.3 Batasan ~1asalah 

l!ntuk membahas masalah di atas, dalam Tugas Akltir ini dibatasi hal-hal 

berikut: 

a. Barisan yang dikaji adalalt barisan btlangan real 

b. Fungsional pada ruang bemomta-Fkhususnya pada /1 dan fieldnya adalah R 

1.4 Tujuan 

Ttuunn dari pcnulisnn Tugas Akhir ini adalah mengkaji fungsional aditif 

orthogonal dan kontinu pad a 11 • 

1.5 ,\1etodologi 

Metodologi dan pcnulisan Tugas Akhir ini adalah sebagai berikut : 

a. Memahami dan menganalisa pennasalahan yang ada 

b. Memberikan penjelasan temang hal-hal yang berkaitan dengan topik permasalahan 

sepeni ruang barisan 11 , ntang Frecbet dan fungsional aditif orthogonal dan kontinu 

pada ruang barisnn 

c. Mcngemukakan teorcma penunJang dalam pengkajian fungsional aditif onhogonal 

dan kontinu pada 11 • 

d. Membctikrut kcsimpulan yang sing:kar dan jelas. 
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BABH 

TEORI PENUNJANG 

Pada BAB II ini akan diura1kan beberapa pengenian dan teorema mengenai 

barisan dan deret. mang Banach dan n1ang Frechet, serta fungsi dan fungsional. Uraian 

ini akan digunakan sebaga1 dasar untuk pembahasan bab-bab selanjutnya. 

2.1 Barisan dan Derct 

Pada sub bab ini akan diuraikan tentang barisan bilangan real dan deret. 

khususnya dcret konvergcn abso lm. Selanjutnya akan didefinisikan juga ruang barisan. 

Dcfinisi 2.1.1( Bnrisan Bilangan Real, R.G. Bartle dan D.R. Sherbert, hal. 67 ) 

Barisan bilangan real ( barisan di R ) adalah fimgsi pada himptulllll bi langan asli N 

yang rangenya termuar di himpunan bilangan real R. 

Contoh 2.1.2 

(xk) = (2k . ke N ) w (2. 4. 6 . ... ) 

Deli nisi 2.l.J(Optrasi Barisan, R.G. Bame dan D.R. Sherbert, hal. 69) 

J1ka X • (xk) dan Y = (yk) adalah barisan bilangan real maka 

a . .\' + Y • (x, + Yt : lc e /\) 

b. Jtka ,. e R makil cXc (C.'I'A : k eN) 
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Contoh 2.1.-1 

Jika (x•) dan {y4) masing-masmg adalah barisan bilangan real dengan 

maka 

( )-'• )"' ( )"' ( 1 2 I , .!_ k' +I ) Xk vt Xt+.Yt -· 
1 

. .>, , ... , k .... 
- ·' 

dan tmntk c • 3 

3 (.rt)• {3.tt)• (3, 6, 9, .... 3k, ... ) 

Oclinisi 2.1.5 (Kom·ergen~i deret Tak Hingga, R.G. Bartle dan D.R. Sherbert, 

hal. 318) 

" 
Deret tak hiJtgga ,L:X, disebul konvergen j ika barisan ( s. ) dari jumlal1an parsial .. , 

. " 
S, • x, - xz .. ~ x, • I x, konvergen ke bilangan real S dengan Sa I x,. 

t•l k • l 

Dengan kata lain lim S, = S atau lim f x, = S 
....... ,. If•+..,. k'-1 

Contoh 2.1 .6 

t I I I I 
Derct L kk • -,+ t- - T.,, konvergen kc I. sebab 

,., ( +I) J._ ~.3 3.4 

s .. ~ I ai ---~1 --• I "( I I ) I 
... k(k+l) ,., k k+l n+l 

dru1 lim S., = I 
·~" 
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Teorema 2.1.7 

" ( i ) Jika _L:X, dan 
hi 

• .L>. 
••• 

masing-masing adalah deret-deret konvergen.maka 

• • I (.\, y, ) dan I ( r, - Y:) adalah derCI-derCI konvergcn dan 
, .. , '•I 

" " r L(x, + Y: )= .L:X. + LY• 
, .. , ,_, ~- 1 

.,. « r. 

L;<x.-y,) = L·'•- I y, 
.1.•1 !,_.,J ~·I 

.. 
( 11 ) Jika L;.r. adalah dcrut konvcrgen dan c adah~1 bilangan real, maka 

,~. .• , 
., 
I ax. adalah dere1 konvergen dnn 
i.··l 

Sebelum menguraikan rentang derer konvergen absolur. maka akan diuraikan 

terlebih dahu lu tentang niJar absohn dan sifat-sifatnya 

Definisi 2. 1.8 ( Nilai Ahsolut, R.G. Bartle dan O.R. Sherbert, !Jal. 38 ) 

Jika o e R. maka mlai absolur dari o. didefinisikan sebagai 

lal={a. 11~to a~o 
a,Jika a<O 

5 



Teo rem a 2. 1.9 

a a l; 0 jika dan hanya jika a ~ 0, untuk setiap a E R 

b. 1- a 1- I"'. untuk scuap a E R 

c. lab I• ali bi. untuk set iap a,b E R 

Teorema 2. 1.10 

Untuk setiap a dan h di dalam R. maka I a+ h 1 s I a I + I b 1 

Selanjutnya akan diuraikan tentang deret konvergen absolut. 

Oefinisl 2.1.11 ( Dcrct Konvergen Absolut, R.G. Bartle dan O.R Sherbert, 

hal. 318) 

Dibcrikan dcrct :.t.r,. Jika dcret I lx, I konvcrgen maka deret I x, dikatakan 
h i t • l k•l 

konvergen absolut 

Contoh 2.1.12 

~ (-1)' I I l 
Deret I - - -- --, · -1 .... .. adalah dercr konvergen absolut sebab 

.. , 2k 22 2 

~ li:ifil)' I I I I - - - -, +-, + ... adaJah deret konvergen 
•• ,2k 222 

Teorcma 2.1.13 

~ ~ 

Jika deret I . x, 1 konvergcn di dnlarn R rnaka Ix> juga konvergen di dalam R . 
...... • •• 
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Definisi di bawah ini akan menjclaskan temang ruang barisan. Sdanjutnya 

diberikan suan1 contoh dan ruang barisan 

Oelinisi 2.1.1-1 

Jika seriap anggota dan.\' adalah barisan, maka X adalah ruang barisan. 

Cootob 2.1.1 5 

s • {x : x barisan bilangan real}. s adalah mang barisan dari semua barisan bilangan 

real . 

2.2 Ruang Banach dan ruang Frccbct 

Pada sub bab ini akan dibahas beberapa pengenian dan teorema mengenai ruang 

linear ( ruang vcktor ), ruang bcmorma-B dan ruang bemonna-F, serta ruang Frcchet 

dan mang Banach. 

Delinisi 2.2.1 ( Ruang linear, Erwin Kreyszig, hal. 50 ) 

Rm111g linear ( ruang vektor ) atas field F (R atau C) adalah himpunan tak kosong X 

dari elemen-elemen yang disebut vektor yang mernpunyai dua operasi aljabar. 

yain• : 

Operasi penJumlaltan vekror yang memenulu 

(i) x-yeXunnlksetiapx,; e X 

( ii ) x - y • y"" x, untuk setiap x, y e X ( sifat komutatif ) 

( iii ) x + ( y -1 : ) = ( x + y) + : , untuk seriap x, y. : e X 

7 
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( i v ) terdapat () s X. sehingga B - x - x ~ B = x, untuk setiap x e X 

( e adalah vektor nol ) 

( v) untuk setiap x e X tcrdapat ( • x ) e X. sehingga 

x - ( • x ) = ( • x ) ; x = () ( () adalah vet..1or no I ) 

Operas• perkahan vck!Or dengan skalar yang memenuhi 

( 1 ) ax eX. untuk setiap a e F dan x e.\' 

( ii) ( a + Plx • ( ax) " ( Px ), unruk setiap a,p e Fdan x e X 

( iii ) a ( x + y) • ( ax)- ( a y ), untuk setiap a e F dan x.y e X 

( i v ) ( a p) x ~ a ( p x ), un tuk setiap a. p e F dan x e X 

( v ) l.r • xl x, untuk setiap .r eX 

Contoh 2.2.2 : 

Ruang Euclid I(' yang mcmuat himpunan tentrut dari bilangan real x = ( x1, x1 • .. .. x.,) 

merupakan ruang linear terhadap operasi penjumlahan vektor dan opcrasi perkalian 

vektor dengan skalar. 

Definisi 2.2.3 ( Ruang Bemorma-8, Erwin Kreyszig, bal. 59 ) 

D1berikan ruang linear X at as field F ( R at au C ). 

Norm n · ,'( __. R discbut norma-8 pada X jika untuk setiap x.y e X dan a E F 

memenuhi : 

(i) !l xj:<:O 

( ii) x =0 <=> x= () ( B adalah vektor nol ) 
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( iii ) I IX\' .. a II xI 

( iii ). I X+ y s X I + )' 

Ruang linear X yang d•lengkap• dengan nonn tersebut disebut mang bemonna-B 

Oeftnisi 2.2A (Ruang lkmorma-F, I. J. Maddox, bal. 85) 

Diberikan n1ang I incar X alas field F ( R a tau C ). 

Nonn ! . : X -+ R discbut nom1a-F pad a X jika untuk sctiap x.y e X dan w1tuk 

sualu a e R memenuhi : 

( i ) I X 11 <: 0 

( ii ) llxii=O o x= B 

( ii ). 1! -.r II •llxll 

(iii ). jj x+yll sllxll +llyjl 

( B adalah vektor no I ) 

( iv ). Jika ( a, ) barisan bilangan real sehingga a. ~a untu.k n-+ oo dan (x.) 

barisan di dalam X sehtngga I x.- x '! ....,. 0 untuk n -+ oo berakibat 

~a.x.-m i ....,>OJmluk n-+co 

Ruang hnear X yang dilengkapi dengan norm tersebut disebut mang bemorma-1-' 

Oefinisl 2.2.5 ( Barisan Terbatas, W.A. Light, bal. 16) 

Barisan (x,) di mang linear bemorma X dikatakan terbatas jika terdapat bilangan real 

M > 0 sehingga II x. r s M unluk setiap 11 e N 
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Definisi 2.2.6 ( Barisnn Konvergen, Erwin Kreyzsig, hal. 67) 

Bansftll ( x. ) d1 dalam ruang bemonna X disebut konvergen jika X memuat x dan 

wuuk seuap c > 0 terdapat K( c ) e N sehingga x. - x l < c unn•k setiap n ~ K( c ). 

at au x. - x I-t 0 untuk n -t «> 

Defin isi 2.2.7( Burisan Cnuchy, li:rn•in Krcyzsig, hal. 67) 

Barisa11 ( x., ) di dalam ruang bcmonna X disebut barisan Cauchy jika unluk setiap 

c>O terdapatH(c) e .1\' sehingga -~. -x~ll <c untukseiiapn,m ?. H(c ). 

Definisi 2.2.8( Ruang yang Lengkap, Erwin Kreyzsig, hal. 28 ) 

Ruang bemnnna X dikatakan lcngkap jika setiap barisan Cauchynya konvergen. 

Definisi 2.2.9 ( Ruang Banach, Erwin Kreyszig, hal. 59 ) 

Ruang Banach udalah ruang bemonna-8 yang lengkap 

Definisi 2.2.10 ( Ruang frechet, J.J. Maddox, hal. 86) 

Ruang Frcchet adalah ruang bemonna+ yang lengkap 

Teorema 2.2.11 : 

Jika (X. I· ) adalah ruang Banach maka ( X. I-I ) adalah ruang Frechet. 

10 



2.3 Fungsi dan Fungs ional 

Pada sub bab uti nkan diuraikan tcmang nmgsi, pemetaan kontinu. operator dan 

flmgsional. 

Oelinisi 2.3.1 ( Fungsi. R.G. Bartle dan O.R. Sherbert, hal. 10) 

Dibefikan A dan 8 adalah dua himpunan tak kosong. Fungsi dari A ke 8 adalah 

himpunan j dari pasangan terurut di AxB sehingga untuk setiap x E A terdapat 

dengan tunggal y E 8 sehingga (x,y)ef. 

Contoh 2.3.2 

(i) {(1 , 2), (2, 2)) adalah fungsi 

{ii) {(1, 2), (I. 3)} bukan fungsi 

Delinisi 2.3.3 ( Pemetaun Kontinu, W.A. Light, ha l. 16 ) 

Diberikan ntang bemonna ( X.ll-11) dru1 ( Y, '·II). Pemetaan f: X~ Y dikatakan 

kontinu di x., EX jika lllll\lk setiap £> 0 terdapat 8> 0 sehingga tml\tk I, x-x. 1J< t5 

berakibat I /(.r)- f(x0 ) I< E. Jika pemetaan f kontinu pada semua titik di dalam 

X, makafdikatakan kontinu pada X. 

Contoh 2.3.4 

j(x) = 2x, untuk setiap x E R 

Mak.afkontinu pada R . 

Teorema 2.3.5 

Diberikan ruang bemom1a (X, I~ I) dan ( Y, '1·11 ). 

Pemeraan f : X~ Y kontinu di x, E X jika dan hanya jika mmtk sebarang barisan 

(x,) di dalrun X, sehingga x, ~ x. berakibatj{x,) ~ j(x0 ) 

II 



Definisi 2.3.5 ( Operator, Erwin Kreyszig, hal. 82 ) 

Pemeraan T · X -+ Y disebur operaror jika X dan Y keduanya adalah ruang linear 

arau mang bernonna aras field yang sama . 

Contob 2.3.6 

Diberikan X mang hnear dari semua polinomial pada [a,b]. Didefinis1kan T : X -+ X 

7X( I) • x(l ) Ulllllk Seriap .\' EX, 

adalah operaror. 

Odinisi 2.3.7 ( Fungsional, En,'in Kreyszig, bal. 103 ) 

Pemetaan 1' : X -+ H d1scbur fungsional jika X adalah mang linear atau ruang 

bemorrna 

Contoh 2.3.11 

Nann !1. 11 :X -+ R pada ruHng bemonna ( X.![.ll J adalah fungsional 

12 
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BAB III 

RUA!\G BARISAN /1 

• 
Pada BAS Ill im akan diuraikan tentang ruang /1 = { :r={ Xk): x =I x,j< «>} . ... 

Salah san1 anggota 11 adalah barisan ( Xt ) = ( (;~ )' J Selanjutnya akan dmraikan 

tentang norma-l' dan ktiengkapllll paua 11• K~muuillll llkao dibahas pula ruang-FK dan 

sifat AK dari /1 yang terkait dengan nonna-F dan kelengkapllll dari /1. 

3.1 Ruang Bernorma-F Jladn /1 

Pada sub bab ini akan ditunjukkan babwa /1 adalah mang bernonna-F. 

Sebelumnya akan dibelikan beberapa teorema yang akan digunakllll unlllk 

membuktikan bahwa /1 adalab ruang bernorma-F 

Teorema 3.1.1 

Ruang /1 mempakan mang hnear atas field R. 

13 



Bukti: 

Dibenkan ruang /1 • Setiap anggota ruang /1 adalah barisan x = ( XA ) yang deretnya 

x 

konvergen absolut. Sehingga Wltuk seriap x = ( Xt ) e 11• rnaka ~]x. konvergcn. 

'"' 
Selanjutnya akan dabukukan bahwa I, adalah ruang linear atas field R. 

Menurut Definisi 2.2.1 naang /1 adalah ruang linear atas field R, sebab 

T erhadap operasi penjum lahan memenuhi 

( 1 ) Wltuk sctiap x, y e I,. 

\U ~ 1/1: 

.r+ y e /1.karena I jx, +y• j 5c I jx.j ... I IYt j<oo 
4' .. 1 ~-1 hl 

( ii ) untuk setiap x. y e /1 • 

( iii ) untuk setiap x, y.: e 1,. 

x + ( y + ; ) • ( xk)+(( yk)+ ( :t)) = ( x.)- ( (Yk + :k)) = ( xk-" YJ. + =d 

• (( XJ..,. )'k )) .,. ( •• )= (x + y) +: 

( iv ) terdapat 8 e I, . sehingga untuk setiap x e 1, . 

• ( XJh,. .. )- ( 0,0 .... ) =X- 8 

( iv ) lUlluk setiap x e X. terdapat ( -x ) e /1 sehingga 

14 



Terhadap operasi perkalian skalar memenuhi 

( i ) untuk setiap ~ e /1 dan a e R, 

~ ~ 

axe /1 karcna L ax, I= a L x. <co . .. ... , 

( n } untuk senap .r,y e /1 dan a e R, 

a{x + y) • a(( x, )*{ J't }) = a( Xt T Yt) = a( Xt- )-a( J'k) = ax~ ay 

( iii ) untuk setiap .~ e /1 dan a, fJ e R, 

( iv) umuk setiap x e /1 dan a, f3 e R, a(jlx) = ct_fJ.. Xk )) = afJ.. Xk )= ajlx 

( v ) untuk setiap X E /1 , I X = I ( xk) = ( 1Xk) = ( Xk I) = ( Xk ) I = X I =X 

Jadi 11 merupakan ruang linear atas field R. 

T (()rem a 3. 1.2 

Untuk setiap x dan y di dalam mang bemom1a X. Maka 

Bukti: 

Karena lx( =l x-y+y S x-y i - I Y~ 

Teorema 3.1.3 

Jika barisan (x,) di ntang linier bemonna X konvergen maka barisan itu terbatas. 
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Bukti: 

Ambil sebarang barisan ( .r.,) di dalam X . sehingga lim ( x .. ) = x dan ambil c = 1 
._.~ 

Dari Definisi 2.2.6 terdapat b1langan asli K(c ) = K(l) sehinggajika n 2 K(c ) berakibat 

.<. -xl < I. 

Sehingga 

-I < II x, I • II X II < I 

~lx, II < I -+ llxJI 

Ambil ,\4 • sup ( llx, l ..... l x ~-· 11 .... 1/ x/1 +I )maka JJ x, II ~M 

Karena (x,) sebarang barisan konvergen di dalam X, maka setiap barisan konvergen di 

X adalah berisan tcrbmas. 

Selanjutnyn teorcma berikut ini menunjukkan bahwa I, men1pakan ruang 

bemonna-F 

Teorema J.l.-1 

• Ruang /1 adalah mang bemonna-Fdengan nonn lxl= I lx, I 
t:) 

Bukti: 

l'onn rl• f Jx, I dikatakan nonna-F jika memenuhi Definisi 2.2.5 
; I 

a Ruang /1 adalah ruang linear ( Teorerna 3.2.1 ) 

b. Nonn II x - I I·•• J mcmcnuhi 
1 I 
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( i ) Untuk st:tiap x e I . ~ x 1 ~ 0. sebab: 

tmtuk setiap keN, ' x, 1 ~ 0 

Jadi lx•IIx, ~0 
••• 

( ii ) untuk seuap x e /1, x I ~ 0 ~ x : B sebab 

untuk setiap keN. lx, I= 0 ~ Xk = 0 

\(arena untuk seriap k E N, xk = 0 maka x : B 

Jadi II x II• ~] x, • 0 ~ hi = 0 ~ x. ~ 0 ex= B 
L. l 

(iii) tultuk setiap x e /1, 1'- x II c il x II sebab 

untuk setiap keN, 1-x, l : Jx, l 

" ~ Jadil, -xll • Il-x, • Ilx,l =HI 
hi t-1 

( iv) untuk setiapx, y E/1 , I x+ y I ~11 x J +I' y I, sebab 

~ 

sehingga I ,x, +.r. 
~ 

s; I (l x. l+ Yll) 
••• hi 

. ~ 

karena x. J E/1, maka I I x, l dan I y, 1 keduanya adalah deret 
k· J .t"·l 

~ ~ ~ 

konvergcn, schingga I (1 x, I+IY. ) = r I xk I + I I Yk I 
h i .\'•) (c) 

. ! "" :e 

JadiiJ.t+yi= I Jx,+_v,Js i Jx,J+ I Jy, J= lx!I+J1 y ~ 
.\•l ,. .. , k .. l 
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( v) ( a.) ban san bilangan real dan untuk suaru a E R, a. -7 a 

( x. ) barisan do dalam /1 dan unruk suatu x E /
1 

, !x, - x 1-7 0 

~aka untuk n-? «J, a ,x. - a.T 1-7 0 . sebab 

• 
""" 3 X t•> -a.x (n) ax (a)- 8.-X 
L., l a l. L T L l. 

••• 

Karena /1 ruang linear, maka ( a,,x.l•> - a4"> ) dan ( OXk(n) - axk ) keduanya 

adalah anggora /1 • Schingga f J a.x/"1 -ax/"1 I 
t•l 

dan f lax,'"' -ax, I 
J.·• l 

keduauya adalah deret konvergen. Maka 

. 
J[a,x, - a.r jj S L la,x)'1-axt'l+ lax, l">-ax, l .. , 

~ 

I a.x, (n) -ax, (n) I + t J ax, l•> -ax, I = L: 
1•1 

~=· 
~ 

x,<"'l +I Jx,<"1 -x, J = 2: Ja, - aJ ja, 
.\ •1 tal 

Karena x, - x 1-7 0 maka x. -7 x untuk n-7 «J sehingga terdapat M, > 0 dan 

i x.l. w i: x, '"'l sM,,untuksetiapn EN 
L.•l I 

Dengan mengarnbil M = sup{M,, a I }maka 
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SelanJutnya karcna x. -x ll ..,. 0 dan a, -.> a maka ll a,x. -.u ~ -.>0 

u n tuk ,..,. <>:>. 

Jadi (l.,t. ) adalah ntang bemonna-1<: 

3.2 Kelengkllpan 11 

Telah ditunJukkan bahwa /1 adalah ntang bemonna-1·: Maka untuk 

menunjukkan 11 adalah ntang Frechet, akan ditunjukkan bahwa 11 adalah ruang yang 

lengkap. 

Teorema 3.2.1 

Jika (11,11. !i) runng !Jcmonna-F, maka /1 adalal1 ruang lengkap 

Oukti ; 

Diberikan (II' v. II) ntang bcrnonna-F. Akan dibuktikan /1 adalah ruang yang lengkap. 

yaitu setiap barisan Cauchynya konvergen di /1. Ambil sebarang barisan Cauchy 

( ) 
3 ( I•J (H) x, X1 • Xl . ) di dalam 11 , maka untuk setiap s > 0 terdapat H(s) e N 

sehingga untul. setiap n, m 2: H(c) memenuhi 

l.r.-.r. -I lx,t•'-x,'*'l <c ............................................. ( ! ) .. , 
Sebingga untuk setiap k e N 

lxt'-x/'"'J < c ( n. m 2: H(c) ) ............ ........... ...... ............ ( 2 ) 

Dari ( 2 ), untuk k dipilib tetap, barisan ( xki•J ) = ( xk<l ) , xPl . ... ) adalah barisan 

Cauchy di dalam R. Lebih lanj ut , karena R lengkap maka untuk setiap k EN, xt'1-+ Xk 

untuk 11-+ oo. Sehingga un111k setiap k EN, dapat dibentuk barisan x = ( Xk) 
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Selanjutnya akan ditunjukkan x. -+ x untuk 11-+ co dan x e /1 

Dari ( I ) untuk m -+ co maka 

(II~ H(c )) ........................................ ( 3 ) 

Jadi l x.-.Y < t· atau .r. -+x 

Dari ( 3 ), maka x., - x e /1 . Karen a x., e /1, maka 

Karena (x., ) sebarang barisan Cauchy di dalam /1 maka menun1t Definisi 2.2.8,/, 

merupakan n1ang bemom1a- !-"yang lengkap. 

Dcngan definisi 2.2. 1 0, Teorcma di alas menunjukkan bahwa 1, mempakan 

nmng frechct. 

3.3 Ruang JlK dan Sifat AK pad a 1, 

Pada sub bab ini akan diuraikan tentang mang- FK dan sifat AK. Selanjutnya 

akan dinmjukkan bah" a /1 adalah ruang- FK dan bersifat AK. 

Definisi 3.3.1 

Ruang frechet ( X.[ ) disebut ruang-/·K jika pemetaan koordinat P1 : X -+ R 

dengan 

untuk x = (x1) eX 

kolllinu tmntk setiap k EN 
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Deft nisi 3.3.2 

Untuk setiap barisan x • (x4) e X. barisan berhingga (x1, x1, •. . , x,,, 0. 0 . ... )dirulis 

x·' . Suaru ruang Frechet ( X. U ) mempunyai sifat A K jika X memuat semua barisan 

berhmgga dan ( x - x I ~ 0 untuk N~ oo 

Teorema 3.3.3: 

Ruang Frechet ( /1, ~·II ) adalah ruang- FK 

Bukti 

Ruang Frechet (/" 11· 11 ) adaJah n1ang- I' K. sebab 

Untuk seriap x E 11, pemetaan koordinat p4 : 11 
-+ R dengan 

kontinu untuk setinp k eN. ynituuntuk setinp e > 0 terdapat o> 0 sehingga jika 

berakabat p , (x)- p, (y) -lx, - y, I $ i; !x. -y.! < c 
j • 1 

Dengan mengambil o• &rnaka lerbukri Pl(X) kontinu 

--
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Teoremn 3.3.4: 

Runng Freche~ (/·I· ) bersif.11 AK 

Bukti 

Runng Frechet (/1, I) bersifat AK. sebab 

Ruang /1 memuat barisan berhingga dan I x ' - x 1-+ 0 untuk N-+ «> 

v 
X' ~ ( XJ, X] , , .. , Xv , 0, 0, ... ) 

t 

Karcna L I x, I konvcrgcn maka !lx'" -x II -+ 0 unruk N-> <I) 

l. ~ .• v.u 
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BAB IV 

FUNGSIONAL ADITIF ORTHOGONAL 

DAN KOi'iTINl! 

Pada BAS IV ini akan dibahas mengenai fungsional adirif onhogonal dan 

kontinu pada /1• Pembahasan pada BAS IV ini dibagi menjadi dua sub bab yaitu 

Fungsional Kontinu dan Fungsional Aditif Orthogonal dan Kontinu. 

4.1 Fungsionul Kontinu 

Pada sub bab ini akrua diuraikan tetl!ang fimgsional kontinu pada /
1

• Sebelumnya 

akan diberikan Lemma sebagai akibat bahwa /1 adalafl ruang-FK dan memuat semua 

barisan berhingga .'(""' (x,, x1 • .... xx. 0, 0, ... ). 

Lemma 4.1.1 : 

Diberikan /1 naang·/·K dan memuat scmua barisan berhingga. 

Unntk sebarang x e /1 dan NeN. maka unmk seriap e > 0 terdapat 6 > 0 sehingga 

w1ntk seriap y e I, dengan I x ,. - y' I< 6 

bcrakibat I r1 -), I< c untuk k ~ I. 2, ... . N. 
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l'eoremo 4.1.2 : 

Diberikan ( 11 , .11 mang-JoK dan memuat semua barisan berhingga. Ruang 1
1 

juga 

memenulu x' Is: r tmtuk seuap xE I dan N EN. Selanjutnya diberikan fungst 

g(.,.) : .Y x R ~ R Ul..'llgart g(k,.) kontinu untuk setiap k e :V. Jika fungsional 

F : 11 ~ R dengan 

< 

F(x) • Lll(k .. r,) 
;,eJ 

ada untuk setiap x e I, , maka fungsional F kontinu. 

Bukti : 

Ambil sebarang .re /1• 

Akan ditwJj ukkan F kontinu di x, yaitu untuk setiap & > 0 terdapat 8 >0 sehingga 

~ 

l1 y-x I ~ L I Y. -.r,l < o berakibat 
4•1 

I F(y)-F(xll =I Ig(k,y,)-'fg(k,x, >I<&. 
•• , k-1 

Andaikan F trdak kontmu di x, maka ada & > 0 sehingga untuk setiap o >0 terdapat 

. 
y e I, dengan y-.tj~ L IY, - x.l < 8 sehingga 

hi 

~ 

Ambil o, s 2'1,maka terdapaty,e 11 dengan IIY, -xjj= L jy/ll -x,J< o, sehingga .. , 
l

ig(k,y,'l))- fg(k,.r,)l <:&. 
J, .. l "'"' 
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Karena g(k .. ) kontmu Wttuk sctiap ke N, maka terdapat o> 0 sehingga 

"(k.: )-"(k. r >I<_!_ bila ; - x I< /i 
" • " • 41(1) • • 

Dari Lemma 4.1.1 maka terdapat 0 < o1 s 2'2 sehingga untuk 

II/'''-"'''')- I Jz,''n- x, ''"J<t>:· 
l•l 

berc!kibat I :, - .r • I< 0. untuk k ~ 1,2, ... , ( ( I). 

Jadi terdapat 0 < oi s 2·2 sehingga untuk 

berakibat 'L;g(k. z, )- l.,g(k.x, ) <-
I
,,,, ~ I c 

~-~ 1.•1 4 

Karena F tidak kontmu di x maka terdapat }'2 e /
1 

sehingga untuk 

•· xl"' -f l>'n-r <o· ~: L ~ ·t J 

1•1 

Dapatdipilih f (2)> f( l )sehingga L g(k,y,m)- 'L;g(k,x,) ~ J lt.l) l(Zt I & 

L• ltl)+l J.. ,..£(1)• 1 -
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Knrcna g(k .. ) kontinuuntuk :.etiap Ice N. maka rcrdapat o> 0 sehingg" 

g(k,;, )-g(k,x,) 

b1la 1=.-.T, <o 

c < - -
41(2) 

Dari lemma 4.1. 1 terdapat 0 < 61 s 2'' sehingg-d untuk 

! , «lJ - x tm !• :i; lz,'tll- x, ''''I <OJ 
••• 

berakibat 1=, -x,j< b', unruk k = 1,2, ... , f(2). 

Jadi terdapat 0 < O; !> 2'1 schingga untuk 

II z 1\l) - X l(l) il· i: I z, /(l) - X' l(l) j < 0; 
h i 

berakibnr fs( k,z~ )-~g(k.x, )l <!!.. 
k.•l $; ·1 • 4 

Karena F tidak l..ontinu di .r makarcrdapat )'J e /
1 

sehingga untuk 

• f> ,-x!5 I ,> .m- .r.l<~, ... 
berakibat 

.. .. 
I I g(k.h'''>- Is<k.x, > 

'-•l(l .. l \-((~)o-1 

2: 3c. 
4 

Demikian setemsnya, apabila hal tersebut dilakukan berulang-ulang maka diperoleh 

barisan (y,) di dalam /1 dan barisan ( 6;,) di dalam R dengan o;, s 2"' 

dan e (0) "' 0 < e (I ) < ( (2) ...... 
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~ 

~ 2 I jy/"1 -x, j < 2 <'il < 2.2"' = 21
"" 

<=I 

dcngan y,."'' .. ( y,'"'. y1
1
"

1
, .... y ,,.,<••, 0, 0 .... ) 

dan 
I ~ ,,,, . 
I L g(k.y~'">>- Is(k,x,) ~% ..... ..................... .......... ( 1 ) 
l•l(n .. l)•l l.•l(n-1~ 1 -

• 
Diberikan ;., = I ( y, 11'1 - y

1
'<•-ll ) _ x IC•> ,., 

dengan y , 11~1 = 10, 0, ... } 

Maka untuk n ~ m 

-11 I (y,''''-y,'''-'')- (x'<•• -x'<•-••)JI 
~ , .... , I 
• I I ,,,_,, 1(•-•> I s I ' 1(1) l(t) y, -x - v -x .. ....... , ..... 
• ~ y/'> -x, I+ • W·l1 

ly <•• -x -I I I • • ...... ••• ~---·1 ... 
y/"1-x, j< 2 I 2'' 

··-1 
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Hal im berani :,, rnerupakan barisan Cauchy di dalarn 1
1

. 

Karena /1 lengkap rnaka ada : e /1 selungga lim :., = : 
-~ 

Selanjutnya karena /1 rn~rupakan ruang FK maka untuk sctiap k e ;\" berlaku 

lim :~.,'"' e :k ·-
Alcibatnya : • > x dengan 

dengan r! adalah barisan dengan elemen ke-k sarna dengan I dan yang lain 0. 

A tau 

~( ( 1) ,(1) l l) (2). I') (l) • (") (") ) 
Y Yl • J'l • "" Y 1(11 • Y 1(1)+1 •) ((1)-l • '"' Y /(l) • ···• l /(n -1)+1 ·,·¥ l(ri) • "' 

Jadi y e 11 

~ 

Seh.ingga L ~ 2... g(k, y/'") ada 
- 1 ._•l{n-J)'+I 

~ ""' ~ Selanjutnya berak.ibat L L g(k, y/"1) • L 
-1 l•IC•-1>-'1 -1 

l(n) 

L g(k x/"~ ada 
l•lC•-Irt 

Jadi terdapat N e N schingga 

L: g(k,y\'"'>- L:s<k.xd <-; .................................................... (2> 
l{S) tl~) I & 

tL•l(o•l)a-1 L-.t'{n·l)+1 -

Karena ( 2 ) kontradiksi dengan ( I ), maka fungsional F kominu di sebarang xE 1
1

• 

Jadi, F kontmu di 11• 
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4.2 Fungsional Aditif Orthogonal dan Kontinu 

Pada sub bab ini akWl diuraikWl temang fungsional aditif orthogonal dWl kontinu 

pada 1, Sebelumnya akWl diuraokan tentWlg fungsional aditif onhogonal pada suatu 

ruang bansan. 

Definisi 4.2.1 

Dibenkan X ntang bruiS.'\11 

Suatu fungsional F .\' -; R dikatakan aditif orthogonal jika untuk seliap x.ye X 

dengan x l y mcmenuhi 

F(x 1 y)=F(x)""F(y) 

Selanjutnya. apabila untuk fungsi g(.,.) pada Teor·ema 4. 1.2 disyaratkan pula 

memenulti J.,'(k.O) • 0 untuk sctiap k e N, onaka dapat direpresentasikan fimgsional aditif 

onhogonal dan kontinu pada 11 • Hal int diberikan pada pemyataan beriktit :·· 

Teorema 4.2.2 

Diberikan 11 mang-FK dan bersifat AK. memenuhi ,x·' isll xl untnk setiap xE 1
1 

dan N E !'1: Fungstonal F _ 11-; R aditif onhogonal dan kontinu jika dan hanya jika 

terdapat fungsi g(.,.) : N x R -; R memenuhi g(k,O) = 0 dan g(k .. ) kontinu untuk 

setiap k eN. sehmgga . 

J-tx) • 'fg(k,x,) 
··I 

ada untuk setiap xe 11• 
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Bukti 

( :=) ) Arnbal sebarang x - ( .r1 )e /10 

Ruang /1 bersdlu A A: maka x 
00 

-x I -+ 0 untuk N-+ oo 

/ol..ommumnl..n IF(r' )-F(x} -+ Omuuk N-+oo 

F aditif orthogonalmaka 

I /o{.r } • /ot(.r /,X:, .. o ,Y\', 0o 00 .. o}) 

10 

- ni x,e4
) .. , 

,\ 

= L F(x,et), .. , 
dcngan i adalnh barisan dengan elemen ke-k sama dengan I dan yang lain 0. 

Karena I F(x')- F(x) I-+ 0 untuk N-+ co maka 

I 

lun <" /o(x,e'))• F(x) 
\' ... .e ~ • h i 

~ 

Schingg<~ 1·\x} L F( ~, .. •) 
4•1 

• Apabila untuk seriap k eN didefinisikan g(k,t) = F(le') maka diperoleh 

c 

F(x)"' L g(k,x,) 
••• 

Dan g(k,O) • 0 unruk setiap k eN 

Ambil sebarang (a. ) di dalam R sebingga a,-+ a unruk suaru a e R 
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Karen a ( 1, • i. I ) mang bemorma-F maka II a .et - ae•' 4 0 unruk n 4 ~ 

F kontinumaka lna.e')-F(a/)1 4 OtmtukN4 oo 

Sehingga j ~(.t.a.)- ~(.k.u) j 4 0 unruk N4 «> 

Karena (a. ) sebarang, maka g(k .. ) kontinu untuk setiap k eN. 

(<=) Menunu Teorerna 4.1.2 fungsional F kontinu. Karena g(k,O) = 0 tmtuk setiap 

k eN, maka fungsional l- aditif onhogonal. 

31 



BAB V KESIMPULAN 



BA B Y 

KESIMPllLAN 

Dari pembahasan Bab-Bab sebelumnya dapat disimpulkan bahwa 

11 = { x = ( Xk ) : I j.t. 1 < co } dengan dilengkapi nonn 1 x 11 = f Jx.l merupakan ruang 
'I h i 

beruonna-F yang lengkap. schingga /1 mempakan Frechet. Lebih lanjut, 1
1 

adalall 

ruaog- FK dan bersifat A K serta memenuhi II x "' II siJ x II untuk setiap x E /
1 

dan N E N, 

maka syarat perlu dan cukup fungsional F : /1-; R merupakan aditif orthogonal dan 

konhnu jika dan hanya jika terdap<lt fi111gsi g( ... ) : N x R -; R denh>an g(k.O) E 0 dan 

g(k,.) kontinu tllltllk sctiap keN, sehingga : 

~ 

F(x) = L g(k.x.) ... 
ada untuk seuap xe 11• 
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