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Abstrak

Telah dilakukan analisa dan perhitungan parameter
potensial quark statis yaitu tegangan dawai pada representasi
fundamental dan beberapa representasi yang lebih tinggi (6
dan 8). Tegangan dawai dihitung dengan putaran Wilson
pada teori Gauge kisi pada SU(3) Murni. Didapatkan hasil
tegangan dawai pada representasi fundamental(3) dan yang
lebih tinggi (6 dan 8) .
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Abstract

Have been done analyzation and calculation of parameter
of potential of static quark as the string tension in fundamental
and higher representation (6 and 8). The string tension
calculated by a Wilson Loops in pure SU(3) lattice gauge
theory. In this calculation we get string tension in
fundamental (3) and higher (6 and 8) representation.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Pada dunia Fisika Teori secara garis besar terbagi
dua topik besar, yaitu partikel dan kosmologi. Alam
Partikel yang begitu indah dengan kerumitannya dalam
pemahaman matematis dan fisis, yang melahirkan teori-teori
terbarukan yang melengkapi wawasan umat manusia terhadap
penciptaan Allah. Teori-teori tersebut berkembang dimulai
dengan ditemukannya teori kuantum dan teori relativitas
yang melahirkan teori medan kuantum serta beberapa teori
matematis lanjut seperti integral lintas (Path Integral),
metode Monte-Carlo dan regularisasi. Teori penera kisi
(Lattice Gauge Theory) yang dibahas pada tugas akhir
ini merupakan keluaran dari perkembangan teori medan
kuantum dan integral lintas. Teori ini bekerja dengan
perhitungan secara analitik dan numerik dengan metode
diskritisasi kisi ruang-waktu yang dapat disimulasikan
sehingga teori partikel lebih mudah dipahami. Diantara
penerapannya, adalah dalam Kromodinamika Kuantum
(Quantum  Chromodynamics), Elektrodinamika Kuantum
(Quantum FElectrodynamics), supersimetri (SUSY), hingga
teori Kurungan (Confinement).

Salah satu tujuan perumusan teori penera kisi tanpa
gangguan adalah memahami fenomena kurungan seperti
yang telah disebutkan. Teori kurungan menyatakan energi
potensial dari pasangan quark berat statis harus meningkat
secara linear sebagai dawai atau pipa aliran yang terbentuk
di antara quark tersebut. Untuk representasi terkurung



V(R) = —A/R+ KR+ C , (dengan K = Tegangan Dawai
(String Tension), R = Pemisahan Quark). Pada Tugas
Akhir ini akan dilakukan perhitungan untuk potensial dan
parameternya berupa tegangan benang terkait dengan SU(3)
Murni statis dalam berbagai representasi [41].

1.2 Rumusan Masalah

Rumusah masalah dari Tugas Akhir ini adalah bagaimana
potensial dan parameter tegangan dawai dari representasi
fundamental dan juga beberapa representasi yang lebih tinggi
(6 dan 8) dalam SU(3) murni.

1.3 Batasan Masalah

Tugas Akhir ini dibatasi hanya untuk parameter potensial
berupa tegangan dawai untuk representasi fundamental, 6 dan
8 dalam SU(3) murni dengan putaran Wilson tanpa dilakukan
simulasi.

1.4 Tujuan

Tujuan yang akan diperoleh dalam Tugas Akhir ini adalah
mendapatkan hasil parameter potensial berupa tegangan
dawai dari sumber statis dasar dan juga beberapa representasi
yang lebih tinggi dalam SU(3) murni secara analitik dan
numerik.

1.5 Manfaat

Penelitian ini akan bermanfaat untuk memberikan
wawasan pembaca dari berbagai kalangan mengenai dasar
dari Teori Kisi Gauge dan penggunaannya untuk perhitungan
tegangan dawai untuk potensial statis dalam SU(3) murni.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan Tugas Akhir ini tersusun dalam lima
bab yaitu: Bab 1 terdiri dari: Pendahuluan yang berisi latar
belakang masalah, maksud dan tujuan, perumusan masalah



dan manfaat Tugas Akhir. Bab 2: Suplemen Matematika
Dasar yang berisi tinjauan mengenai beberapa perangkat
matematis yang digunakan seperti Teori Grup dasar dan
Integral Lintas. Bab 3: Teori Kisi Gauge yang berisi dasar-
dasar dari teori kisi gauge. Bab 4: Potensial Quark Statis
dalam Representasi SU(3) yang berisi tentang tinjauan penulis
pada suatu pengerjaan dalam Teori Gauge Kisi lebih lanjut.
Bab 5: Kesimpulan yang berisi kesimpulan dari penelitian
yang telah dilakukan.






BAB II
KROMODINAMIKA KUANTUM

Seperti yang kita tahu, suatu benda tersusun oleh bagian-
bagian kecil yang dinamakan sebagai partikel atom. Namun,
partikel-partikel tersebut bukanlah bagian yang terkecil.
Setelah dilakukan penelitian secara teoretis dan empiris,
ditemukan partikel-partikel yang lebih kecil sebagai penyusun
atom yaitu partikel Baryon dan Lepton [25]. Partikel Baryon
terdiri dari quark-quark dengan enam buah derajat kebebasan
berbeda yaitu quark up, charm, top, down, strange dan
bottom.  Sedangkan Leptom terdiri dari Eletron, Muon,
dan Tauon, serta masing-masing neutrinonya. Keseluruhan
partikel tersebut dikelompokan ke dalam “kebun binatang”
partikel elementer. Partikel baryon berinteraksi quark antara
partikelnya dan dapat dibahas dalam teori interaksi kuat atau
yang lebih dikenal sebagai Kromodinamika kuantum [25].

2.1 Sekilas tentang Teori dalam Kromodinamika
Kuantum
Dalam kromodinamika kuantum, beberapa teori yang
dibahas diantaranya secara umum yaitu teori tentang
teori Kurungan (Confinement) dan Kebebasan Asimtotik
(Asymptotic Freedom)

2.1.1 Teori Kurungan

Teori ini muncul sebagai konsekuensi gaya konstan
antara dua muatan warna ketika quark tersebut dipisahkan.
Dibutuhkan energi yang bertambah dalam jumlah yang
banyak dengan tujuan untuk meningkatkan jarak antara
dua buah quark dalam sebuah Hadron. Alhasil energi ini
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menghasilkan sebuah pasangan quark-antiquark, merubah
hadron awal menjadi sebuah pasangan hadron yang alih-alih
menghasilkan muatan warna yang terisolasi. Walaupun secara
analitik belum terbukti, kurungan warna telah dibuktikan
dengan perhitungan kisi dan beberapa dekade eksperimen
[68].

2.1.2 Kebebasan Asimtotik

Kebebasan asimtotik, sebuah penyusutan yang tidak
berubah-ubah dalam kekuatan interaksi antara quark dan
gluon sebagai skala energi pada interaksi tersebut bertambah
(dan skala jarak yang bersangkutan berkurang). Kita lihat
dari persamaan ini
Oeymeny @y
yang menggambarkan fungsi momentum perpindahan muatan
q dalam elektrodinamika kuantum.

Kekuatan kopeling bertambah ketika muatan tersebut
saling berdekatan satu sama lain atau dengan |¢?| yang
lebih besar, kenyataannya bahwa kita menginterpretasikan
secara fisis sebagai konsekuensi dari ”polarisasi ruang hampa
(vacuum)”: fungsi ruang hampa tersebut sebagai semacam
medium dielektrik, secara terpisah menyaring muatan.
Semakin dekat kita mendekat, semakin penyaringan terjadi
kurang sempurna, dan semakin besar jarak tersebut semakin
efektif muatan tersebut. Tentunya, pers. (2.1) hanya valid
terhadap pangkat a(0)? [16].

Secara eksplisit dapat dilakukan penjumlahan dengan
hasil dari deret geometrik

a(0)

21\
alle’l) = 1= ((0)/37) In(|g2[/(mc)?)

Dengan jelas, kopeling tersebut “meledak” pada
In(|¢?|/(me)?) = 37/a(0). Bagaimanapun hal ini tidak

a(lg’]) = a(0){1 +

(2.2)



bisa diterima secara serius, karena hal ini terjadi pada energi
sekitar 10280 MeV, yang tidak mudah untuk diakses[16].

Sama halnya yang terjadi pada kasus Kromodinamika
Kuantum:” gelembung-gelembung” (bubbles) quark-antiquark
menimbulkan penyaringan pada warna quark yang mana
(mendekati faktor warna) adalah hal yang sama seperti
pers. (2.1). Bagaimanapun, terdapat penyimpangan baru
dalam kasus Kromodinamika Kuantum yang mana adanya
gelembung-gelembung gluon maya. Hal ini menyatakan
bahwa kontribusi gluon bekerja pada arah yang lain,
yang menghasilakan “anti penyaringan”, atau semacam
"kamuflase”. Kita tinjau dengan konstanta kopeling yang
berjalan (running coupling constant) dalam Kromodinamika
kuantum sebagaimana pers. (2.2)

asl?l) = (1) 23)
1+ (as(p?)/12m) (110 — 2f) In(|q[*/ p?)

di mana n adalah bilangan warna (colors) yang berjumlah
tiga pada model standar, dan f adalah bilangan rasa (flavors)
yang berjumlah enam. Pada banyak teori dengan 11n — 2f,
anti-penyaringan akan mendominasi, dan konstanta kopeling
akan berkurang seiring meningkatnya |¢?| juga, pada jarak
pendek gaya ”kuat” tersebut menjadi lemah secara relatif.
Fenomena ini merupakan dasar dari kebebasan asimtotik yang
secara kuantitatif teori tentang Hadron diprediksi [16].

2.2 Aplikasi Kromodinamika Kuantum

Dapat diakui bahwa jumlah hal yang seseorang dapat
hitung dalam@CD pada masa ini hanyalah sedikit. Di
antara aplikasi yang diperoleh adalah penyimpangan pada
pengukuran (Violations of scaling), dengan koreksi QCD
untuk menghitung dan mempelajari penghamburan ete~
dan e"p [16]. Hal ini menggunakan teori gangguan yang
berdasarkan penyimbangan tersebut dan hanya terbatas



pada jarak pendek. Pada hal yang berbeda, banyak
pengerjaan untuk memahami teori kurungan, tetapi berarti
memerlukan jarak yang panjang dengan tanpa menggunakan
teori gangguan. Salah satu teknik yang menjanjikan ialah
"teori gauge kisi” yang merubah ruang waktu kontinu menjadi
titik-titik diskrit kisi terbatas dan dengan dilakukan secara
numerik [16].



BAB III
TEORI KISI GAUGE

3.1 Integral Lintas

Salah satu konsep utama didalam teori penera kisi (lattice
gauge theory) adalah integral lintas. Dalam bab ini terdiri
dari konsep integral lintas (path-integral) bagian dasar yaitu
integral lintas dalam mekanika kuantum dan teori medan
kuantum yang telah diterjemahkan kedalam waktu Euclidean.

3.1.1 Integral Lintas dalam Mekanika Kuantum

Untuk menjelaskan konsep yang penting ini kita mulai dari
kasus mekanika kuantum untuk satu dimensi [39]. Kita mulai
dari amplitudo transisi

(2 ]z, t) = <:L"]e_iH(t/_t) |x> (3.1)
_ <:r:’]e_th/eth) ’$>
Kemudian didefinisikan

T=t—t
At =1t —t

Dengan mengurangkan keduanya, didapatkan
t'=T-At+1

Dengan memasukkan hubungan kelengkapan untuk keadaan
eigen kordinat x

I= /dxl |z1) (x1]

9
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ke dalam elemen matriks, dan dengan menyatakan T = (¢’ —1t)
dan At = (t; — t) kita dapatkan amplitudo transisi

<x’,t’]a:,t> _ /dxl <x/| efiH(TfAt) ‘x1> <x1‘ efiH(At) ’x>

Kemudian kita bagi waktu T menjadi n bagian, dan
dengan memasukkan (n — 1) hubungan kelengkapan keadaan
eigen kordinat x

<$’,t'\x t /dml /dwnl <x'| eTtH(AY) |Tn—1)

1H (At —iH(AY) |

(xp—1]e™ ) |Zn—2)...(z1]e x)
dengan kita asumsikan z = z¢ dan 2’ = z,, maka seluruh
elemen matriks dapat dituliskan menjadi dan dengan dihitung

dengan transformasi Fourier:

—iH(At) _ m . m [ Trt1 — Tk
(xpi1|e |xk) v/ 5 exp(1At( 5 <At >

—V(z1)))

Sehingga untuk seluruh elemen matriks dapat dituliskan

<az/,t/|x,t> = /dxszAf)xgl eXp( ZAt 7;1 xk“ k)
V(1))

Untuk bagian eksponensial dapat diubah menjadi aksi
klasik dengan limit n mendekati oo

limy o0 g A (% (W) -V (”3’“))
= [ dtL(z, )
= S(x)
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dan untuk bagian selain eksponensial

dry... [ dr,—
/ doy. Jdina
(QWiAt)E
m
Sehingga amplitudo transisi pada mekanika kuantum
dapat dituliskan dalam bentuk integral lintas (path integral)
[39]

(o |, t) = /Dxeis (3.2)
bentuk di atas secara lengkap dituliskan pada Lampiran A1.1

3.1.2 Integral Lintas dalam Teori Medan Kuantum

Sekarang kita tinjau dan terjemahkan integral lintas
dalam mekanika kuantum pada bahasan sebelumnya ke dalam
teori medan [39]. Dengan meninjau ¢(z%,t) ke dalalam
bentuk evolusi waktu penggambaran Heisenberg (Heisenberg
picture)[18]

o(a' 1) = Mo(a’ t = 0)e™

Dan juga beberapa aturan dalam terjemahan di antaranya
[39]:

zi(t) +— ¢(aci,t)
i «—— o
[[dzit) «— [[de',t) =
tya t,xt

S:/dtL — S:/dtd%c

Selanjutnya dengan analogi integral lintas mekanika
kuantum, nilai ekspektasi vakum yang berisi keseluruhan
informasi dalam medan kuantum dituliskan

(0] (1) b(z2) - b(n) |0) = / Dy (1)9(9)... ()€
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dengan

_ /D¢eiS

Untuk selanjutnya, agar menghindari bentuk osilasi pada
integrasi [37], maka imajiner dari waktu harus dirubah ke
dalam bentuk real (yang selanjutnya dikenal dengan integral
lintas Euclidean) dengan rotasi Wick (Wick’s Rotation)
dengan definisi:

t = —iT
dan dengan menyatakan
P(z1,t1) = ¢1(71)

dan seterusnya, maka dengan cara yang sama untuk integral
lintas Euclidean dapat dituliskan [39]:

(0] p1(71)P2(72)...Pn(T0) [0) = /D¢¢1 1) $2(72)-.n (T )e 5

dengan SE merupakan aksi Euclidean.
Dengan rotasi Wick yang telah disebutkan, maka operator
medan berubah menjadi

o(z,7) = e p(z, 7 = 0)e HT
Kemudian saya ingin meninjau dua buah matriks
(@, 7| 1(t1)da(ta) - .. du(tr) |2, 7) (3.3)
dengan 7/ > 71 > 15 > --- > 7, dan

(2 7’|z, 7) (3.4)
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Untuk elemen matriks (3.3) dijabarkan

<$/a 7'/’ d1(t1)d2(ta) ... () |z, ) = <g;/’ e_H(TI_Tl)¢1

dengan memasukkan hubungan kelengkapan energi

o0

e HT = Z e I n) (n) (3.5)

n=0

dan limit 7 dan 7/ mendekati tak hingga oo, sehingga

lim <m’,7'/‘ d1(t1)pa(te) ... ou(t) |z, 7) = <37/’0> (0] ¢1

T/ —00,T——00

><€—I—[(7’1—7’2)¢2
—H(12—...)
—H(r—1—m)

xXe
e

X ¢ |0) (Ol)
dan dengan cara yang sama untuk matriks kedua

lim (o, 7'z, 7) = (2'|0) (0]z)

7' =00, T——00

maka kedua elemen matriks tersebut dapat disusun
sedemikian rupa menjadi bentuk

lim (&, 7| d1(11) ... (1) |2, 7)

7' —00,T——00 <$C/,T/|£C,T>

yang menghasilkan bentuk
(2'10) (0] P12 - - - ¢ |0) (O])

(2'10) (0]z)
= (0] ¢12...91]0)
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bentuk di atas merupakan nilai ekspektasi vakum yang
menyimpan seluruh informasi pada teori medan [39].

Sehingga persamaan di atas dapat diubah menjadi bentuk
integral lintas untuk teori medan (Euclidean). Maka untuk
matriks pertama(pembilang) menjadi

<33/77'/’¢1(7'1)---¢l(7'l) lz,7) = <x/‘€_H(T/_T1)
= X¢1...pe T )
; T,>7-1>..->7—l>7-

dan dengan memasukkan hubungan kelengkapan

]1:/ dxy |xy) (1]

—00

sehingga

(&, 7| ¢1(r1) ... ou(m) |z, 7y = (2| e HT" ()
xe*H(TlfTQ)(;S(:Ug)
X () e =) 1)
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— e—HAT(/_Z dm |2m) (@)
<o) da o) o)
<187 [~ danla) (oa)olaa)
x(/_: Az |Tp) (Tpr]) - ..
<(  daylay) (2, oto)

([ day o) o e 57 o

= / dTm, / dxm/ dx, / dx,,

/ dxp/ day ... ('] e” HAT |10
HAT‘:L,n>

X

(Tm| d(@1) |Tmr) (T | €
X <l‘n| QS(Z'Z) |xn > <$n’| s |:L‘p>
x (xp| $(@1) |2yr) (e | €157 [22)

Kemudian kita tinjau matriks (x| ¢(x1) |2,), bentuk bagian
kanan dapat dituliskan

(;3(3:1) [Zmr) = @(21) [2r) 6(21 — Ty )

maka

(@m| P(x1) [2) (@m| p(x1) [2mr) 6(21 — )

) (@) (21 — T )
1)0(my — Tt )0 (21 — Tppr)

(m
¢(x
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dan seterusnya, maka

(&', 7| d1(m) ... du(m) |, 7) / d:cm/ d:cm/ dz,
/ dxn/ dz, / da,

—HAT |$m
><q§(:c1) (T, — Ty )0 (21 — Tpy)
X (| €A |22)
XO(22)d (2, — Ty )0 (x2 — Tpy)
X (ZL‘n/ Ce |l‘p>
X (g ( — Ty )0(T — T )
< HAT |x

><¢>(ff71)<961\6 HATI$2>
x(w2) (x2] ... |21)
x (1) (| e AT )

Kemudian untuk seluruh elemen matriks dapat dituliskan
dalam bentuk yang sederhana, dengan ' = zy dan x = x; dan
¢ merupakan operator yang komut menjadi bentuk matriks
[39]

l
I il e 27 i)
j=0

Dengan prosedur yang sama seperti pada kasus mekanika
kuantum (Lampiran Al.1), maka bentuk matriks di atas
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dapat dituliskan sebagai

m
2w AT

x exp{—AT (7; (%_Aiﬁl)Z + V($j+1)> }

(zj e A7 |z44)

sehingga

<x’,7”‘q§1(7'1)...q5l(7'l)|x,7’> = / da:l'--/ dxq

Gior b
< T Gl ey 0)
j=0
l
o0 m 12
- zl:Il/oodl’i@‘ (QWAT)
2
XeXp{—AT(% (x] Af_JJrl
+V(j41))}

Maka untuk bagian eksponensial

! 2
lim AT(; <]ATJH> + Vizj))

I
5

3.2 Diskritisasi Kisi

Sebelum memulai pembahasan teori penera kisi, kita
mulai menterjemahkan alat matematis yang digunakan pada
pembahasan integral lintas sebelumnya. Perlu diketahui,
kata diskritisasi ini bermakna diskritisasi ruang-waktu yang
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berbentuk kisi, sebagai contoh untuk hiperkubik dengan
definisi [28]

T, = any (3.6)

dengan kuantitas a sebagai jarak kisi.
Kemudian untuk medan skalar ¢, didefinisikan dalam kisi
[39], dengan turunan parsial menjadi perbedaan terbatas

1
Oud — Apd(z) = —(¢(x + ap) — ¢(z)) (3.7)
serta integral ruang waktu diubah menjadi penjumlahan

/d4x — Za4 (3-8)

Sehingga selanjutnya integral ruang momentum menjadi

d* 1
/ (2%2)?4 T AT Z (39)

lp

Selain itu, diskritisasi ruang waktu juga memberikan
bentuk cut-off pada momentum. Kita tinjau pada medan
¢(z) dalam bentuk transformasi Fourier [39]

o) = [~ Fier

dengan dibatasi jarak kisi a, maka seperti yang telah kita
definsikan = na maka medan dapat ditulis ¢(z) — ¢(na),
sehingga medan tersebut dapat dituliskan

0y )
o(na) = [ o)

—0o0
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dengan p dibatasi dengan batas Zona Brillouin bentuk
pertama (untuk kisi) (Lampiran A1.3).

™ ™
——<p< —
a a

maka

w/a 5 )
b(na) = / 5 (p)eirma (3.10)

—rx/a 2T

Kemudian gga(p) dapat direpresentasikan dengan deret
fourier dari bentuk deret fourier kompleks [4,5] dan
koefisiennya

f(t): Z Cneinwt

dengan bentuk koefisiennya

” 1 /T/2 F(t)e-imetg
= = t)e it
T J 7/

dengan langkah yang sama maka dari bentuk (3.10) dapat

dituliskan dengan T = 27 /a dan medan skalar dikalikan
dengan a

a w/a ]

— da(p)eP"dp = ap(na)

27 —7/a

sehingga dalam bentuk diskrit dapat dituliskan [39]

o0

ba(p) = Z ag(na)e P (3.11)

n=—oo
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3.3 Medan Skalar Bebas Pada Kisi

Sekarang, kita dapat menuliskan medan skalar bebas
dalam bentuk kisi dengan pembahasan sebelumnya tentang
diskritisasi kisi [31]. Kita tuliskan persamaan gerak dari aksi:

1

S:2

/ dtze(x)(0 + M*)é(x) (3.12)
yang mana aksi tersebut berada di dalam ruang minkowski.
Karena pada kisi kita menggunakan bentuk waktu imajiner
agar memudahkan perhitungan, maka kita tuliskan aksi
tersebut dalam ruang FEuclidean. Oleh karena itu, kita
lakukan beberapa perubahan dengan x¢y — iz4 dan t — —it
maka operator D’alembert [6,14]

0? 0? 0? 0?
=2 _ 2 9 9
otz 0x2  Oyr 022

0? 0? 0? 0?
g - - ¢ _ < _ <
o(—it)?  0xz2  Oy* 022

0? 0? 0? 0?

‘:‘ = _—_  — — — —

2 9 2
0 = —| =4+ -4+ -4+ —_
<8t2 T T T 8z2>

dengan ¢(Fuclid) — g™ [14] maka

0?02 9?2 9

o Yo T o e (3:13)

sehingga [1 — Og
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dan juga dilakukan perubahan pada bagian integral

/d4x:////dajldm2dm3da}0

dz¥ = —idxy
dx! = g};ld:rl
dz? = ggEQda:Q
dx® = g%gd:ng

dengan

di mana gt = gZ =gB =gyl =1

Sehingga integral menjadi

/d4x = ////dmldxgd:zg(—idm)
i/d4:c

Maka sekarang aksi dapat ditulis dengan

(3.14)

i

5=

/ d'z(z)(~Op + M2)é(x)

dengan didefinisikan aksi Euclidean sebagai Sp — ¢S maka
aksi lengkap Euclidean dapat dituliskan

Sy = % / dzé(z)(—Op + M2)() (3.15)

Kemudian aksi ini dapat dituliskan dalam bentuk kisi
dengan

Opé(z) = 0%¢(na)
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dengan
*¢(na) = 8}:62 (na)

dengan b:backward(belakang), f:forward(depan) dan
definisi

dy . ylz) —ylz — Az)
dr Alalcrgo Ax

dan

d'y . ylz+Az) —y(z)
T A Ar

maka dapat dituliskan

dy  dl (dy
da? % (dw>
a (o y(x) —y(z — Az)
~ dz <A1;:§0 Ax )
IR <dfy<x> _ 'yl - Ax))
Az—0 Ax dx dx
- L (e Be)oye) ye)myle- )
Az—0 Az Ax Ax
oyl Ay — Ar) — 2y(2)
Az—0 (ASC)Q

oleh karena itu bisa diterjemahkan sebagai Az — a dan
y(x) — ¢(na) , maka operator d’alembertian dapat dituliskan

Op6(e) = = (9(na -+ fia) + 6(na — i) ~ 26(na)

bentuk di atas secara umum dapat dituliskan dengan
penjumlahan seluruh arah positif dan arah negatif menjadi
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Opé(x) = — Z{¢ na + fia) — 2¢(na)}
maka aksi dapat dituliskan menjadi
Sg = —fa4z¢ na) Z (na + fia) — 2¢(na)})
4772
—l—§a M Zn:(;b na) na)

1 N
= —3a ; #(na) (a izu P(na + ua))

—1—%(2 + a’M?) Z ap(na)ap(na)

n

dengan kita tuliskan bentuk tak berdimensi ap(na) — b, dan
aM — M maka aksi dapat ditulis sebagai [31]

Sp =y Y Gt t 52+ Gid (316)
n,u n

3.4 Fermion pada Kisi
3.4.1 Fermion (Polos) pada Kisi

Pertama kita tinjau persamaan Dirac dalam Ruang
Minkoswki [31]

(170 = M)ip(z) = 0

di mana y* adalah matriks Dirac berdimensi 4x4 (Lampiran
A1.4) yang memenuhi hubungan antikomutasi

{ o} =29
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dan v adalah medan komponen-4, yang selanjutnya komponen
tersebut dilabeli indeks(a, 3, etc) dengan p = 0,1,2,3 dan ~°
(matriks time-like) dan v%, 42,3 (matriks space-like) [31].

Persamaan gerak 1 dan (= 1°) dituliskan dalam
bentuk aksi

S, 3] = / dad(2) (70 — Myp(z)  (3.17)

Di dalam teori kuantum, medan v dan 1) menjadi operator
U dan ¥f
dan dengan representasi integral lintas untuk fungsi green

D DY (). (y).. €57
Dy Deisr

<eramxxynmﬁ@n“)|g>zm/

Representasi fungsi green pada waktu imajiner didapat
dengan mengganti

iSp[w, 9] — —SE“ i, ]

dengan x dan y vektor-4 Euclidean.
Kita tuliskan bentuk fungsi Green Euclideannya

DY DYpa (). bp(y) [, ¥
D DipeSr " 9]
- (3.18)

(QT(Wo(z).. Tp(y)..) Q) = /

xXe

Perubahan ini juga merubah set matrik v menjadi ’yf (n=
1,...,4) (Lampiran Al.4) yang memenuhi hubungan anti
komutasi

{’757 ’75}} = 25#1/

dengan

&

i —iy’
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Kemudian perubahan dari pembahasan sebelumnya bahwa
20 — —izy [31]

g0 )
0= 90 O(—ixy)
0 0
—i8$4 - Zaile
= 0!
= ig"'o,
= 104

dengan ¢g** = 1 (metric Euclidean).
Maka suku pertama pada aksi tersebut menjadi

0, = 0 +iv'01 + 17?0,

+i’)/363

= Z"}/an - (—i7161 - Z")’262
—iv303)

= 71 (i01) = (WO + 750y
+73 03)

= —(WWo1 +75 02+ 1505 + 71 01)

= —(758#)

Kemudian bentuk integrasi juga berubah

/d4x = //// daldxtdx?dx?

dengan

xr — —ixa
dz® —  —idxy
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dan
det = gYdx
= dl‘l
de? = ¢*2dxzs
= dxz
de? = ¢3daxs
= d:Eg

sehingga bentuk integrasi tersebut menjadi

/d4x = —id'z

maka bentuk aksinya dari pers. (3.17) menjadi

Splp.d) = —i / A4 () (—E 0, — M)(z)
= / 42 (z)(/ED, + M)(z)

dan dari definisi Sg,eud') — —1SF maka

Selv.dl = =ili [ dteb(o)(f0, + M)
_ / (@) (PO, + Myp(z)  (3.19)

Kemudian mari kita perkenalkan bentuk diskritisasi ruang
waktu kembali dengan meninjau suku-suku di pers. (3.19),
medan 1 dan 1) berlaku pada kisi z = na.

Dari pers. (3.18), bentuk integrasi menjadi

D$Dy = [[ dda(na) [ ] dis(ma)

OL7TL ﬂ:m
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Kemudian kita tuliskan variabel kisi tak berdimensi [31]

M - EM
Valt) = —taln)
N )
Oubal@) = —5Oia(n)

di mana 0, merupakan turunan kisi Hermitian

o) = o a(n + ) ~ Baln — )]

maka

o 1 1 - ~
a;ﬂ/’a(n) = Wg[wa(n + 1) = Ya(n — f1)]

Sehingga bentuk kisi (3.19) menjadi

gleuel) _ / 4230 (2)(7ED, + M)a(a)
_ / A0 (2) (Y EOtba(w) + Mija(z))
= @S el gyl ) = daln — )
+1 y 31/2 a(n))
_ 5/2 Z% (7 5/2 > ! Baln+ ) — daln— )]
L W (n )
slewl) _ Zwa ) i+ ) = = )]

+M%( ) (3.20)



28

3.4.2 Masalah Pengganda pada Fermion

Dalam perumusan Fermion pada bentuk kisi, terdapat
permasalahan yaitu Masalah pengganda (doubling problem)
[27,28,34,39]. Masalah ini akan muncul dengan penjabaran
berikut.  Pertama kita tinjau aksi medan skalar pada
pers.(3.16) dengan sedikit perubahan susunan tiap sukunya

SE = %Z an(_ Z[an—kﬂ - én—ﬂ - 2§£n] + MZQZA)TL)
n ©

dengan
(%nJrﬂ = 5n+/l,m(%m
qbn—Aﬂ = 5n—ﬂim¢m
(bn = 5nm ¢m
maka

1 A o o o
Sg = 5 Z ¢n(_ Z[én—&—ﬂ,md)m + 5n—ﬂ,m¢m - 25nm¢m]
o

+M25nm¢;m)
1 . ) . .
= 5 Z (z)n(_ Z[5n+ﬂ,m + 5nfﬂ,m - 25nm¢m] + Mzénm)(lsm
m

n

dan didefinisikan bagian tengah yang merupakan propagator

- Z[(Sn—i-ﬂ,m + 5n—ﬂ7m - 25nmqgm] + MQ(Snm = Bnm
I

maka aksi dapat diringkas menjadi
1 . .

Kemudian dari bentuk delta Dirac yang berubah menjadi
bentuk diskrit menjadi bentuk delta kronecker setelah dibatasi
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oleh zona Brillouin (Lampiran A1.5)

" d4]% ik.(n—m
5nm:/ (%)4@’“( ) (3.21)

sehingga K, dapat ditulis

Kom = > _[20mm — Ontpum — Onjpan] + M6pm
o

" d4];l ik.(n—m) ik.(n+p—m)
= | o) ( g [2e —e
“ ©

_eil%.(n—ﬂ—m)] + MZeil;:.(n—m))

dengan l%.,& = /:J“ maka dapat dituliskan

™ d4]:J - - . -
Kpm = 9 _ ik, —zk M2 ik.(n—m)
/(%¢§] eibe — i) 4 72)e
™ zk: —ik N
_ / <Z 2 bk —e “)] + M?) eik‘.(n—m)

T d4
= / ZQl—cosk]+M2) ik.(n—m)

@0t

dengan dilakukan penjabaran didapatkan 1 — cos ];'u =
2sin” k,, /2, sehingga

K = /TF d' élZsm2 k”—i—MQ) ik.(n— ™) (3.22)
" (2m)4 2

—T

dan bentuk K,,, dapat didefinisikan dalam transformasi
fourier

_ " d4k ei/%.(n—m)
mm_/<%)<m (3.23)
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dengan

Kemudian kita peroleh invers matriks K.l dengan
tranformasi balik transformasi fourier [3-5]

KL= / : (;zﬂz;l (K (k)L eihn=m) (3.24)

~ —1
k R
R 4§ in? “£ 4+ M2
( MSIH 2 )

Bentuk invers ini dapat dituliskan sebagai fungsi korelasi
urut waktu

< Gnom > = K,

/71' d4];, eiff.(n—m) (3 25)
QN st qar

dengan

Kemudian secara eksplisit bentuk fungsi korelasi tersebut
dapat didefinisikan dalam bentuk fungsi Green

< Gpm >= G(n,m; M) (3.26)

Persamaan fungsi korelasi urut waktu tersebut dapat
dituliskan menjadi bentuk < ¢(z)¢(y) >. Untuk itu, kita
perlu mendefinisikan ulang ¢, dan M kembali kedalam bentuk
kontinu dengan

<
3
Il
s}
=
S
S

8

I

g
L4

S

I
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dengan limit (kontinu) @ — 0 maka

< Pnpm > = <ag(na)ap(ma) >

= a < ¢(x)e(y) >

Kemudian dengan dilakukan perubahan menjadi
PN x
< ¢n¢m >= G(*7 g; Ma)
a’ a
maka

@ < é(x)ply) > = G(=. % Ma)
< ooy > = tim G, Y Ma)

a—0 0,12
= lim— < qﬁncsz >
a—0 a

Bentuk momentum ]%u juga dikembalikan menjadi bentuk
kontinu

]fu = kua
dk, = dk,a

maka fungsi korelasi urut waktu menjadi

1 w/a dk etka. 24
< ¢(z)p(y) > = lim — 4/

( ) ( ) a—0 CL2 —7/a (27T)4 42# Sin2 k;ﬁa + (MCL)2
1 4 w/a d*k eik.(;t—y)
= lim —a / 7}
a=0a —nfa (21)% g2 (% > sin? % + M2>
w/a dAk etk (z—y)

= lim

a=0 ) 14 (2m)4 <;172 Zu sin2 kL2a i M2>
dan didefiniskan bentuk

2 kua ~
— Sln 7 k (327)

a
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sehingga dapat ditulis

w/a d4k eik.(z—y)

<A == | L iy R

Maka dalam bentuk kontinu fungsi korelasi urut waktu
dapat dituliskan dengan lim, 0k, = k, menjadi

0 J4L ek(x y)

< o(x)o(y) >=/_ CLES e (3.28)

Kemudian cara yang sama dilakukan untuk aksi Fermion
dari pers. (3.20)

eucl) . Zwa ﬂ)a(n—k'u,) 'QZ} (n_ﬂ)]
FTfa(n >> (3:29)

aksi di atas dapat diringkas seperti pada pembahasan aksi
skalar sebelumnya dengan [4,5] Ing = 0ap

Vbaln+ 1) = 75 8ap0m,n+0p(m)
. = ('7;; )oa,é’dm n-i-uwﬂ (m)
Vida(n =) = ()as0mn-ps(m)

Ya(n) = aﬁémnd)B( m)

maka

S}eucl.) = ZZ%% ZZ P}’u aﬁ mn+,uw,3( )

m'rL ,Lﬂ/]ﬂ( )}"’M(Saﬂémnwﬂ( ))
= Z 1/’04 5 'Y;L )cxﬁ[ém n+p 5m,n—ﬂ]

n,m,a,3

+MBa8mn)1bp (m)
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Bagian tengah dari aksi tersebut didefiniskan sebagai
propagator

1 R
5(75)&5 [5m,n+ﬂ - 5m,n—ﬁ,} + Méaﬂémn = Nap (n, m)

sehingga secara ringkas aksi dapat ditulis sebagai

eucl Z wa a,B n m)w,ﬁ( )

n,m,o, 3

dengan

_ Tod p zp (n—m)

Maka propagator dapat dituliskan sebagai

™ d4]§ 1 E zp (n—‘r,u, m) 1 (n H— m)
Kaﬁ(n’ m) = W(Z 5(7:“ )aﬂ[ ]
I

+M§Ozﬁe (n m))
’ d4A 1 . ([ ib.(—ii
- /ﬂ (2m)4 (Z 5(75)045[6 p(R) _ b M)]
I
M §3)€P-(n=m)
Tod'p 1 2 »
B /;W (27[')4(2 2(’75)aﬁ2 [ p“—e pu]
I
+M5aﬁ)eiﬁ~(n*m)

" dp o
= / (27r)4 © Z('Yf)a,@ sinp,, + M5a5)6 p.( )
i d4]§ - E B .
= / (27r)4(iz(711)sm15u+M)5age’p'(”—m)
o -
dengan
Z(%)smpu—kM K(p) (3.30)
I
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sehingga bentuk propagator K,g(n,m) dapat ditulis dalam
bentuk transformasi fourier

T 4 A~
Kog(n,m) = P K (p)dope™m=m) (3.31)
O{B 9 771- (277')4 p aﬁ

Dengan cara sebelumnya, invers matriks dapat ditulis
dalam bentuk transformasi balik fourier

T d4ﬁ
—1 _ 1 p.(n—m)
K z(n,m) = / 2 K(p) '0aze™

B /7r d4p 5a/861p.(n—m)
= i — <
—r Q)Y [ 30, () sin py + M]
—i Zu(’yf) sinp, + M
—i>_,(vi)sinp, + M

untuk bagian penyebut setelah dilakukan penjabaran pada
(Lampiran A1.6) didapatkan bentuk [31](= }_, sin? p, + M?)

maka

o Zusm Py + M2
xéaﬁe m)
= < Ga(n)lsm) > (3.32)

di mana invers sebagai fungsi korelasi urut waktu.
Kemudian definisi serupa seperti pada aksi skalar untuk
bentuk korelasi

< a(n)ig(m) >= Gap(n,m; M)

dengan dikembalikan ke dalam bentuk kontinu

ya(n) = a3/27/_)a(95)
bp(m) = a*Ps(y)

1 [T dﬁ [—i >, (vF) sinp, + M]
(
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< Pa(n)g(m) > = < a®pa(x)a®Pa(y) >
= CL3 < ¢a($)¢6(y) >
Kemudian bentuk kontinu tersebut dituliskan ke dalam
fungsi Green

< da(m)is(m) >= Gas(*, % Ma)

dengan limit a — 0 maka

7 1
< () Ds(y) >= lim —Gap

dan bentuk momentum dikembalikan juga ke dalam bentuk
kontinu p,, = p,a sehingga bentuk korelasi urut waktu dalam
bentuk kontinu dapat dituliskan

< alx)p(y) > = lim 1/ adp

a—0 a3 —r/a W |
[—i Y2, (1) sinpua + Ma]ggets (=)
X

(:E ¥ Ma)

T/a 444

Y, sin? pua + (Ma)?
= 1lm 1 4/7(/(1 d4p

a—0 a3 —r/a (27r)4
a[-iy_, (v2) L sinpya + M]age® (=)

>, asin’pua+ (M)2>
w/a d4p

a?

/N

= lim
a—0 7r/a (27‘(‘)

[ ZZ <7y, Slnpua—i-M]aﬁe p.(z—Y)

>, gz sin® pua + M2
w/a d4p

ali% —m/a (27T)

(i, () : s1npua+M]aﬁe p.(z—y)
>, a7 sin’ pua + M2
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dengan didefinisikan bentuk

1
; sinpua = p, (3.33)

sehingga sekarang fungsi korelasi urut waktu dapat ditulis

- wa gy (=i, (vE )Py + Mlag
< Yo (2)Pg(y) > = lim po e
(@)¥5(y) S RO TR SR TE

x eP-(T=Y)
_ /°° d*p [=132,(v)Bu + Mlagp
oo (2m)4 p? + M?
x e (z=Y) (3.34)

Sekarang kita akan masuk kepada permasalahan inti
yang akan dibahas pada penulisan ini yaitu tentang masalah
pengganda. Masalah pengganda muncul pada pers. (3.27)
dan (3.33) di mana pada kasus skalar (3.27) [31]

- — _.._.5"_=1/a

Gambar 3.1: Plot antara sin(p,)a/a dengan p, dalam Zona
Brilouin. Garis lurus menggambarkan bentuk kontinu.[31]

~ 2sink,a
P =3
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bentuk sinus di atas hanya bernilai setengah dari kasus
Fermion (3.33)

N 1.
= — Sin a
Pu a Pu

hal ini merupakan permasalahan mendasar pada masalah
pengganda tersebut yang akan dibahas lebih lanjut pada
pembahasan Fermion Wilson. Secara grafik dapat dijelaskan
pada (Gambar 3.1) yang menggambarkan terjadinya
penyimpangan bagian fermion dengan bentuk kontinu [31].

3.4.3 Fermion Wilson

Untuk mengatasi masalah  pengganda  tersebut,
ditambahkan sebuah suku kinetik boson pada aksi Fermion
yang dikenal dengan parameter Wilson [27,34,35]. Dengan
adanya tambahan parameter ini, aksi Fermion (yang
selanjutnya dinamakan Fermion Wilson) menjadi bentuk

SW = gL Z Yo () Elhg (n) (3.35)
- Zwa (572 Waln+ ) ~ daln — )]
+M¢a( ) — §D¢a(n))

Oda(n) =Y (aln + ) + daln — 1) = 2a(n))
I
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dan a = 1. Maka secara lengkap aksi Fermion Wilson dapat

dituliskan

I

+(r + 7 Sa(n = Q)] + (M +r)ia(n)

Selanjutnya aksi dapat diringkas menjadi

1
Z 1/Ja M + T) aﬂémn - 5 Z[(T - 75)5a,85m,n+ﬂ
"

A~

+(T + Y )5a65m,nfﬂ]>wﬁ (m)

dan didefiniskan suku tengah sebagai propagator

. 1
(M +7)00g0mn  — 9 Z[(T - 75)5aﬁ5m,n+ﬂ

o
+(r+ ) 0ag0mm—p] = K\ (n,m)

dengan
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maka

™ 4A
Kop(n,m) = / (;ZW) ((M +17)0ap ;Zﬂ:[(r — 75)5a66iﬁu
Hr o >5 ge*iﬁm o)

™ d4A )
B /w( Z% [eP — e P])ag

1 5 1
+r(1 — 56”7“ — 567’@“) B}e (n=m)

T d4A 2@ i _ip

< s >

+r(l —

g d4A
= /_7r o )4{ M—i—zZ% sinpy)as
+r(1 —4cospu)5 5}6”j n—m)
T d4p
= /_w( )4{ M—|—ZZ'7M sinpu)as
+2r sin? ?5%3}@"9-("—’”)

T dp E y 2 Pu
= /_7r (27r)4{12'yu sinp,, + (M + 2rsin )}aﬁ
m

n—m)

)5(1,6’}611)' (n—m)

w etP-(
dengan

iy sing, + M+2rszn2p2“) K@M (3.36)

Oleh karena itu propagator dapat ditulis kembali

() _ T D g ipn—m)
K.z (n,m)—/_7r (2ﬂ)4K(p) Sape?
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maka dengan cara serupa seperti sebelumnya, didapatkan
bentuk invers matriks dengan transformasi balik transformasi
Fourier [31]

W)-1 _ [T d% F(5)W)-1g i (n-m)
af (na m) (271')4 (p) af€

dengan

—1
K(p) "Mt = (z’Zﬁ sin fy, + M(p)) (3.37)

n

dan suku M + 2rsin® Pu/2 = M (p)

Untuk menunjukkan bahwa Fermion Wilson dapat
menjadi solusi dari masalah pengganda, maka kita dapat
tinjau kembali dari bentuk invers propagator Fermion naif
pada persamaan [27,35]

K@) = (=i (y))sinp, + M)~

[
—1 Z“(q/f) sin P, + M
Do sin? p, + M2
—1 Zu(vf) sinpya + Ma
> sin® pua + (Ma)?
% Z#(’yf) sinp,a+ Ma
> a% sin?p,a + (Ma)?

(3.38)

di mana untuk melakukan penyederhanaan, maka kita ambil

~

M = 0 sehingga dapat ditulis

K@) |—0= S (3.39)
2
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Dari bentuk ini, untuk bentuk kontinu dengan lima — 0

—q EN .-
lim f((]ﬁ)_l =0 = lim -2 ZHE’YM.)?HPMC‘
a—0 a—0 ZN oz s pua

> p,?EL
—i 22, (7 )P
= ‘;—2““ (3.40)
dapat kita lihat pada bentuk kontinu ini terdapat pole pada
p = (0,0,0,0). Tetapi, kondisi ini berbeda pada bentuk kisi
pada pers.(3.34). Pada bentuk ini di dapatkan pole pada
semua komponen p, = 0,p, = w/a. Pole berlebih yang
berjumlah 15 ini memiliki bentuk tak fisis (tidak sesuai bentuk
kontinu) [27,35]

p=(n/a,0,0,0),(0,7/a,0,0),...(r/a,7/a,7/a,7/a)

ke 15 pole inilah bentuk matematis dari masalah pengganda
atau bisa juga disebut sebagai doubler.

Sekarang kita tinjau propagator aksi Fermion Wilson pada
pers. (3.37) dengan Fermion tak bermassa [27].

-1
K@My = (z nyf sin p,, + 2r sin? p;)
I

0>, sinpy, + 2r sin® %“

y —i), vE sinpy, + 2r sin® %“

—i >, vF sinpy, + 2rsin® %"

—iy, V¥ sinpy, + 2r sin® %"
> sin? p,, + (2r sin? %")2

—g Zu 'y/]f sinp,a + %Tsin2 %

Zu a% sin? Pua + (% sin? %)2
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maka untuk bentuk kontinu menjadi

—1 Zp (Vf)pu

lim K ()" y=0= 5

a—0 p

yang mana pada keadaan ini pole terdapat pada p =
(0,0,0,0). Pada keadaan kisi untuk p, = +n/a, doubler
hilang dan dengan penambahan 2/a di mana suku ini nanti
akan menjadi tambahan massa yang dapat dituliskan

m=m+2rl/a

dengan l jumlah pole yang menghilangkan
doubler /pengganda.

3.5 Medan Gauge Abelian Pada Kisi

Sekarang kita akan membahas kisi untuk medan gauge
abelian

3.5.1 Elektrodinamika Kuantum U(1)
Kita mulai dengan aksi invariansi gauge dari

elektrodinamika kuantum kontinu. Pertama kita tinjau
aksi dari Medan Dirac Bebas [31]

s© = [ atei(o)irra, - Myv) (3.41)
Aksi ini invarian terhadap transformasi

P(x) — GPx)

Y(z) — P(z)G
di mana G adalah elemen dari grup Abelian U(1)

G =t
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dengan A tidak bergantung x.
SO = [ deia)6 i, - M)Gu(a)
_ / da(x)e M (191, — M)e(z)
= [ dtite)iro, - Myuta)

aksi diatas invarian terhadap transformasi global.
Tetapi untuk transformasi lokal, yaitu A = A(x), aksi
tersebut tidaklah invarian.

P(x) — Gx)p(z)

D(x) — P(x)G(z)
Transformasi ini dilakukan pada aksi diatas
s = [ deila)6 @), - M)G@()
= /d4a:w(x)em(z) (9”0 — M)e™ )y (x)
- / d*z(x)e” MO (919, (2) — MeM@ap(x))
_ / dha(2)e =A@ (191 (9,6 M) o ()
+e @9, p(x)) — Mty (x))
N /d%lﬁ(l‘)@_m(m){W“(i(au/\(x))em(x)lﬁ(x) + D9, (x))
~MeN ()}
_ /d4$w(x)eiA(z)ez’A(z){Z',yu(i(auA(x))w(x) + 01(x))
—My(x)}
— [ @i (OA @) () + 0,0(@)) — Mu(a)

maka muncullah suku tambahan yang mengganggu
kesimetrian pada persamaan tersebut.
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Invariansi dapat dipertahankan melalui pergantian suku
turunan 0, dengan kovarian derivatif D, dengan

I
Dy

[

D#
Oy +ieA, (3.42)

sehingga aksi dapat ditulis
Se = [ d'wi@)i7" D, - Myu(a)
dengan A, bertransformasi
1
A# — A'u — gauA(l')

Maka dengan transformasi lokal pada aksi fermion
tersebut, aksi bertansformasi sebagaimana

S = [ a6 @)D, - MG ()
_ /d%@b(x)em(x)(i’yul)u —M)eiA(x)w(x)
_ / d'zip(x)e” N iy Dy N Dy (a) — MA@ (x))
= /d4:1:w(x)em(x)(i’y“(au —I—ieAM)eiA(m)llJ(ﬂ:)
—Me M@y (z))
B / d'wp(w)e N (i (9 (¢ ()
Fie A, (€M@ (z))) — M)y ()
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dan dengan mensubstitusi bentuk D, dari pers. (3.42) maka

Sp = / d*zp(x)e™ ™) (iy" (9™ ) p(x) + €90, (x))
—&—ie(A# _ éauA(x))(ezA(x)w(x)) _ MeZA(x)¢<$))

_ / d (e ) (in1 (i(9,A (2)) A ()
+AOG0() iedu ()
—i0uA (@) NP (@) — MeN@ ()
_ / dh2i(2)e =N iy (D (NP ()
e, (8@ y(2)) — M@y ()
_ / dhi () (v (9, + ieA,) — M)(a)

_ / d'a(z) (" D,y — M)()

sehingga sekarang aksi fermion tersebut invarian terhadap
transformasi lokal.

Namun, aksi tersebut belum memungkinkan propagasi
bagi medan gauge A, karena belum mengandung suku kinetik
bagi medan bersangkutan. Suku kinetik tersebut diberikan
oleh [31]

1
So=—7 / d*zF,, F" (3.43)

di mana F*”, F,,, merupakan tensor tegangan medan dengan

F. = 0,A,-0A,
Fr = 9grAY — 9" A¥
Oleh karena itu dapat dituliskan aksi lengkap yang

menggambarkan dinamika 1,1, dan A, sebagai aksi bagi
Elektrodinamika Kuantum [31]

Somp = —+ / 2 F, P 1 / da() (i Dy — M)d(x)
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Langkah selanjutnya adalah membuat aksi Sgrp menjadi
aksi Euclidean dengan
nggil)) _ Sgaucl.) + S}fud')
dengan perubahan yang telah dituliskan pada pembahasan
sebelumnya

20 = —12y

A% 5 Ay

dan diaplikasikan pada 9y — +i0s pada pembahasan
sebelumnya maka

Fo = gAY — 9V AN

_ aOA/O 4 81AI1 + 82AI2 + aBA/?; . (a/OAO + 8/1A1
+a/2A2 + 0/3A3)

= —i04(iA)) + g o1 A + gP20u Al + g3303 A}
—(—i0) Ay + g o1 Ay
+gP0h Ay + gP05A3)

= (94A£1 + 8114/1 + 8214/2 + 8314% - (8&/14 + 33/11 + 8§A2
+05A43)

= 9,4, —0,A,

— ny

Dengan cara yang sama untuk bentuk kovarian maka

Kemudian untuk suku integrasinya dengan cara yang telah
dibahas pada pembahasan sebelumnya

/d%% —i/d4x

maka bentuk aksi gauge menjadi

{
Sa = / d'zFLFL,
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sehingga

1
Sgud') = 4/d4xF£F£/

Maka dengan mensubstitusi persamaan - persamaan di
atas akan didapatkan persamaan [31]

euct. 1 T .
Sy =5 [ darEEE + [ deita) oD, - i

3.5.2 Formulasi Kisi Elektrodinamika Kuantum
Untuk hal ini, kita gunakan aksi yang kemungkinannya

dekat pada formulasi kontinu. Oleh karena itu kita
dapat bekerja dengan Fermion Wllson yang telah dituliskan.
Dengan menulis medan Dirac tanpa topi (). Untuk

penyederhanaan, aksi Fermion Wilson dituliskan [31]

S = () Y dm)(n) — 5 SR~ )

xp(n+ i) +(n+ p)(r +7§Z>w<n>]

Aksi di atas invarian terhadapa transformasi Global

P(n) — Gy(n)

P(n) — P(n)G!

dengan G tidak bergantung pada n dan pu.

Tetapi yang kita inginkan adalah aksi invarian terhadap
transformasi lokal yaitu G bergantung pada kedudukan kisi
(n), G = G(n). Karena G(n) tidak bekerja pada indeks Dirac,
maka cukup kita tinjau suku bilinier ¥ (n)(n + ). Untuk
memudahkan kita dalam meninjau suku bilinier ini, maka kita
dapat tuliskan

n —
n+pu — T+Hu=y
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sehingga
D(n)(n + p) = d(@)P(y)
Suku % (x)1(y) bertransformasi menurut
D)y (y) = ¥(@)GH2)G(y)v(y)

Agar suku ini invarian terhadap transformasi lokal,
maka harus dimasukkan suatu faktor yang bergantung pada
potensial gauge yang mengkompensasi variasi gauge di atas.
Faktor tersebut diberikan dalam bentuk

Uz, y) = ez Znul?) (3.44)

Terhadap transformasi A,

1

A, =A,+ Eaul\
U(x,y) bertransformasi sebagai berikut
Ulw,y) — G@)U(r,y)G (y)
) Y )

Uz,y) = 4@ exp{z’e/ dz, Au(z) e W)

. e 1 A
= M@ exp{z'e/ dzu(Au(z) + EOHA)}e_ZA(y)
. (v v .
= @) exp{ie/ dz,(Au(z) +i/ 2,0, \) e AW
dengan
Oy = g0’ = 0"

maka
. ) y '
Ulz,y) = @ explic / dzu(Au(z) +1i / dz, & A) e~ AW
. Y L '
= el/\(x) exp{ie/ dZM(AH(Z)}exp{zA(z) ’g}e—zA(y)

= exp{ie /y dz,(Au(2)}

xT

= U(x,y)
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yang mana menunjukkan bahwa faktor U ini invarian terhadap
transformasi lokal. Dari fakta tersebut, kita dapat simpulkan
bahwa bentuk bilinier pada medan Fermion menjadi invarian
dengan masukkan dari faktor U di atas. Kita dapat tunjukkan
secara sederhana

P(@)U(z,y)d(y) — P@)G H@)G(@)U (2, )G (y)G(y)Y(y)
= Y(@)U(z,y)Y(y)

Sekarang kita misalkan y = x + €, dengan € elemen kecil
(e <). Maka kita tuliskan suku bilinier tersebut

@(m)¢(:ﬂ+e) — @Q(x)U(x,que)@b(ere)
Y+ op@) = Y+ Ul (z,z+y()

Kita tinjau bagaian integrasi pada eksponensial

ie /y dzpAu(z) = ez, Au(z) |4

= de(yuAu(y) — z,A,(2))
Zje((xA“ +ep)Au(r +€) -z, Au(x))
= ie:A(Mx)

maka dapat kita tuliskan
U(CL‘,CE + 6) _ eiee‘A(a:)

Selanjutnya perumusan di atas diterapkan pada aksi kisi
Fermion Wilson sehingga setelah dilakukan substitusi menjadi

(n)(r — 'Yu)Un,nJrﬂT/’(” + 1)

b(n)(r —y)(n+p) —
P — (n + ﬂ) (T + 'Yu)Un-Han(n + ﬂ)

0
(n+ ) (r +)(n) 0
dengan

oyt
Un‘th - Un,nJrﬂ
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Ruas kanan tersebut invarian terhadap Transformasi Lokal

vn) = Gn)y(n)

d(n) — d(n)G(n )
Unptii = G)UnnqG™ (0 + 1)
Ui = G+ i)UnisinG~(n)

bentuk di atas disubstitusi pada aksi kisi invarian Fermion
Wilson

S = () Y G - 5 S )
n T,
XUn,n—i—ﬂd’(n + 1) + &(n + ) (r + 'Yu)Ui7n+ﬂ¢(n)]

dengan kita ambil ansatz
Un i = Uplm) = =04

Sejalan dengan kasus kontinu, dinamika Potensial Gauge
diperoleh melalui substitusi suku Tensor tegangan diskrit ke
dalam aksi. Oleh karena itu, didefinisikan [27,31,35]

V) = Upm)Un(n+ UL+ 2)US ()
= expliealdy(n) + Avin 1)~ Ay(n +9) - A}
= exp{iea[(Av(n+ i) — Ay(n)) — (Ap(n+ ) — Au(n))}

bentuk ini disebut sebagai satu plakat (Gambar 3.2).
Kemudian dengan tensor tegangan versi diskrit diberikan oleh

Fuu(n) = ~{[Au(n+ ) = Ay ()] ~ [Au(n +7) — Au(m)]}

dengan mengalikan kisi a pada bagian eksponensial dari plakat
tersebut maka plakat dapat dituliskan dalam bentuk

V() = ()
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n+v i+
2l < |
Ul n) "
vy AU, o)
—
n Up(m) n+fi

Gambar 3.2: Plakat pada bidang uv.[31]

Dari definisi plakat ini, dengan spasi kisi kecil (¢ <)

Uw(n) = iea® Fuu(n)
. e2a*F,, F
~ 1+iea’F,,(n) — #
maka dapat dibentuk suatu rumusan
1 1 ; 1 1
53 2 =5 U + UL = 53 > -3
n pu<v . n u<v
——ea”Fy,(n)
e
—% + §ea Fu(n)
+ 3¢ B () Fu ()
1
+Ze2a Fu(n)Fu,(n)]
1
~ 1 a4FW(n)FW(n)
TL7}1/<V

yang merupakan pendekatan aksi medan gauge dalam bentuk
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kisi. Oleh karena itu aksi kisi untuk potensial gauge sebagai
So(n) = 53 S 11— 5 (Up + U
n)=— - =
“ P R

dengan Up = U,,(n), P sebagai indeks Plakat. Bentuk ini
merupakan perkalian variabel link yang dibatasi oleh plakat
dengan arah berlawanan jarum jam dan sumasi dilakukan
terhadap semua plakat.

Dengan demikian aksi lengkap untuk aksi Elektrodinamika
pada kisi dapat ditulis oleh

SauplU, 98] = 55 31— 5(Up+ UL+ (T + 1)
P
xS dn)un)
5 SR = %)V + )
N,

P+ @) (r + ) UL, w(n)] (3.45)

3.6 Medan Gauge Non Abelian Pada Kisi

Pada perumusan sebelumnya dapat diperluas ke dalam
kasus grup uniter non-abelian. Medan Dirac tunggal diganti
sebagai ¢® dengan a = 1,..., N. Maka aksi Fermion untuk
medan non-abelian dapat dituliskan [31]

N

Spo= (M+r)) Y &) (n)
n a=1

a

N
5 S ) ()

_ np a=l1
TPt (n+ @) (r + )Pt (n)]

aksi ini invarian terhadap transformasi global.
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Selanjutnya diperkenalkan vektor kolom dan vektor baris
N-komponen untuk memperingkas
(G

@ZJ: . ad):[d—)la"'a,&]\q

wN

yang bertransformasi sebagaimana
Ja) » Gi)
d(x) = Pa)G

di mana G adalah elemen grup SU(N).

Generalisasi aksi Wilson abelian menjadi non-abelian
dilakukan dengan mengganti medan Dirac ¢ dan v dengan
vektor komponen-N di atas, dan variabel linknya sebagai
elemen grup SU(N) (representasi fundamental). Variabel link
tersebut ditulis dalam bentuk ansatz

Uu(n) = i)
di mana ¢(n) = goad,(n), yang merupaan matriks Hermitian
milik aljabar Lie grup SU(N).

Maka versi lengkap aksi untuk medan gauge abelian dapat
dituliskan dengan

S = () Y dm)dn) — 5 S~ 3)0u()

~ p - ~
x(n + 1) + P(n+ @) (r + ) Ul (n)d(n)]

Sehingga aksi tersebut invarian terhadap transformasi
lokal (karena variabel link tersebut).

z

3
L1114

) H(n)
()G~ (n + o)
n+ )U( )16 (n)

3

T
’;q—n—’; ASHIRSE
TN TN TN
3
S— e N
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dengan G(n) adalah elemen grup SU(N) dalam representasi
fundamental.

G(n) = )

di mana A(n) adalah matriks Hermitian milik aljabar lie grup
SU(N).

Selanjutnya untuk membangun aksi bagi medan gauge
didefinisikan plakat seperti pada medan abelian

Uw(n) = Uu(n)Uy(n+ p)Uf(n+2)Uf(n)

n
i (n) gidy (1) iy (nt0) iy ()

Dengan menggunakan Formula Baker-Campbell-Housdorff
[3-5]
eAeB — eA'f‘B"F%[A,B}"r... (346)

dari persamaan plakat di atas, dapat diringkas agar
mempermudah proses penjabaran

|
QW

)
)
) —
)

maka bentuk Formula Baker-Campbell-Housdorff pada pers.
(3.46) dengan empat variabel menjadi

eAeBeCoD €A+B+%[A,B}+C+D+%[C,D]+% (B,C]
Xe+%[A,D]+%[A,C]+%[B,D} (3.47)

dan dengan ekspansi deret Taylor

bu(n+ 1) ~ du(n) + adydu(n) + ...
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sehingga dengan penjabaran yang dilakukan pada Lampiran
A1.7 dapat dituliskan variabel plakat menjadi

Uuy(n) = exp{igoa2(6ﬂfly — &,flu + igo [fl#, fll,])}

Selanjutnya didefinisikan bentuk tensor tegangan dengan
- 1 - - L
F, = E(af‘A” — 0y AL+ igo[Au, AJ))

maka plakat dituliskan

G () = 920" P

Dengan dituliskan dalam bentuk kontinu, maka
didefinisikan sebagai

F = lim F,
1% a0 1

= 0,A, —9,A, +iglA,, A (3.48)

3.6.1 Formulasi Kisi Kromodinamika Kuantum
SU(3)
Dari bentuk IE‘W pada pers.(3.48), yang mana adalah
elemen dari aljabar Lie, maka untuk bentuk SU(3) dapat
diekspansi dalam bentuk [31]

_ 8 \B
Fu(n) =) ny(n)?

dan bentuk

serta hubungan komutasi

8
MNP =20 ) fapeA©
c=1
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B C g
maka tensor F,, menjadi
Ff,=0,A0 — 0,A7 — gofpcp AT AD

Sebagaimana dijelaskan pada kasus non-Abelian kontinu,
yang mana suku invarian diperoleh melalui trace, maka aksi
gauge tersebut diberikan oleh bentuk [31]

So=cTr 31— () + 0L, (3.49)

dengan c adalah tetapan yang ditentukan kemudian. Dengan
bentuk U yang telah didefinisikan, maka

1

So = ol 3 [1= (e g oot
n,u<v
— ¢Tr Z 1 —cos(goa2]§‘u,,)}
n,u<v
2F
= cTr Z [QSiHQ(WTW)]
n,u<v

dan dilakukan ekspansi pada sin® =

9 5 at 220

sinf“r=2"——+—— ...

3 45

dengan a <, maka

~ 2
2F Y
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sehingga dapat ditulis di dalam limit kontinu

Sa — cgg Sgom')

dengan aksi gauge kontinu
(cont) _ 1 N
Sgent) = 2Trzn:aFWFW
1 _ .
= T / d*zF,F

dan kita tentukan ¢ = 1/g3.
Kemudian dengan relasi sebelumnya dituliskan

1 - -
Sécont.) _ 2TI‘/d4$FuVF/W

1 4 g AP _p AP

= QT‘I'/d 'TFMV?FIWT
11

= 33 / d*zF 5 F Tr(AP2AP)
11

= 33 / d'zF5F] 2085

= - / d'zF5F],

AN

Kemudian dengan prosedur yang sama, aksi kisi bagi
medan gauge untuk semua N > 1 diberikan oleh

1 - ~
SéSU(N) — Tr Z[l — 5(Up + U};(n))}

2
dengan Tr(1) = N
= ¢SV - O+ Th(n)]
2
= N> 1- %(Up + U (n))]
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dan bisa didefinisikan

/6 = CN = 52
90
maka
sgU = /32 1~ g (T + Th(n))]

Karena Kromodinamika kuantum merupakan SU(3), maka
aksi lengkap kromodinamika kuantum dapat ditulis [31]

Socp = SalU] + S [0, ¢, 9] (3.50)
dengan
S6lU) = 5 SO = 5 (Op + Th(n)]
90 P
dan
S = () YD g — 5 S - )
n n, M
x U, (n)(n + 1)



BAB IV
POTENSIAL QUARK STATIS DALAM
REPRESENTASI SU(3)

Pada pembahasan sebelumnya, telah dibahas dasar dari
teori kisi gauge secara umum. Pada bab ini, diuraikan
mengenai potensial antara dua buah statis quark dengan
representasi fundamental dan yang lebih tinggi

4.1 Putaran Wilson

Putaran Wilson (Wilson Loop) memiliki definisi yaitu
trace pada operator transpor atau yang biasa disebut link,
pada lintasan tertutup (plakat)

4.1.1 Putaran Wilson
Bentuk putaran wilson diberikan oleh [29,31]

W =TrUp (4.1)
dengan U merupakan link dalam representasi SU(3) dan link
ini invarian terhadap transformasi lokal [31].

Upw(n) — G n+ U G(n+0)
Uw/(n) N e—i/\(n-‘rﬂ)Uuyei/\(n—‘rl})
maka
Tr(G ' n+ @) UwGn+0) = TrUp
= TrUp
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Secara umum, putaran wilson tersebut dapat dituliskan
sebagai [29]

welU] = [[ U, (4.2)
leC

Kemudian, selain didapatkan dari Trace dari link (TrU),
bentuk putaran Wilson W juga didapatkan dengan nilai
ekspektasi (ezpectation value) U yang dituliskan [35]

w o= (U)
= % / DA, trUe™® (4.3)

dengan A,:medan gauge, U:link, S:aksi.

Sebelum kita membangunkan sebuah aksi kisi yang akan
dituliskan pada sub-bab 4.3.1, kita ubah bentuk integrasi ke
dalam bentuk integral lintas. Oleh karena itu, dapat kita ganti
[36]

DA, =[] dU,(z)

T, p
dengan
dU,(z) = J(A?)d A (x)
a=12,3
1 — cos A%/4
Ay ="—"T""7"

(4.4)

perhitungan nilai ekspektasi di atas selanjutnya dapat
digunakan dengan metode Monte-Carlo.
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4.1.2 Representasi Fundamental, 6 dan 8

Bentuk Putaran Wilson yang telah dibahas di atas
merupakan Putaran Wilson dalam representasi fundamental,
yang memiliki 8 generator sebagai Matriks Gell-Mann pada
pers. (2.5) [25,26].

Untuk mempelajari bentuk representasi fundamental dan
representasi yang lebih tinggi, kita mulai dengan membahas
grup SU(2) terlebih dahulu. Kita mulai meninjau dua elektron
yang memiliki dua buah spin pada sebuah orbital (S; =
%,Sg = %), sebagai contoh dua elektron pada kasus atom
Helium. Pada teori kuantum dijelaskan bahwa total spin
adalah bernilai nol atau satu, dengan

S = 51+5
’1 1‘ < § < 1 + 1
2 2 = - 2 2
—— —
S=0(singlet) S=1(triplet)

Dua spin ini membentuk representasi 2 (fundamental)
yang mana berinteraksi dengan perkalian direct product dan
menghasilkan

2®2=3a1

di mana 3 adalah keadaan triplet untuk S = 1, dengan
bilangan kuantum azimut m = —1,0,1 yang mendefinsikan
keadaan tersebut. Sedangkan 1 adalah keadaan singlet untuk
S = 0. Sehingga dengan perkalian direct product ini kita
mempunyai empat derajat kebebasan. S = 1 ini merupakan
salah satu dari representasi yang lebih tinggi, yang dimiliki
oleh grup SU(2) ini. Jika kita memiliki tiga objek dengan
putaran satu setengah di suatu keadaan, kita dapat membuat
objek lain dengan derajat kebebasan yang lebih besar, dan
dalam representasi yang lebih tinggi. Inilah makna dari
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representasi yang lebih tinggi yang akan dibahas pada subbab
selanjutnya. Ketika objek memiliki tiga buah derajat
kebebasan, matriks 3x3 yang menggambarkan transformasi
tersebut.  Untuk SU(2), matriks ini dikenal sebagai J.
Matriks Fundamental dari grup SU(2)adalah matriks Pauli
yang berjumlah tiga buah matrik 2x2, dengan [7-12]

G — [0 1} Gy — [0 —i] 5y = [1 0]
1 0|’ i 0]’ 0 -1

Selanjutnya bentuk S = 1 ditransformasikan menjadi
matriks 3 x 3 karena bentuk ini memiliki tiga derajat
kebebasan. Jumlah matriks ini tetap berjumlah tiga yang
senilai dengan matriks Pauli di atas.

Sekarang kita dapat aplikasikan pengertian dari
representasi fundamental dan representasi yang lebih
tinggi dari grup SU(2) ini ke dalam grup SU(3) yang
mana kia memiliki tiga quark, tiga warna dan tiga derajat
kebebasan. Quark bekerja pada representasi Fundamental
SU(3). Transformasi quark terjadi dalam ruang internal
quark dengan matriks SU(3). Ini berarti, ketika quark
tersebut ingin berganti warna maka diperlukan matrik 3x3.
Oleh karena itu, kita dapat meninjau sebuah objek dengan
derajat kebebasan (warna/color) yang lebih tingg dengan
menggunakan konsep teori grup seperti yang telah dijelaskan
untuk SU(2).

Kita gunakan ¢ sebagai ganti representasi 2 sebagai
multiplikasi teori grup:

IR g1 (4.5)

dengan ¢:quark, g:anti-quark dan g:gluon. Atau dituliskan
dalam multiplikasi SU(3) dengan
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3381 (4.6)

Representasi 8 dari SU (3) pada bagian kanan
menggambarkan transformasi dari gluon seperti S = 1
(triplet) dalam grup SU(2). Representasi ini memiliki delapan
dimensi yang berarti memiliki delapan derajat kebebasan
dan gluon (ini) memiliki delapan warna. Matriks yang
mentransformasi warna gluon ini berbentuk matriks 8 x
8. Matriks fundamental SU(3)dibangun oleh delapan
generator Gell Mann pers.(2.5). Kita dapat membangun objek
lain dengan derajat kebebasan warna yang berbeda seperti
[53,54]

303=6®3 (4.7)

dari sini representasi 6 terbentuk.
Kemudian untuk representasi 10:

3®3®3=100808c1

Representasi ini didapatkan dari multiplikasi tiga quark.
Pada hasil multiplikasi tersebut, hanya gluon (8) yang
merupakan objek fisis sedangkan yang lain adalah objek
matematis. Dari berbagai multiplikasi ini, lebih lanjut kita
dapat menentukan representasi yang lebih tinggi dengan
jumlah quark dan antiquark yang berbeda. Oleh karena
itu, dari beberapa representasi lebih tinggi yang didapatkan,
kita dapat memproyeksikan hal ini untuk menentukan
Putaran Wilson representasi yang lebih tinggi ke dalam
bentuk Putaran Wilson representasi fundamental, dengan
dituliskan dari bentuk pers.(4.1) [53-55]
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W3 = TrU

Sekarang kita tinjau Putaran Wilson untuk representasi 8
-dapat disebut sebagai representasi adjoint-. Dari penjabaran
di atas pada pers.(4.4) kita dapatkan bentuk representasi 8
[53-55]:

8 = 3®3-1
Tr(8) = Tr[3®3—1]
Te(Ws) = TeU(TYU™) -1

Dan dengan cara yang sama untuk representasi 6
Tr(Ws) = (TrU)? — Tr(U™) (4.8)

4.2 Potensial pada Teori Gauge Kisi

Potensial antara dua partikel quark dan anti quark
didapatkan dari teori kurungan quark grup warna SU(3).
Potensial ini merupakan gabungan energi medan gauge
dengan sumber quark dan antiquark statis. Potensial ini
didefinisikan dengan hubungan [29-36]

V(R) = — lim %log <W(C) > (4.9)

T—o00

dari bentuk
W =(C)=W(R,T) ~ exp[-V(R)T]

dengan ukuran putaran Wilson R x T dan R: jarak pemisahan
quark, T: waktu propagasi.

Potensial di atas merupakan potensial dalam representasi
fundamental [53,54].
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4.3 Metode Monte-Carlo

Untuk menghitung nilai ekspektasi untuk mendapatkan
W pada pers.(4.3) tidaklah mudah, karena terdapat integrasi
tak-berhingga, sehingga diperlukan adanya metode numerik
untuk melakukan perhitungan. Salah satu metode yang dapat
digunakan adalah metode Monte-Carlo [25,26].

Prinsip integrasi Monte-Carlo relatif sedikit sederhana.
Setiap integral dapat dihitung sebagai nilai rata-rata dari
integran terukur pada titik-titik acak dalam domain integrasi.
Sebagai contoh pada integral satu dimensi 25,26].

@ 1
/ drx = —a’ (4.10)
0 2

Kemudian kita definisikan y; sebagai bilangan acak antara nol
dan satu. Maka kita dapatkan rata-rata,[25,26]

N

a

N E T, Ty = Ay
i=1

dan bentuk ini mendekati hasil integral pers.(4.10) untuk N
besar

a N 1 N
2
£3 e = kS
NS ivizl
= 27
@3

Dengan cara yang sama untuk integral pada nilai
ekspektasi pada pers(4.3) dapat dihitung dengan nilai A4,, U,
dll yang acak dan rata-ratanya [25,26]. Untuk bentuk
lengkapnya, akan dituliskan pada Lampiran A1.8.
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4.4 Perhitungan
4.4.1 Kisi Anisotropik

Perhitungan dilakukan dengan simulasi pada aksi tadpole-
improved pada kisi anisotropik [57]

5 Qs 4 EQt

S _ < '4 = P
Al Jeut  3ulu?

ier 1 5Qstr

S 12euS 12 wlu?

} (4.11)

di mana 8 = 6/¢%, g :QCD Coupling, ¢ :aspect ratio(e =
as/ag, as : spatial link,a; : temporal link), €dg), :penjumlahan
pada plakat spasial, {2, :penjumlahan pada plakat temporal,
Q4 :penjumlahan pada 2x1 plakat segi-empat spasial,
Qs :penjumlahan pada plakat segi-empat temporal pendek
(1 temporal link dan 2 spatial link secara berurutan). Link
spasial rata-rata, us memiliki rumusan

1 T
us = <3R6TI'PSS/>

di mana Py : plakat spasial. Kemudian secara umum link
temporal(waktu) rata-rata u; memiliki rumusan

1+ (ReTrPy)
U= ———
Us
di mana Py :plakat spasial-temporal, jika link temporal jauh
lebih kecil dari link spasial a; < ag, link temporal rata-rata
dapat ditentukan sebagai u; = 1.Pengukuran dilakukan pada
kisi anisotropik 8% x 24 pada 8 = 6 dengan ¢ = 3 [57].

4.4.2 Pelumasan
Pelumasan pada [link-link spasial dilakukan untuk
memperkecil kontaminasi keadaan-keadaan tereksitasi dalam
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fungsi korelasi. Pada prosedur pelumasan setiap link diganti
dengan link itu sendiri ditambah jumlah dari empat spasial
terdekat dikalikan dengan faktor smearing A\ yang dilakukan
pengembalian ke bentuk SU(3) dengan Py, )

Uj(z) = Psu){Uj(@) )
A D Un(@)Uj( + kUL (x + )} (4.12)
tk#j

dengan A adalah faktor pelumasan dan P menunjukan
pengembalian bentuk ke SU(3) [61].

4.4.3 Kode Pencocokan/ Fitting untuk Mendapatkan

Tegangan Dawai sebagai Parameter Potensial

Dua kode pencocokan digunakan untuk menghhitung

potensial-potensial dan tegangan-tegangan dawai. Untuk

kode pertama berupa pencocokan dengan putaran Wilson
pada tiap R yang tetap dalam bentuk eksponensial

W~ e VIRT

bentuk W didapatkan dari pengukuran menggunakan simulasi
pada pers. (4.3) dan ditemukan potensial quark statis V(R)
pada tiap jarak kisi R dengan

1
V(R) = — lim —log < W(R,T) > (4.13)
T—oo T
Potensial yang didapatkan dari pencocokan bentuk
pertama kemudian digunakan untuk mencocokan potensial
dari bentuk linear [27-36,38,41]:

V(R)~-A/R+KR+C (4.14)

dengan R: jarak kisi yang besar, A: bentuk koefisien Coulomb,
K: tegangan dawai dan C: bilangan Casimir.

Penjabaran lebih lanjut tentang potensial ini terdapat
pada Lampiran A1.9.
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4.5 Algoritma untuk Simulasi

Dengan meninjau analiis pada pembahasan sebelumnya
kita dapat membangun beberapa algoritma untuk
menjalankan simulasi.

4.5.1 Aksi Kisi Tadpole Improved

Untuk membangun program simulasi perhitungan pada
aksi tadpole-improved, pertama kita lakukan dengan mencari
link spatial dan temporal rata-rata.

\Algoritma Aksi Kisi Tadpole-Improved}\\
{aksi di dapatkan dengan memasukan setiap variabel
ke dalam persamaan}

*Deklarasi:
P_{ss’},P_{st}, dan u_{s},\beta, \varepsilon,
\Omega_{sp}, \Omega_{tp}, \Omega_{str}

*Deskripsi:

-Input variabel plakat spasial P_{ss’} ke dalam
persamaan u_{s}

-Input variabel plakat spasial temporal P_{st} dan
u_{s} ke dalam persamaan u_{t}

—Input keseluruhan variabel ke dalam persamaan
untuk aksi tadpole improved

4.5.2 Pelumasan
Untuk pelumasan, dapat dibangun algoritma

\Algoritma Pelumasan\

{Pelumasan dengan mengganti setiap \textit{link} dengan
\textit{link} itu sendiri dan ditambah empat spasial

terdekat yang dikalikan dengan faktor pelumasan kemudian dikemb:

*Deklarasi:
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P_{SU(3)}, U_{k}(&x), U_{j}(x), \lambda

*Deskripsi:

-Input setiap link U terdekat, kalikan dengan faktor
pelumasan

-Tambahkan dengan link U pertama

-Lakukan pengembalian ke bentuk SU(3) dengan operator P
-Selesai

4.5.3 Potensial Quark Statis

Kita dapat membangun algoritma untuk potensial quark
statis yang didapatkan dari bentuk eksponensial sebagai
hubungan antara putaran Wilson dengan potensial.

\Algoritma Potensial Quark Statis\
{Potensial quark statis didapatkan dengan hubungan
putaran Wilson dan potensial}

*Deklarasi:
Kisi 87 {3}\times24: Nsx=Nsy=Nsz=8; Nt=24, R=(2,2,2),

*Deskripsi:

-Input aksi tadpole-improved kedalam formula putaran
Wilson, lakukan perhitungan dengan metode Monte-Carlo
-Ubah putaran Wilson ke dalam bentuk logaritma

-Input W kedalam persamaan potensial

quark statis

-Setelah didapatkan nilai V, input R dan V tersebut ke
dalam persamaan potensial untuk V dalam bentuk persamaan
linear untuk V

-Didapatkan nilai A, K dan C

-Selesai
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Tabel 4.1: Parameter Potensial dalam Fungsi Representasi

H Repr. K K/K; AJA; C/Cy H

3 .3480(6) - - -
6 .7688(9) 2209(5) 2.65(2) 25
8  .710(1) 2.040(5) 232(1) 2.25

4.6 Hasil dan Pembahasan

Pencocokan dilakukan dengan beberapa perhitungan dan
pengukuran menggunakan simulasi kedalam kisi anisotropik
seperti yang telah disebutkan sehingga dihasilkan parameter
potensial tiap representasi pada tabel 1 dengan K sebagai
tegangan dawai, indeks f menunjukan bentuk fundamental, A
bentuk coulombik, dan C sebagai bilangan Casimir [38,41].
Dari tabel tersebut terlihat bahwa kita bisa mendapatkan
potensial quark statis dalam model teori kurungan untuk
representasi yang lebih tinggi melalui pencocokan(fitting)
pada potensial berbentuk linear. Tegangan dawai yang
dihasilkan untuk representasi 6 dan 8 memiliki nilai dua kali
lipat lebih dari tegangan dawai fundamental. Perbedaan
parameter antar representasi terjadi karena pengaruh strength
antar quark yang berbeda pada tiap representasi tersebut.

Hasil diatas didapatkan dengan mengacu hasil dari
komputasi pada [53]. Contoh kode program [63] yang dapat
digunakan terdapat pada Lampiran B.



BAB V
KESIMPULAN

5.1 Kesimpulan

Dari pengerjaan yang telah dilakukan, telah ditunjukan
parameter-parameter potensial berdasarkan representasi yang
berbeda-beda di antaranya representasi fundamental(3), 6 dan
8. Parameter ini menunjukkan bahwa parameter tegangan
dawai ada dan nilainya berbeda-beda tiap representasi seperti
ditunjukkan pada tabel dengan

1. Tegangan dawai representasi fundamental sama dengan
0.3480 dan error 6,

2. Tegangan dawai representasi 6 sama dengan 0.7688 dan
error 9,

3. Tegangan dawai representasi 8 sama dengan 0.710 dan
error 1,

Oleh karna itu, dengan cara seperti ini dapat ditunjukan
potensial dan parameternya untuk representasi yang lebih
tinggi.

5.2 Saran

Penulis memberi saran untuk penulisan selanjutnya
adalah dengan melakukan simulasi pada perhitungan serta
melakukan perhitungan dalam representasi yang lebih tinggi
(10, 15a, 15s, dst.).
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LAMPIRAN A
TEORI KISI GAUGE

1.1 Integral Lintas dalam Mekanika Kuantum

Kita tuliskan bentuk integral lintas dalam mekanika
kuantum secara lengkap dengan memulai dari bentuk
amplitudo transisi

<x/,tl|x,t> _ <$/’efiH(t/,t)|x>
_ <x’]e*th'e"Ht)]m>
Kemudian didefinisikan

T=t —t
At =t —t

Dengan mengurangkan keduanya, didapatkan

' =T—-At+1;

<x/,tl|x,t> _ <x/| efiH(TfAtthl)ez’Ht) |x>
_ <.%'/ e—iH(T—At)e—iH(tl—t) |x>
<l‘/| 6—iH(T—At)€—iHAt ’:L'>

Dengan memasukkan hubungan kelengkapan untuk
keadaan eigen kordinat x

I= /dxl |z1) (1]

79
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ke dalam elemen matriks, dan dengan menyatakan T = (¢’ —1t)
dan At = (t; — t) kita dapatkan amplitudo transisi

(2 |z, t) = /dxl <x'| eTHT=A0) 110y (21| e 7HAY |2y

Kemudian kita bagi waktu T menjadi n bagian (T =
nAt), dan dengan memasukkan (n—1) hubungan kelengkapan
keadaan eigen kordinat x

<$,,t/|$,t> _ /d.Tl <x/‘ e—z’H(nAt—At) |IE1> <.561| e—iH(At) |£C>
_ /dl‘l <:L‘/‘ e—z‘H(n—l)At |$1> <1’1’ e—iHAt |:L‘>

_ /dwl (of | PHAlHA—HAL | ~iHAL |y

~~

) n—1
% <x1|e—zHAt ‘:U)
_ /dml (o] ¢TI HAN =i HAL | =il
) ntl
% <x1‘ eszAt ‘x>

maka

(' |z, t) = /dﬂfr--/d:rn_l <x/|e—iH(At) (1)
X (Tp_1| et (At) |Zn_2) ... (z1] o~ tH(At) )

dengan kita asumsikan x = xg dan 2’ = z,, maka seluruh
elemen matriks dapat dituliskan menjadi

n—1

T weale 72 )

k=0
maka matriks tersebut dapat dijabarkan
<93k+1| e AL ‘xk> — <$k+1’ e—iHAte—iV(x)At |93k>

. 2 .
_ <$k+1’ e—z%ﬁAt |$k> e—zV(m)At
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dengan hubungan kelengkapan momentum

I=/ dplp >< pl

maka

o0

. 2 )
(al e M3 ag) = [~ dpeEn (mipalp) plag) e V0

—0o0

dengan bentuk (z|p) di dapatkan melalui Lampiran A1.2
berupa

1
(z|p) = on

sehingga dapat dituliskan

ipT

e

ePTE+1

(Tpt1]p) = E

dan

pler) = (@rgalp))”

e iPTk
V2T

sehingga matriksnya dapat dituliskan

2
;D
ig— Al

—iV(z)At

—iHAt|xk> = e

/ dpe™

1 . 1 .
w [ = e®PTra ik
() (=)
efiV(x)At o2 A
= — | dpe ‘2m
27 /pe

w P(@rt1—Tk)

(Tre1]e
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Kemudian dengan metode integral Gaussian, bentuk integral
dapat dituliskan

e ' 2
dpe i 5m Attip(Tpp1—2k)
/pe 2 iAt/m
—($k+1_35k)2
x exp{ 2iAt/m J
maka,

—iH(At) _ m A Tl — Tk
(onal O ) =\ ety (P

—V(z1)))

Sehingga untuk seluruh elemen matriks dapat dituliskan

<x',t/|w,t> = /Wexp( ZAt ;n xk“ k)
~V (21)))

Untuk bagian eksponensial dapat diubah menjadi aksi
klasik dengan limit n mendekati oo

n—1 T
. m (T4l — Tk | _ .
nlLHgO go At{; <At> Vi(zk)} = /0 dtL(z, )
= S(x)
dan untuk bagian selain eksponensial

dl’l...fdl'n_l B
/ (2m’At)% -

Sehingga amplitudo transisi pada mekanika kuantum
dapat dituliskan dalam bentuk path integral

<x/,t/|x,t> = /Dxeis
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1.2 Bentuk Eksplisit dari (z|p)
Bentuk di atas di dapat dari

Plp) = plp)
hd by = pip)
ida:p - PP

kemudian dengan memasukkan (x| sebagai representasi z pada
fungsi momentum

i dx
Tl = plalp)
2 alp) = P (ap)

sehingga didapatkan solusinya

(zlp) = Ce%;hzl
— Celpl'

kemudian dari fungsi delta kita sisipkan hubungan
kelengkapan

5(p,p) = (plp)
= <p10£\p/>
- / dz {plz) (x|

— 00
o0

:/ deC*e~PrCe?'
:/ dx\C]Qem(P’—p)

—00
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Kemudian dengan fungsi delta-dirac secara umum

/ dx|C’|26ix(p/7p)

—00

1
§(p,p') = >

maka konstantanya dapat dituliskan
C]? =
C =

£f-+1-
3

maka

1
(zlp) = NG

1.3 Batas Zona Brillouin Bentuk Pertama

Untuk mendapatkan batas Zona Brillouin yang telah
dituliskan, maka dapat dilakukan dengan pendekatan
Harmonik

ipT

€

Fn = C(Un+1 - Un) + C(UnJrl - Un)

dengan C : Konstanta Gaya Elastik (interatomik). Kemudian
dengan menggunakan aplikasi hukum ke-2 Newton untuk
gerak atom ke-n didapatkan
d*U,
M dth = F,
= (Un-l—l - Un) + C(Un—H - Un)
= _C(2Un - Un-l—l - Un—l)

Kita masukkan solusi umum dari U,, dengan z,, = na

U, = Aez(kxn —wt)
— Aei(kna—wt)
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Kita lakukam substitusi ke dalam persamaan di atas

d2

M@(Aei(kna—wt) _ _C(QAei(k:na—wt)
_Aei(k:(n-i-l)a—wt) _ Aei(k(n—l)a—wt)
MAeikna(_MQ)e—wt — _CAe—wt [26ikéa
_ezk’(n-‘,—‘l)a - ezk.(n—l)a]
Mw2 — 0[2 - ezk:a . eflka]
ika —ika
Muw? = 201 - (6*‘26)]
Mw? = 2C[1 — coskal
Muw? = 2C[2sin? %}
Mw? = 4Csin? %
4
w? = —C sin? ka

M 2

wo o= 2\/£|sin@]
N M 2

Frekuensi dan pergerakan atom tidak berubah ketika Kkita
mengganti k dengan k + %’T

Pada solusi umum pergerakan atom

k+ 2w

U, = Aexp{i(
— Aei(kn+27rn)fwt)
_ Aei(kn) —wt)

Jna — wt}
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dan frekuensi

w = \/ |sm—|

|sm—]
2
(k4 2M)a

a

2

5+l

k k
= | sin(?a) cos T + cos(g) sin 7|

ka
= |-sin(%)]

ka
= Jsin(5)

= |sin

= |sin(

Kedua hal di atas mengizinkan kita untuk mengatur batas
zona brillouin bentuk pertama

T k<
a a
dengan hubungan
p = hk
h =1
p =k

maka batas dapat ditulis menjadi

™
—<p<
a

SHE

Batas ini diizinkan karena memenuhi pergantian k tadi
k4 2o
£+ 2T

f(k)
2

flerja) = f=mfa+)
f(=rja) = f(x/a)
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1.4 Matriks Gamma

Matriks Gamma dalam ruang minkoswki dituliskan
dengan

10 0 0
o |01 0 o0
T T loo -1 0
00 0 -1]
[0 0 0 1]
.o 0o 10
T T lo —10 0
-1 0 0 0
[0 0 0 —i
s o 0o o
T T 1o i o0 o0
—i 00 0
[0 01 0
s |0 00 -1
T 012100 0
(0 10 0

Sedangkan matriks gamma dalam ruang Euclidean yang
telah dilakukan perubahan dari ruang minkowski

10 0 0
01 0 0

E

4T loo -1 0
00 0 -1
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0 0 0 —i
_Joo =i o
T doi o0 0
i 0 0 0

[0 0 0 —1

5 0 01 0
7 o 10 0
100 0

0 0 —i 0

5 00 0 i
BT 4 0 0 0
0 —i 0 0

1.5 Delta Dirac dalam Kisi
Kita mulai dari delta Dirac dalam 4-dimensi

é(x—y) = 6(wq—ya)d(x1—y1)
xd(z2 — y2)d (w3 — y3)

— /OO (dk74)146ik4(x4_y4) /OO (dk§4eik1(~’01—y1)
oo (2 —oo (2

* dky ik (z2—y2) /Oo dk3* iks(z3—y3)
* /_oo (2m)t" o 21)1°

dengan
k(1 —y1) +k2(z2 —y2) + k3(w3 —y3) + ka(2s — ya)
4

= Z ku(xp — yu)
pn=1
= k(z—vy)

maka

00 4
So—y) = [ ek
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1.6 Penyebut Invers Propagator Fermion

Pada bagian penyebut pers.(3.27)

1Y (vF)sinp, + M x =iy (v))sinp, + M
H H
= (O () sinpu)? + M?)

= ((7{ sinpy +,; sin po)
+(F sin p3 4 7 sin fy)

agar memperingkas penjabaran, kita tuliskan setiap sukunya
dengan

YWsinp = a
vy sinpy = b
vy sinps = ¢
’Yf sinps = a

maka dapat ditulis untuk perkalian penyebut menjadi

(a+b)+ (c+d)2)
(a+b;( ))((a+b) + (c+d))

( c+d
( c+d

= E(a—l—b(a b) + (a+b)(c+d)
(

R

d)(a+b)+ (c+d)(c+d))
a® + (ab + ba) + b* + (ac + ca)
+(ad + da) + (be + cb) + (bd + db) + ¢ + (cd + dc) + d?
= a2+ +2+d%+ {a, b} + {a,c}

+{a,d} +{b,c} +{b,d} + {c,d}

Kemudian bentuk perkalian dikembalikan kembali
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sehingga dapat ditulis

(Z(’Yf) sinp,)? + M%) = ~¥sin®py 4 3 sin’ po
o

+73 Sin p3 + ik i sin® iy

(71 72 + ’Yz M, ') sin py sin py
(71 73 + 73 71 1) sin fy sin ps
(71 74 + 74 M 7’) sin py sin py
(72 ’73 + ’Y3 72 »’) sin ps sin ps
(72 74 + 71 2 ) sin pa sin py
(73 74 + ’Yf%?) sin p3 sin Py
= ’71 sin” D1+ ’yz sin ﬁ2

+7§ sin® p3 + ﬁ sin? py

+{7, 75 } sin py sin p,

+{7F, ~F} sin py sin p3

+{7, 74 } sinpy sin py

+{73’, 74 } sin py sin pg

+{79', 74 } sin Py sin py

+{74', 71 } sin p3 sin py

ot + 4+

dengan hubungan antikomutasi

{757 71/E} = 25;uj

dan

()7 =1

maka

") sinp)? + M%) = sin®py + sin® py
nw
+ sin? ps + sin? py + M?
Z sin? Dp + M?
"
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1.7 Plakat pada Medan Non-Abelian

Dengan

TQwm

dan

A B _C_D A+B+3[ABl+C+D+1[C,D]+3[B,C)

e e e e€ = €
T SADIHE[ACIH1[B.D]

maka

h

w(n) = eXp{i(%(nl) +du(n+ ) = u(n+ )
~Bum) + 5 (i3m0 + )
—i1¢u (N” + ﬂ)ﬁf)u(fb))

+§(Z¢u(n + )¢ (n)
—ilqbl,(nzgzﬁu(n +7))

+§(—z’¢y(n + i)

—H‘l@/(nj— ﬂ)?V(n + ﬂ)z i

b3 (i (m)Buln) + b, (0)5(m)
+5(—idu(n)du(n+ )

+€i)u(n + D) — i%fﬂ))
+5(=igu(n+ ) du(n)
Figy(n)oy(n + f1)))}
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= exp{igoa(A u(”) + Ay(n) + ad, A, (n)
~A,(n) —ad, A -
‘+%iﬁgmﬂ(ﬁ (Au(n) + ady A)
_(1A,,(n) + a?uA,,)A”)
+=i(igoa)((Au(n) +
+a

2
~ A, (Au(n)
1
2
(

=
S

r

—a(0,A,) A, + A A, + a(0,A,)A,
AyA, —aAOvA, +ALA,

+aA,(0,A,) + a(d,A,)A, + a*(9,A,)9,A,
~A A, —aA,(0,A,) — a(d,A)A,
—a®(0,A,)0,A, + A A, — A, A,
+Au Ay +a(0,Au) Ay — AuA,
—aA,0,A, +AA, +aA,0,A,
_AVAV - a(a,ulel/);lll))

= exp(ig0a2(8ufll, — (9,,;1”
-%mm&m—m@m

= exp{zgoa (8# A, — &,flu

+igo[A,, Ay

1.8 Metode Monte Carlo untuk Menghitung Nilai
Ekspektasi sebagai Putaran Wilson
Untuk menghitung nilai ekspektasi untuk mendapatkan
W pada pers.(4.3) tidaklah mudah, karena terdapat integrasi
tak-berhingga, sehingga diperlukan adanya metode numerik
untuk melakukan perhitungan. Salah satu metode yang dapat
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digunakan adalah metode Monte-Carlo. Dari sub bab 4.3,
kita dapat melakukan perhitungan pada integral untuk nilai
ekspektasi (4.3)

1
W = Z /DAutrUe_S
dengan kita tinjau bentuk integral
/DAMtrUeS

yang dapat dihitung dengan nilai-nilai acak untuk A, dan U
serta perata-rataan. Tetapi prosedur ini tidak begitu efektif
dikarenakan bentuk exp(—S) memiliki nilai yang sangat
kecil pada hampir semua nilai acak dan oleh karena itu
bentuk ini dapat diabaikan pada integrasi. Oleh karena
itu diperlukan untuk melakukan distribusi pada nilai acak
karena diperlukannya bentuk exp(—S) bernilai besar. Proses
distribusi tersebut dilakukan dengan:

1. Kita mulai dengan susunan awal yang berubah-ubah
C = [A,, U] seseorang membuat perubahan kecil dengan
susunan C’. Probabilitas po(C' — C”) untuk perubahan ini
memenuhi

po(c — Cl) = po(cl — C) (1.1)

Satu kemungkinan untuk membuat sebuah modifikasi acak U
pada beberapa link dengan titik terdekat.
2. Seseorang melakukan perhitungan selisih

AS = S(C") — S(C)

Jika AS negatif, C' diganti dengan C’. Jika AS positif,
seseorang menggunakan bilangan acak dengan 0 < y < 1
dan menggunakan C’ jika y < exp(—AS). Jika tidak, maka
seseorang mempertahankan susunan C yang lama.
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Sehingga probabilitas transisi pada pendekatan ini dapat
dituliskan
1, untukAS < 0
e 25 untukAS > 0
e®S untukAS < 0

1, untukAS > 0

p(C—=C") = po(C—C) {
p(C"' = C) = po(C'— C) {

dan oleh karena itu

p(C—=C)
T 0) ¢ AS (1.2)

dengan
Zp(C’ -0 =1
C/

Pers(1.2) menunjukan

Z e CpCc =) = Ze_s(cl)p(C' — C)
C C

_ 8@

Jika susunan C' terdistribusi ”Boltzmann”, begitu pula
susunan C’. Distribusi Boltzmann tersebut menjadi fizpoint
pada algoritma yang kita pakai, dan tentunya banyak
distribusi P(C') yang berubah-ubah pada susunan mendekati
fixpoint pada algoritma. Setiap langkah memetakan P(C') ke
dalam distribusi baru P(C”):

P(C")=> P(C)p(C - C') (1.3)
C

Jarak F dari P(C) pada distribusi Boltzmann adalah

E =Y |P(C) - Ne %) (1.4)
C
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dengan N konstanta normalisasi. Dengan transformasi(1.3),
E berubah sesuai

E—E = Z|PC’ —S()]

= Z|ZP p(C — C') — Ne 3]

= Z | Zp (C = C"IP(C) = Ne 5|
c’ C

< ) p(C—CP(C) - Ne ¥

07
= Y |P(C) - Ne 5]

C
= FE (1.5)
dan memasukan ke hubungan

> (P(C) - Ne™¥ @) =0 (1.6)
C

yang menyatakan fakta bahwa P(C) dab Ne S(©)
ternormalisasi menjadi satu, F~ semata-mata lebih kecil dari
E¢ selama P(C) berbeda dari N exp(—S(C)).

Ini yang dinamakan sebagai ”Algoritma Metropolis”,
berdasarkan waktu ekuilibrium yang sesuai, menghasilkan
susunan acak yang terdistribusi distribusi Boltzmann. Jika
C; adalah susunan yang sedemikian rupa, integral pers. (4.3)
pada bab 4 secara sederhana dituliskan

Jim 1Zf((1i) (1.7)

Pada perhitungan yang sebenarnya seseorang memilih po(C —
(") sedemikian rupa sehingga perata-rataan dapat dilakukan
secara pasti tetapi tidak dengan area yang sangat besar
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sekitar susunan C untuk S minimal. Kriteria yang lazim
dengan memilih po(C — C’) sedemikian rupa dengan setiap
modifikasi C' — C’ diterima. Untuk ekuilibrasi awal, po(C' —
(") harus memungkinkan perubahan yang besar, tetapi ketika
mendekati distribusi Boltzmann maka variasi C' — C’ menjadi
lebih kecil. Metode selanjutnya dilakukan dengan metode
numerik.

1.9 Potensial Quark Statis dan Tegangan Dawai
Potensial quark statis yang ditunjukan oleh Wilson
didapatkan dengan hubungan (4.13)

V(R)=— lim — log <W(R,T) >

T—oo T

dengan W
<W(R,T) >= — /D Ule StrUp (1.8)
dengan bentuk di atas dijabarkan, dengan
[awan = 1
[ vmw) = o
J A0 @)1 = Gt
maka bentuk putaran Wilson di atas sama dengan nol kecuali

setiap variabel link U(l) diimbangi dengan U~!(). Maka kita
bisa menuliskan hubungan

[ P00 = St (19)

Bentuk pertama kontribusi yang tidak melenyapkan
disebabkan oleh bentuk ke-(R.T/a?) dari deret, dengan I =
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R/a dan J =T/a,

W)~ 57 [ PIUNB Y gReltsWol} - tr iU (C)

O

dari bentuk (1.9) kita dapatkan faktor 1/3 untuk setiap link.
Jumlah link tersebut adalah 27-J+414J, Faktor untuk jumlah
permutasi plakat (I - J)!, sehingga

(83 gRelr(Uo)} = (g Y r() + tr()}
3 O

yang menghasilkan faktor yang lebih jauh berupa (3/6)!.
Oleh karena itu kita dapatkan

(W(R,T)) = ;Z<§>ZJ<§)WJ+HJ

X Z Qi + - 6imi41-1+2(1(f]7)10)

U1yeslag gy2(14+0)=1

[81J+I+J—1]deltaKronecker

di sini kita menggunakan integrasi terhadap D[U]| yang
menghasilkan dua delta kronecker pada setiap link. Sehinga
total delta menjadi 2 - [2] - J + I 4+ J]. Tetapi satu delta
pada titik kisi terkandung pada kisi lainnya. Karena terdapat
(I + J)(J + 1) titik kisi, maka didapatkan

220 J+T+J —(IT+1)(J+1) = 4I-J+20+2J
I J-I—J—1
= 3[-J+I1+J-1

delta Kronecker.
Sekarang kita hitung bilangan indeks penjumlahan. Setiap
plakat menyumbang empat indeks dan Putaran Wilson 2(7 +
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J) indeks, dua jumlah tersebut sesuai dengan jumlah titik kisi

yang bersangkutan. Oleh karena itu jumlah indeks sumasi
AT - J+2(1+J) (1.11)

3 -J+ 1+ J—1 pada penjumlahan ini menghapus bentuk
delta Kronecker, dan penjumlahan yang tersisa menghasilkan
faktor 3 masing-masingnya. Sehingga dengan orde terendah
1/7Z sama dengan satu kita dapatkan

1 B 1-J 1 2I-J+1+J
(W(R,T)) = 3(6> <3) AL J42(I+T) = (3L-J+1+]-1)

IJ
)
6
3 I.J
- (2
8 RT/a?
- (8
maka bentuk potensial dapat dituliskan menjadi

1
V(R) = _Thj&)fbg <W(R,T) >

. 1 B RT/a2
= — lim —log|( —

Pada limit temperatur tinggi tetapan dawai (tegangan)
dari SU(3) dan dengan hubungan

V(R) = K.R

maka
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Untuk perhitungan numerik selanjutnya dapat dituliskan

1 ! W(R,TYW(R—a,T —a)

Knum = 5
a2 "W(R,T —a)W(R—a,T)

(1.12)

Bentuk di atas adalah contoh untuk mendapatkan
konstanta dawai (tegangan) K, selanjutnya pada perhitungan
digunakan aksi Tadpole-Improved pada pers. (4.11). Namun,
prosedur tersebut menjadi sangat rumit sehingga diperlukan
metode numerik untuk fitting/pencocokan, seseorang [53]
telah melakukan simulasi pada superkomputer Dec Alpha
dan Origin2000. Hasil simulasi tersebut berupa parameter
potensial yang ditunjukan pada tabel 1.

1.10 Teori Grup
1.10.1 Parameter Bebas SU(N)

Teori grup adalah teori matematika tentang sekumpulan
himpunan. Teori grup memiliki beberapa sifat diantaranya:
1)closure, 2)asosiatif, 3)elemen unit, dan 4)inverse.

1) closure: a(a).b(B) = ¢(7); dengan v = a + S.

2) asosiatif: a(bc) = (ab)c.

3) elemen unit: ae = ea = a.

4) inverse: a1, aa~! =e.

Diantara contoh grup yang biasa digunakam secara
umum yaitu grup siklik(C,), grup permutasi(S,), dan grup
uniter(U(N)). Dalam karya tulis ini menggunakan tinjauan
grup SU(3) yang merupakan subgrup dari grup SU(N).

Grup uniter memiliki beberapa aturan:

HUtu=uut =1

2) Hermit, secara umum banyak matriks uniter dituliskan
dalam bentuk

U=l
(1.13)
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di mana H nxn matriks hermitian. Untuk pembuktian bahwa
matriks U hermit, maka ditunjukkan:

Uty 1 (1.14)
e~ giHa  _ 0
—i(H' —H) = 0
(H'—H) = 0
H = H

Kemudian dengan pers. (1.14), maka bentuk deteriminan
dapat ditulis

detUTdetU = (detU)*detU
= |detU|?
= 1 (1.15)

Seperti yang disebutkan diatas, grup uniter mempunyai
subgrup uniter spesial atau special unitary (SU(N)). Syarat
untuk grup SU(N) sendiri sama dengan grup U(N), hanya
saja grup SU(N) memiliki syarat tambahan dari pers. (1.15)
yaitu:

det(U) = 1 (1.16)

Kemudian dengan melakukan trasformasi S agar U menjadi
U’, maka

detU = detU’

= detSUS™!
u, 0 ... 0
o U, ... 0
= det | . ,22 ) .

o ... ... U

nn
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dengan U’ memiliki bentuk di atas, maka matriks H berbentuk

diagonal juga

detU = det U !
= dete®
H{;, 0 0
0 H! 0
= detexpt ,22
0 ... . H],
el 0 0
0 el 0
= det
0 gl

- !
ezTr H

6i(Hil+Hé2+"'+H;Ln)

dengan melakukan transformasi

TrH'

maka

TrSH'S™!
TrH'SS™!
TrH

detU = '™ H

Kemudian dengan mendefinisikan

TrH = «

di mana « = real, dan dengan

detU
det(e'H)
T H

e’LO[

(1.17)

pers. (1.16)

(
1
0
e
e
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maka didapatkan o = 0

SU(N) merupakan subgrup dari grup U(N), oleh karena
itu kita menyatakan sebuah elemen dari SU(N) dengan Uy,
maka pers. (1.17) dapat dijabarkan, dengan

Uo = eiHO
Tr H 0o = 0
det Uo =1

Selanjutnya elemen grup U(N) dapat dituliskan

U — ¢
= exp [i(Ho—F%l)}

= Up [exp (z’g) 1}
n
dan bentuk Trace

TtH = TrHy+Tro1
n

- %1
n
«
—n
n

=

dan dengan o = 0, maka
TrH =0 (1.18)

Oleh karena itu dari penjabaran di atas dapat diketahui
bahwa grup SU(N) adalah tak memiliki trace (traceless).

Kemudian untuk grup uniter secara umum, komponennya
harus memenuhi bilangan real dan imajiner sehinnga secara
umum dapat dituliskan
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Kemudian kita ingin membuktikan bahwa grup SU(N)
memiliki parameter bebas sebesar N2 — 1. Untuk matriks
N=2 (dimensi 2X2), maka

Hy1 Hia
H =
[H21 H22}

[fn +ibi1 fi2 + ibu]
fo1 +iba1  foo + ibao

diketahui H memiliki parameter bebas 8 atau dapat dituliskan
2N?. Untuk HT atau konjugasi H dapat dituliskan:

H' = (H")T
. . w\ 1
_ (( Jin+ b fi2 + ibig > >
fo1 +iba1  fa2 +ibao
[fn —ib11  fi2 — ib12:| r
fo1r —iba1  fao —ibao

[fn —ib11 for — ib21}

fi2 —ibi2  foo —ibao
Kemudian diketahui matriks H hermit
H=H'
maka

< fi1 +ib11 fi2 +ibio ) _ ( fi1 — b1 for —ibay )
fo1 +1ba1  fao 4 iboo fi2 —ibia  fao —ibao

Kita tinjau untuk bagian diagonal:

fir+ibir = fi1 —ibny
2itb1; = 0
by = 0

maka dapat diambil kesimpulan

bym =0
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Kemudian kita tinjau untuk selain diagonal:

fi2 +ibi2 = fa1 —iby
fi2 —ibia = fo1 + b2y

Kita eliminasi kedua persamaan di atas sehingga didapatkan
bahwa

fmn = fnm

bmn = - bnm

yang bermakna salah satu sisi dapat mewakili sisi yang lain.
Kemudian diketahui syarat terakhir yaitu bahwa matriks
tak memiliki trace.
Tr(H) = 0
= fu+ fa

Maka didapatkan
fii = —fa

berarti 1 parameter diagonal bisa diwakilkan.
Begitu pula untuk parameter bebas dari grup SU(N)
secara umum dengan

Hpq = cpg + idyg
ci1 +idin cie+idie ... N+ idiN

o | -l-‘Zd21 c22 + tdao (1.19)
cy1 +idyt eno+idye ... cNN FidyN

bentuk ini memiliki 2N? parameter bebas, yang mana kita
dapat pecah menjadi 2N dan 2N? — 2N. Kemudian dengan

f{T _ (IfIT)*
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maka didapatkan

Cl11 — idll C21 — ’L'dgl e CN1 — ’ile
gt | ez idia o2 — ida2
ClN—ile CQN—’idQN CNN—’idNN

Karena matriksnya bersifat Hermitian maka

i = it
Untuk bagian diagonal
cNN +Hidyy = cyn —idnN
dny = 0

maka jumlah parameter bebasnya menjadi 2N — N dan
2N? — 2N. Untuk elemen matriks selain suku diagonal
maka didapatkan bentuk

CNO = CON
dyo = —don

yang mana menunjukan bahwa masing-masing = sisi
menggambarkan sisi yang lainnya. Hal ini membuat
parameter bebas menjadi 2N — N dan 2]\/2%2]\7 = N2 - N.

Lalu telah diketahui bahwa syarat grup SU(N) adalah
traceless, dengan pers. (1.18)

TTH = 0
maka ditunjukan
ci1 = —(ca2+ - +cnn)

yang berarti satu suku diagonal dapat menunjukan suku
diagonal yang lain sehingga parameter bebas menjadi
berkurang satu parameter. Sehingga parameter bebasnya
sekarang menjadi N> — N + 2N — N — 1 atau sama dengan
N? — 1 untuk parameter bebas grup SU(N).
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1.10.2 Aljabar Lie SU(3)
SU(3) memiliki delapan generator (N = 3)? — 1 = 8 yang
diwakilkan oleh matriks Gell Mann [25] dengan

010 0 —i 0 1 0 0
M o= |10 0, h=1]i 0 0|,\3=1{0 =1 0
0 0 0] 0 0 0 0 0 0
(0 0 1] 0 0 —i] 0 0 0
M = [1 00, 0=100 0|,X=1]0 01
1 0 0] i 0 0 01 0
) 00 0] L L oo
Moo= 00 —i|, ds=—1]0 1 0
0 i 0 V310 0 —2
(1.20)

Dari matriks Gell-Mann yang telah dituliskan pada
persamaan (1.20), didapatkan hubungan komutasi

iy M= = 2ifiie (1.21)

dengan f;;, adalah tetapan struktur yang mana secara total
antisimetri terhadap perubahan dua indeks.

fijk = —fjik = — firj,dsb
Didapatkan pula hubungan anti komutasi

S 4 .

[is Ajl+ = 30351 + 2dj0

dengan d;;;, adalah koefisien simetri yang bernilai tetap ketika
indeksnya berubah posisi.

Didefinisikan pula hubungan trace antara dua matriks
tersebut dengan

TrAi)\j = 20y (1.22)



LAMPIRAN B
KODE UNTUK SIMULASI

2.1 Putaran Wilson

[Fxkxkrkkkkkkkx W_100pl.C ¥kkkkkkokkokkokkokkokkk /

/* MIMD version 7 */

/* This version uses gathers to get the neighbors */
/* version of 3/14/94 by UMH */

/* 2/19/98 Version 5 port CD */

/* Computes time-like, planar Wilson loops on gauge
configuration

in axial gauge with time-like gauge fields of last
time slice

in all other time slices as well, instead of the unit
matrix! */

#include "hvy_qpot_includes.h"
void w_loopl(int tot_smear) {

register int i,dir,r,t;

int nth,nxh;

register site *s;

su3_matrix tmatl,tmat2;

msg_tag *mtag[4];

Real *wils_loopl,ftmp;

su3_matrix *s_link, *s_link_f, *xt_link_f;

if( nx !'= ny || nx != ny){

107
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if (this_node == 0)printf("w_loopl gives wrong
results for nx!=ny!=nz");

return;

}
//AB nth = nt/2; nxh = nx/2;
//CD nth = nt; nxh = nx/2;

nth = max_t; nxh = nx/2;

wils_loopl = (Real *)malloc(nth*nxh*sizeof(Real));

for(t=0;t<nth;t++) for(r=0;r<nxh;r++){
wils_loopl[r+nxh*t] = 0.0;

}

/* Allocate space for space-link product */
s_link =

(su3_matrix *)malloc(sites_on_node*sizeof (su3_matrix));
if(s_link == NULL){

fprintf (stderr,"hybrid_loopl: CAN’T MALLOC

s_link\n");

fflush(stderr);

terminate(1);

/* Allocate space for space-link product */
s_link_f =
(su3_matrix *)malloc(sites_on_nodex*sizeof
(su3_matrix));
if(s_link_f == NULL){
fprintf (stderr,"hybrid_loopl: CAN’T MALLOC
s_link_f\n");
fflush(stderr);
terminate(1);



109

/* Allocate space for time-link */ /* NOT NEEDED */
t_link f =
(su3_matrix *)malloc(sites_on_node*sizeof
(su3_matrix));
if (t_link_f == NULL){
fprintf (stderr,"hybrid_loopl: CAN’T MALLOC
t_link_£f\n");
fflush(stderr);
terminate(1);

for (dir=XUP;dir<=ZUP;dir++){

FORALLSITES(i,s){
sudmat_copy( &(s->link[dir]), s_link+i);
su3dmat_copy( &(s->1ink[TUP]), t_link_f+i);

/* Start gather of forward time-like links */
mtag[0] = start_gather_field(

(void *)t_link_f, sizeof(su3_matrix),

dir, EVENANDODD, gen_pt[0] );

/* Recursively construct the space-like segments
and compute the Wilson loops with that segment */

for (r=0;r<nxh;r++){

if ( >0 ){
/* Collect the space-like segment and extend
it by one link */
wait_gather( mtag[1]);
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FORALLSITES(i,s){
su3mat_copy( (su3_matrix *)(gen_pt[1][i]l),
&(s->staple));
}
FORALLSITES(i,s){
mult_su3_nn( &(s->1link[dir]),
&(s->staple), s_link+i);

b
}
/* Prepare the forward space-like segment for parallel
transport in time */
FORALLSITES(i,s){
su3dmat_copy( s_link+i, s_link_f+i);
b

/* Start gather of forward space-like segments for
next t */
mtag[TUP] = start_gather_field(

(void *)s_link_f, sizeof(su3_matrix),

TUP, EVENANDODD, gen_pt[TUP] );

/* Concurrently gather space-like segment for
next r, if
still needed. */
if( r==0 ){
mtag[1l] = start_gather_field(
(void *)s_link, sizeof(su3_matrix),
dir, EVENANDODD, gen_pt[1] );
}
else if( r<(nxh-1) ){
restart_gather_field(
(void *)s_link, sizeof(su3_matrix),
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dir, EVENANDODD, gen_pt[1], mtagl1] );
}
else{

cleanup_gather( mtag[1]);
}

/* Collect forward time-like links. */
wait_gather( mtagl0]);
FORALLSITES(i,s){
su3mat_copy( (su3_matrix *) (gen_pt[0][i]),
&(s->staple));
}
FORALLSITES(i,s){
su3mat_copy( &(s->staple), t_link_f+i);
}

/* Recursively compute the Wilson loops of different
time extent */
for(t=0;t<nth;t++){

/* Collect forward space-like segments */
wait_gather( mtag[TUP]);
FORALLSITES(i,s){
su3mat_copy( (su3_matrix *)(gen_pt[TUP][i]),
&(s->staple));
}
FORALLSITES(i,s){
su3mat_copy( &(s->staple), s_link_f+i);

/* Start gather for next t, if still needed. */
if ( t<(nth-1) ){
restart_gather_field(
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(void *)s_link_f, sizeof(su3_matrix),
TUP, EVENANDODD, gen_pt[TUP], mtag[TUP] );

}
else{

cleanup_gather( mtag[TUP]) ;
}

/* Finally, compute the Wilson loops. */
FORALLSITES(i,s){
/* If the loop extends past t = Nt - 1 the temporal
axial gauge link is nontrivial */
if( ((s=>t)+t+1)>=nt ){
mult_su3_nn( &(s->1ink[TUP]),
s_link_f+i, &tmatl);
mult_su3_na( &tmatl, t_link_f+i, &tmat?2);
wils_loopl[r+nxh*t] +=
realtrace_su3( &tmat2, s_link+i);
}
else
{
wils_loopl[r+nxh*t] +=
realtrace_su3( s_link_f+i, s_link+i);

}

} /* end loop over t */

/* Start gather of forward time-like links for
next r. */
if ( r<(nxh-1) ){
restart_gather_field(
(void *)t_link_f, sizeof(su3_matrix),
dir, EVENANDODD, gen_pt[0], mtag[0] );
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}
else{

cleanup_gather( mtag[0]);
}

} /* end loop over r */
} /* end loop over dir */

/* Normalize and print the Wilson loops */
for (t=0;t<nth;t++) for(r=0;r<nxh;r++){
ftmp = wils_loopl[r+nxh*t];
g_floatsum( &ftmp);
ftmp /= (Real) (9*volume) ;
if (this_node == 0)printf ("WILS_LOOP1_%d
hd  %d  %e\n",
tot_smear, r, t, (double)ftmp);
}

free( wils_loopl);
free(s_link);
free(s_link_f);
free(t_link_f£);

} /* w_loopl */

2.2 Aksi Gauge

/* Loop tables for glueball operators */
#ifdef GAUGE_ACTION_PART1

/* defines NREPS NLOOP MAX_LENGTH MAX_NUM */
#define NREPS 1

#define NLOOP 4

#define MAX_LENGTH 6

#define MAX_NUM 16
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#define SPATIAL_ONLY
#endif

#ifdef GAUGE_ACTION_PART2
static int loop_ind [NLOOP] [MAX_LENGTH] = {
{ XUP, YUP, XDOWN, YDOWN, NODIR, NODIR },
/* plaquette */
{ XUP, XUP, YUP, XDOWN, XDOWN , YDOWN},
/* 1x2 loop */
{ XUP, YUP, ZUP, YDOWN, XDOWN , ZDOWN},
/* chair */
{ XUP, YUP, ZUP, XDOWN, YDOWN , ZDOWN},
/* equator of cube */
};
static int loop_length_in[NLOOP] = {4,6,6,6};

for (j=0; j<NLOOP; j++) {
loop_num[j] = 0;
loop_length[j] = loop_length_in[j];
for(i=0;i<NREPS;i++){
loop_coeff[jI[i] = 0.0;

}

/* Loop coefficients from Urs */

loop_coeff [0] [0]= 1.0;

loop_coeff[1] [0]= 1.0;

loop_coeff [2] [0]= 1.0;

loop_coeff[3] [0]= 1.0;
strcpy(gauge_action_description,"\"Glueball 1x1,

1x2, chair, oval\"");

nodeO_printf ("Glueball ops 1x1, 1x2, chair, oval\n");
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#endif

2.3 Pelumasan
[FxF kR RK KKK SEATING . CR¥FKFKFK KKKk [

/* MIMD version 7 */

/* original version of 5/23/94 by UMH */

/* 2/19/98 Version 5 port CD */

/* 11/25/01 Removed redundant code. Changed to
call ape_smear_dir CD */

/* Perform one iteration of "APE smearing" on the
space-like links.
For the projection back to SU(3) use multiples of
3 hits over the
3 different SU(2) subgroups until the procedure
converges.
Note: only this complete projection makes the
smearing truly gauge invariant. */

#include "hvy_qpot_includes.h"
#define TOL 1e-5
#define MAXCOUNT 50

void smearing( void ) {
register int dir,i;
register site *s;
sud_matrix *x_link, *y_link, *z_link;

/* Allocate space for temporary storage of results */
x_link =
(su3_matrix *)malloc(sites_on_node*sizeof
(su3_matrix));
if(x_link == NULL){
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fprintf (stderr,"smearing: CAN’T MALLOC x_link\n");
fflush(stderr);
terminate(1);

}

/* Allocate space for temporary storage of results */
y_link =

(su3_matrix *)malloc(sites_on_node*sizeof (su3_matrix));
if (y_link == NULL){

fprintf (stderr,"smearing: CAN’T MALLOC y_link\n");

fflush(stderr);

terminate(1);

}

/* Allocate space for temporary storage of results */
z_link =

(su3_matrix *)malloc(sites_on_node*sizeof (su3_matrix));
if(z_link == NULL){

fprintf (stderr,"smearing: CAN’T MALLOC z_link\n");

fflush(stderr);

terminate(1);

}

/* Loop over the space directions and APE-smear the
links.
The results will temporarily be stored in x_link,
y_link
and z_link for dir=XUP, YUP and ZUP and copied do
link[dir]
at the end. */

for(dir=XUP;dir<=ZUP;dir++){
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/* Do the APE smearing and SU(3) projection for all

links in dir */

ape_smear_dir (F_OFFSET(1ink[0]),dir,F_OFFSET(diag),
1./smear_fac,1.,1,3*MAXCOUNT,TOL) ;

/* Storage management: Temporarily store the
new link */
FORALLSITES(i,s){
switch (dir){
case XUP:
sudmat_copy( &(s->diag), x_link+i );
break;
case YUP:
su3mat_copy( &(s->diag), y_link+i );
break;
case ZUP:
su3mat_copy( &(s->diag), z_link+i );
break;
default:
if (this_node == 0)printf ("unknown direction %d\n", dir);
break;

}

} /* end loop over dir */

/* Now copy the smeared links, overwriting the

previous ones */

FORALLSITES(i,s){
sudmat_copy( x_link+i, &(s->1ink[XUP]) );
su3mat_copy( y_link+i, &(s->1link[YUP]) );
sudmat_copy( z_link+i, &(s->1ink[ZUP]) );
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free(x_
free(y_
free(z_

link);
1ink);
link);

} /* smearing */
[xxkkkxkkkkkx hvy_qgpot_includes.h soksksksksoskkkkkxskkkkk/

/* Keep this first */

/*

* Include files for heavy quark potential
application

*/

/* Include files */

#include "../include/config.h"
#include <stdio.h>

#include <stdlib.h>

#include <math.h>

#include "../include/complex.h"
#include "../include/su3.h"
#include "../include/macros.h"
#include "lattice.h"

#include "../include/comdefs.h"
#include "../include/io_lat.h"
#include "../include/generic.h"
#include "../include/dirs.h"

void ax_gauge();

int setup();

int readin(int prompt);

void gball_simp(int tot_smear);
void smearing(void);

void w_loopl(int tot_smear);
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void w_loop2(int tot_smear);
void hybrid_loopl(int tot_smear);
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