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ABSTRAK

ANALISIS DINAMIS PADA VARIABLE GEOMETRY SUSPENSION (VGS)
DENGAN KENDALI LQR DAN LQG

Nama : Ferly Isnomo Abdi
NRP : 021116 5005 0007
Dosen Pembimbing : Dr.Eng. Unggul Wasiwitono, S.T., M.Eng.Sc.

Perkembangan teknologi pada suspensi kendaraan bertujuan untuk memberikan
efek kenyamanan dan keamanan dalam berkendara. Sistem suspensi dengan kom-
ponen aktif telah dikembangkan mulai dari sistem suspensi semi-aktif hingga aktif.
Variable Geometry Suspension (VGS) merupakan pengembangan dari sistem sus-
pensi yang menggunakan aktuator aktif (single-link) berupa poros cam yang dipa-
sang secara seri dengan suspensi. Penelitian ini bertujuan untuk mengetahui perfor-
ma dari VGS menggunakan kendali Linear Quadratic Regulator (LQR) dan Linear
Quadratic Gaussian (LQG).

Sistem suspensi dimodelkan dengan model kineto-dynamic. Metode linear equ-
ivalent modelling dan pemodelan state-space digunakan untuk mendesain sistem
kendali dari VGS. LQR adalah kendali yang mengasumsikan semua state dapat
diukur (full-state feedback), sedangkan LQG merupakan pengembangan dari LQR
yang memiliki estimator/observer pada sistemnya, sehingga hanya memerlukan be-
berapa pengukuran saja. Penelitian ini memvariasikan nilai pembobotan pada LQR
sedangkan pada LQG memvariasikan jumlah pengukuran (sensor) yang digunak-
an. Analisis performa dengan meninjau nilai RMS (root mean square) dan nilai
Comfort Gain dari sistem VGS pada masing-masing kendali.

Hasil penelitian ini didapatkan bahwa sistem VGS dengan model multi-bodi
menggunakan kendali LQR dan LQG lebih baik dari sistem pasif. Pada kendali
LQR, didapatkan nilai RMS maksimal sebesar 0,26 m/s2 pada percepatan sprung-
mass, sedangkan kendali LQG sebesar 1,22 m/s2 dengan pengukuran kondisi III
(sensor percepatan bodi dan defleksi suspensi). Nilai RMS dari defleksi suspensi
dengan kendali LQR dan LQG tidak lebih baik dari sistem pasif, sedangkan pada
deformasi ban nilai RMS dengan kendali LQR maksimal sebesar 6,6 mm dan pada
LQG berkisar 6,7 sampai 6,8 mm. Nilai Comfort Gain dari sistem VGS mencapai
89,65% pada LQR dan 51,84% dengan kendali LQG, sedangkan pada nilai defor-
masi ban sebesar 3,17% pada LQR dan LQG sebesar 2,25%.

Kata kunci: Suspensi Aktif, Comfort Gain, LQR, LQG, RMS, VGS.
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ABSTRACT

DYNAMICS ANALYSIS OF VARIABLE GEOMETRY SUSPENSION
(VGS) WITH LQR AND LQG CONTROL

Name : Ferly Isnomo Abdi
NRP : 021116 5005 0007
Advisor : Dr.Eng. Unggul Wasiwitono, S.T., M.Eng.Sc.

Technological developments in vehicle suspension aim to provide comfort and
safety. A suspension system with active components has been developed such as
semi-active and active system. Variable Geometry Suspension (VGS) is a kind of
active suspension that uses active actuators (single-link) in the form of a cam-axle
mounted in series with the spring damper components. This paper report the study
of the performance of VGS with Linear Quadratic Regulator (LQR) and Linear
Quadratic Gaussian (LQG) control.

First, a kineto-dynamic model is developed then a linear equivalent model in
the state-space form is derived to design the controller. LQR is a control that assu-
mes all states can be measured (full-state feedback). For LQG control the 2 cases
of measurement combination with commonly available sensor are considered. The
dynamics analysis of the VGS is conducted using multi-body dynamics model to
capture the non-linear phenomena of the real system. This study varied the wei-
ghting in LQR, whereas LQG varied the number of measurements (sensors) used.
Performance analysis by reviewing the RMS (root mean square) and Comfort Gain
of the VGS system on each control.

The simulation results of VGS system with multi-body model using LQR and
LQG control batter than passive system. In LQR control, the maximum RMS is
0.26 m/s2 on sprung-mass acceleration, while the LQG control is 1.22 m/s2 with
the acceleration sensor body and suspension deflection measurement. The RMS of
the suspension deflection with LQR and LQG controls is no better than the passive
system, whereas for tire deformation on LQR control of 6.6 mm and in the LQG
ranges from 6.7 to 6.8 mm. Comfort Gain from VGS system reached 89.65% in
LQR and 51.84% with LQG control, while the tire deformation value was 3.17% at
LQR and LQG of 2.25%.

Keywords: Active Suspension, Comfort Gain, LQR, LQG, RMS, VGS.
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ẋ Pers. input state-space ∆θSL Sudut single-link, derajat
yu Nilai posisi arah lateral, m ∆θLW Sudut lower arm, derajat
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ÿu Nilai perc. arah lateral, m/s2 ∆ ˙ls Kec. defleksi suspensi, m/s
y1 State output percepatan bodi ∆lt Deformasi ban, m
y2 State output defleksi suspensi ∆l̇t Kec. deformasi ban, m/s
y3 State output deformasi ban δlSD Panjang suspensi, m
y2,max Nilai Defleksi maksimal, m δst Defleksi awal suspensi, m
y3,max Nilai Deformasi maksimal, m ωSL Kec. sudut single-link, rad/s
Zn Jumlah data RMS σ Nilai Root Mean Square

za Posisi single-link, m σ̃ Nilai RMS (normalisasi)
z̈a Percepatan single-link, m/s2 σ̃ref RMS (normalisasi) pasif
zn Data ke-n σ̃ RMS (normalisasi) aktif
zs Posisi sprung-mass, m ρ Perbandingan massa
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Bab 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Perkembangan teknologi pada kendaraan dari waktu ke waktu semakin berkem-
bang, khususnya pada pengembangan teknologi sasis kendaraan. Teknologi sasis
yang banyak dikembangkan untuk meningkatkan tingkat kenyamanan dan keaman-
an berkendara adalah sistem suspensi. Sistem suspensi terdiri dari pegas, peredam
(shock absorber) dan axle yang bertujuan sebagai alat penopang kendaraan dan
menjaga agar roda selalu berada menapak/menempel di jalan, sehingga memini-
malkan terjadinya slip saat berkendara dan peredam kejut memberikan efek kenya-
manan bagi pengguna. Sistem suspensi dapat dibagi menjadi 3 tipe, yaitu: suspensi
pasif, suspensi semi-aktif, dan suspensi aktif (Xue dkk, 2011).

Suspensi pasif merupakan sistem konvensional dan tidak memiliki sistem ken-
dali, sehingga nilai karakteristik dari konstanta pegas dan peredam adalah tetap. Na-
mun, penggunaanmya masih banyak diproduksi di dunia industri otomotif karena
biaya produksi yang murah, konstruksi sederhana, implementasi dan perbaikannya
juga mudah. Suspensi semi-aktif mempunyai struktur hampir sama dengan sus-
pensi pasif, namun terdapat gaya peredam (damping force) yang dapat secara aktif
meredam getaran dengan teknologi Electro-Rheologhical Dampers atau Magneto-

Rheologhical Dampers (Donha, 2012) dan dapat juga menggunakan VSVD (Va-

riable Stiffness Variable Dampers) (Nugroho, 2016). Suspensi aktif mempunyai
aktuator aktif yang dipasang secara paralel dengan pegas dan peredam. Aktuator
aktif tersebut dapat mengendalikan sistem, sehingga menghasilkan performa yang
lebih baik dari suspensi semi-aktif dan pasif (Zhou, 2013). Namun, biaya produk-
si dari suspensi semi-aktif dan aktif mahal dan konsumsi energi yang besar serta
implementasi yang tidak mudah. Oleh karena itu, penelitian mengenai VGS (Varia-

ble Geometry Suspension) dilakukan untuk mendapatkan performa seperti suspensi
semi-aktif atau bahkan suspensi aktif dan implementasinya mudah seperti suspensi
pasif (Sharp and Hassan, 1986).

VGS adalah sebuah mekanisme yang mengubah geometri dari sistem suspensi,
sehingga panjang dari pegas coil dapat berubah-ubah. Penelitian (Sharp and Hassan,
1986) menggunakan mekanisme sistem hidrolik untuk dapat mengubah geometri

1



2 BAB 1. PENDAHULUAN

dari suspensi secara otomatis. Namun, sistem hidrolik tidak sederhana dan membu-
tuhkan banyak penggunaan energi, maka dikembangkan VGS dengan mekanisme
di mana terdapat link tambahan atau rantai yang terhubung secara seri ke unit pegas
dan peredam dengan motor servo sebagai penggeraknya (Arana dkk, 2012). VGS
juga dapat mempengaruhi pitch dari sasis kendaraan (Nemeth and Gaspar, 2011),
sehingga pada penelitian (Arana dkk, 2012) pitch dapat tereduksi sebesar 15% yang
dapat meningkatkan performa ber-manuver dan kenyamanan. Penggunaan sistem
VGS dapat juga memperbaiki sistem kemudi dan sudut chamber pada kendaraan
untuk meningkatkan stabilitas dari kendaraan (Nemeth and Gaspar, 2013).

Metode Linear Parameter Varying (LPV) tangguh (robust) digunakan untuk
mendesain sistem kendali yang mendekati efek non-linear pada pemodelan state-

space. Keuntungan dari metode LPV adalah bahwa sistem kendali memenuhi sta-
bilitas yang kuat dan performa yang tinggi karena sistem kendalinya mampu bera-
daptasi terhadap kondisi apapun, namun sistem kendali tersebut masih sangat rumit
(Nemeth and Gaspar, 2015). Penggabungan antara kendali adaptif dan fuzzy pada
VGS ternyata dapat mencapai stabilitas dengan nilai yaw yang diinginkan dan su-
dut roll meningkat sekitar 20%. Penggunaan kendali PID (Proportional Integral

Derivative) pada VGS menghasilkan respon yang tidak sebanding (Baghaeian and
Akbari, 2013). Namun, konstruksinya sederhana dan implementasinya mudah, se-
hingga nantinya dapat dipertimbangkan.

Konsep pengembangan dari VGS adalah dengan menggunakan aktuator aktif
(single-link) untuk mengendalikan geometri dari suspensi, sehingga menawarkan
kinerja yang lebih unggul (Arana dkk, 2015). H∞ Controller digunakan pada pe-
nelitian (Arana dkk, 2017) dengan pemodelan linear dan menghasilkan performa
yang lebih baik dari pasif. Kendali tersebut termasuk dari beberapa metode ken-
dali Optimal yang ada (Susanto dkk, 2015). Namun, model yang digunakan ma-
sih linear, sehingga geometri dan konstruksi dari suspensi belum dipertimbangkan.
Oleh karena itu, seperti penelitian (Balike dkk, 2011) yang menggunakan metode
kineto-dynamic dalam memodelkan multi-bodi pada sistem suspensi pasif, sehingga
didapatkan hasil yang mendekati sebenarnya.

Linear Quadratic Regulator (LQR) atau dapat disebut juga kendali full-state fe-

edback merupakan sebuah metode kendali Optimal yang membutuhkan pengukur-
an pada semua state-nya dan menggunakan pembobotan pada sistem kendalinya,
sehingga tingkat akurasi dalam pengendaliannya lebih baik (Koch dkk, 2010). Ke-
mudian Linear Quadratic Gaussian (LQG) juga termasuk kendali yang mempunyai
estimator/observer dan penggunaan Kalman Filter, sehingga dalam mendesain ken-
dali hanya membutuhkan beberapa pengukuran saja (Kristiadi, 2014). Oleh karena
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itu, masih dibutuhkan penelitian mengenai penggunaan metode kendali lainnya pa-
da sistem VGS untuk mengetahui performanya.

1.2 Rumusan Permasalahan

Permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian ini sesuai dengan uraian latar
belakang adalah bagaimana performa dari Variable Geometry Suspension (VGS)
menggunakan kendali LQR dan LQG pada model multi-bodi dengan metode kineto-

dynamic?

1.3 Batasan Masalah

Untuk memberikan arah penyelesaian dalam penelitian ini, maka diberikan batasan-
batasan masalah sebagai berikut:

1. Simulasi desain dan analisis dengan seperempat kendaraan.

2. Parameter suspensi tipe double wishbone sesuai penelitian (Balike dkk, 2011).

3. Pemodelan multi-bodi menggunakan metode kineto-dynamic.

4. Metode pengendali yang digunakan adalah kendali LQR dan LQG.

5. Metode pembobotan pada kendali LQR sesuai penelitian (Koch dkk, 2010),
sedangkan pada LQG sesuai penelitian (Kristiadi, 2014).

6. Tidak membahas dan memodelkan mekanisme perubahan dari single-link.

7. Tidak membahas gaya aktuator.

8. Tidak membahas power consumption.

1.4 Tujuan Penelitian

Tujuan dari penelitian ini adalah untuk mengetahui performa dari Variable Ge-

ometry Suspension (VGS) menggunakan kendali LQR dan LQG pada model multi-
bodi dengan metode kineto-dynamic.
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1.5 Manfaat Penelitian

Kontribusi penelitian ini adalah penggunaan pemodelan multi-bodi pada sistem
Variable Geometry Suspensions (VGS) dengan metode analisis kineto-dynamic. Li-

near equivalent modelling dengan menggunakan pemodelan state-space digunakan
untuk mendesain kendali pada sistem VGS. Penelitian ini juga diharapkan dapat
memberikan alternatif sistem kendali yang lebih mudah dan optimal dengan meng-
gunakan kendali LQR dan LQG untuk diimplementasikan pada sistem VGS, se-
hingga didapatkan hasil performa (percepatan sprung-mass, defleksi suspensi, dan
deformasi ban) dari VGS yang dibandingkan dengan penelitian terdahulu (Yu dkk,
2017).
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2.1 Penelitian Terdahulu yang Relevan

Penelitian mengenai suspensi semi-aktif (Donha, 2012) dan aktif (Zhou, 2013)
telah banyak dilakukan termasuk pada penelitian (Sharp and Hassan, 1986) meng-
enai Variable Geometry Suspension (VGS) dengan kendali PD (Proportional Deri-

vative) untuk mengendalikan aktuator berupa double valve pada sistem hidroliknya.
Namun, implementasi dari penggunaan sistem hidrolik tidak mudah, sehingga pe-
nelitian (Nemeth and Gaspar, 2011) mengembangkan dengan penggunaan link yang
dipasang pada suspensi sebagai pengganti dari aktuator piston hidrolik pada pene-
litian (Sharp and Hassan, 1986). Oleh karena itu, sistem VGS yang dikembangkan
(Nemeth and Gaspar, 2011) menggunakan satu motor servo pada setiap roda kenda-
raan yang digunakan secara terus-menerus untuk mengubah posisi dari link dalam
mekanisme di tiap seperempat kendaraan, sehingga dapat secara aktif mengenda-
likan kendaraan.

Penelitian (Arana dkk, 2012) sistem VGS dengan kendali PID pada motor-servo
dapat meningkatkan performa bermanuver dengan mereduksi pitch, memperbaiki
sistem kemudi dan sudut chamber serta meningkatkan jarak ground clearance, se-
hingga stabilitas dari kendaraan meningkat. Oleh karena itu, integrasi kemudi dan
roda miring dapat teratasi oleh VGS. Namun, sistem kendali yang digunakan harus
menjamin berbagai performa seperti pelacakan lintasan, stabilitas roll, dan batas
geometri (Nemeth and Gaspar, 2013). Kemudian, konstruksi dari suspensi akan
berpengaruh terhadap desain dari sistem kendali VGS, sehingga penelitian meng-
gunakan sistem kendali dengan model Linear Parameter Varying (LPV) yang di-
dalamnya terdapat parameter pembobotan dan robust pada sistem VGS yang dapat
meminimalkan perbedaan antara referensi (set point) terhadap pengukuran (Nemeth
and Gaspar, 2015).

Penulis tertarik pada pengembangan konsep VGS yang telah dilakukan oleh
(Arana dkk, 2015), (Arana dkk, 2017) dan (Yu dkk, 2017) yang disebut Series

Active Variable Geometry Suspension (SAVGS). Penelitian yang dilakukan oleh
(Arana dkk, 2015) mengenalkan mekanisme dari single-link dan duo-link dengan
sistem electro-mechanical, kemudian pada penelitian (Arana dkk, 2017) menggu-

5
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Gambar 2.1: Mekanisme dari SAVGS: a) Tanpa Single-link, b) Posisi Single-link
Static Equilibrium, dan c) Posisi Single-link Nominal Equilibrium (Arana dkk,
2015).

nakan teknik kendali linear robust pada model linear seperempat kendaraan dan
model non-linear kendaraan penuh (full car) multi-bodi, sedangkan penelitian (Yu
dkk, 2017) mengenalkan metode linear equivalent modelling yang digunakan pada
pemodelan dari sistem SAVGS. Model kineto-dynamic (Balike dkk, 2011) dapat di-
gunakan pada pendekatan model multi-bodi dalam menganalisisnya. Oleh karena
itu, penulis menggunakan metode multi-bodi sesuai (Balike dkk, 2011) pada sis-
tem VGS dengan kendali LQR sesuai (Koch dkk, 2010) dan LQG pada penelitian
(Kristiadi, 2014) dalam mendesain gain parameternya, karena menurut (Arana dkk,
2017) pemodelan VGS dapat dikategorikan sama dengan sistem suspensi aktif low

bandwidth atau slow active (Westhuizen and Els, 2013).

Penelitian (Arana dkk, 2015) lebih fokus pada mekanisme dari single-link yang
dapat dilihat pada Gambar 2.1 yang digunakan dengan pemodelan seperempat ken-
daraan dari SAVGS. Penelitian tersebut menganalisis kinematika dari single-link,
pemodelan motor yang digunakan sebagai aktuator dengan sistem kendali, hingga
mendapatkan hasil berupa tenaga yang digunakan oleh motor (PMSM) untuk meng-
gerakkan sistem SAVGS dengan PID Controller dalam aplikasi bandwidth rendah.
Total tenaga elektrik dan konsumsi tenaga dari SAVGS rata-rata sebesar 142/83 W
dengan simulasi pada kondisi manuver high acceleration dan kondisi constant ve-

locity pada kecepatan sedang serta menjaga penggunaan daya maksimum dari tiap
aktuator sebesar 500 W.

Penelitian (Arana dkk, 2017) fokus pada pengembangan sistem kendali yang
digunakan untuk mendapatkan kenyamanan dan keamanan dalam berkendara. Pa-
da pemodelan seperempat kendaraan menggunakan multi-bodi yang memiliki ke-
unggulan memperluas sudut single-link pada pemodelannya dan dapat digunakan
sebagai pendekatan penelitian pada model full car, sehingga hasilnya dapat dipakai
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Gambar 2.2: Skema dari Metode Linear Equivalent Modelling (Yu dkk, 2017).

sebagai acuan dalam mendesain pengendali untuk full car. Kendali yang digunakan
adalah H∞ yang bertujuan untuk meminimalkan gangguan pengukuran, mening-
katkan kenyamanan dan road holding. Pengukuran yang digunakan dalam mende-
sain kendali berupa sensor uniaxial accelerometer yang ditempatkan pada sprung

mass dan unsprung-mass, kemudian sensor Linear Variable Differential Transfor-

mer (LVDT) untuk mengukur defleksi dari suspensi serta Encoder digunakan untuk
mengukur posisi sudut dari single-link.

Penelitian (Yu dkk, 2017) fokus pada studi eksperimen dari SAVGS dengan
alat uji (test rig) dengan model seperempat kendaraan untuk suspensi model dou-

ble wishbone. Metode linear equivalent model dapat dilihat pada Gambar 2.2 yang
menyajikan bahwasanya ada hubungan antara sudut single-link dan sudut lower wi-

shbone terhadap nilai keq dan ceq dengan panjang single-link tetap. Hubungan terse-
but dinotasikan dengan α yang berfungsi untuk mengkonversi kecepatan dari linear

aktuator menjadi kecepatan sudut dari single-link. Berbeda dengan (Yu dkk, 2017),
pada penelitian (Balike dkk, 2011) melakukan pembuatan model kineto-dynamic

pada suspensi pasif tipe double wishbone yang digunakan untuk menganalisis hasil
respon dari sistem suspensi pasif, sehingga didapatkan pemodelan yang mendekati
kondisi sistem yang sebenarnya.

Metode kendali H∞ digunakan pada penelitian (Yu dkk, 2017) untuk mengen-
dalikan aktuator dari alat uji (test rig) pada sistem SAVGS dengan performa yang
tangguh (robust). Alat uji tersebut digunakan untuk mengetahui performa dari sis-
tem SAVGS dengan mekanisme eksitasi berupa sinyal sinusoidal. Penelitian (Yu
dkk, 2017) juga men-simulasikan model non-linear (real system) untuk mengetahui
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perbedaan dari model linear (teoritis) dan eksperimen, sehingga dapat memberikan
perbedaan dan menunjukkan fitur yang lebih praktis.

Penelitian (Koch dkk, 2010), melakukan variasi nilai rasio redaman pada pemo-
delan suspensi aktif low bandwidth (LBAS) dan mengoptimasi nilai pembobotan
yang dilakukan dalam mendesain kendali LQR. Input yang digunakan pada peneli-
tian ini adalah ketidakrataan jalan (road disturbance) dalam bentuk Power Spectral

Density (PSD) yang telah divalidasi dengan pengukuran nyata pada permukaan jal-
an. Berdasarkan hasil penelitiannya bahwa comfort gain pada LBAS dengan full

state feedback maksimal sebesar 43% dengan tetap berada pada batasan ride safety

(defleksi ban) dan suspension stroke yang diberikan dibandingkan dengan performa
dari suspensi pasif.

Penelitian dengan metode LQG sebenarnya hampir sama dengan LQR. Namun,
perbedaannya adalah pada LQG menggunakan filter optimal (kalman filter) dan
mempunyai struktur utama berupa plant dan observer/estimator pada sistem ken-
dalinya. Penelitian (Kristiadi, 2014) fokus pada pengaruh dari banyaknya peng-
gunaan jumlah sensor pada pemodelan LBAS seperempat kendaraan, karena LQG
dapat meminimalkan feedback yang digunakan. Berdasarkan penelitian tersebut di-
dapatkan nilai comfort gain sebesar 2,4% dengan 1 sensor; 17,53% dengan 2 sensor;
dan 18,48% dengan 3 sensor. Walaupun hasil yang diperoleh tidak sebaik full state

feedback, namun performanya dapat bersaing karena penggunaan sensor yang lebih
sedikit.

2.2 Pemodelan Sistem Suspensi

Suspensi adalah suatu sistem pada kendaraan yang berfungsi untuk meredam
kejutan getaran akibat permukaan jalan yang tidak rata. Suspensi dapat mening-
katkan kenyamanan berkendara, menunjang kemampuan road holding kendaraan
dan mengendalikan kendaraan. Sistem suspensi terdiri atas pegas, peredam (shock

absorber), dan komponen lain seperti ball joint, stabilizer bar, suspension arm, dan
bumper. Sistem suspensi yang dirancang dengan tujuan untuk membuat ”lembut”
saat kendaraan berbelok, sehingga mudah untuk dikendalikan. Ada beberapa sus-
pensi yang digunakan dalam aplikasi kendaraan otomotif yaitu: sistem suspensi pa-
sif, semi-aktif dan aktif dengan berbagai metode kendali (Zhou, 2013). Perbedaan
dari tipe-tipe suspensi tersebut dapat dilihat pada Tabel 2.1.

Analisis pemodelan dari sistem suspensi berfungsi untuk mengetahui respon
gerakan dari kendaraan baik berupa gerak vertical, roll, dan pitch (Kristiadi, 2014).
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(a) (b) (c)

Gambar 2.3: Model Seperempat Kendaraan 2 DOF (a) Suspensi Pasif (b) Suspensi
Semi-Aktif (c) Suspensi Aktif.

Pemodelan suspensi digunakan untuk memudahkan dalam menganalisis, sehingga
nantinya akan didapatkan hasil berupa respon gerak dari sistem suspensi. Dalam
pemodelannya terdapat perbedaan antara sistem suspensi pasif, semi-aktif, aktif dan
juga pada Variable Geometry Suspension (VGS) yang pemodelannya dapat dilihat
pada Gambar 2.3. Penelitian ini menggunakan pemodelan seperempat kendaraan
(quarter car) dengan analisis 2 derajat kebebasan (Degree of Freedom) pada sistem
VGS (Yu dkk, 2017).

Persamaan sistem gerak dapat diperoleh dari hukum II Newton dengan anali-
sis 2 DOF dan melihat pada Gambar 2.3. Didapatkan persamaan (2.1) dan (2.2)
untuk suspensi pasif, (2.3) dan (2.4) untuk suspensi semi-aktif, (2.5) dan (2.6) un-
tuk suspensi aktif dengan ms adalah massa sprung, mu adalah massa unsprung, cs
adalah konstanta peredam pada sprung-mass, adalah konstanta kekakuan pegas pa-
da sprung-mass, kt adalah konstanta kekakuan ban, ct adalah konstanta peredam
pada massa unsprung sedangkan z̈s, żs, zs adalah percepatan, kecepatan, dan po-
sisi dari sprung-mass, dan z̈u, żu, zu adalah percepatan, kecepatan, dan posisi dari
unsprung-mass, zr adalah posisi vertical ground, FD adalah gaya peredam, serta Fa
adalah gaya aktif dari suspensi aktif.

msz̈s = −cs(żs − żu)− ks(zs − zu) (2.1)

muz̈u = cs(żs − żu) + ks(zs − zu)− ct(żu − żr)− kt(zu − zr) (2.2)
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Tabel 2.1: Perbandingan Antara Berbagai Tipe pada Suspensi Otomotif (Xue dkk,
2011).

Parameters
Passive Semi-active Active Suspensions
Suspen- Suspen- Hydraulic or Electro-

sions sions Pneumatic magnetic
Structure Simplest Complex Most Complex Simple
Weight

Lowest Low High High
or Volume

Cost Lowest Low Highest High
Ride Comfort Bad Medium Good Best

Handling
Bad Medium Good Best

Performance
Reliability Highest High Medium High
Dynamic

Passive Passive Medium Good
Performance

Energy
No No No Yes

Regeneration
Commercial

Yes Yes Yes No
Maturity

msz̈s = −ks(zs − zu)− FD (2.3)

muz̈u = ks(zs − zu) + FD − ct(żu − żr)− kt(zu − zr) (2.4)

msz̈s = −cs(żs − żu)− ks(zs − zu)− Fa (2.5)

muz̈u = cs(żs − żu) + ks(zs − zu)− ct(żu − żr)− kt(zu − zr) + Fa (2.6)

2.3 Variable Geometry Suspension (VGS)

Pada tahun 1965, Velocette Thruxton mengenalkan konsep terbaru dari mekanis-
me model suspensi aktif pada kendaraan, dalam penelitiannya yang biasa dikenal
Variable Geometry Systems (VGS) adalah sistem yang mengubah geometri dari sus-
pensi yang bertujuan untuk mengubah nilai konstanta dari pegas dan peredam. Ge-
ometri suspensi yang dimaksud adalah berupa perubahan panjang statis/awal (lSD)
dari suspensi dan karena penggunaan link yang dipasang secara seri dengan sus-
pensi, sehingga suspensi memiliki posisi yang berubah-ubah juga khusunya pada
titik rear axle suspensi saat sistem VGS bekerja. Namun, dalam penelitiannya ma-
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sih menggunakan manual adjusment untuk mengubah geometri tersebut, kemudian
dilakukan pengembangan dengan menggunakan sistem hidrolik atau elektrohidro-
lik agar VGS dapat bekerja dengan aktif menggunakan sistem kendali (Sharp and
Hassan, 1986).

Sistem VGS yang dalam pemodelanya dapat dilihat pada Gambar 2.4(b) dimana
aktuator dipasang seri dengan gaya pegas dan peredam, sehingga kedua nilai kon-
stanta dapat langsung berubah-ubah ketika aktuator bekerja sesuai dengan data dari
sensor yang digunakan sebagai alat ukurnya. VGS dikembangkan memiliki tujuan
utama untuk membuat sistem suspensi yang dalam fungsinya lebih baik dari sistem
pasif dan semi-aktif pada peningkatan nilai kenyamanan dan keamanan serta im-
plementasi sistem kendali, kemudian juga untuk meminimalkan atau menghindari
kelemahan dari sistem suspensi aktif dimana dalam implementasinya yang mem-
buat penambahan berat dari kendaraan dan juga penggunaan konsumsi tenaga yang
cukup besar (Arana dkk, 2017). Oleh karena itu, VGS dapat dikatakan sebagai kon-
sep pemodelan sistem suspensi yang lebih baik dari sistem pasif, semi-aktif, dan
aktif. Persamaan gerak dari VGS diturunkan menggunakan metode Lagrange’s dan
mengasumsikan bahwa kendali input (u) dari sistem VGS sebesar (zs − za).

2.3.1 Kineto-dynamic analysis

Persamaan gerak sistem dinamis dari kineto-dynamic pada pemodelan seperem-
pat kendaraan dengan tipe suspensi double wishbone menggunakan motede Lagra-

nge’s sesuai penelitian (Balike dkk, 2011). Energi kinetik dilambangkan dengan
(T ) sedangkan energi potensial dilambangkan (V ) pada sistem VGS dengan meli-
hat Gambar 2.4, sehingga didapatkan persamaannya sebagai berikut:

T =
1

2
msż

2
s +

1

2
mu(ẏ

2
u + ż2u) +

1

2
maża(ẏ

2
a + ż2a) +

1

2
Iuxφ̇

2 (2.7)

V =
1

2
ks(∆ls)

2 +
1

2
kt(∆lt)

2 +
1

2
ktl(yu − φR)2 (2.8)

D =
1

2
cs(∆ ˙ls)2 +

1

2
ct(∆l̇t)

2 (2.9)

dengan Iux adalah massa inersia dari roda pada sumbu x − axis, R adalah sudut
efektif dari roda, ktl adalah nilai kekakuan ban pada arah lateral, defleksi suspensi
(∆ls) diasumsikan dengan penjumlahan dari kendali input (u) dan lSD, ∆lt adalah
deformasi ban, dan mengasumsikan bahwa nilai ma sangat kecil, sehingga dapat
diabaikan. Persamaan (∆ls) dan (∆lt) dari kineto-dynamic sebagai berikut sesuai
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(a) (b)

Gambar 2.4: (a) Kineto-dynamic dari Seperempat Kendaraan pada Suspensi Tipe
Double Wishbone dan (b) Pemodelan Konvensional Seperempat Kendaraan.

pada (Balike dkk, 2011):

∆ls = lSD −
[
(Ey − Fy0)2 + (Ez − (Fz0 + zs))

2]1/2 dan ∆lt = zu − zr (2.10)

∆ ˙ls =
[
Ėy(Ey − Fy0) + (Ėz − Ḟz) (Ez − (Fz0 + zs))

]
[
(Ey − Fy0)2 + (Ez − (Fz0 + zs))

2]−1/2 (2.11)

Persamaan umum dari metode Lagrange’s sebagai berikut:

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
+
∂D

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= Qi (2.12)

L = T − V (2.13)

dari persamaan Lagrange’s dengan menurunkan terhadap zs dan zu, sehingga dida-
patkan persamaan berikut:

msz̈s +muÿu

(
∂ẏu
∂żs

)
+ Iuxφ̈

(
∂φ̇

∂żs

)
+ ks∆ls

∂(∆ls)

∂zs

+ ktl(yu − φR)
∂(yu − φR)

∂zs
+ cs∆ ˙ls

∂(∆ ˙ls)

∂żs
= 0 (2.14)
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muz̈u +muÿu
∂ẏu
∂żu

+ Iuxφ̈
∂φ̇

∂żu
+ ks∆ls

∂(∆ls)

∂zu

+ ktl(yu − φR)
∂(yu − φR)

∂zu
+ cs∆ ˙ls

∂(∆ ˙ls)

∂żu
+ kt∆lt+ ct∆l̇t = 0 (2.15)

dengan persamaan yu, φ, ẏu, φ̇, ÿu, φ̈, ∆ls, dan ∆ ˙ls didapatkan pada
hubungan kinematik dari suspensi yang dapat dilihat pada Gambar 2.4(a) dan se-
suai penelitian (Balike dkk, 2011), sehingga persamaan gerak multi-bodi dari VGS
adalah sebagai berikut:

msz̈s +mu(19.318zszu + 6.244zu + 1.707) + Iux(8zu + 0.381)

+ks(zs − zu) + ktl(0.0427zu) + cs(żs − żu) = 0

(2.16)

muz̈u +mu(9.659z2s + 6.244zs) + Iux(8zs) + ktl(0.0427zs)− ks(zs − zu)

−cs(żs − żu) + kt(zu − zr) + ct(żu − żr) = 0
(2.17)

2.3.2 Linear equivalent modelling

Pemodelan suspensi dengan menggunakan metode state-space harus dibuat mo-
del linear pada sistemnya, sehingga nanti dapat dilakukan desain kendali pada sis-
tem suspensi aktif tersebut, yang dalam penelitian ini fokus pada VGS. Pada be-
berapa penelitian terdahulu (Koch dkk, 2010) dan (Zhou, 2013) mengenai suspensi
aktif, dimana model linear yang digunakan hanya bergerak pada dua arah vertikal
saja, sehingga non-linear (multi-bodi) dari geometri suspensi tidak dipertimbangk-
an. Dalam penelitian ini, model multi-bodi sesuai (Balike dkk, 2011) dengan mem-
pertimbangkan momen inersia ban, defleksi ban arah lateral dan konstruksi suspensi
serta mengasumsikan keadaan single-link sistem VGS pada kondisi sudut referensi
(∆θSL = 900) sesuai (Yu dkk, 2017).

Metode pemodelan equivalent, berdasarkan (Arana dkk, 2015) digunakan ju-
ga pada penelitian ini seperti terlihat pada Gambar 2.2. Dalam penelitian (Yu dkk,
2017) model equivalent, non-linear dari geometri yang berhubungan dengan variasi
sudut single-link dapat diganti dengan fungsi dari α. Koefisien tersebut berkaitan
dengan sudut dari single-link ∆θSL dan sudut lower wishbone ∆θLW , sedangkan
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Gambar 2.5: Diagram Benda Bebas Linear equivalent modelling pada VGS.

pada penelitian (Balike dkk, 2011), model equivalent pada suspensi double wishbo-

ne berkaitan dengan wheel spindle arah vertikal dan kecepatan relatif terhadap sasis
kendaraan. Beberapa asumsi diberikan untuk menurunkan/membuat model linear

equivalent dari model sesungguhnya (multi-bodi) dari sistem dengan pemodelan
seperempat kendaraan. Asumsi yang digunakan adalah sebagai berikut:

1. Defleksi suspensi dan deformasi ban harus sama antara model linear dan mo-
del non-linear-nya.

2. Putaran aktual dari aktuator motor harus memiliki power output yang sama
antara linear equivalent dengan gaya pegas equivalent-nya

3. Gaya pegas equivalent menggunakan Hukum dari Hooke’s, sedangkan dam-
ping equivalent digunakan untuk menghilangkan energi dari gaya pegas sete-
lah diberikan gaya disturbance/eksitasi.

Fungsi koefisien α, γk, dan γc digunakan untuk mengkonversi dari model multi-
bodi menjadi model linear equivalent yang dapat dilihat pada persamaan (2.18).
Persamaan tersebut adalah sebagai berikut:

α = u̇/ωSL, γk = keq/ks, dan γc = ceq/cs (2.18)

Kemudian, dari persamaan Lagrange’s (2.16) dan (2.17) dengan menggunakan li-

near equivalent modelling, maka persamaan gerak dari VGS (linear equivalent)
dengan melihat pada Gambar 2.5 adalah sebagai berikut:

msz̈s = −ceq(żs − żu)− keq(zs − zu) + ceq(żs − ża) + keq · u (2.19)
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muz̈u = ceq(żs− żu)+keq(zs−zu)−ct(żu− żr)−kt(zu−zr)−ceq(żs− ża)−keq ·u
(2.20)

2.3.3 Desain mekanisme single-link

Mekanisme single-link seperti pada Gambar 2.6 merupakan bagian yang dike-
nalkan dalam penelitian mengenai sistem VGS yang dalam hal ini adalah sebagai
kendali atau aktuator dari sistem tersebut. Panjang single-link yang digunakan pa-
da penelitian ini sesuai dengan penelitian (Yu dkk, 2017) yang digunakan untuk
menghubungkan pada rear axle kendaraan, dimana yang diinginkan adalah mening-
katkan gaya pada ban dan juga mempertimbangkan kecepatan putar dari aktuator.
Single-link dapat menstabilkan pada berbagai sudut yang berbeda dengan nilai tena-
ga putaran equilibrium (TSL) dari aktuator single-link. Tenaga putaran didapatkan
dari work principle dengan mengasumsikan posisi dari unsprung-mass adalah tetap,
sehingga single-link hanya berpengaruh pada gaya ban dan gaya pegas saja. Maka,
didapatkan persamaan (2.21) sebagai berikut:

TSL · δθSL = FSD · δlSD (2.21)

Selain itu, single-link pada VGS memiliki sudut penyeimbang sebesar 90 o (di-
gunakan juga sebagai sudut referensi) yang memiliki performa lebih efektif terha-
dap gaya pegas-peredam (∆FSD) dan gaya ban (∆Ftz) untuk melawan sudut single-

link (∆θSL) yang memiliki kemiringan maksimal. Oleh karena itu, dalam menga-
nalisis VGS dan menentukan nilai tenaga putaran (TSL ) juga dibutuhkan pemilihan
yang tepat untuk aktuator single-link, dan akan berpengaruh juga terhadap desain
strukturnya. Dalam penelitian ini sesuai dengan (Yu dkk, 2017) maka digunakan
single-link berupa cam-shaft (poros cam) yang dihubungkan pada poros motor dan
rear axle pada suspensi.

2.4 Pemodelan State-Space VGS

Dalam pemodelan state-space, model persamaannya tidak dapat ditransforma-
sikan kedalam bentuk domain frekuensi, yang dilakukan adalah hanya menyiapkan
fungsi transfer-nya saja. Dalam kata lain, untuk mengatur persamaan diferensial-
nya (yang mungkin dalam order yang tinggi) nantinya akan diterjemahkan ke sebu-
ah order pertama dan ditambahkan ke persamaan diferensialnya tersebut (Hendricks
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Gambar 2.6: Mekanisme Single-link: a) Keadaan Equilibrium State, b) Keadaan
Nominal Equilibrium State (Arana dkk, 2017).

dkk, 2008). Untuk sistem linear atau persamaan yang dapat dibuat model linear-nya
yang cukup akurat untuk dikendalikan, proses pembuatan pemodelannya sangat se-
derhana. Pada umumnya, persamaan sistem dengan kondisi yang linear dan semua
elemen matriksnya konstan biasa disebut Linear and Time Invariant (LTI), sehingga
memiliki persamaan state-space (2.22) dan (2.23) sebagai berikut:

ẋ(t) = Ax(t) +Bv(t) (2.22)

y(t) = Cx(t) +Dv(t) (2.23)

Berdasarkan persamaan (2.19) dan (2.20) dari VGS dan meninjau pada Gambar
2.4 dapat diperoleh variabel state-nya sebagai berikut:

x1 = żs; x2 = żu; x3 = zs − zu; x4 = zu − zr; x5 = u

dengan x1 adalah state untuk kecepatan sprung-mass, x2 adalah kecepatan unsprung-

mass, x3 adalah suspension deflection, x4 adalah tire deformation dan x5 adalah pe-
nambahan displacement dari linear aktuator

(
xp = [ x1 x2 x3 x4 x5 ]T

)
. Ke-

mudian, input disturbance yang berupa ketidakrataan jalan (w) didefinisikan seba-
gai żr, dan input kendali (u) berupa perubahan kecepatan yang didefinisikan sebagai
u̇, sehingga bentuk dari state-space dari VGS dapat dituliskan sebagai berikut:

ẋp = Apxp +Bww +Buu (2.24)

dengan xpεRnp adalah state dari suspensi, wεRnw adalah input gangguan (distur-

bance), uεRnu adalah input kendali, dan
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Ap =
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(2.25)

kemudian matrik output dari sistem sesuai dengan (Koch dkk, 2010) dan (Kristiadi,
2014) bahwasanya performa dari sistem suspensi adalah dengan mengetahui nilai
percepatan sprung-mass (z̈s), defleksi suspensi (zs−zu), dan deformasi ban (zu−zr),
sehingga matrik output yang dihasilkan adalah sebagai berikut:

Cp =


−ceq
ms

ceq
ms

−keq
ms

0 keq
ms

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

 , Dw =

 0

0

0

 , Du =


ceq
ms

0

0

 (2.26)

2.5 Pemodelan Road Disturbance

Sistem suspensi pada kendaraan mendapatkan input gangguan (disturbance)

berupa ketidakrataan jalan. Beberapa penelitian menggunakan profil ketidakrata-
an jalan berupa step atau sinusoidal (Mouleeswaran, 2012), namun profil tersebut
belum mampu merepresentasikan ketidakrataan jalan. Kemudian penelitian (Ko-
ch dkk, 2010) digunakanlah model Power Spectral Density (PSD) yang diharapkan
dapat mendekati model ketidakrataan jalan yang sebenarnya. Oleh karena itu, pada
penelitian ini digunakanlah input gangguan berupa model Power Spectral Density

dan juga gundukan (Bumpy Road) untuk menganalisis sistem VGS.

Gangguan gundukan dapat dibuat dari sinyal sinusoidal yang diambil setengah
periode yang sesuai dengan (Chen and Guo, 2005). Persamaan gundukan adalah
sebagai berikut:

w(t) =

 H
2

(
1− cos

(
2πv
l
t
))
,

0,

untuk 0 ≤ t ≤ l
v

untuk t > l
v

(2.27)

dengan H dan l adalah ketinggian (m) dan panjang (m) dari gundukan, sedangkan
v adalah kecepatan (km/h) dari kendaraan. Gundukan merupakan analogi dari “po-
lisi tidur” yang terdapat pada permukaan jalan dengan amplitudo maksimal 10 cm
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sesuai dengan (Chen and Guo, 2005). Input gundukan ini digunakan untuk menun-
jukkan respon dari sistem VGS.

Power Spectral Density (PSD) adalah input gangguan berupa sinyal random

(white noise) yang menganalogikan permukaan jalan yang tidak rata. PSD memiliki
persamaan sebagai berikut:

Szr(f) =
1

v
A

(
2πf

v

)n
(2.28)

dengan A adalah konstanta roughness factor (m), f adalah frekuensi eksitasi (Hz),
v adalah kecepatan konstan kendaraan (m/s), dan n adalah noise factor dari verti-

cal ground velocity. Asumsi nilai n = −2, sehingga persamaan tersebut menjadi
constant power spectrum Sżr(f) yang bergantung pada kondisi jalan dan kecepatan
kendaraan sesuai (Koch dkk, 2010). Persamaannya adalah sebagai berikut:

Sżr(f) = (2πf)2 · Szr(f) = A · v (2.29)

2.6 Kendali Optimal

Kendali Optimal adalah suatu kendali yang menggunakan batasan-batasan opti-
masi dengan pendekatan geometri atau aljabar, sehingga nantinya akan didapatkan
kendali yang optimal. Pendekatan desain kendali pada beberapa teori kendali adalah
dengan state feedback dan estimator/observer yang sistemnya dibangun dengan pe-
modelan state-space. Tujuan dari teori kendali optimal adalah untuk menentukan si-
nyal kendali yang akan menghasilkan proses sesuai dengan batasan spesifikasi fisik
dari sistem/plant dan pada saat bersamaan akan meminimumkan/memaksimalkan
beberapa kriteria performansi. Terdapat beberapa proses yang harus ditentukan pa-
da saat mendesain sistem dengan kendali optimal yaitu: sistem/plant, indeks per-
forma, dan constrains (Susanto dkk, 2015).

2.6.1 Linear quadratic regulator (LQR)

Metode Linear Quadratic Regulator (LQR) merupakan teori dasar dari kendali
optimal dimana metode ini digunakan dengan mengasumsikan bahwasanya semua
state dari sistem/plant dapat dilakukan pengukuran. Pada penelitian ini kendali
LQR didesain pada sistem VGS dengan pemodelan state-space orde lima, dimana
blok diagram dari LQR dapat dilihat pada Gambar 2.7(a). Kendali LQR memiliki
functional cost atau indeks performansi yang dinyatakan dalam bentuk matrik J ,
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Gambar 2.7: Blok Diagram: a) LQR dan b) LQG.

dimana pada matrik tersebut sesuai (Koch dkk, 2010) yang memiliki nilai ekspekta-
si yang dilambangkan dengan E, nilai output dengan kriteria performa dari sistem
suspensi yaitu: percepatan sprung-mass (y1), defleksi suspensi (y2), dan deformasi
ban (y3). Sementara pembobotan sistem dilambangakan dengan r, dengan pembo-
botan pada percepatan sprung-mass (r1), suspensi defleksi (r2), dan deformasi ban
(r3). Oleh karena itu, persamaan dari matrik J dan persamaan kendali dari LQR
dapat dilihat pada persamaan (2.30) dan (2.31).

J =
lim

t→∞
E[r1y

2
1 + r2y

2
2 + r3y

2
3] (2.30)

u∗ = −kTx (2.31)

Persamaan (2.31) digunakan untuk mencari sinyal kendali yang optimal (u∗), di-
mana ∗ adalah lambang dari kondisi optimal yang akan menggerakkan sistem/plant

dari kondisi awal hingga pada kondisi akhir dengan beberapa batasan kendali dan
state yang digunakan, dimana pada waktu yang bersamaan akan mengoptimalkan
indeks performansi (J). Dalam penentuan umpan balik dari gain k dengan me-
ninjau performa dari sistem suspensi yang sesuai dengan persamaan (2.30), maka
persamaan sesuai dengan (Koch dkk, 2010) dapat ditulis sebagai berikut:

J =
lim

t→∞
E[yTdiag(r1, r2, r3)y]

J =
lim

t→∞
E[xTCT R̃Cx + udT R̃du+ xTCT R̃du+ udT R̃Cx] (2.32)
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melalui persamaam (2.32) maka vektor dari gain kendali dapat diperoleh sebagai
berikut:

kT = R−12 (bTP + RT
3 ) (2.33)

dengan P adalah matrik simetri, yang dapat diperoleh dengan menggunakan persa-
maan (2.34) dari Algebraic Riccati Equation (ARE) (Hendricks dkk, 2008), persa-
maan tersebut adalah sebagai berikut:

0 = ATP + PA− (Pb + R3)R
−1
2 (Pb + R3)

T + R1 (2.34)

2.6.2 Linear quadratic gaussian (LQG)

Metode Linear Quadratic Gaussian (LQG) adalah pengembangan dari metode
LQR, sehingga hampir sama antara keduanya. Perbedaan di antara keduanya adalah
pada jumlah state yang digunakan sebagai feedback. LQG tersusun dari dua struk-
tur utama yaitu: sistem/plant dan observer/estimator, sehingga LQG sebenarnya
adalah kendali LQR yang terdapat struktur observer (Kristiadi, 2014). Oleh karena
itu, jika observer tidak ada maka semua state dianggap dapat diukur oleh controller

yang digunakan pada LQR, sehingga pada penelitian ini LQR digunakan sebagai
benchmark performance.

Tujuan utama dari kendali LQG adalah untuk mendesain sinyal kendali yang ha-
nya berasal dari informasi yang dapat dilakukan pengukuran, sehingga ketika dima-
sukkan kedalam sistem sebagai input maka sistem dapat stabil secara keseluruhan
dan indeks performansi akan minimun (Susanto dkk, 2015). Observer pada LQG
biasa disebut dengan Kalman Filter (Koch, 2011), blok diagram dari LQG dapat
dilihat pada Gambar 2.7(b). Kalman Filter digunakan sebagai mengestimasi bebe-
rapa state yang tidak dapat diukur, sehingga kita dapat merekonstruksi variabel sta-

te yang tidak dapat diakses dengan cara menghubungkan observer ke sistem VGS.
Dalam penelitian ini, sintesis LQG akan disusun berdasarkan penelitian (Kristiadi,
2014) dengan perancangan observer (kalman filter) yang optimal dan penggunaan
nilai pembobotan tertentu.

Pada desain sistem, kendali LQG memiliki nilai pembobotan dan indeks per-
formansi yang sama dengan kendali LQR sesuai pada penelitian (Koch dkk, 2010).
Persamaan (2.35) adalah output dari observer dapat dituliskan sebagai berikut:

y(t) = Cs(t) +Dv(t) (2.35)
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dengan nilai koefisien dari Cs harus dipilih untuk mendefinisikan sinyal pengu-
kuran yang akan digunakan sebagai feedback pada kendali LQG. Pada penelitian
ini akan menggunakan tiga kondisi pengukuran berbeda-beda yang juga dilakuk-
an oleh (Kristiadi, 2014). Kondisi I menggunakan percepatan sprung-mass sebagai
pengukuran feedback. Kondisi II menggunakan defleksi suspensi, sedangkan pada
kondisi III adalah penggabungan dari kondisi I dan II. Kondisi-kondisi tersebut ak-
an memiliki nilai Cs yang berbeda-beda yang didefinisikan sebagai Cs1, Cs2, dan
Cs3 yang merepresentasikan nilai Cs pada kondisi I, II, dan III.

Kendali LQG memiliki bentuk sinyal input yang identik dengan LQR. Namun,
perbedaannya adalah pada mencari gain dari kalman filter (Ke) sesuai pada (Kris-
tiadi, 2014) yang dapat diperoleh dengan persamaan:

Ke = −PCsRe−1 (2.36)

dengan nilai P juga didapatkan dengan persamaan aljabar Riccati (2.34), kemudian
nilai Re adalah konstanta pembobotan dari kendali. Karena perhitungan Ke me-
libatkan nilai dari Cs, sedangkan nilai Cs akan berbeda-beda pada setiap kondisi
pengukuran. Oleh karena itu, nilai Ke akan berbeda-beda pula yang dapat dinota-
sikan sebagai Ke1, Ke2, dan Ke3, sehingga struktur dari Ke yang didesain akan
bergantung pada nilai Cs yang digunakan.

2.7 Performa dari Sistem Suspensi

Dalam menganalisis sistem suspensi dapat diambil beberapa parameter untuk
dianalisis respon getarannya. Gaya eksitasi dapat divariasikan model dan nilainya,
sehingga parameter yang diambil dapat dianalisis dengan baik. Parameter yang da-
pat dianalisis antara lain percepatan sprung-mass (z̈s), defleksi suspensi (zs − zu),
percepatan unsprung-mass (z̈u), deformasi ban (zu − zr) (Kristiadi, 2014). Oleh
karena itu, parameter tersebut digunakan untuk mengevaluasi performa dari sus-
pensi berupa nilai kenyamanan yang dapat ditinjau pada percepatan sprung-mass,
sedangkan keamanan pada defleksi suspensi dan deformasi ban. Berikut adalah
hubungan parameter dengan fungsi sistem suspensi:

1. Untuk mengisolasi badan kendaraan dari gangguan yang diakibatkan oleh ga-
ya eksitasi jalan dapat dilihat dari respon percepatan dari sprung-mass (per-
cepatan bodi).
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Tabel 2.2: Level Kenyamanan sesuai ISO 2631 (Sutantra and Sampurno, 2010).
Measured Vibration (m/s2) Level of Comfort

Less than 0,315 Not Uncomfortable
0,315 to 0,63 A Little Comfortable

0,5 to 1 Fairly Uncomfortable
0,8 to 2,5 Uncomfortable

1,25 to 2,5 Very Uncomfortable
Grater than 2 Extremely Uncomfortable

2. Untuk menjaga performa dari sistem suspensi akibat kelelahan material (khu-
susnya pada pegas) dan meninjau batasan stroke limit dari suspensi dapat di-
lihat dari defleksi suspensi. Batasan stroke limit dari defleksi suspensi sesuai
(Chen and Guo, 2005) dengan (y2,max) sebesar ±0.08 m, sedangkan menurut
(Koch dkk, 2010) pada nilai defleksi statis (δst) dari suspensi.

3. Untuk menunjang kemampuan road holding kendaraan dapat dilihat dari res-
pon deformasi dari ban kendaraan.

2.7.1 Kenyamanan Kendaraan

Dalam mengevaluasi sebuah performa dari sistem suspensi adalah dengan ni-
lai kenyamanan. Untuk meninjau kenyamanan kendaraan, salah satu parameternya
adalah RMS (Root Mean Square). RMS merupakan nilai rata-rata efektif yang terja-
di pada respon dinamis dari pemodelan (Koch dkk, 2010). Range Level kenyamanan
yang dapat digunakan adalah ISO 2631, level ini digunakan untuk penentuan nilai
getaran mekanis dan beban kejut. Secara umum ISO 2631 menjelaskan bahwa ter-
dapat beberapa level percepatan yang menjadi toleransi nilai kenyamanan seperti
pada Tabel 2.2 (Sutantra and Sampurno, 2010).

Kemudian, perhitungan comfort gain diperlukan dalam menganalisis performa
VGS. Comfort gain adalah sebuah perhitungan untuk membandingkan seberapa be-
sar peningkatan kenyamanan yang diraih VGS dibandingkan dengan sistem suspen-
si pasif dan aktif yang menggunakan kendali LQR dan LQG. Persamaan dari RMS
adalah sebagai berikut:

σ =

√
1

n
(z21 + z22 + z23 . . .+ z2n) =

√√√√ 1

N

N∑
n=1

| Zn |2 (2.37)

dengan σ adalah nilai RMS, z1, z2, z3, zn merupakan data ke-1, ke-2, ke-3
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dan ke-n, N adalah jumlah data. Kemudian setelah RMS didapatkan, melakukan
normalisasi terhadap nilai RMS dengan membagi nilai tersebut dengan akar kua-
drat dari intensitas white noise (Koch dkk, 2010) sebelum melakukan perhitungan
comfort gain. Normalisasi dari RMS (σ̃) dirumuskan sebagai berikut:

σ̃ =
σ√

2πAv
(2.38)

dengan nilaiA = 4,9 ·10−6 m dan v = 25 m/s. Kemudian perhitungan comfort gain

dapat dituliskan sebagai berikut:

Cg = 1− σ̃

σ̃ref
(2.39)

dengan nilai σ̃ adalah RMS dari nilai output pada sistem VGS dengan sistem ken-
dali (aktif) yang telah dinormalisasikan, sedangkan σ̃ref adalah RMS dari suspensi
pasif yang sudah dinormalisasikan dan nilai comfort gain umumnya dalam bentuk
prosentase.

2.7.2 Keamanan Kendaraan

Keamanan berkendara dapat dianalisis dengan daya pijak kendaraan (road ho-

lding) antara roda dengan permukaan jalan, sehingga kendaraan tidak akan terjadi
slip atau skid. Apabila kendaraan memiliki road holding yang baik, maka kenda-
raan tersebut juga akan memiliki kemampuan handling yang baik atau kendaraan
mudah untuk dikendalikan (Nugroho, 2016). Oleh karena itu, untuk mengevaluasi
road holding dapat ditinjau pada nilai deformasi ban maksimal (y3,max) dari ken-
daraan. Pada penelitan ini sesuai pada (Koch dkk, 2010), maka digunakanlah nilai
deformasi ban maksimal sebesar ±0.023 m.
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(halaman ini sengaja dikosongkan)



Bab 3

METODE PENELITIAN

3.1 Diagram Alir dan Metode Penelitian Secara Umum

Metode penelitian harus dibuat dengan suatu analisis dan studi yang mampu
menerangkan atau menjelaskan dengan jelas alur dari penelitian, sehingga alur pe-
nelitian berjalan dengan teratur sesuai dengan tahap-tahap dari penelitian. Maka
dapat diuraikan dengan diagram alir secara umum seperti Gambar 3.1 dibawah ini:

Gambar 3.1: Diagram Alir Penelitian Secara Umum.

25
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Mulai
Meliputi penentuan topik tesis, materi dan judul dari dosen pembimbing yang

terinspirasi dari materi penelitian sebelumnya (Balike dkk, 2011), (Arana dkk, 2015),
dan (Yu dkk, 2017). Kemudian mencari referensi mengenai sistem dan pemodel-
an pada suspensi kendaraan, Variable Geomery Suspension (VGS), sistem kendali
Optimal, lalu mencari dan men-download perangkat lunak yang dibutuhkan.

Studi Literatur
Mencari data dan informasi lalu mempelajari materi mengenai sistem suspensi

dan pemodelannya, sistem kendali suspensi aktif dan VGS serta penggunaan meto-
de kendali LQR dan LQG untuk suspensi aktif dari media cetak maupun elektronik
guna lancarnya penelitian.

Perumusan Masalah
Merumuskan bahwa dibutuhkan suatu penelitian untuk mengetahui performa

sistem kendali pada VGS dengan kendali LQR dan LQG pada model multi-bodi.

Pemodelan VGS
Mulai dari menentukan parameter yang akan digunakan, menentukan input sis-

tem berupa road disturbance, memodelkan suspensi pasif dengan model multi-bodi
dengan analisis kineto-dynamic seperempat kendaraan, lalu menentukan state pada
pemodelan state-space dari sistem VGS yang digunakan untuk mendesain kendali.
Kemudian mendapatkan nilai parameter keq dan ceq dari model multi-bodi.

Desain Kendali LQR dan LQG
Kemudian dibuat desain sistem kendali VGS dengan LQR Controller sesuai

(Koch dkk, 2010) dan LQG Controller sesuai (Kristiadi, 2014) sebagai metodenya
dengan menentukan nilai indeks performansi, pembobotan, pengukuran, dan gain

k pada LQR dan Ke pada LQG dengan persamaan aljabar Riccati.

Simulasi VGS dengan Kendali LQR dan LQG
Simulasi dari desain sistem kendali menggunakan kendali LQR dan LQG de-

ngan input berupa gundukan dan PSD yang digunakan untuk mendapatkan respon
getaran dan performa dari VGS. Hasil simulasi berupa nilai RMS.

Analisis dan Kesimpulan
Setelah hasil dari simulasi diperoleh, maka dilakukan analisis performa suspensi

berupa percepatan sprung-mass, defleksi suspensi, dan deformasi ban. Analisis
performa tersebut menggunakan time response dari sistem dan nilai comfort gain.

Selesai
Setelah pengambilan kesimpulan selesai, maka dapat dibuat untuk laporan Tesis.
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3.2 Diagram Alir Desain Sistem Kendali VGS

Dalam mendesain sistem kendali dari VGS, dibutuhkan sebuah alur atau tahapan-
tahapan agar dalam melakukan desain sistem kendali dapat dilakukan secara beru-
rutan. Maka, tahapan-tahapan tersebut akan diuraikan dengan menggunakan dia-
gram yang dapat dilihat pada Gambar (3.2).

3.3 Prosedur Desain, Simulasi, dan Analisis VGS

Langkah-langkah dalam mendesain, men-simulasi, dan menganalisis respon da-
ri VGS dengan kendali LQR dan LQG sebagai metode kendalinya adalah sebagai
berikut:

1. Menentukan parameter data dari kendaraan berupa massa kendaraan, nilai
kekakuan pegas, massa suspensi, kekakuan ban dan parameter lainnya sesuai
penelitian (Balike dkk, 2011) yang dapat dilihat pada Tabel 3.2.

2. Merumuskan persamaan gerak dengan metode Lagrange’s untuk multi-bodi
sistem VGS, sedangkan untuk model linear menggunakan Hukum II Newton.
Model multi-bodi menggunakan persamaan (2.16) dan (2.17), sedangkan pa-
da model linear VGS menggunakan persamaan (2.19) dan (2.20).

3. Persamaan gerak linear tersebut kemudian diselesaikan dengan metode pe-
modelan state-space dengan menggunakan kendali LQR dan LQG dan dapat
dilihat pada persamaan (2.22), (2.23), dan (2.24).

4. Model road disturbance menggunakan persamaan (2.27) untuk Bumpy Road

sesuai (Chen and Guo, 2005) dimana, nilai H = 0,1 m, l = 5 m dan kecepat-
an kendaraan v = 45 km/h.

5. Model ketidakrataan jalan (white noise), dengan memasukkan nilaiA = 4,9×
10−6 m dan memvariasikan nilai kecepaatan kendaraan dari 5-100 km/h untuk
mendapatkan nilai RMS dari VGS.

6. Membuat blok diagram pada perangkat lunak untuk model multi-bodi dan
model linear dengan pemodelan state-space serta model road disturbance

yang digunakan untuk input sistem.
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Gambar 3.2: Diagram Alir Desain Sistem Kendali pada VGS.



3.4. METODE PEMBOBOTAN 29

7. Melakukan simulasi pada sistem multi-bodi, kemudian membandingkan de-
ngan hasil simulasi dari pemodelan state-space untuk mendapatkan nilai γk
dan γc dari sistem VGS.

8. Menentukan nilai pembobotan sistem sesuai dengan (Koch dkk, 2010) dapat
dilihat pada Tabel 3.1 untuk desain kendali LQR. Dalam penyelesainnya ju-
ga menggunakan persamaan (2.34), sehingga nantinya akan didapatkan nilai
gain k pada masing-masing variasi pembobotannya.

9. Pada kendali LQG, penentuan state output atau kondisi pengukuran harus
dilakukan sebelum desain kendali LQG. Kondisi pengukuran yang digunak-
an adalah dengan 3 kondisi: Kondisi I (percepatan sprung-mass), Kondisi II
(defleksi suspensi), dan Kondisi III (percepatan sprung-mass dan defleksi sus-
pensi). Dalam pembobotan sistem LQG sesuai penelitian (Kristiadi, 2014),
dengan r1, r2, dan r3 bernilai masing-masing 1, 1126, dan 53509.

10. Menentukan nilai gain kr setelah pembobotan sistem ditentukan yang sesu-
ai dengan (Kristiadi, 2014). Kemudian mendesain nilai Ke pada tiap-tiap
pengukuran dengan bantuan persamaan (2.34) dan perangkat lunak simulasi.

11. Menganalisis respon input berupa bumpy road untuk membandingkan variasi
pembobotan pada kendali LQR dan variasi kondisi pengukuran pada LQG.

12. Menganalisis respon input berupa ketidakrataan jalan (PSD) pada kendali
LQR dan LQG untuk mendapatkan nilai RMS dengan persamaan (2.37) yang
nantinya akan dibandingkan serta ditinjau pada ISO 2631.

13. Melakukan normalisasi terhadap output simulasi dengan input PSD yang te-
lah didapat dengan persamaan (2.38).

14. Menghitung nilai comfort gain untuk mengetahui performa dari kendali LQR
dan LQG pada VGS dengan persamaan (2.39).

3.4 Metode Pembobotan

Dalam mendesain kendali Linear Quadratic, terlebih dahulu menentukan bobot
yang akan digunakan untuk masing-masing output dari sistem/plant. Bobot digu-
nakan untuk memberikan prioritas pada output mana yang sebaiknya memiliki prio-
ritas lebih untuk ditingkatkan performanya, yang dalam hal ini adalah performa dari
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Tabel 3.1: Pembobotan pada Kendali LQR (Koch dkk, 2010).
Pembobotan (r) J1 J2

r1 1 1
r2 1162 96
r3 53509 1531

Tabel 3.2: Nilai Parameter pada Kendaraan (Balike dkk, 2011).
Model Parameter Simbol Nilai Unit

Massa 1/4 kendaraan ms 439,38 kg
Massa suspensi mu 42,27 kg

Rasio massa ρ = mu/ms 0,0962 -

Kekakuan pegas suspensi ks 38.404 N/m
Kekakuan ban kt 200.000 N/m

Peredam suspensi cs 3593,4 Ns/m
Peredam dari ban ct 352,27 Ns/m

Massa inertia ban pada sumbu x− axis Iux 1,86 kgm2

Kekakuan ban arah lateral ktl 100.000 N/m
Radius efektif dari ban R 0,35 m

sistem suspensi. Pada penelitian ini, sesuai (Koch dkk, 2010) dengan menggunakan
tiga variabel dalam pembobotannya yaitu pada r1, r2, dan r3.

Pada kendali LQR, pembobotan dilakukan variasi sesuai (Koch dkk, 2010) de-
ngan nilai pembobotan indeks J dapat dilihat pada Tabel 3.1. Pada kendali LQG,
tidak hanya pembobotan pada output yang dilakukan, namun diperlukan juga untuk
pembobotan pada setiap state yang menjadi feedback pada bagian estimator/observer
yang dilambangkan dengan V n. Dalam penelitian ini, sesuai (Kristiadi, 2014) yaitu
dengan memvariasikan sensor yang digunakan sebagai feedback, sehingga dida-
patkan nilai V n1, V n2, dan V n3 yang merepresentasikan nilai V n pada kondisi I
(Sensor I), II (Sensor II), dan III (Sensor I&II). Kondisi pengukuran tersebut dapat
dilihat pada Gambar 4.10(a) untuk kondisi I dengan memberikan sensor percepat-
an pada sprung-mass, Gambar 4.10(b) untuk kondisi II dengan penggunaan sensor
yang diletakkan pada supensi berupa sensor perpindahan, dan yang terakhir kondisi
III yang dapat dilihat pada Gambar 4.10(c) yaitu menggabungkan kondisi I dan II.
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HASIL DAN PEMBAHASAN

4.1 Deskripsi Umum

Pada bab ini dibahas mulai dari menentukan sinyal input yang digunakan dalam
menganalisis respon dari sistem VGS dengan kendali LQR dan LQG. Kemudian
membandingkan hasil respon dari pemodelan multi-bodi dengan model state-space

untuk menentukan nilai keq dan ceq dari sistem VGS. Kedua nilai tersebut digunak-
an untuk mendesain sistem kendali LQR dan LQG dengan pemodelan state-space.
Pada LQR, menentukan desain gain k pada masing-masing variasi pembobotan,
sedangkan pada LQG desain gain Ke pada masing-masing kondisi pengukuran
dan desain kr sesuai gain k pada LQR dengan J1. Setelah parameter gain k telah
didapatkan, dilanjutkan dengan menganalisis respon dari sistem dengan diberikan
gangguan bumpy road (gundukan) lalu dengan Power Spectral Density (white no-

ise) berupa ketidakrataan jalan untuk mendapatkan nilai RMS dan Comfort Gain

dari VGS. Kemudian membandingkan hasil nilai Comfort Gain yang didapatkan
dari sistem yang menggunakan pengendali LQR dan LQG.

Model sinyal input gundukan dibuat dari sinyal sinusoidal setengah periode
menggunakan persamaan (2.27), sehingga didapatkan sinyal berbentuk gundukan
dengan magnitude maksimal sebesar 10 cm dengan selang waktu sebesar 0,4 detik.
Namun, pada penelitian ini menggunakan input berupa vertical ground velocity,
maka sinyal gundukan menjadi seperti pada Gambar 4.1. Sinyal input ketidak-
rataan jalan menggunakan persamaan (2.28) dapat dilihat pada Gambar 4.2 dengan
selang waktu sebesar 30 detik dan sampling time sebesar 0,01 detik. Sinyal gunduk-
an digunakan untuk menganalisis performa VGS, sedangkan input PSD digunakan
untuk mendapatkan nilai RMS yang nantinya memvariasikan parameter kecepatan
dari 5-100 km/h serta untuk mendapatkan nilai Comfort Gain dari VGS.

4.2 Blok Diagram Sistem VGS

Pemodelan blok diagram dari sistem VGS mengacu pada Gambar 2.4(a) untuk
model multi-bodi dengan pendekatan kineto-dynamic sesuai (Balike dkk, 2011),
sedangkan pada model linear equivalent modelling mengacu pada Gambar 2.4(b).

31
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Gambar 4.1: Sinyal Input Berupa Bumpy Road.

Gambar 4.2: Sinyal Input Berupa Ketidakrataan Jalan (Random/white noise).
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Pemodelan dengan blok diagram digunakan untuk memudahkan dalam mendesain
sistem dinamis dan sistem kendali. Dalam peneltian ini, sebelum mendesain sistem
kendali, terlebih dahulu membuat sistem pasif dari VGS sesuai persamaan (2.16)
dan (2.17) untuk model multi-bodi, sedangkan pada model linear-nya menggunakan
persamaan (2.19) dan (2.20). Persamaan model linear kemudian diselesaikan ke
persamaan pemodelan state-space yang digunakan untuk mendesain sistem kendali
dari LQR dan LQG.

Blok diagram dari LQR dapat dilihat pada Gambar 2.7(a) dengan penambah-
an blok feedback pada plant dari VGS, sehingga blok tersebut memiliki nilai yang
berbeda-beda karena bergantung pada nilai pembobotan dari indeks performansi
(J) yang ditentukan. Pada penelitian ini, dilakukan dua variasi terhadap nilai (J),
sehingga nilai gain k pada LQR akan berbeda. Pada LQG seperti pada Gambar
2.7(b) dengan struktur hampir sama dan terdapat blok estimator/observer pada blok
diagram dari LQG, sehingga nilai Ke akan berbeda-beda pada tiap kondisi pengu-
kuran. Namun, gain k pada LQG yang dinotasikan dengan kr menggunakan nilai
dari gain LQR pada pembobotan J1.

4.3 Analisis Model Multi-bodi VGS

Model multi-bodi pada penelitian ini digunakan untuk mendapatkan sistem VGS
yang mendekati sistem yang sebenarnya, dengan memperhitungkan konstruksi sus-
pensi, momen inersia ban, dan defleksi arah lateral dari ban. Setelah blok diagram
sistem multi-bodi VGS dibuat dan disimulasikan dengan input berupa bumpy ro-

ad, didapatkan respon berupa performa dari sistem suspensi (percepatan sprung-

mass, defleksi suspensi, dan deformasi ban). Pada sistem pasif dari VGS dengan
penambahan single-link sebesar 11 mm yang sesuai (Yu dkk, 2017) didapatkan ni-
lai defleksi suspensi yang berubah-ubah terhadap variasi nilai ∆θSL. Hasil respon
terhadap nilai defleksi suspensi sesuai Gambar 4.3 didapatkan dengan persamaan
2.10 dengan variasi sudut ∆θSL sebesar 00 − 1800. Pada Gambar 4.3 terdapat per-
ubahan nilai defleksi suspensi dengan range 2 mm dengan nilai defleksi terendah
pada ∆θSL sebesar 00 dan 1800, sedangkan yang tertinggi antara sudut 450 − 900.
Oleh karena itu, sesuai juga pada penelitian (Yu dkk, 2017) dimana mengasumsikan
dalam mendesain sistem multi-bodi VGS dengan ∆θSL sebesar 900.

Hasil dari pemodelan multi-bodi VGS dengan ∆θSL sebesar 900 dapat dilihat
pada Gambar 4.4, 4.5, dan 4.6. Didapatkan perbedaan nilai percepatan sprung-mass

sebesar 1 m/s2 terhadap model konvensional, sedangkan pada defleksi suspensi dan
deformasi ban masing-masing 15 mm dan 6 mm. Pada penelitian ini juga memban-
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Gambar 4.3: Defleksi Suspensi dengan Berbagai Variasi Sudut (∆θSL).

dingkan nilai defleksi suspensi yang menggunakan persamaan (2.10) yang disebut
model kineto-dynamic dengan pemodelan multi-bodi yang dapat dilihat pada Gam-
bar 4.5, dengan respon hasilnya sangat berbeda pada selang waktu 0 sampai 0,4
detik, kemudian berhimpit hingga dalam keadaaan steady. Hal ini disebabkan pa-
da model kineto-dynamics dalam persamaannya tidak memperhitungkan nilai dari
zu dan zr.

4.3.1 Menentukan nilai equivalent

Pada Gambar 4.4 dapat dilihat bahwa terdapat garis berwana hijau solid yang
merupakan hasil respon dari model linear equivalent modelling dengan pemodelan
state-space. Respon tersebut didapatkan dengan menentukan nilai equivalent pada
konstanta ks dan cs pada model multi-bodi yang sesuai juga pada penelitian (Yu dkk,
2017). Namun pada penelitian ini, nilai equivalent didapatkan dengan persamaan
(2.18). Nilai γk dan γc didapatkan dengan bantuan simulasi model konvensional
dari VGS sampai didapatkan respon model linear berhimpit pada model multi-bodi
seperti yang terlihat pada Gambar 4.4, sehingga didapatkan nilai γk sebesar 0,89 dan
γc sebesar 0,95. Model linear equivalent dengan pemodelan state-space nantinya
digunakan untuk mendesain sistem kendali LQR dan LQG pada sistem VGS.
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Gambar 4.4: Perbedaan Respon Percepatan Sprung-mass VGS pada Berbagai Pe-
modelan.

Gambar 4.5: Perbedaan Respon Defleksi Suspensi VGS pada Berbagai Pemodelan.
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Gambar 4.6: Perbedaan Respon Deformasi Ban VGS pada Berbagai Pemodelan.

4.4 Menentukan Parameter Kendali

Setelah sinyal input yang akan digunakan untuk menganalisis respon sistem de-
ngan bantuan perangkat lunak dibuat. Kemudian model linear dari pemodelan state-

space juga sudah dibuat, maka gain parameter dari kendali dapat didesain sesuai
dengan algoritma masing-masing. Pada kendali LQR, parameter kendali (k) dida-
patkan menggunakan persamaan (2.32) dan (2.33) dengan menentukan nilai matrik
dari R dan P , pada matrik P diperoleh dari persamaan aljabar Riccati (2.34). Di-
karenakan matrik sistem VGS sebesar 5x5, sehingga dalam mendesain kendali dari
LQR menggunakan bantuan perangkat lunak. Didapatkan gain k pada variasi in-
deks performansi (J) dengan k1 untuk J1 dan k2 untuk J2, maka nilainya sebagai
berikut:

k1 =
[
−0.1086 −0.6789 5.6293 5.2223 −10.0149

]T
(4.1)

k2 =
[

0.4350 −0.9757 8.7544 −0.9287 −10.0149
]T

(4.2)

Desain parameter kendali LQG hampir sama dengan LQR, namun terlebih da-
hulu mendesain gain estimator (Ke) dari observer sistem VGS. Gain tersebut dida-
patkan dengan menentukan matrik output pengukuran (Cs) dimana pada penelitian
ini memvariasikan jumlah sensor yang digunakan dalam mendesain kendali LQG
pada sistem VGS. Setelah matrik Cs diperolah, kemudian menentukan nilai faktor
covariance noise (V n) dan disturbance (w), sehingga nantinya akan didapatkan ga-
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in dari estimator LQG dengan bantuan perangkat lunak. Nilai w didapatkan sesuai
dengan persamaan (2.29), sedangkan nilai V n diperoleh dari bantuan simulasi da-
ri plant VGS dengan memperhatikan hasil respon dari VGS dengan nilai V n pada
masing-masing kondisi pengukuran sebagai berikut:

V n1 = [0.01] , V n2 = [100] , dan V n3 =

[
0.01 0

0 100

]
(4.3)

Kemudian didapatkan nilai Ke pada tiap-tiap kondisi pengukuran pada sistem VGS
dengan kendali LQG sebagai berikut:

Ke1 =
[
−4.54× 10−4 7.2399 −4.3628 −1.4332 −0.0837

]T
(4.4)

Ke2 =
[
−6.37× 10−5 −3.33× 10−4 0.028 3.78× 10−5 −0.0278

]T
(4.5)

Ke3 =

[
0.0092 7.2423 −3.9771 −1.4332 0.3027

0.0014 3.42× 10−4 0.0275 8.9× 10−7 0.0276

]T
(4.6)

dengan nilai gain kr pada LQG menggunakan nilai pada desain kendali LQR yaitu
pada nilai k1 sesuai (Koch dkk, 2010) pada semua kondisi pengukuran.

4.4.1 Kendali LQR

Setelah desain parameter kendali LQR didapatkan, maka dengan menggunak-
an sinyal input berupa gundukan dapat dilakukan analisis dari respon pada output

sistem VGS. Respon output pertama yang ditinjau adalah pada percepatan sprung-

mass yang dapat dilihat pada Gambar 4.7. Pada Gambar 4.7 bahwa garis hitam
putus-putus adalah respon dari suspensi VGS tanpa kendali (pasif) yang memiliki
percepatan sprung-mass maksimal pada 6-10 m/s2 dan mulai steady pada 2 detik.
Pada garis merah solid, merupakan respon VGS dengan kendali LQR pada varia-
si J1 yang memiliki percepatan 2-3 m/s2 dan steady pada 1 detik, sedangkan pada
LQR dengan variasi J2 yang diwakilkan dengan garis biru solid sangat baik diban-
dingkan dengan sistem pasif dengan percepatan sprung-mass sebesar 1 m/s2 dengan
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Gambar 4.7: Respon Output Percepatan Sprung-mass dengan LQR.

waktu steady sebesar 0,4 detik. Dari penelitian (Yu dkk, 2017) dengan menggunak-
an kendali H∞ didapatkan penurunan percepatan sprung-mass dari 3,5 m/s2 men-
jadi 2,5 m/s2.

Pada Gambar 4.8 didapatkan respon defleksi suspensi, pada VGS pasif berosi-
lasi hingga steady pada selang waktu selama 2 detik dengan defleksi maksimal 5-8
cm, sedangkan pada LQR dengan J1 tidak berosilasi setelah 0.4 detik dan respon
langsung turun secara polinomial hingga steady pada detik pertama dan defleksi
maksimalnya 5-8 cm. Berbeda dengan LQR dengan J2 dimana defleksi maksimal-
nya hampir 10 cm dan steady dengan selang waktu 1.8 detik tanpa osilasi. Pada
Gambar 4.9 dapat dilihat output VGS berupa deformasi ban. Deformasi ban pada
VGS pasif berosilasi hingga 2 detik dengan deformasi maksimal 13-23 mm, se-
dangkan pada LQR dengan J1 tidak berosilasi dengan deformasi sebesar 7 mm dan
steady pada selang waktu 1,2 detik. Pada LQR dengan J2, hasil output-nya bero-
silasi namun pada range deformasi sebesar 5 mm dan steady pada 1,2 detik. Pada
penelitian (Yu dkk, 2017), penurunan respon dari defleksi suspensi sebesar 0,1 cm
dengan input berupa sinusoidal, sedangkan pada deformasi ban tidak dimunculkan
dari penelitian (Yu dkk, 2017). Oleh karena itu, penelitian ini mengacu pada peneli-
tian (Koch dkk, 2010), bahwasanya acuan keamanan pada deformasi ban maksimal
sebesar ±2,3 cm.
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Gambar 4.8: Respon Output Defleksi Suspensi dengan LQR.

Gambar 4.9: Respon Output Deformasi Ban dengan LQR.
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(a) (b) (c)

Gambar 4.10: Pengukuran pada LQG: a) Kondisi I, b) Kondisi II, c) Kondisi III.

4.4.2 Kendali LQG

Pada penelitian ini memvariasikan jumlah sensor (pengukuran) yang digunak-
an pada desain LQG dengan 3 kondisi yang dapat dilihat pada Gambar 4.10 yaitu:
kondisi I menggunakan 1 sensor (percepatan sprung-mass), kondisi II menggunak-
an 1 sensor (defleksi suspensi) dan kondisi III adalah penggabungan kondisi I dan
II (percepatan sprung-mass dan defleksi suspensi), variasi jumlah sensor pada de-
sain LQG juga dilakukan oleh (Kristiadi, 2014). Respon output dari sistem VGS
menggunakan kendali LQG dapat dilihat pada Gambar 4.11, 4.12, dan 4.13 dengan
garis tipis warna hitam merepresentasikan respon sistem pasif, kemudian warna
biru putus-putus adalah LQG kondisi I sedangkan warna merah dengan garis putus-
putus adalah LQG kondisi II dan garis solid warna ungu adalah LQG kondisi III.
Pada ketiga gambar tersebut dapat dilihat bahwa respon dari sistem VGS pasif sa-
ma dengan LQG kondisi II, sedangkan pada LQG kondisi I berhimpit dengan LQG
kondisi III dengan respon lebih baik pada LQG kondisi III.

Nilai percepatan sprung-mass dari sistem VGS dengan kendali LQG didapatkan
sebesar 3 m/s2 dan tidak berosilasi serta steady pada 1,2 detik untuk respon LQG
kondisi I dan III. Kemudian pada defleksi suspensi sebesar 5-7 cm dengan berbeda
0,3 cm antara kondisi I dan III dan responnya tidak berosilasi serta dapat steady

pada 1,6 detik. Pada output berupa deformasi ban dari VGS dengan kendali LQG
didapatkan deformasi sebesar 7-8 mm dan dapat steady pada selang waktu 1,2 detik.
Pada kendali LQG dapat diamati bahwasanya respon dari kondisi I dan III hampir
sama dengan VGS menggunakan kendali LQR dengan J1.



4.4. MENENTUKAN PARAMETER KENDALI 41

Gambar 4.11: Respon Output Percepatan Sprung-mass dengan LQG.

Gambar 4.12: Respon Output Defleksi Suspensi dengan LQG.
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Gambar 4.13: Respon Output Deformasi Ban dengan LQG.

Tabel 4.1: Time Response VGS dengan Input Gundukan dengan Kendali LQR dan
LQG pada Output Percepatan Sprung-mass.

No. Kendali Amplitudo (m/s2) Settling time (s) Osilasi
1. Pasif 10 2 Ya
2. LQR dengan J1 2,8 1 Tidak
3. LQR dengan J2 0,69 1 Tidak
4. LQG sensor I 3,5 1,2 Tidak
5. LQG sensor I1 10 2 Ya
6. LQG sensor I & II 3,3 1,2 Tidak

4.5 Analisis Unjuk Kerja sistem VGS

Setelah didapatkan hasil respon dari sistem VGS dengan kendali LQR dan LQG
dengan gangguan berupa gundukan yang dapat dilihat pada Tabel 4.1, 4.2, dan 4.3,
sehingga dalam menganalisis responnya lebih mudah. Kemudian, untuk mengana-
lisis unjuk kerja sistem VGS dengan kendali LQR dan LQG digunakanlah input

berupa sinyal random/white noise yang merepresentasikan ketidakrataan jalan. Ha-
sil output dari penggunaan input tersebut adalah nilai acak dari sistem yang nanti-
nya disederhanakan dengan menggunakan persamaan (2.37) yakni nilai RMS (root

mean square) pada ketiga output dari sistem VGS. Pada penelitian ini juga memva-
riasikan kecepatan kendaraan dari 5 sampai 100 km/h, sehingga nanti didapatkan
grafik nilai RMS dengan berbagai kecepatan dan nilai tersebut dibandingkan antara
sistem pasif dengan kendali LQR dan LQG.
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Tabel 4.2: Time Response VGS dengan Input Gundukan dengan Kendali LQR dan
LQG pada Output Defleksi Suspensi.

No. Kendali Amplitudo (m) Settling time (s) Osilasi
1. Pasif 0,077 2,4 Ya
2. LQR dengan J1 0,07 1,6 Tidak
3. LQR dengan J2 0,09 1,6 Ya
4. LQG sensor I 0,074 1,8 Tidak
5. LQG sensor I1 0,077 2,4 Ya
6. LQG sensor I & II 0,075 1,8 Tidak

Tabel 4.3: Time Response VGS dengan Input Gundukan dengan Kendali LQR dan
LQG pada Output Deformasi Ban.

No. Kendali Amplitudo (m) Settling time (s) Osilasi
1. Pasif 0,022 2,2 Ya
2. LQR dengan J1 0,0064 1,2 Tidak
3. LQR dengan J2 0,0045 1,4 Ya
4. LQG sensor I 0,008 1,4 Tidak
5. LQG sensor I1 0,022 2,2 Ya
6. LQG sensor I & II 0,0076 1,4 Tidak

4.5.1 Percepatan sprung-mass

Percepatan sprung-mass atau body acceleration adalah tolok ukur utama dalam
menganalisis nilai kenyamanan suatu kendaraan. Subyek dapat merasakan nyaman
atau tidaknya suatu kendaraan adalah penumpang kendaraan itu sendiri, karena po-
sisi penumpang termasuk dalam sprung-mass. Oleh karena itu, besarnya nilai per-
cepatan sprung-mass sangat berpengaruh terhadap kenyamanan dalam berkendara.
Semakin kecil percepatan kearah vertikal yang dialami oleh sprung-mass, semakin
kecil pula percepatan ke arah vertikal yang akan diterima oleh penumpang.

Penelitian ini menggunakan kendali LQR dan LQG untuk mengetahui perfor-
ma dari sistem VGS. Dalam analisis perbedaan kedua kendali yang dibandingkan
dengan nilai pasifnya menggunakan nilai RMS dan juga meninjau pada ISO 2631,
sehingga peneltian ini memvariasikan kecepatan kendaraan pada sistem VGS yang
dapat dilihat pada Gambar 4.14 untuk RMS percepatan sprung-mass. Pada Gam-
bar 4.14 dapat dilihat bahwa nilai RMS akan naik seiring dengan naiknya kecepatan
kendaraan. Oleh karena itu, kecepatan kendaraan semakin tinggi dapat menurunkan
nilai kenyamanan dalam berkendara.

Pada garis hitam putus-putus dengan marker berupa cross adalah representasi
kurva dari sistem VGS pasif pada kondisi ∆θSL sebesar 900 (kondisi nominal equ-
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Gambar 4.14: RMS Percepatan Sprung-mass dari VGS.

ilibrium) dengan perubahan kecepatan kendaraan 5 sampai 100 km/h mempunyai
range RMS dari 0,56 sampai 2,5 m/s2 (level Uncomfortable). Kendali LQG kondi-
si II (garis putus-putus berwarna merah) memiliki hasil sama dengan sistem pasif,
sedangkan pada LQG dengan kondisi I (garis biru solid dengan titik) dan III (garis
putus-putus berwana ungu) serta pada kendali LQR dengan J1 yang diwakilkan de-
ngan garis biru muda putus-putus yang memiliki hasil RMS yang tidak jauh berbeda
dari range 0,27 sampai 1,2 m/s2 (level Fairly Uncomfortable). Namun, pada LQR
dengan J2 memiliki nilai RMS paling baik dengan range 0,05 sampai 0,26 m/s2

(level Not Uncomfortable) dapat diamati pada garis berwarna hijau putus-putus.

4.5.2 Defleksi suspensi

Tolok ukur keamanan pada sistem suspensi dapat dilihat pada besarnya nilai
defleksi suspensi pada kendaraan. Keamanan sistem suspensi yang sesuai dengan
(Kristiadi, 2014) adalah meliputi dua hal, yaitu: kekuatan material suspensi (khu-
susnya pegas) untuk menahan gaya akibat ketidakrataan jalan dan kemampuan road

holding kendaraan. Pada nilai kekakuan (konstanta) pegas yang tetap, kemudian
semakin besar defleksi yang terjadi, maka semakin besar pula gaya yang dirasakan
oleh pegas. Jika gaya yang dirasakan semakin besar dan secara terus menerus, ma-
ka material pegas akan mengalami kelelahan (fatigue). Selain itu, defleksi suspensi
kendaraan pasti memiliki stroke limit tertentu yang sesuai pada penelitian (Koch
dkk, 2010) bahwa nilai defleksi maksimal sebesar 8 cm. Sesaat setelah defleksi
suspensi mencapai titik stroke limit, ban kendaraan akan tidak menapak pada jal-
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Gambar 4.15: RMS Defleksi Suspensi dari VGS.

an, sehingga kondisi tersebut sangat membahayakan karena kendaraan tidak dapat
dikendalikan.

Oleh karena itu, penelitian ini juga melihat nilai RMS dari suspensi defleksi de-
ngan variasi kecepatan kendaraan. Dapat dilihat pada Gambar 4.15, bahwa respon
dari suspensi defleksi berbeda dengan respon percepatan sprung-mass, dimana nilai
pasif-nya lebih baik dari VGS dengan kendali LQR atau LQG. Pada LQR dengan
J2 memiliki defleksi suspensi paling tinggi dari 8 sampai 38 mm, sedangkan pa-
da kendali LQR dengan J1, LQG kondisi II, dan III saling berhimpit dengan nilai
defleksi antara 4 sampai 22 mm. Berbeda halnya dengan sistem VGS tanpa kenda-
li dan LQG kondisi II, dimana nilai defleksi suspensi dari 3 sampai 15 mm. Jika
mengacu pada penelitian (Koch dkk, 2010) maka sistem VGS dengan kendali LQR
dan LQG masih pada batasan ride safery pada nilai defleksi suspensi.

4.5.3 Deformasi ban

Tolok ukur keamanan dalam berkendara dapat ditinjau dari seberapa besar nilai
deformasi ban yang terjadi pada kendaraan. Semakin besar nilainya, maka besar
pula tekanan udara didalam ban yang dirasakan ban bagian atas. Hal ini, dapat
mengakibatkan kerugian tekanan pada ban dan jika dalam waktu yang lama dapat
mengakibatkan ban pecah sewaktu-waktu. Bahkan untuk ban dengan desain yang
tipis, deformasi dari ban yang berlebihan dapat merusak rim, sehingga dapat me-
micu terjadinya unbalance pada roda dan berpotensi merusak komponen kendaraan
yang lain karena dapat menimbulkan vibrasi yang berlebihan.
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Gambar 4.16: RMS Deformasi Ban dari VGS.

Oleh karena itu, penelitian ini juga menganalisis nilai RMS dari deformasi ban
terhadap variasi kecepatan kendaraan. Dapat dilihat pada Gambar 4.16. bahwa nilai
RMS deformasi ban pada VGS tanpa kendali dengan kendali LQR dan LQG saling
berdekatan/berhimpit. Namun jika diperbesar, maka nilainya akan sedikit berbeda
dengan urutan dari yang terbaik adalah pada VGS kendali LQR dengan J1 kemudian
pada kendali LQG kondisi I selanjutnya pada LQG kondisi III setelah itu pada VGS
tanpa kendali dan yang terakhir LQG kondisi I dengan range nilai deformasi ban
antara 1,5 hingga 6,8 mm. Berbeda halnya pada VGS kendali LQR dengan J2,
yang sangat tidak lebih baik dari sistem pasif dengan nilai deformasi sebesar 2,5
hingga 11,3 mm. Namun, jika mengacu pada (Koch dkk, 2010) mengenai batasan
deformasi ban yang memiliki nilai 23 mm, maka dalam hal ini desain sistem kendali
masih dalam batasan ride safety.

4.6 Comfort Gain sistem VGS

Setelah memperoleh informasi mengenai karaketristik sistem VGS dengan ken-
dali LQR dan LQG dengan variasi masing-masing hingga menganalisis nilai RMS
dari ketiga output dari VGS. Penelitian dilanjutkan dengan meninjau nilai comfort

gain untuk VGS dengan kendali LQR dan LQG. Perhitungan nilai comfort gain

menggunakan persamaan (2.39) dan nilai kecepatan kendaraan sebesar 25 m/s se-
suai (Koch dkk, 2010). Peninjauan nilai comfort gain (Cg), terlebih dahulu men-
cari nilai RMS yang telah dinormalisasi pada kendali LQR dan LQG pada variasi



4.6. COMFORT GAIN SISTEM VGS 47

Tabel 4.4: Perbandingan Nilai RMS pada Sistem VGS.

Pengendali
Nilai RMS

Percepatan Sprung- Defleksi Deformasi
mass (m/s2) Suspensi (m) Ban (m)

Sistem Pasif
2.5532 0.0197 0.0083

Model Multi-Bodi
Sistem Pasif

2.5247 0.0153 0.0068
Model Equivalent
LQR dengan J1 1.1632 0.0227 0.0066
LQR dengan J2 0.2612 0.0383 0.0113
LQG Sensor I 1.2510 0.0215 0.0067
LQG Sensor II 2.5245 0.0152 0.0068

LQG Sensor I&II 1.2159 0.0213 0.0067

Tabel 4.5: Perbandingan Nilai RMS (Normalisasi) pada Sistem VGS .

Pengendali
Nilai RMS (Normalisasi)

Percepatan Sprung- Defleksi Suspensi Deformasi Ban
mass (s−3/2) (s−1/2) (s−1/2)

Sistem Pasif
46.0202 0.3551 0.1496

Model Multi-Bodi
Sistem Pasif

45.5015 0.2749 0.1234
Model Equivalent
LQR dengan J1 20.9634 0.4097 0.1195
LQR dengan J2 4.7083 0.6907 0.2036
LQG Sensor I 22.5455 0.3876 0.1206
LQG Sensor II 45.5013 0.2752 0.1233

LQG Sensor I&II 21.9138 0.3843 0.1215

masing-masing. Nilai RMS dapat dilihat pada Tabel 4.4, sedangkan nilai RMS yang
sudah dilakukan normalisasi dengan nilai input sistem dapat dilihat pada Tabel 4.5.

Hasil nilai Cg dari kendali LQR dan LQG dapat dilihat pada Tabel 4.6 dengan
nilai Cg pada masing-masing output dari VGS. Nilai Cg pada pecepatan sprung-

mass tertinggi terdapat pada sistem VGS dengan kendali LQR J2 sebesar 89,65%,
sedangkan terendah pada kendali LQG kondisi II dengan nilai 0,0007%. Berbe-
da dengan nilai Cg pada suspensi defleksi yang semuanya bernilai negatif, yang
artinya dengan kendali LQR dan LQG pada sistem VGS untuk defleksi suspensi
menghasilkan respon yang tidak lebih baik dari sistem pasif. Pada nilai Cg untuk
deformasi ban relatif kecil, sehingga dengan kendali LQR dan LQG hanya mampu
meningkatkan sedikit performa dari deformasi ban.
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Tabel 4.6: Perbandingan Nilai Comfort Gain pada Sistem VGS .

Pengendali
Nilai Comfort Gain

Percepatan Sprung- Defleksi Suspensi Deformasi Ban
mass (%) (%) (%)

LQR dengan J1 53.93 -49.04 3.17
LQR dengan J2 89.65 -151.22 -64.96
LQG Sensor I 50.45 -40.98 2.25
LQG Sensor II 0.0007 -0.09 0.0014

LQG Sensor I&II 51.84 -39.8 1.58



Bab 5

SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Dari hasil dan pembahasan yang telah dilakukan dapat ditarik beberapa kesim-
pulan mengenai performa sistem VGS dengan kendali LQR dan LQG adalah seba-
gai berikut:

1. Performa sistem Variable Geometry Suspensions (VGS) dengan kendali LQR
dan LQG lebih baik dari sistem pasif pada percepatan sprung-mass/bodi dan
deformasi ban serta kendali tersebut dapat bersaing dengan kendali yang digu-
nakan oleh (Yu, Arana, and Evangelou, 2017), sedangkan pada nilai defleksi
suspensi tidak lebih baik dari sistem pasif namun masih dalam batasan ride

safety.

2. Pada LQR dan LQG dapat menaikkan nilai kenyamanan dari sistem VGS
hingga 89,65% pada LQR dan 51,84% dengan kendali LQG, sedangkan pada
nilai deformasi ban hanya mampu menaikkan nilai keamanan sebesar 3,17%
pada LQR dan LQG sebesar 2,25%.

5.2 Saran

Adapun saran yang diberikan penulis antara lain:

1. Penelitian ini dilakukan dengan kondisi yang ideal, parameter tetap, dan pe-
modelan multi-bodi masih dalam keadaan linear serta tidak memodelkan sis-
tem tenaga dari motor penggerak dari VGS. Oleh karena itu, dibutuhkan pene-
litian lebih lanjut mengenai VGS dengan model multi-bodi non-linear dengan
memperhatikan sistem tenaga dari VGS.

2. Perlu adanya penelitian lebih lanjut mengenai VGS dengan analisis ketang-
guhan sistem kendali yang dibuat, agar ketika parameter sudut dari single-link

berubah-ubah sistem kendali masih dapat digunakan dengan baik.

49
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(halaman ini sengaja dikosongkan)
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Lampiran 1

Data Script dari Matlab:
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Blok Simulink LQR dan LQG dari Matlab:



Lampiran 2

Persamaan-persamaan dari (Balike dkk, 2011):

φ = 1
Den {[e (h− 2zs)− g (f − 2zs)] zu − (eh− gf) zs}

Iy = 1
Den{[eb− a(f − 2zs)][hzs − (h− 2zs)zu]

+[c(h− 2zs)− gd][fzs − (f − 2zs)zu]

+Iy0[ce(h− 2zs)− ag(f − 2zs)] + Iy0ge(b− d)}

Dy = 1
Den{[c(h− 2zs)− g(d− b)][fzs + eDy0 − (f − 2zs)zu]

−a(f − 2zs)[hzs + gDy0 − (h− 2zs)zu]}

Dz = 1
Den{[ec(h− 2zs) + eg(b− d)](Dz0 + zu)− ea(h− 2zs)zu

−agfDz0 + [ag(Dz0 + Cz0) + eah]zs}

By = 1
Den{c(h− 2zs)[fzs + eBy0 − (f − 2zs)zu]

−[a(f − 2zs)− e(b− d)][hzz + gBy0 − (h− 2zs)zu]}

Bz = 1
Den{[eg(b− d)− ga(f − 2zs)](Bz + zu)− cg(f − 2zs)zu

+echBz0 − [ec(Bz0 + Az0) + gcf ]zs}

φ̇ = 1
Den2{Den[[e(h− 2zs)− g(f − 2zs)]żu + 2(g − e)zużs

−(eh− gf)żs] + 2(ec− ga)[[e(h− 2zs)− g(f − 2zs)]zu − (eh− gf)zs]żs}

ẏu = 1
Den2{Den[2ażs[hzs − (h− 2zs)zu]− 2cżs[fzs − (f − 2zs)zu]

+[eb− a(f − 2zs)][hżs − (h− 2zs)zu]− 2ższu

+[c(h− 2zs)− gd][f żs − (f − 2zs)żu + 2ższu]− 2Iy0(ce− ag)żs]

+2(ec− ga)[(eb− a(f − 2zs)][hzs − (h− 2zs)zu] + Iy0ge(b− d)

+[c(h− 2zs)− gd][fzs − (f − 2zs)zu] + Iy0[ce(h− 2zs)− ag(f − 2zs)]]żs}
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φ̈ = 1
Den2{Den[e(h− 2zs)− g(f − 2zs)]z̈u + Den[2(g − e)zu − (eh− gf)]z̈s

+2[[e(h− 2zs)− g(f − 2zs)]zu − (eh− gf)zs]żs(ec− ga)z̈s}

ÿu = 1
Den2{Den[−[eb− a(f − 2zs)](h− 2zs)− [c(h− 2zs)− gd](h− 2zs)]z̈u

+Den[2a[hzs − (h− 2zs)zu] + [eb− a(f − 2zs)](h+ 2zu)

−2c[fzs − (f − 2zs)zu] + [c(h− 2zs)− gd](f + 2zu)

−2Iy0(ce− ag)z̈s + 2(ec− ga)[(eb− a(f − 2zs)][hzs − (h− 2zs)zu]

+[c(h− 2zs)− gd][fzs − (f − 2zs)zu]

+Iy0[ce(h− 2zs)− ag(f − 2zs)] + Iy0ge(b− d)]z̈s}

Ey =

(
1− lAE

lAB

)
Ay0 +

lAE
lAB

By dan Ez =

(
1− lAE

lAB

)
(Az0 + zz) +

lAE
lAB

Bz

dengan nilai Den = ge(b − d) + ec(h − 2zs) + ga(f − 2zs), kemudian dalam
mencari nilai koefisien-koefisien a, b, c, d, e, f, g, dan h dengan menggunakan
persamaan sebagai berikut:

a = (Dy0 − Iy0) ;
b = (Dz0 − Iz0) ;
c = (By0 − Iy0) ;
d = (Bz0 − Iz0) ;

e = (Dy0 − Cy0)
f = (Dz0 − Cz0)
g = (By0 − Ay0)
h = (Bz0 − Az0)

dengan nilai konfigurasi dari koordinat (y, z) suspensi yang sesuai (Balike dkk,
2011) yaitu: C = (0.430, 0.818), D = (0.644, 0.852), A = (0.365, 0.360), B =
(0.743, 0.347), I = (0.787, 0.452), E = (0.660, 0.350), dan F = (0.615, 0.920)
serta melihat Gambar 2.4.

Den=0.127zs + 0.039

Dengan menurunkan persamaan tersebut diatas, dan mengasumsikan bahwa nilai
Den sebesar 0.041, sehingga didapatkan persamaan sebagai berikut:

φ = 8zszu + 0.381zs − 0.39

Cy = 9.659z2szu + 6.244zszu − 1.707zs + 0.829
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Ny = −9.659z2szu + 0.171z2s + 9.415zszu − 1.244zs − 1.585zu + 0.683

Py = −9.659z2szu + 0.171z2s + 5.366zszu − 1.659zs + 0.049zu + 0.781

Nz = −1.024zzu − 1.927zs + zu + 0.878

Pz = −3.439zszu − 0.732zs + 1.049zu + 0.366

φ̇ = 8ższu + 8żuzs + 0.381żs

φ̈ = 8z̈szu + 8z̈uzs + 0.381z̈s + 16żsżu

Ay = −7.538z2szu + 0.134z2s + 4.188zszu − 0.513zs + 0.038zu + 0.69

Az = −2.684zszu − 0.352zs + 0.819zu + 0.365

yu = 9.659z2szu + 6.244zszu − 1.707zs + 0.042

ẏu = 19.318ższszu + 9.659żuz
2
s + 6.244ższu + 6.244żuzs + 1.707żs

ÿu = 19.318ż2szu + 6.244z̈uzs + 6.244z̈szu + 12.488żsżu

−1.707z̈s + 19.318z̈szszu + 19.318żsżuzs

Ȧy = 0.26ższs + 4.188żuzs + 4.188ższu − 7.538żuz
2
s

−0.514żs + 0.038żu − 15.076ższszu

Ȧz = 0.819żu − 2.684ższu − 0.352żs − 2.684żuzs

Kemudian, dengan menggunakan metode Lagrange’s dengan persamaan (2.12) dan
(2.13), maka persamaan multi-bodi dengan metode kineto-dynamic didapatkan se-
bagai berikut:
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2.914muz̈s − 0.072ktl − 0.628ktlR + 2.914ktlzs + 0.262ktlzu + 0.29Iuxz̈s

−0.149ktlR
2 + 39ktlzsz

2
u − 49.464ktlz

2
szu + 128Iuxz

2
uz̈s + 12.192Iuxżsżu

+120.622muz
2
uż

2
s − 16.488muz

2
s z̈u + 39muzuz̈s − 21.317mużużs

+180.932ktlz
2
sz

2
u + 186.593z3sz

2
u + 1.3ktlRzs + 2.1ktlRzu − 20.506ktlzszu

+6.096Iuxzsz̈u + 12.192Iuxzuz̈s + 0.145ktlR
2zs − 3.12ktlR

2zu

−32.976muzuż
2
s − 10.659muzsz̈u − 21.317muzuz̈s + 256Iuxzużsżu

−231.816ktlRz
2
sz

2
u + 64ktlR

2zsz
2
u + 373.185muzsz

2
uż

2
s + 241.243muzsz

2
uz̈s

+180.932muz
2
szuz̈u + 186.593muz

3
szuz̈u − 65.952mużuższs

+77.975muzużużs + 30.088ktlRzszu + 373.185muz
2
sz

2
uz̈s + 128Iuxzszuz̈u

−99.904ktlRzsz
2
u − 11.04ktlRz
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