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MAGNETOHIDRODINAMIK FLUIDA NANO TAK TUNAK
YANG MENGALIR MELEWATI BOLA BERMAGNET
DIPENGARUHI OLEH KONVEKSI CAMPURAN

Nama Mahasiswa : Yolanda Norasia
NRP ;0611 1650 012 011
Pembimbing : 1. Prof. Dr. Basuki Widodo, M. Sc.

2. Dr. Dieky Adzkiya, S. Si., M. Si.

Abstrak

Fluida nano adalah tipe fluida Newtonian. Fluida nano merupakan larutan
yang terdiri atas fluida cair sebagai fluida dasar dan partikel nano solid yang
berukuran kecil satu sampai 100 nanometer (nm). Aliran magnetohidrodinamik
adalah pergerakan aliran fluida yang dapat menghantarkan listrik akibat medan
magnet. Medan magnet dan konveksi campuran dapat mempengaruhi profil
kecepatan dan temperatur pada fluida. Pada penelitian ini, akan dibahas
mengenai pengaruh magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan
batas yang mengalir melalui bola bermagnet di dalam fluida nano dibawah
pengaruh konveksi campuran dan medan magnet dengan model matematika
dibangun oleh persamaan kontiunitas, persamaan momentum dan persamaan
energi.  Pada penelitian ini dikaji pengaruh dart parameter magnetik,
parameter konveksi campuran, bilangan Prandtl, dan volume fraction terhadap
profil kecepatan dan temperatur.  Penyelesaian diperoleh secara numerik
mengqunakan metode Fuler Implicit Finite Difference. Hasil varianst dari
parameter magnetik (M ), parameter konveksi campuran (X\), bilangan Prandtl
(Pr), dan volume fraction (x) adalah sebagai berikut.  Pertama, ketika
parameter magnetik menjadi lebih besar mengakibatkan profil kecepatan dan
profil temperatur mengjadi lebih kecil. Kedua, ketika parameter konveksi
campuran menjadi lebth besar mengakibatkan profil kecepatan dan temperatur
Juga menjadi lebih besar. Ketiga, ketika bilangan Prandtl menjadi lebih besar
mengakibatkan profil kecepatan dan temperatur menjadi lebih kecil. Keempat,
ketika volume fraction menjadi lebih besar mengakibatkan profil kecepatan
menjadi lebih kecil dan profil temperatur menjadi lebih besar.

Kata-kunci: Fluida Newtonian, Fluida Nano, Aliran
Magnetohidrodinamik, Fuler Implicit Finite Difference
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UNSTEADY MAGNETOHYDRODYNAMIC NANO FLUID
FLOW PASS A MAGNETIC SPHERE AFFECTED BY MIXED

CONVECTION
Name : Yolanda Norasia
NRP : 0611 1650 012 011

Supervisors : 1. Prof. Dr. Basuki Widodo, M. Sc.
2. Dr. Dieky Adzkiya, S. Si., M. Si.

Abstract

Nano fluid is a type of Newtonian fluids. Nano fluid is a solvent that
consists of liquid fluid as base fluid and solid nano particles with small
scale from one to 100 nanometers (nm). Magnetohydrodynamics flow is
a motion of flurtd flow that can conduct due to the presence of magnetic
field.  Magnetic field and mized convection can influence the wvelocity and
temperature profile in fluid. In this research, we discuss the influence of
unsteady magnetohydrodynamics on the boundary layer that flows through
a magnetic sphere in nano fluid affected by mized convection and magnetic
field. We use a mathematical model constructed by the continuity equation,
momentum equation and enerqy equation. This research examines the effect
of magnetic parameter, mixed convection parameter, Prandtl number, and
volume fraction to velocity and temperature profile. This solution is obtained
numerically by using FEuler Implicit Finite Difference. The result of the
research by varying the magnetic parameter (M ), mized convective parameter
(A), Prandtl number (Pr), and volume fraction (x) are as follows. First,
velocity and temperature profiles become smaller when magnetic parameter
increases.  Second, wvelocity and temperature profiles become higher when
mized convective parameter increases. Third, velocity and temperature profiles
become smaller when Prandtl number increases.  Fourth, wvelocity profile
become smaller and temperature profile become higher when volume fraction
nano fluid increases.

Kata-kunci: Newtonian Fluid, Nano Fluid, Magnetohydrodynamics Flow,
Euler Implicit Finite Difference
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BAB 1
PENDAHULUAN

Pada bab ini diuraikan mengenai latar belakang yang mendasari usulan
penelitian ini dan berdasarkan latar belakang masalah maka dapat disusun
rumusan masalah yang mendasari tujuan penelitian serta manfaat penelitian.

1.1 Latar Belakang

Fluida adalah zat yang dapat berubah bentuk secara kontinu apabila
terkena tegangan geser (Widodo, 2012). Untuk analisis pengukuran dari
pergeseran suatu fluida digunakan viskositas. Fluida secara umum terdiri
dari dua jenis, yaitu fluida Newtonian dan fluida non-Newtonian. Fluida
Newtonian adalah fluida yang tidak mengalami perubahan viskositas ketika
terdapat gaya yang bekerja pada fluida. Contoh dari fluida Newtonian adalah
fluida nano. Fluida nano merupakan larutan yang mengandung partikel
nano dengan ukuran satu sampai 100 nanometer (nm) dalam fluida dasar
(Ramadhan, 2012). Fluida nano terdiri dari fluida dasar sebagai medium
pendispersi dan partikel nano sebagai zat terdispersi. Fluida dasar yang
digunakan berupa air, oli, minyak dan sebagainya. Partikel nano dapat
berupa logam dan oksida logam. Partikel nano logam adalah partikel yang
memiliki sifat mengkilap dan umumnya merupakan penghantar listrik yang
baik. Sedangkan partikel nano oksida logam adalah partikel yang terbentuk
karena adanya reaksi langsung antara logam dengan oksigen. Partikel nano
berupa logam seperti Cu (Tembaga), Au (Emas), dan Ag (Perak). Sedangkan
partikel nano berupa oksida logam seperti Al;O3; (Alumina), SiC (Silikon
Karbida) dan 7O, (Titania). Pada penelitian ini digunakan partikel nano
Cu dan Aly,Os. Partikel nano C'u memiliki konduktivitas termal yang lebih
besar dibandingkan dengan Al,Os; (Rebay dkk, 2016). Partikel nano Cu
dan Al,Os3 jika dicampurkan dengan fluida dasar air dan dengan adanya
pengaruh medan magnet, maka menjadi fluida yang dapat menghantarkan
arus listrik sehingga dapat disebut dengan fluida yang memiliki karakteristik
magnetohidrodinamik. Oleh karena konduktivitas termal partikel nano Cu
lebih besar dibandingkan Al,O3, maka partikel nano C'u menghantarkan arus
listrik yang lebih besar dibandingkan Al,Os;. Pada permasalahan yang nyata,
berbagai macam fluida yang terjadi pada berbagai macam keadaan tidak selalu
dapat dinyatakan sebagai fluida Newtonian (Widodo, 2012a; Widodo, 2013).
Terdapat beberapa fluida yang memenuhi sifat fluida Non-Newtonian, yaitu
fluida yang mengalami perubahan viskositas ketika terdapat gaya yang
bekerja pada fluida tersebut. Contoh dari fluida Non-Newtonian adalah fluida
mikrokutub.

Aliran magnetohidrodinamik adalah pergerakan fluida yang dapat
menghantarkan listrik diakibatkan oleh medan magnet. Penerapan aliran
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magnetohidrodinamik banyak diterapkan dalam perkembangan teknologi
dan industri, contohnya pada pengeboran minyak, pemipaan zat-zat
kimia pada pabrik dan penggerak pada kapal. Konsep dasar pada aliran
magnetohidrodinamik adalah medan magnet dapat menginduksi arus listrik
pada fluida konduktif yang bergerak dan dapat menciptakan gaya pada fluida
serta mengubah medan magnet itu sendiri (Widodo dkk, 2015). Selain medan
magnet, profil kecepatan dan temperatur pada fluida juga dapat dipengaruhi
oleh konveksi campuran. Konveksi campuran adalah pengabungan antara
aliran konveksi bebas dan konveksi paksa. Terdapat beberapa penelitian
mengenai pengaruh konveksi campuran pada aliran fluida seperti pada
penelitian (Mohammad dkk, 2012) yang mengamati separasi aliran pada
fluida mikropolar mengalir melewati sebuah bola dibawah pengaruh konveksi
campuran tanpa adanya medan magnet. Selanjutnya, pada penelitian (Ghani
dkk, 2014) tentang model aliran konveksi campuran pada fluida viskoelastik
yang melewati sebuah bola dan dikaji pengaruh parameter viskoelastik,
parameter konveksi campuran dan juga bilangan Prandl yang mempengaruhi
karakteristik aliran fluida.

Fluida yang digunakan dalam penelitian ini adalah fluida nano.
Penambahan partikel nano bertujuan untuk meningkatkan temperatur,
memperbesar luas permukaan perpindahan panas, dan koefisien perpindahan
panas. Penelitian sebelumnya mengenai permasalahan magnetohidrodinamik
yang tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melewati bola didalam
fluida nano dibawah pengaruh medan magnet dengan penyelesaian numerik
menggunakan metode beda hingga skema Keller-Box dilakukan oleh
(Palyama, 2017). Pada penelitian tersebut diamati pengaruh parameter
bilangan Prandtl, parameter magnetik, dan volume fraction terhadap profil
kecepatan dan temperatur.

Dalam penelitian ini dikaji dan diteliti mengenai magnetohidrodinamik
dari aliran fluida nano tak tunak dipengaruhi oleh konveksi campuran yang
mengalir melewati bola bermagnet secara teori dengan membuat model
matematikanya. Model matematika yang dibangun menggunakan hukum
konservasi massa, hukum II Newton, dan hukum I Termodinamika sehingga
diperoleh persamaan pembangun kontinuitas, persamaan momentum, dan
persamaan energi. Selanjutnya disimulasikan secara numerik menggunakan
metode Fuler Implicit Finite Difference untuk mengkaji pengaruhnya
terhadap profil kecepatan aliran fluida dan temperatur dengan perangkat

lunak MATLAB.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang permasalahan di atas, rumusan masalah untuk
penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Bagaimana membangun model matematika pada magnetohidrodinamik
dari aliran fluida nano tak tunak yang mengalir melewati bola bermagnet
dipengaruhi oleh konveksi campuran dan medan magnet?



2.

1.3

Bagaimana menyelesaikan model matematika secara numerik pada
magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak tunak yang mengalir
melewati bola bermagnet dipengaruhi oleh konveksi campuran dan
medan magnet dengan metode Euler Implicit Finite Difference?

. Bagaimana pengaruh parameter magnetik, parameter konveksi

campuran, bilangan Prandtl, dan wolume fraction terhadap profil
kecepatan dan temperatur?

Batasan Penelitian

Di dalam rencana penelitian ini, diberikan beberapa batasan masalah
dengan rincian sebagai berikut.

1.

1.4

Geometri benda yang diamati dalam penelitian ini adalah bola pejal
bermagnet.

Jenis Fluida yang diamati adalah fluida nano dalam bentuk cair.

. Partikel nano yang diamati pada penelitian ini adalah adalah Cu

(tembaga) dan AlyO3 (alumina) dengan fluida dasar adalah air.
Aliran fluida mengalir dari bawah ke atas.

Penelitian ini difokuskan pada aliran lapisan batas yang terletak di titik
stagnasi bawah pada posisi z = 0°.

. Aliran dalam kondisi tak tunak (unsteady), dan aliran fluidanya

incompressible karena tidak dibawah pengaruh tekanan.

Untuk mendapatkan penyelesaian numerik dari persamaan pembangun
digunakan metode Fuler Implicit Finite Difference.

Tujuan Penelitian

Tujuan yang ingin dicapai dalam perencanaan penelitian ini adalah sebagai
berikut.

1.

Membangun model matematika magnetohidrodinamik dari aliran fluida
nano tak tunak yang mengalir melewati bola bermagnet dipengaruhi oleh
konveksi campuran dan medan magnet.

Merancang solusi numerik untuk model magnetohidrodinamik dari
aliran fluida nano tak tunak yang mengalir melewati bola bermagnet
dipengaruhi oleh konveksi campuran dan medan magnet.

. Menganalisis pengaruh parameter magnetik, parameter konveksi

campuran, bilangan Prandtl, dan wolume fraction terhadap profil
kecepatan dan temperatur.



1.5 Manfaat Penelitian
Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah

1. Dapat membantu dalam pengembangan ilmu matematika terapan dan
sebagai referensi bagi penelitian selanjutnya.

2. Sebagai salah satu bentuk kontribusi dalam pengembangan ilmu
matematika dibidang teknologi dan industri.

3. Sebagai salah satu bentuk kontribusi mengenai penerapan metode Euler
Implicit Finite Difference diterapkan pada model matematika aliran tak
tunak fluida nano yang melewati bola bermagnet.



BAB 2
KAJIAN PUSTAKA

Dalam bab ini dibahas mengenai kajian pustaka dan dasar teori yang
berkaitan dengan topik penelitian tesis.

2.1 Penelitian-Penelitian Terdahulu
Penelitian-penelitian terkait yang pernah dilakukan sebelumnya adalah
sebagai berikut.

1. Numerical Solution for Convection Boundary Layer Flow
Over A Solid Sphere of Newtonian and Non-Newtonian Fluid
(Alkasasbech, 2015). Penelitian ini membahas beberapa hal diantaranya
aliran fluida nano konveksi campuran pada lapisan batas yang melewati
bola dalam keadaan steady. Pada penelitian tersebut diperoleh korelasi
antara nano partikel volume fraction dengan profil kecepatan dan
temperatur. Semakin besar nano partikel volume fraction, maka profil
temperatur semakin meningkat akan tetapi kecepatan semakin menurun.

2. Viscoelastic Fluid Flow Pass A Porous Circular Cylinder
When The Magnetic Field Include (Widodo dkk, 2016b).
Penelitian ini menjelaskan tentang pengaruh parameter viskoelastik,
parameter konveksi campuran, parameter magnetik, parameter
permeabilitas, dan bilangan Prandtl terhadap profil kecepatan dan
temperatur. Semakin besar nilai parameter viskoelastik, parameter
permeabilitas, dan bilangan Prandtl maka kecepatan fluida akan
menurun.  Semakin besar nilai parameter konveksi campuran dan
magnetik maka semakin besar kecepatan fluida. Semakin besar nilai
parameter viskoelastik, parameter konveksi campuran, dan parameter
magnetik maka temperatur akan meningkat. Sedangkan temperatur
akan menurun apabila semakin besar nilai bilangan Prandtl.

3. MHD Effect on Unsteady Mixed Convection Boundary
Layer Flow Pass A Circular Cylinder with Constant Wall
Temperature (Ismail dkk, 2017). Penelitian ini menjelaskan tentang
pengaruh parameter magnetik pada separasi waktu, skin friction, dan
laju perpindahan panas. Dengan adanya parameter magnetik, maka skin
friction dan perpindahan panas akan semakin meningkat. Semakin besar
nilai parameter magnetik maka separasi waktu akan bertambah.

4. Magnetohidrodinamik yang Tak Tunak Pada Lapisan Batas
yang Mengalir Melalur Bola Di Dalam Fluida Nano Dibawah
Pengaruh Medan Magnet (Palyama, 2017). Penelitian ini mengenai
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aliran magnetohidrodinamik yang tak tunak pada lapisan batas
yang mengalir melalui bola dalam fluida nano di bawah pengaruh
medan magnet. Penyelesaian numerik model matematika tersebut
menggunakan metode beda hingga skema Keller- Box.  Penelitian
ini menjelaskan pengaruh parameter magnetik, bilangan prandtl,
volume fraction terhadap kurva kecepatan dan temperatur yaitu
semakin meningkatnya parameter magnetik maka kecepatan fluida
yang dihasilkan semakin meningkat, sedangkan temperaturnya semakin
menurun. Semakin meningkatnya bilangan Prandtl kecepatan fluida
berpengaruh, untuk kurva temperatur fluida mengalami penurunan.
Semakin besar nilai wvolume fraction akan meningkatkan profil
temperatur fluida nano.

. Magnetohidrodinamik Fluida Nano Tak Tunak yang Mengalir

Melewati Bola Bermagnet Dipengaruhi oleh Konveksi
Campuran (Norasia, 2018).  Penelitian ini membahas mengenai
magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak tunak dipengaruhi oleh
konveksi campuran yang mengalir melewati bola bermagnet. Penelitian
ini menjelaskan pengaruh parameter magnetik, konveksi campuran,
bilangan prandtl, dan wvolume fraction terhadap kurva kecepatan dan
temperatur dan disimulasikan secara numerik menggunakan metode
Fuler Implicit Finite Difference.

Berikut ini adalah tabel penelitian-penelitian sebelumnya sebagai mana
diberikan oleh Tabel 2.1.

Tabel 2.1: Peneliti Sebelumnya

No | Penulis Judul Benda | Fluida | Magnet | Metode Keterangan
Pada
Benda
1. | Alkasasbech | Numerical | Bola | Fluida | Ada Keller- Mengkaji
(2015) Solution | Pejal | Nano Box pengaruh
for nano particle
Convection volume fraction
Boundary terhadap
Layer kecepatan dan
Flow temperatur
Over dalam keadaan
A Solid steady dibawah
Sphere of pengaruh medan
Newtonian magnet dan
and Non- konveksi
Newtonian campuran
Fluid




No | Penulis Judul Benda | Fluida | Magnet | Metode Keterangan
pada
Benda

2. | Widodo, Visco- Silinder | Fluida | Ada Beda Mengkaji
dkk elastic Visko- Hingga pengaruh
(2016 ) Fluid elastik parameter

Flow viskoelastik,
Pass konveksi
A Porous campuran,
Circular permeablitas,
Cylinder dan bilangan
When Prandtl
The parameter
Magnetic- terhadap
Field kecepatan dan
Include temperatur
dalam
keadaan
steady dibawah
pengaruh medan
magnet dan
konveksi
campuran.

3. | Ismail MHD Silinder | Fluida | Ada Keller- Mengkaji
dkk Effect Visko Box pengaruh
(2017 ) on parameter

Unsteady magnetik pada
Mixed separasi waktu,
Convection skin friction,
Boundary dan laju perpin-
Layer dahan panas dalam
Flow dalam keadaan
Pass unsteady dibawah
A Circular pengaruh medan
Cylinder magnet dan
with konveksi
Constant campuran.
Wall
Tempre-
rature

4. | Palyama | Magneto- Bola | Fluida | Ada Keller- Mengkaji

(2017) hidro- Nano Box pengaruh
dinamik parameter
yang magnetik,




No | Penulis Judul Benda Fluida | Magnet | Metode Keterangan
pada
Benda
Tak bilangan prandtl,
Tunak volume fraction
Pada terhadap
Lapisan kecepatan
Batas dan temperatur.
yang
Mengalir
Melalui
Bola
di dalam
Fluida
Nano
Dibawah
Pengaruh
Medan
Magnet
5. | Yolanda Fluida Bola Fluida | Ada Euler Mengkaji
Norasia Nano Bermagnet | Nano Implicit pengaruh
(2018) tak Tunak konveksi
yang campuran
Mengalir dan medan
Melewati magnet terhadap
Bola profil
Bermganet kecepatan
dipengaruhi dan profil
oleh temperatur.
Konveksi
Campuran
2.2  Fluida

Pada umumnya materi terdapat tiga fase zat yang tersebar di alam, yaitu

padat, cair dan gas.

Fase padat memiliki karakteristik mempertahankan

bentuk dan ukuran yang tetap. Berbeda dengan fase cair dan gas yang tidak
dapat mempertahankan bentuk dan ukuran. Oleh karena itu, fase cair dan
gas mempunyai kemampuan mengalir. Zat yang mempunyai kemampuan
mengalir disebut dengan fluida. Fluida didefinisikan sebagai zat yang berubah
bentuk secara kontinu bila terkena tegangan geser, berapapun tegangan geser
tersebut (Widodo, 2012). Fluida dibagi menjadi dua bagian yaitu fluida
Newtonian dan fluida non-Newtonian yang mempunyai sifat sangat berbeda.
Fluida Newtonian adalah fluida yang tidak mengalami perubahan viskositas
ketika terdapat gaya yang bekerja pada fluida. Contoh dari fluida Newtonian
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adalah fluida nano. Sementara fluida non-Newtonian adalah fluida yang
mengalami perubahan viskositas ketika terdapat gaya yang bekerja pada
fluida tersebut. Contoh dari fluida non-Newtonian adalah fluida mikrokutub.

2.2.1 Fluida Nano

Fluida nano merupakan larutan yang terdiri atas fluida cair sebagai fluida
dasar dan partikel nano solid yang berukuran kecil satu sampai 100 nanometer
(nm) (Ramadhan, 2012). Fluida nano pertama kali diperkenalkan oleh Choi
dan Eastman pada tahun 1995. Dengan adanya penambahan partikel nano
mengakibatkan temperatur mengalami kenaikan.

Secara physical case perlu diperhatikan densitas dari partikel nano untuk
mendapatkan perbandingan campuran yang tepat. Volume partikel ditentukan
dengan menggunakan densitas sebenarnya dari partikel nano dan massanya

dengan mengabaikan massa udara yang terperangkap didalamnya.
Sifat Sifat Fluida Nano (Alkasasbech, 2015) :

1. Densitas Fluida Nano
Densitas adalah kerapatan atau massa jenis suatu fluida dan dapat
diidentifikasikan sebagai massa suatu zat per satuan volume:

prm = (L= X)ps + Xps (2.1)

dengan

psn : densitas fluida nano kg/m?
X : nanopartikel volume fraction
ps : densitas fluida dasar kg/m?
ps : densitas partikel nano kg/m?

2. Viskositas
Pada penelitian ini, viskositas yang dipakai adalah viskositas dinamik
yang didapatkan dari perhitungan prediksi menggunakan prsamaan dari
Brinkman equation yaitu:

_ My
Hfn = (1— )25 (2.2)

dengan

[tfn @ Viskositas dinamik fluida nano
py o viskositas dinamik fluida dasar
X : nanopartikel volume fraction

3. Kalor spesifik Fluida Nano
Definisi kalor spesifik fluida nano yaitu jumlah energy yang dibutuhkan
untuk menaikkan satu satuan massa zat pada suhu satu derajat
celcius, kalor spesifik fluida nano pada tekanan konstan (pC),)f, dapat
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diestimasikan berdasarkan korelasi antara fluida nano dengan fluida
dasar sebagai berikut:

(0Cp)fn = (1 =2)(pCp)  + X (pCy)s (2.3)
dengan
Cyp,,, : kalor spesifik fluida nano

Cyp, : kalor spesifik fluida dasar
C,, : kalor spesifik partikel k.J/kg. K

4. Konduktifitas termal
Konduktifitas termal adalah suatu besaran intensif bahan yang
menunjukan kemampuannya untuk mengantarkan panas. Didalam
fluida nano dapat dirumuskan sebagai berikut:

@ . (k?s + Qkf) - 2X(k?f - k?s)
k)f B (/{35 + Zkf) + X(k’f — ks)

(2.4)
Berikut adalah sifat thermo-physical dari air, partikel C'u, dan AlyO3

Tabel 2.2: Thermo-physical properties

Properties | Air Partikel C'u | Partikel AlsOs
p(X%) | 997.1 8933 3970
o(g) | 4179 385 765
k(%) ]0.613 400 40

2.3 Aliran Fluida Berdasarkan Waktu
Aliran fluida yang memiliki pengaruh terhadap perubahan waktu pada
umumnya dibagi menjadi dua, yaitu (Widodo, 2012a) :

1. Aliran Tunak (Steady State)
Suatu aliran yang kecepatannya tidak dipengaruhi oleh perubahan
waktu. Pada aliran tunak berlaku
ou
Z 0
ot
2. Aliran Tak Tunak (Unsteady State)

Suatu aliran yang kecepatannya dipengaruhi oleh perubahan waktu.
Pada aliran tunak berlaku

ou
a7
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2.4 Aliran Lapisan Batas (Boundary Layer)

Lapisan batas merupakan bagian dari permasalahan mekanika fluida yang
merupakan lapisan yang terbentuk karena adanya gesekan antara fluida yang
mengalir dengan permukaan benda yang disebabkan adanya viskositas dari
fluida yang melewati benda tersebut. Untuk menyelesaikan lapisan batas perlu
diketahui terlebih dahulu jenis aliran pada fluida. Jenis aliran pada fluida
dibagi menjadi tiga yaitu aliran laminar, aliran turbulen, dan aliran transisi

(Widodo dkk, 2015).

1. Aliran Laminer
Aliran laminer adalah aliran yang partikel-partikelnya bergerak teratur
mengikuti lintasan yang saling sejajar. Aliran ini terjadi ketika bilangan
Reynolds fluida kurang dari 500 (Re < 500) atau pada saat fluida
bergerak perlahan dengan kecepatan yang kecil dan atau fluida memiliki
tingkat kekentalan atau viskositas yang besar.

2. Aliran Turbulen
Aliran turbulen adalah aliran yang partikel-partikelnya bergerak secara

acak dan tidak beraturan. Aliran ini terjadi ketika bilangan Reynolds
fluida lebih dari 12.500 (Re > 12.500)

3. Aliran Transisi
Aliran transisi adalah aliran yang terjadi antara aliran laminer dan
turbulen karena terjadi perubahan viskositas dan kecepatan yang
menyebabkan daya redam terhadap gangguan akan berkurang hingga
batas tertentu.Aliran ini terjadi ketika bilangan Reynolds fluida berkisar
antara 500 sampai 12.500 (500 < Re < 12.500).

2.5 Konveksi Campuran

Perpindahan panas dibagi menjadi tiga yaitu konduksi, konveksi, dan
radiasi. Perpindahan panas yang biasanya terjadi diantara fluida adalah
konveksi. Konveksi adalah adanya pergerakan fluida yang mengakibatkan
terjadinya perpindahan panas dari suatu tempat ke tempat lainnya. Secara
umum konveksi terdiri dari tiga jenis, yaitu konveksi bebas atau biasa
disebut juga sebagai konveksi alamiah, konveksi paksa (forced convection), dan
konveksi campuran (mized convection). Konveksi bebas disebabkan oleh gaya
apung (buoyancy forces) karena adanya perbedaan temperatur pada fluida.
Sedangkan konveksi paksa disebabkan oleh kekuatan yang berasal dari luar
atau external force. Fluida bergerak karena adanya alat yang menggerakan
fluida tersebut, misalkan kipas pompa, blower, heater, dan sebagainya. Aliran
konveksi campuran yang merupakan gabungan antara aliran konveksi bebas
dan konveksi paksa (Ghani dkk, 2014).

2.6 Bilangan Non-Dimensional Pada Aliran Perpindahan Panas
Konveksi panas terjadi pada saat partikel-partikel fluida mengalami

pergerakan akibat adanya perbedaan temperatur. Berdasarkan persamaan

tersebut, Menurut (Favre, 2009) pada konveksi panas terdapat beberapa
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bilangan non-dimensi yang terkait dengan kecepatan aliran, viskositas, dan
temperatur diberikan sebagai berikut.

2.6.1 Bilangan Non-Dimensi Reynolds (Re)

Bilangan non-dimensi Reynolds adalah perbandingan gaya inersia terhadap
gaya viskositas. Bilangan non-dimensi Reynolds adalah ukuran relatif jenis
aliran fluida, seperti aliran laminar, aliran transisi, atau aliran turbulen
didalam pipa, lapisan batas, atau disekitar benda yang terendam. Bilangan
non-dimensi Reynolds dapat dituliskan sebagai berikut.

R Gayalnersia pra*Us =
e = —=
GayaViskositas prals
Uso
Re = =PIt
M
Uso
Re = ¢ (2.5)
vf
dengan:

Us : kecepatan pada aliran bebas (m/s)

py : densitas fluida

pg o viskositas dinamik fluida

a : panjang karakteristik suatu benda yang dilewati fluida

vy : viskositas kinematik

Nilai kecepatan aliran U,, berbanding lurus dengan bilangan Reynolds (Re).
Dalam hal ini, semakin besar kecepatan aliran suatu fluida U,, maka semakin
besar bilangan non-dimensi Reynolds (Re). Kondisi seperti ini ditunjukkan
dengan tipe aliran fluida yang berawal dari aliran laminer menjadi aliran
turbulen (Potter dkk, 2012).

2.6.2 Bilangan Non-Dimensi Grashof (Gr)

Bilangan non-dimensi Grashof adalah perbandingan gaya apung buoyancy
force terhadap gaya viskos dalam aliran fluida konveksi bebas yang mempunyai
peranan yang sama seperti halnya bilangan Reynolds ( Re) pada aliran konveksi
paksa. Bilangan non-dimensi Grashof dapat dituliskan sebagai berikut.

gﬁ<Tw - ,—Too)a’3

Gr = UJ% (2.6)
dengan:
g : gaya gravitasi
£ : koefisien muai panas
a : panjang karakteristik suatu benda yang dilewati fluida

vy viskositas kinematik
T, : temperatur permukaan fluida
T, : temperatur fluida

12



2.6.3 Bilangan Non-Dimensi Prandtl (Pr)

Bilangan Prandtl adalah perbandingan antara viskositas kinematika
terhadap difusivitas termal fluida. Viskositas kinematika (vy) atau (us/py)
disebut sebagai difusivitas molekular momentum karena merupakan ukuran
kecepatan perpindahan momentum antara molekul-molekul.  Diffusivitas
termal fluida (o) atau (%) disebut sebagai difusivitas molekular panas karena
berkaitan dengan ukuran perbandingan antara penerusan panas dan kapasitas
penyimpanan energi molekul-molekul. Bilangan Prandtl dapat dinyatakan

sebagai berikut.

P viskositaskinematika l;_;
r= =
di fusivitastermal k
Pfep
arpr
dengan:

k : konduktivitas panas fluida
¢p 1 panas jenis pada tekanan konstan

2.7 Magnetohidrodinamik (MHD)

Istilah magnetohydrodynamic terdiri dari kata magneto yang berarti
medan magnetik, hydro yang berarti cairan atau fluide dan dynamic yang
berarti pergerakan. Magnetohydrodynamic (MHD) dapat diartikan sebagai
suatu hantaran dan pergerakan suatu fluida secara elektrik di dalam suatu
medan magnetik. Fluida yang dimaksud dapat berupa plasma, logam cair,
atau air garam.

Bentuk persamaan MHD yaitu persamaan-persamaan fluida yang meliputi
persamaan kontinuitas, persamaan energi, dan untuk persamaan pada medan
magnetnya menggunakan persamaan Maxwell. Berikut ini adalah persamaan-
persamaan dasar untuk membuat persamaan MHD yang ideal :

1. Persamaan momentum :

dv

—_—=— JxB
7 Vp+J x

p

2. Persamaan konservasi massa :

dp
E + p(VV) =0

3. Persamaan konservasi energi

a4

dt<p_v) =0
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4. Persamaaan Maxwell :

1 Hukum Gauss

1
VE=—p
€o
ii Hukum Gauss untuk Magnetik

VB=0
iii Hukum Faraday

0B
E=_2-
v ot

iv. Hukum Ampere

OE
B = ugJ
V x tod + €oplo o o

dengan:

: Medan Magnet (0,0, B)

: Medan Listrik (0,0, E)

. Kecepatan massa plasma

: Kerapatan arus

: Massa jenis

: Tekanan Plasma

: Waktu

to : Permeabilitas ruang hampa 47 x 1077 N/A?

TS L< W

1
Pada persamaan MHD di atas, persamaan V.F = —p pada persamaan

Maxwell tidak digunakan. Persamaan V.B = 0 hanya dlgunakan saat kondisi
awal saja. Selain itu, untuk kecepatan rendah, perpindahan arusnya bisa

diabaikan atau dianggap nol (Arber, 2013). Sehingga persamaan umum dari
MHD menjadi :

0B
_ E=—
V x Y
%
o p(V.V) = 0
dv
VXB:M()J

dan untuk mencari besar medan listrik, digunakan formulasi berikut:

E+V xB=nJ

jika 7 = 0 maka persamaan MHD tersebut dikatakan sebagai persamaan MHD
ideal.
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2.8 Pemodelan Matematika

Untuk membangun model matematika aliran magnetohidrodinamik tak
tunak fluida nano yang melewati bola bermagnet didasarkan pada penurunan
hukum konservasi massa, hukum II Newton, dan hukum I termodinamika yang
penyederhanaan persamaan pembangunnya dengan menggunakan teori lapisan
batas sehingga diperoleh persamaan pembangun yang berdimensi dari aliran
magnetohidrodinamik tak tunak fluida nano yang melewati bola bermagnet.

2.9 Metode Fuler Implicit

Metode numerik adalah salah satu teknik yang digunakan untuk
menyelesaikan permasalahan matematis dengan operasi perhitungan. Metode
numerik secara umum dibagi menjadi dua, yaitu metode explicit dan
metode implicit. Kelebihan dari metode implisit adalah memiliki kestabilan
tanpa syarat (Nayak dkk, 2016). Metode Fuler Implicit adalah salah satu
metode numerik Implisit yang dapat menyelesaikan persamaan differensial.
Pendekatan model persamaan differensial dengan menggunakan Metode Euler
Implicit akan menghasilkan matriks tri-diagonal dan diselesaikan dengan
menggunakan Algoritma Thomas. Metode Fuler Implicit menggunakan beda
mundur dan beda tengah pada Deret Taylor dengan akurasi pada order
pertama.

(i—-1n+1) (Gn+1) ((+1,n+1D
n+1

(i)

Gambar 2.1: Metode Fuler Implicit

Misalkan terdapat persamaan differensial berikut:

ou 0%u

o~ oy
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ou _ OPu\"
ot~ "oy ).

untuk n’ = n + 1, Skema Euler Implicit adalah:

n+1 n n+l n+1 n+1
(e T ) 2u; " 4 ug”

At A2y

dengan f = v-o- Agy, diperoleh persamaan berikut:
= —fuit + (14 28)uf ™ — Bul™]
atau
D; = a;ul ! + bul T + couf )

Untuk memperoleh solusi, akan dibentuk matriks Au = D

_ n+1 Z _ -
by @ Dy
Co b2 (05} ugﬂ DQ

n+1
Cm—1 bm—l Am—1 U1 Dm—l
i Cm b | | ultt | Dy, |

atau dapat dituliskan sebagai berikut

biuftt + apuy ™t =D,

02u”+1 + bgu"+1 + agugH =D,

1
Con 1Y+ by 4 4wt = D,y
cmtu T + bputt =D,

Untuk menyelesaikan sistem persamaan tersebut, dalam penelitian ini akan
digunakan Algoritma Thomas.  Algoritma Thomas adalah salah satu
penyelesaian matriks tridiagonal yang efisien (Wei dkk, 2013). Algoritma
Thomas mempunyai dua tahap yaitu: eliminasi maju dan subtitusi mundur.
Pada sistem persamaan diatas, tahap pertama adalah dengan melakukan
eliminasi diagonal bawah pada sistem persamaan linier, dengan mengalikan
co pada baris pertama, sehingga diperoleh

cgblul + coaq u2 =Dy
dan mengalikan b; pada baris kedua, sehingga diperoleh
b102U?+1 + blbgugH_l + b1a2U§+1 = b1D2
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dengan mengurangi baris kedua dengan baris pertama, maka baris kedua
ditulis sebagai berikut

(blbg — CQCLl) U;LJrl + blagu’gH = leQ — Cng

atau dapat dituliskan sebagai berikut

Caa1 C2
(62 — —) uy ™ + aguitt = Dy — =Dy

by by
Misalkan
D)= Dy — Z—?Dl
dan
by = by — %

maka dapat diperoleh

’

! n41 n+1l

Proses ini dilakukan sampai baris ke-m sehingga diagonal bawah tereliminasi
seperti matriks berikut

i bl aq 17T UTIH_l i [ D1 i
/ 7’L+1 ’
/ n+1 /
bm—l am—/l Upp—1 Dm—,l
n+1
L bm - L um . L Dm -
Pada tahap kedua dilakukan subtitusi mundur dengan:
/
n+1 _ Dy
G =
Selanjutnya dilakukan substitusi mundur untuk memperoleh solusi u™t}
sampai dengan u}™'. Secara umum, untuk memperoleh solusi ™' dapat

n+l _ Di—aiuit1

dituliskan sebagai berikut w; ot =m—1,m-—2,.. 1
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BAB 3
METODE PENELITIAN

Bab ini menjelaskan mengenai tahapan-tahapan penelitian, tempat
penelitian, dan jadwal penelitian untuk menyelesaikan permasalahan
magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak tunak yang mengalir
melewati bola bermagnet dipengaruhi oleh konveksi campuran dan medan
magnet. Adapun tahapan-tahapan dan tempat penelitiannya adalah sebagai
berikut.

3.1 Tahapan Penelitian
Tahapan-tahapan yang dilakukan dalam penelitian ini adalah sebagai
berikut

1. Studi Literatur
Pada tahap ini dikaji beberapa model aliran fluida nano pada
lapisan batas yang mengalir melewati bola dengan pengaruh
magnetohidrodinamik yang telah dihasilkan dari peneliti-peneliti
sebelumnya dan yang dikaji dalam penelitian ini.

2. Pembangunan Model Matematika
Pada tahap ini dilakukan dalam beberapa langkah:

i Penurunan persamaan konversi massa dan hukum-hukum Fisika
yang berkaitan dengan permasalahan.

ii Penentuan kondisi batas dengan melakukan pengamatan terhadap
aliran fluida yang melewati bola bermagnet.

iii Persamaan kemudian dirubah secara berturut-turut menjadi model
dimensional dan model non-dimensional.

iv Mentransformasikan persamaan pembangun non-dimensional
menjadi persamaan similaritas dengan menggunakan fungsi aliran
(stream function).

3. Tahap Penyelesaian Model
Persamaan similaritas yang telah diperoleh diselesaikan dengan metode
numerik Fuler Implicit. Langkah langkah sebagai berikut:

i Persamaan similaritas yang diperoleh didiskritisasikan dengan
menggunakan metode beda hingga pusat.

ii Menyelesaikan persamaan yang diperoleh menggunakan Algoritma
Thomas.

i Menentukan koefisien matriks.
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iv. Menentukan solusi pada saat t + At.

4. Tahap Simulasi
Pada tahap ini dilakukan dalam beberapa langkah:

i Membuat algoritma dari model yang diperoleh.

ii Algoritma dari model yang diperoleh, diimplementasi dalam bentuk
program dengan menggunakan program Matlab.

iii Dengan menggunakan program yang telah dibuat, dilakukan
simulasi dengan menggunakan beberapa nilai pada parameter dan
variabel inputan. Hasil simulasi berupa kecepatan aliran dan
temperatur fluida yang disajikan dalam bentuk grafik dan analisis.

5. Tahap Analisis dan Pembahasan
Tahap ini berisi analisis dan pembahasan dari hasil simulasi untuk
mengetahui pengaruh konveksi campuran dan medan magnet dalam
magnetohidrodinamik tak tunak yang melewati bola di dalam fluida nano
terhadap terhadap profil kecepatan dan temperatur pada lapisan batas.

6. Tahap Finalisasi
Pada tahap ini ditarik kesimpulan dari hasil analisis yang telah dilakukan
dari tahap sebelumnya. kesimpulan dari hasil-hasil penelitian diberikan
sebagai berikut

i Langkah-langkah  pembangunan model matematika pada
magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak tunak yang
mengalir melewati bola bermagnet dipengaruhi oleh konveksi
campuran.

ii Langkah-langkah  penyelesaian =~ model  matematika  pada
magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak tunak yang
mengalir melewati bola bermagnet dipengaruhi oleh konveksi
campuran dengan metode Fuler Implicit.

iii Dihasilkan grafik dari tahap simulasi yang menunjukkan pengaruh
parameter magnetik, parameter konveksi campuran, bilangan
Prandtl, dan wvolume fraction terhadap profil kecepatan dan
temperatur.

7. Diseminasi Hasil Penelitian.
Hasil penelitian magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak tunak
yang mengalir melewati bola bermagnet dipengaruhi oleh konveksi
campuran akan diseminarkan pada bulan Juli 2018 dan diterbitkan pada
jurnal internasional IREMOS (International Review On Modelling and
Simulations) /International Journal of Enginering and Technology.

3.2 Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan di laboratorium Pemodelan Matematika dan
Simulasi Sistem, Departemen Matematika, Fakultas Matematika, Komputasi,
dan Sains Data, Institut Teknologi Sepuluh Nopember Surabaya.
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BAB 4
MODEL MATEMATIKA

Bab ini menjelaskan mengenai proses pembentukan persamaan pembangun
dari magnetohidrodinamik fluida nano tak tunak pada lapisan batas yang
mengalir melewati bola dipengaruhi oleh konveksi campuran. Sesuai dengan
gambaran area yang diamati, model fisik dari permasalahan ini menggunakan
hukum konservasi massa, hukum II Newton, dan hukum I Termodinamika
sehingga diperoleh persamaan-persamaan pembangun dimensional yaitu
persamaan kontinuitas, persamaan momentum linier, dan persamaan energi.
Selanjutnya, persamaan pembangun dimensional yang diperoleh diubah
menjadi menjadi persamaan non-dimesional dan transformasi ke persamaan
similaritas.

Pada penelitian ini, fluida yang digunakan adalah fluida nano. Fluida nano
tidak mengandung medan magnet mengalir melewati bola yang bermagnet.
Aliran fluida nano sebelum melewati bola bermagnet memiliki kecepatan
sebesar U,, dan temperatur sebesar T,,. Gambaran dari bola bermagnet
ditunjukkan pada Gambar 4.1.

Pada penelitian ini bola yang diamati adalah bola pejal bermagnet

Gambar 4.1: Koordinat Bola Pejal

sehingga aliran fluida nano tidak dapat menembus bola. Aliran fluida hanya
melewati permukaan bola sehingga sehingga kecepatan pada arah sumbu z
diabaikan. Fluida nano yang mengalir dipengaruhi oleh konveksi campuran
dan medan magnet yang berasal dari bola. Fluida nano mengalami gesekan
dengan permukaan bola bermagnet membentuk lapisan batas berupa elemen
kecil dan tipis. Kontruksi dan gambaran dari lapisan pada yang terbentuk
pada permukaan bola ditunjukkan pada Gambar 4.2.

Pada Gambar 4.2., Aliran fluida mengalir dari bawah ke atas. Aliran
fluida yang diamati yang berada pada didaerah sekitar titik stagnasi bawah

21



Bola
Pejal
Bermagnet

Konveksi ————>
Campuran ————— >

Lapisan

batas /

Titik
Stagnasi
terendah,
x=0

y

Gambar 4.2: Bentuk Fisis Objek Penelitian

yang berarti pada posisi z = 0°. Fluida nano yang mengalir melewati bola
tersebut dipengaruhi oleh medan magnet yang berasal dari bola dan konveksi
campuran. Lapisan batas yang terbentuk berupa elemen kecil berbentuk kubus
sebagai kontrol volume. Dari kontrol volume tersebut dapat ditinjau massa,
momentum dan energi dari fluida nano.

4.1 Persamaan Pembangun

Persamaan pembangun yang digunakan pada penelitian ini adalah
persamaan kontinuitas, persamaan momentum linier, dan persamaan energi
yang diuraikan dari hukum konservasi massa, hukum II Newton, dan hukum
I Termodinamika. Berikut ini diuraikan pembangunan persamaan-persamaan
pembangun yang digunakan pada penelitian ini.

4.1.1 Persamaan Kontinuitas

Persamaan kontinuitas merupakan persamaan mengenai jumlah massa
dalam suatu volume kontrol yang dihitung dalam setiap satuan waktu.
Jumlah massa tersebut merupakan selisih dari jumlah massa yang masuk
dan keluar dari permukaan kontrol. Prinsip dari persamaan kontinuitas
adalah hukum Kekekalan Massa. Hukum kekekalan massa menyatakan bahwa
jumlahan massa pada suatu sistem (Mj,s) adalah konstan, dengan kata lain
bahwa tidak ada perubahan massa dalam sistem sehingga dapat dituliskan
sebagai berikut.

DMy,
— = 4.1
o =0 (4.1)
dan
Msys:/ pfndV (42)
sys



dengan

M,ys : massa pada suatu sistem

pfn : densitas fluida nano

V. volume

dengan substitusi Persamaan (4.2) ke dalam Persamaan (4.1) diperoleh

DMsys
—E ZdV =0 4.3
- / o (4.3)

Teorema yang digunakan untuk pendekatan sistem kontrol volume pada
suatu elemen pada fluida adalah Teorema transpor Reynold. Teorema
transpor Reynold diberikan sebagai berikut

D,fys = /// pfndV+// pmV.dS =0 (4.4)

V merupakan perkalian dari komponen kecepatan fluida, dS adalah perkalian
vektor normal (n) terhadap permukaan dS, dan dV adalah kontrol volume
fluida. Dengan menggunakan teorema Gauss, integral permukaan pada
Persamaan (4.4) menjadi

Sl e s

Dengan melakukan pendekatan volume kontrol untuk menggambarkan
elemen-elemen kecil dari fluida yang berbentuk kubus sangat kecil dengan
dimensi (dzdydz) dapat dilihat pada Gambar 4.3.

a(pv) &
[pv+ ;P;]?j'] Sxbz

-85
H y 4

ﬂ(pu]ﬁx i
bo-Zzlow: 0, oy
::{) N —
' [ :+6(P”]'5:].5 .
¥
/ f .
5x
[,DW+@— Gxdy =

pr)d
[pv — (;;:’]?y] Gxbz

Gambar 4.3: Aliran Fluida Masuk dan Keluar Volume Atur
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Pada Gambar 4.2 terlihat bahwa laju aliran massa menembus per satuan
luasan permukaan searah sumbu x dalam per satuan waktu didefinisikan
dengan pu. Laju aliran massa pada pada permukaan kanan (z + %”) dapat
dituliskan sebagai berikut

O(psnu) 0
Ppnllyyie = Ppllt —5 =5 (4.6)

dan laju aliran massa pada permukaan kiri (x — %"’3) adalah

A(pau) o
Prally_sz = Pl = —5 — (4.7)

2

dari Persamaan (4.6) dan Persamaan (4.7) dapat diperoleh laju aliran massa
yang menembus permukaan sisi kanan dan sisi kiri elemen pada arah sumbu
x sebagai berikut

O(psnu) 0x I(pu) ox _ Opsu)
(pfnu—i- - 0ydz — | pmt — Y oydz = Témﬁyéz

dengan langkah yang sama untuk laju aliran massa menembus per satuan
luasan permukaan searah sumbu y dan z dalam per satuan waktu diperoleh
sebagai berikut
searah sumbu y

Pl + Opsnv) Oy 010z — | pav — Apsmv) Oy dxdz = a(pfnv)chéyéz
oy 2 dy

searah sumbu z

a(pfnw) 0z a(pfnw) 0z _ a(pfnw)
(,ofnw + ~ 5, 9 )oxdy — | praw — ~ 5, o oxdy = Témdydz

sehingga laju aliran massa total adalah

[3(%“) N A(psav) N Apsnw)

o Dy 5 } oxdydz =0

Berdasarkan teorema transpor Reynold, maka laju aliran massa terhadap
perubahan waktu adalah

Oppmt)  Oppmv) | Opratw)

8pfn
dxdydz + [ e By %

= 4.
5t ]5x5y(5z 0 (4.8)
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dengan membagi kedua ruas dengan dxdydz diperoleh

Oppn  Opgau) | O(pgmv) | O(pmw)
o " or oy T os

atau dapat dituliskan dalam notasi vektor sebagai berikut

—0 (4.9)

Opsn
% + V. (praV) =0 (4.10)

pada penelitian ini, aliran fluida diasumsikan bersifat incompressible, dengan
kata lain densitas fluida sangat kecil dan tidak memberikan pengaruh yang
Pfn

signifikan % = 0 sehingga

V.V =0

Oleh karena pada penelitian ini digunakan bola pejal bermagnet, maka
persamaan kontinuitas juga dipengaruhi oleh jari-jari bola (), maka
persamaan kontinuitas magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak
tunak dipengaruhi oleh konveksi campuran yang mengalir melewati bola
bermagnet adalah

d(ru) ~ O(rv)  O(rw)
=0 4.11
{ 0z oy oz (4.11)
Pada penelitian ini yang diamati adalah permukaan bola sehingga kecepatan
pada arah sumbu z diabaikan. Oleh karena itu, Persamaan memomentum

yang diamati hanya pada arah sumbu = dan y diberikan sebagai berikut

o7 % (4.12)
4.1.2 Persamaan Momentum

Pergerakan dari partikel fluida nano mengakibatnya terjadinya tumbukan
atau momentum. Prinsip dari persamaan momentum adalah hukum Newton
II. Hukum Newton II menyatakan bahwa besar momentum terhadap
perubahan waktu sama dengan besarnya keseluruhan gaya-gaya yang bekerja
pada sistem tersebut sehingga dapat dituliskan dalam bentuk integral

v o v [[fzw o

Pada Persamaan (4.13) terdapat integral permukaan, sehingga dengan
menggunakan teorema Gauss diperoleh

///Cv anaa—\t[d‘/—l— ///CU P V.V VdV = ///CU FdV (4.14)
2

5

{8(%@) N @(f@)] _0



karena V.VV = V.VV maka Persamaan (4.14) juga dapat dituliskan sebagai

berikut
o [Jf] (X ovv)ar] - [[[ v

Jika dituliskan dalam bentuk turunan, maka Persamaan (4.15) dapat ditulis
sebagai berikut

DV
anﬁ = ZF (4.16)

atau dapat dituliskan sebagai berikut

oV

Gaya-gaya yang bekerja pada > F merupakan gaya permukaan Fy, gaya
magnet Fj; dan gaya apung Fg. Gaya-gaya yang bekerja pada permukaan
sebuah elemen kubus kecil dari fluida berupa tegangan-tegangan. Tegangan
tersebut merupakan tegangan normal (o) dan tegangan geser (7). Gaya-gaya
yang bekerja pada arah sumbu x dapat diberikan sebagai berikut

Op 00y  OTyy  OTuy

Fa=—g + 5+ T (4.18)

Gaya-gaya yang bekerja pada sumbu y adalah

dp N 0oy, N 0Ty N 0Ty

Fa = _8y dy ox 0z

(4.19)

dan gaya-gaya yang bekerja pada sumbu z adalah

B Op 00, 0Ty 0Ty,
Fs, = %, T T o (4.20)

Dengan melakukan pendekatan volume kontrol untuk menggambarkan
elemen-elemen kecil dari fluida yang berbentuk kubus sangat kecil dengan
dimensi (dxdydz) maka dapat dikontruksi persamaan momentum linier pada
Gambar 4.4.

Resultan gaya permukaan merupakan jumlahan gaya permukaan pada
sumbu z, sumbu y, dan sumbu z. Resultan gaya permukaan yang terbentuk
dari Persamaan (4.16) dan Persamaan (4.17) diperoleh sebagai berikut

Fy = Foi+ Foyj + Fo.k
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T, [ day, & [ Ty 6
yz 77 + —| 6x6 + —| 8x8
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A
P
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Jt1,, &
asz ox | / I:Txy + x _X 6:} 6z
[ el —] 8ydz ax 2
dx 2 [ 6p§x
do,, 6x [ I _[p+57 dydz
[ o — —— —| 8y 6z
w20 T 53’[5 25 5
[P—aj] 8ydz 7 | > (% Ty 2]
at,, 6%
01,y 6x FotunieRal el \’*[sz+ 2 — | 8ydz
e Y, =
y / ;? \ (SZ
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07, & 99y, 8y < .
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Gambar 4.4: Komponen Tegangan pada Permukaan Elemen Fluida

atau dapat dituliskan

B _6p 004,  OTyr  OTup ) . _8p 0oy  OTyy  OTay\ .
Fs_<8x+ 8x+3y+82>z+( 8y+ 3y+8x+8z J
Op 00, 0Ty, 0Ty,
* <_$+ 8Z+8m+0y>k

Pada penelitian ini, diasumsikan pada fluida nano yang tak mampu
mampat (incompressible) sehingga tegangannya sebanding dengan laju
deformasi, sehingga dapat dinyatakan sebagai berikut:

i Tegangan Normal

ou
Oxx = 2an£
ov
Oyy Q,an@—y
ow
Oyy = Qufng (421)

ii Tegangan Geser

ov  Ou
Tyz = Tay = Hfn %—i_@_y
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8w ou
Teo = Toz = fpn | 5T 57

ow Ov
== (G + 51 ) (4.22)

Jumlahan dari tegangan normal dan tegangan geser diperoleh sebagai berikut

00 1z n OTye 004

ox y 0z
L0y YLD (0 Y, O, (ow o
B ax(ﬂf"8x> dy <'ufn(8x+8y)>+az (an<8x+az)>
o B (O (P )
Bingez THIm\ Geay 82 ) T\ Brdz T 922
Pu  *u  Pu Pu  Pv Pw
- K (8952 * 0y? * 8z2> T hin (8952 * 0x0y * 8x8z>
Pu  *u  %u o (Ou v  Ow
= Hin (ama o T azz> g (a_ Ty T a_>

0
(YY)

= ViU i
= ,uan2u

maka gaya geser untuk arah sumbu z dapat ditulis

dp
st = nv2
oy + g

dengan cara yang sama, maka gaya geser untuk arah sumbu y diperoleh

dp
Fo=—— + upmVv
Y ay lu’f
dan gaya geser untuk arah sumbu z diperoleh

dp
Fsz = - nv2
- + uy w

sehingga, gaya permukaan total diperoleh sebagai berikut
diperoleh

F,=—Vp+ pupV°V (4.23)
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Selain gaya permukaan F; yang bekerja, ada juga pengaruh dari gaya
magnetik atau gaya Lorentz F); , yang dapat dituliskan sebagai berikut

Fy = JxB (4.24)
J = o(E+4+V x B) (4.25)
dan
B=b+ By (4.26)
dengan

o : konduktivitas listrik

J : kerapatan arus listrik

B : total medan magnet yang terjadi pada sistem

E : medan listrik

b : besar medan magnet dari fluida yang terinduksi bola bermagnet

By : besar medan magent dari Bola

dengan melakukan substitusi Persamaan (4.25) ke dalam Persamaan (4.24)
maka diperoleh

Fy = o(E+VXxB)xB (4.27)

karena dalam penelitian ini diasumsikan tidak ada tegangan pada aliran fluida,
sehingga tidak ada medan listrik (F = 0), maka Persamaan (4.27) menjadi

Fy = o(VxB)xB (4.28)

dengan melakukan substitusi persamaan (4.26) ke dalam persamaan (4.28)
maka diperoleh

Fy = o(Vx(b+ By)) x (b+ By)

karena besar induksi magnetik pada fluida b = 0 maka dapat dituliskan sebagai
berikut

FM = U(V X Bo) X (BQ) (429)

dengan

L]
(VxBy)=|u v
0 O

UUOW

maka
i j k
[(V X BQ)] X (B()) = U(Bo) —U(Bo) 0
0 0 By



(V x By) x By = (—u(By)*)i— (v(Bo)?)j + 0k
(V x By) x By = (—u(By)?% —v(By)?,0)

maka diperoleh I, adalah

FM = O'(—U,(Bo)2, —U(Bo)Q, O)

atau dapat dinyatakan dalam notasi vektor sebagai berikut

Fy = —0(By)*V (4.30)

Selain gaya permukaan F; dan gaya magnetik F);, persamaan momentum
juga dipengaruhi oleh gaya apung Fp (buoyancy force). Gaya apung dapat
dituliskan sebagai berikut

Fp = pgd;d,0.,
dan untuk tekanan p dapat dituliskan dengan

P = Dd + Ph

dengan

pq - tekanan dinamik

pr : tekanan hidrostatis

bentuk gradien tekanan yang disebabkan oleh tekanan hidrostatis dapat
dituliskan sebagai berikut

Vph = Py (4.31)

dengan
Poo - massa jenis fluida diluar lapisan batas.
Selanjutnya, bentuk Vp dapat dituliskan sebagai berikut

Vp = Vpg+ Vpy (4.32)
dengan substitusi persamaan (4.31) pada persamaan (4.32) maka diperoleh

Vp = Vpq + pscyg

selanjutnya, py ditulis tanpa subskrip ”d”.

Kemudian dengan mengelompokkan vektor i,j,dan k untuk sumbu
x,y,dan z, maka diperoleh :
persamaan momentum linier sumbu x adalah

CCNPLCIMPLONLC) BN 82a+82ﬂ+82ﬂ + o (Bo)*u
Prm\ar "oz oy Y — oz Mm\om Top Tom) TV
+ (pfn_pco)gg‘g
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persamaan momentum linier sumbu y adalah

ORI R 82@+82@+026 + 0(By)*v
Prol\ar Tz Tl T Waz) T Tag T \om Tap Tam) TP

+ (Pfn — Poo) 9y

dan persamaan momentum linier sumbu z adalah

ow  ow  ow 9w\ _ 9 (0w 00 0w
P\t Tz Ty TV oz M \am T o T oz

+  (Pfn — Poo)9z

Pada penelitian ini yang diamati adalah permukaan bola sehingga kecepatan
pada arah sumbu z diabaikan. Oleh karena itu, Persamaan memomentum
yang diamati hanya pada arah sumbu z dan y diberikan sebagai berikut
persamaan momentum linier sumbu x adalah

ou + u@ + v ouy _ _Op + O 62 + o (By)*u
T ay) T Tar tHm\om T o 0
+ (Pfn — Poo)9z

dan persamaan momentum linier sumbu y adalah

CCRPLCLENYCCA - o, 0T +0(Bo)*v
P\t Tz Ty ) T Tag M \om T op 0
+ (pfn_poo)gzj

atau dapat ditulis dalam notasi vektor sebagai berikut

Pin (__ Tz ﬂ_y> = —Vp+umV*V +0o(Bo)*u
+ (P — Poo)z (4.33)

dan persamaan momentum linier sumbu y adalah

Pfn <—— +U—— + 17—) = —Vp+ pmV?V +0(By)*v
+ (P — Poo)9y (4.34)

4.1.3 Persamaan Energi

Tumbukan antar partikel mengakibatnya terjadinya energi panas. Selain
itu juga, panas yang ditimbulkan juga berasal dari adanya pengaruh konveksi
campuran yaitu panas yang timbul secara alami dan dan adanya sumber panas
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lain. Prinsip dari persamaan energi adalah hukum I Termodinamika secara
umum dapat dituliskan sebagai berikut

AE = AQ — AW (4.35)

atau dapat dituliskan sebagai berikut

%/// pmedV + // pmeV.dS =Q — W (4.36)

Terdapat integral permukaan pada persamaan di atas sehingga dengan
menggunakan teorema Gauss, pada Persamaan (4.36) menjadi

///wpfn%dwr///wpfnv.ewv:Q_W (4.37)

atau dapat dituliskan

Pfn (/// <%+v.ev) dV) =Q-W (4.38)

V.eV = eVV +eV.V
VeV = eVV

karena

maka Persamaan (4.38) menjadi

(] )
i -

laju perpindahan energi dari elemen fluida per satuan volume dituliskan
sebagai

De
o

pada penelitian ini, benda diasumsikan diam sehingga tidak ada usaha pada
sistem, dengan kata lain W = 0, sehingga diperoleh

0 X :
g epfndV—i-/ epm(V.n)dS =Q

atau

Oe

Pin (5 + V-(BV)) = (Qinnetto) sys (4.39)
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Gambar 4.5: Komponen Heat Flux pada Volume Kontrol

Misalkan k adalah heat flux yang merupakan laju transfer energi panas
melalui suatu permukaan yang terjadi dalam volume kontrol digambarkan pada
Gambar 4.5.

Laju netto dari penerusan panas suatu partikel fluida dapat dihitung dari
perbedaan kalor yang masuk dengan kalor yang keluar pada arah—x, arah—y
, dan arah—z didefinisikan sebagai berikut.

Searah sumbu —z

O(ky) 0 o, Ok) bz _ O(ky)

Searah sumbu —y

— J_ < _ — 7 [ 4.41

Searah sumbu —z

d(k,) oz d(k,) oz _ O(k.)
(kz—i- % 9 ))(53:'53/— <kz— % 3 dxdy = — P dxdydz (4.42)

dari Persamaan (4.39)-(4.41) dapat diperoleh total laju netto pertambahan
energi dari kalor ke dalam sistem adalah

<_a((9];x> N ag;y) - 3(;;)) dxdydz = (—V.k)dzoydz (4.43)

Hukum Fourier merupakan hukum mengenai perpindahan panas dengan
konduksi yang berhubungan dengan gradien temperatur. Hukum Fourier
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didefinisikan sebagai berikut.

oT
oT
ky = fna_
dan
oT
k, = —ks—
™9z

dengan menggunakan notasi vektor dapat dituliskan menjadi
k = -k, VT (4.44)
dengan menggunakan Persamaan (4.43) diperoleh
(=V.k)oxdydz = V.(ks, VT)0xdydz (4.45)

dengan melakukan substitusi Persamaan (4.44) pada Persamaan (4.38)
diperoleh

Pfn (% + V.(eV)) dx0ydz = V.(k, VT)oxdydz

kedua ruas dibagi oleh dxdydz diperoleh

Pin (% + V.(eV)) = V.(kVT) (4.46)

Selanjutnya untuk Entalpi spesifik & didefinisikan sebagai berikut (Leal,
2007).

hEe+£

Pfn

dengan p adalah tekanan, e adalah energi total, dan ps, adalah densitas fluida
nano. Laju perubahan entalpi diperoleh

e _ oh 0 (p
Pivge =P\ ot ~ ot \ o

dengan melakukan diferensiasi pada % (%) diperoleh

e _Oh Op p 9p
Pinge = PImat ~ ot " p Ot

karena p konstan maka diperoleh

de oh
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Selanjutnya, untuk reaksi panas H didefinisikan oleh (Leal, 2007) sebagai
berikut.

H = mc,AT

H
— =, AT
m
karena h = % maka diperoleh
h = c,AT (4.48)

dengan ¢, adalah kalor spesifik dan 7" adalah suhu, sehingga Persamaan (4.47)
menjadi

Oe oT

= = (4.49)
dengan substitusi Persamaan (4.49) pada Persamaan (4.46) diperoleh
oT
PfnCp (E + V.(TV)> = V.(ks,VT) (4.50)
dengan
V.(TV)=V.(VT)+T(V.V)
berdasarkan persamaan kontinuitas, bahwa V.V = 0 maka
V.(TV) = V.(VT) (4.51)
dengan substitusi Persamaan (4.51) pada Persamaan (4.50) diperoleh
oT
PnCp (E + V.(VT)) = V. (ks VT) (4.52)

dan untuk V.(VT') diberikan sebagai berikut

A ~ A aTA 3TA (9TA
V.(VT) = (ui + vy + wk). (%z + i + Ek)

oT oT oT

dan

V.(kVT) = kpV.(VT)

*T  O*T  O*T
(:)V(kaVT) = kfn (81‘2 + ay2 + (92’2)
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maka Persamaan (4.50) menjadi

or , 9T | OT | OTY _ T 0T OT
P \Tar T Yar T Vay T Va2 ) T\ 92 T a2 T 922

kedua ruas dibagi oleh py,c, diperoleh

O WO OT L WOT - ke (71, 07T O°F
ot ox dy Yor ) T PinCp \ 022 Oy? = 022

dengan substitusi oy, = p’;f +, Persamaan (4.52) menjadi

(8T or ~ oT 8T) (82T O*T 82T)
:afn

ﬁ‘{‘u%—FUa—g—Fw% 83‘:2+8372++822

Pada penelitian ini yang diamati adalah permukaan bola sehingga pada arah
sumbu z diabaikan. Oleh karena itu, Persamaan energi yang diamati hanya
pada arah sumbu z dan y diberikan sebagai berikut

oT T 9T\ _ (0T 0T 53
of “ozr oy ) T Y \om T o ‘

4.2 Persamaan Pembangun Dimensional
Persamaan pembangun yang digunakan pada aliran fluida nano yang
bersifat unsteady dan incompressible adalah

1 Persamaan Kontinuitas

=0 4.54
0T Jy ( )
ii Persamaan Momentum
Pada sumbu x
ou ou ou 9
n = U— v— = - n V B 24
Pf <8t+uax+vay) Vp+ VeV +o(By)u
+ (Pfn — Poo)gz (4.55)
Pada sumbu y
ov ov ov 9
| =+ a—+0—) = — V2V By)*v
pf (6t+u8$+vay> Vp+ ViV + o(By)°0
+ (Pfn — Poo) 9y (4.56)

Sesuai dengan pendekatan Boussinesq, yaitu semua variabel berpengaruh
dalam persamaan momentum diabaikan, kecuali kerapatan. Pendekatan
Boussinesq ini diterapkan pada persamaan momentum untuk mendekati
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perbedaan kerapatan yang menyebabkan adanya aliran sebagai akibat dari
interaksi antara gaya gravitasi dan tekanan hidrostatis seperti temperatur.
Menurut (Leal, 1992), diasumsikan bahwa nilai maksimum T — T, kecil
sehingga berdasarkan definisi pendekatan Deret Taylor yaitu

p;oo = 1+B<T_Too)+O(T_Too)2

Pin
dengan menghilangkan bagian yang berorder tinggi, maka diperoleh

P 14 (T - To)
Pfn
untuk B(T — Ts,) diperoleh
Poo — Pin _ B(T — Tw)
Pfn

atau

Pfn — Poo = _pan(T - Too) (457)

dengan [ adalah koefisien ekspansi panas yang didefinisikan sebagai berikut

_ 1 %)

Dengan substitusi Persamaan (4.57) pada Persamaaan (4.55) dan Persamaan
(4.56) diperoleh

Persamaan momentum linier pada sumbu x

ou ou ou
Pfn (ﬁ +ao @a—y) = —Vp+ pmV>V +0(Bo)*u — psaf3
(T = T)gs (4.58)
Persamaan momentum linier pada sumbu y
ov ov ov
Pn (E +ao—+ Uﬁ_y) = —Vp+ pmV*V +0(Bo)*0 — psa3
(T — Too) gz (4.59)

iii Persamaan Energi

a_T_i_*a_T_F*G_T — ﬂ_FiT (460)
ot "or "oy ) T M\ oz T 9 ‘

Pada penelitian ini menggunakan kondisi batas yaitu

0:u=v=0,T =T, untuk setiap z,y

0O:u=v=0,T="1T, pada saat y =0
v

Ty saat y — oo

2
o
R}
“§|

I

N

Il
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4.3 Persamaan Pembangun Non-Dimensional

Persamaan pembangun dimensional yang telah diperoleh, kemudian
ditransformasikan ke dalam persamaan non-dimensional dengan menggunakan
variabel non-dimensional. Hal ini dilakukan untuk mempermudah proses
komputasi. Variabel-variabel non-dimensional didefinisikan sebagai berikut

(Widodo dkk, 2016a).

z 17 Ust U 10
T a,y e2a, . TU UOO,’U e2UOO
T—-T, D 7(Z) e ()
T: N pr— N = —_— e pr—
TP = ) = T ) =
dengan

Re : bilangan Reynolds, Re = %
pfn : densitas fluida nano
p : tekanan

Menurut (Kasim, 2014), percepatan gravitasi didefinisikan sebagai berikut

)

gz = —g sin(

Q|8

Q| &I

)

95 = g cos(

Selanjutnya dilakukan substitusi variabel non-dimensional dan substitusi
parameter-parameter tak berdimensi pada subbab 2.6 ke dalam persamaan
pembangun dimesional, sehingga persamaan pembangun non-dimensional
diperoleh sebagai berikut.

4.3.1 Persamaan Kontinuitas

=0 4.61
oz Yy (4.61)
dengan substitusi
x = Ty = Re%g'u = i'v = Re%i r(z) = @
- a ) ?/ - a7 - Uoo, - U007 - a
maka Persamaan (4.61) menjadi
0 0
(ru) , 90r) (4.62)



4.3.2 Persamaan Momentum
i Pada sumbu x

ou _0u _ou - 2 2—
Pfn (E +U% +Ua—g) = Vp + up VoV +o(By) u
- pfnﬁ<T - TOO)gi“

atau dapat dituliskan sebagai berikut

CUNPLCIPL) B @‘F@ + 0(By)*u
Pin\ot "%z "Vay) T oz Mm\ozm T ap 0
PB(T — To) gz (4.63)

r 1y u 10 D Usol
— 2 y=Re:Zu= —:v=Rez—:p = -t
T a7y e2a7u Uoo’v 62U007p pfnUgO7 a )
T—-"1T. T
T = =9z = —g sin(=
T 70 g sin(—)
maka Persamaan (4.63) menjadi
ou ou ou Ip  vp Pu vp, 0*u
i g = 22 i LR ¥/
ot +u3x +U8y Oz * Revy 0x? * vy O0y? A
+ M sinz (4.64)
ii Pada sumbu y
v v 0v
| =+t —4+0—) = -V V2V By)*v

- pan(T - Too)g?

atau dapat dituliskan sebagai berikut

OV N 0D N O op N 0% N 0%V + o(By)%
n| o TUZZ TVL- = T3 n\ 322 T 55 g v
A R T oy M\ oz T o °
prbB(T = Tso)gy (4.65)
dengan substitusi
T b v p . Usd
xza,y:RmE,u—@,v—Re?U—w,p—pfnUgo,t o
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T—Ty T
T= m;gg = 9003(5)

maka persamaan (4.65) menjadi

1 [ov ov ov p vy 1 Pv wvp, 100 M
— (S tu—tv—) = 4+ T Ty
Re \ Ot ox y Jy vy Re?0x? vy Redy? Re
— WTCOSQZ (4.66)
4.3.3 Persamaan Energi
or _or _oT 0*T  &°T
R 1, —— D —— = n _— —_— 467
(at”a:z”ag) % (8i2+8g2> (4.67)
dengan substitusi
T 1Y u 1 Ust T — Ty
= — = 2 —: = — = 2 t = — T =
r=gy=Repusgov=Ragt== = et
maka Persamaan (4.67) menjadi
oT oT OT\ 1 1 apmdT 1 ap,0°T
el el D — 4.68
6t+u<8x)+v<8y> Re Pr ay 8x2+Pr ayp O0y? (4.68)

Berdasarkan variabel-variabel tak berdimensi di atas, kondisi awal dan

kondisi batas diberikan sebagai berikut
t=0:u=v=0,T =0 untuk setiap x,y
t>0:u=v=0,T=1 ketikay =0
u=uc(z), T =0 ketika y — o0

4.4 Teori Lapisan Batas
Dari model matematika non-dimensional diperoleh

1 Persamaan Kontinuitas

O(ru) N d(rv)

=0
ox dy
ii Persamaan Momentum sumbu x
ou  Ou  Ou Ip  vp Pu vp, 0
b i - = =t T L Vs
ot +u8x +Uay dr  Revy 0x? * vy O0y? M

+ Nlsinx
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iii Persamaan Momentum sumbu y

1 (Ov  Ov Qv Ip vy 1 v wvp, 1 0%0 M
= tu—tv— | = Lo N T Ty
Re \ Ot ox y Oy vy Re?0x? vy Redy*> Re

— WTCOSLU

iv Persamaan Energi

Or (0T L, (9T _ L 1 am@T 1 a/nmdT
at "\ ox ! dy ) RePr ay 0x2  Pr a; 0y?

Setelah transfromasi persamaan pembangun dimensional menjadi non-
dimesional, langkah selanjutnya adalah melakukan pendekatan lapisan batas.
Dengan menggunakan pendekatan lapisan batas, maka bilangan Reynolds
mendekati tak hingga (Re — 00) sehingga é — 0 dengan kata lain, lapisan
batas yang terbentuk sangat tipis, maka diperoleh persamaan baru yaitu

i Persamaan Kontinuitas

d(ru) = I(rv)
ox * dy

i1 Persamaan Momentum Sumbu x
Ju  Ou  Ou dp L U 0*u

— — —_— = —— —+ M T st
8t+u8x+vay o7 o 8y2+ U+ SN

iii Persamaan Momentum Sumbu y

9p _

- 0
y

iv Persamaan Energi
— 4u| =— V|l — | =—=——"——
ot ox dy Pr ay 0y?
Pada penelitian ini, fluida yang digunakan adalah fluida nano. Oleh karena
itu, Persamaan model diatas dibawa kedalam bentuk fluida nano dengan

substitusi variabel-variabel yang berhubungan antara fluida nano dengan fluida
dasar diberikan sebagai berikut (Rabeti, 2014).

Densitas Fluida Nano
pin = (1= X)pr + XPs

Viskositas

_
SUNCEY
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Kalor spesifik Fluida Nano
(PCp)pn = (L = X)(pCp) s + x(pCy)s
Konduktifitas termal

@ o (ks + 2]{3]@) - QX(kf - ks)
ke (ks + 2kp) + x(ky = ks)

dengan substitusi variabel-variabel diatas maka persamaan pembangun dengan
pendekatan lapisan batas menjadi

1 Persamaan Kontinuitas

d(ru)  O(rv)
5t oy =0 (4.69)

ii Persamaan Momentum sumbu x

ou  Ou  Ju dp v 0*u

ou = P UYL vy AT si
8t+u8m+vay 0x+vf 8y2+ Ut Alsing

dengan substitusi

Hfn

Vip = ——

™=

atau
S 1
" =
(1 =x)* (1 = Xx)ps + XPs
1 1
Ufn = Uf

T (10 +x (2)
sehingga diperoleh

5’u+u% ou @ vy 1

ou e o%*u
at " or oy

O ey (- +x () O
+ Mu+ NT'sinx

atau dapat dituliskan sebagai berikut

™ 2
ot or Oy ox (1 - x)25 ((1 )+ x (/%)) oy
+ Mu+ NT'sinz (4.70)
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iii Persamaan Momentum Sumbu y

9p _

B 4.71
o= (@71)

iv Persamaan Energi

ot Ox oy )  Pra; 0y

dengan substitusi

Qpn ko (pCp)f

ar  (pcp)pn Ky

atau
(ks+2k ) —2x(k s —ks)
Qb ko) " (PCp)g
g (L =x)(pCp)s + x(pCp)s Ky
Oéfn _ (k’s + Qkf) — 2X(kf — ]{ZS) 1
o ks + 2ks) + x(kf — ks _ x(Cp)s
i ( ) F Xk = k) (1 - )+ ( (pcp)f)
diperoleh
or (9T (oT
ot “\az) T\ oy
_ (ks + 2kg) — 2x(ky — ks)
Pr\ (G + 20p) + Xy — k) (1= 30 + (3% )
O*T
oL 4.72
e (4.72)

Penyederhanaan model matematika non-dimensional pada lapisan batas

untuk persamaan momemtum sumbu y, tekanan dari aliran p bebas dari
y karena aliran yang diselesaikan adalah aliran dua dimensi, menunjukkan
bahwa tekanan dari aliran p bergantung hanya pada sumbu z. Dengan
demikian hanya terdapat satu persamaan momentum yang tersisa pada
sistem yaitu pada sumbu x. Berikut diberikan evaluasi persamaan pada luar
lapisan batas diberikan sebagai berikut

O, S O, n U@ue B _@ n 1 9%u,
ot “ Ox oy ox (1 - x)25 ((1—X)+X<g—;)> Oy
+ Mu. + \T'sinz (4.73)
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dengan kecepatan aliran bebas dalam bentuk bola (Anderson, 2011) diberikan
sebagai berikut

3
Ue = ésinx (4.74)
dengan menggunakan kecepatan aliran bebas pada Persamaan (4.74) maka
diperoleh
8ue aue (92’&6

ot " Oy " Oy?

dengan melakukan substitusi persamaan (4.74) pada persamaan (4.73), maka
diperoleh

O, op

ue% = 9 + Mu, + XT'sinx
Pada saat T' = 0 diperoleh
Ou, op
e = T a_ M e
e or Ox M
atau dapat dituliskan seperti berikut
dp O
e — Mu, 4.75
or  “ox “ (4.75)

dengan substitusi persamaan (4.75) pada persamaan (4.70), maka diperoleh
ou N ou ou ( Ou, M ) N 1 9%u
—+4u = | ue—— — Mu, 5
ot or Oy Ox (1 - x)25 ((1 ) +x (57)) oy

+ Mu -+ NTsinx

atau dapat dituliskan sebagai berikut

ou ou ou Ou, 1 9%*u

U—F+ V= = Ue +

ot or Oy Ox (1 - X)25 ((1 ) +x (;;;)) 02
+ M(u—u.)+ NT'sinx (4.76)

4.5 Fungsi Alir (Stream Function)

Pada penelitian ini hanya terdapat dua komponen kecepatan yaitu u dan v
yang alirannya berada pada bidang x dan y. Untuk menghubungkan dua fungsi
kecepatan tersebut maka dikenalkan sebuah fungsi alir (stream function).
Dengan adanya fungsi alir akan menyederhanakan banyaknya persamaan dan

membuat komputasi hanya dalam satu variabel. Fungsi alir ini dinyatakan
sebagai berikut (White, 2011).

109
u = _

=% (4.77)
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dan

1oy

dengan melakukan substitusi Persamaan (4.77) dan Persamaan (4.78)
pada persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan persamaan energi
diperoleh

1 Persamaan Kontinuitas

d(ru) N d(rv)

=0
ox dy
0 10y 0 1\ oy B
o () (1) 3) = 0
0% _ 0% _ 9
oxdy  Oxdy
0% 0%
= 4.
0x 0y 00y (4.79)
ii Persamaan Momentum
ou ou ou O, 1 0*u
U—F+ V= = Ue +

ot ox oy ox (1 - x)25 <(1 — )+ x (g_;)) Oy?

+ M(u—u.)+ NT'sinx

9 (13_7?) n (1%) 9 (1a_w) _1w o (1a_w)
ot \r dy rdy /) 0x \rdy r Ox 0y \r Oy
ou, 1 9? (181/1)
= U + -— |+ M
O (=2 (L= +x (&) % \r

((13_?/1) — ue) + AT'sinx
r Oy

atau dapat dituliskan sebagai berikut

(o) Lo (Y o o ()
:

oty r30x \ Jy r? 8_y 0xdy  r?0x \ 0y?
_ Oou, n 1 1 0%y
= u, S
or L= (=0 ()]
10y .
-—— ) = T 4.
<(r (93/) ue) + \T'sinx (4.80)
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iii Persamaan Energi

or (0T, (o
8tu8mvay

_ L (ks + 2ks) — 2x(ky — k)
e\ 2k xthy = (00 + (3557))
o1
0y?

orT n 19y (8T> 1oy (8T)

ot ;ay o r Ox 8_y

1 (ha 2k) 20k — k)
7\t -0 (0 + ()
0*T
E 4.81
oy? (4.81)

Kondisi batas dapat dituliskan dalam bentuk fungsi alir sebagai berikut
t:O:w:g—j:T:Ountuksetiapx,y
t>0:9 =% =0T=1ketika y =0
% = uc(z), T = 0 ketika y — o0

Hasil dari fungsi alir diperoleh bahwa persamaan kontinuitas dapat
dihilangkan sehingga hanya terdapat dua persamaan, yaitu persamaan
momentum dan persamaan energi.

4.6 Persamaan Similaritas

Persamaan similaritas adalah persamaan yang digunakan untuk
mengetahui solusi waktu yang kecil ¢ < ¢* dan solusi waktu besar ¢ > t*
dengan sebarang nilai ¢ (Ningtyas, 2016). Hasil dari fungsi alir yang diperoleh
kemudian ditransformasikan kedalam variabel similaritas yang terdiri dari
dua tipe waktu yaitu untuk waktu kecil (small time) dan waktu besar (large
time).

i Untuk waktu kecil (small time) dengan t < t* ; t* adalah sebarang nilai.

Diberikan persamaan sebagai berikut

Y

U = t"2ug(x)r(x) f(z,n,t) 50 = a7 T = slwm.t) (4.82)

ii Untuk waktu besar (large time) dengan t > t* ; t* adalah sebarang nilai.
Diberikan persamaan sebagai berikut

U =uc(z)r(zx)F(z,Y,t) ;Y =y ;T = S(z,Y,1) (4.83)
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dengan menerapkan Persamaan (4.82) dan Persamaan (4.83) pada Persamaan

(4.80) dan Persamaan (4.81), persamaan pembangun untuk small time dan
large time yaitu

4.6.1 Persamaan Momentum untuk Small Time

LOOPN Lor(op\' 10y & 10y (0%
r \ Otdy r30x \ Jy r2 Oy 0xdy 1% dx \ Oy?
O,

ek
Oz (1—X)2'5<(1—X)+X<%)) r Oy3

M ((la—d)) — ue> + M 'sinx
r Oy

dengan substitusi persamaan similaritas dan dengan substitusi u.(z)

= ue

r(z) = r, dan f(z,7,t) — f diperoleh o
B QanHa?f L Oue <a_f)2+ uﬂa_f O*f _ Ou. O'f
20m2 ' otdny | oz \dny ondzdy Oz’ o’
R e e )
<gi77§) + Mt (g—{] — 1> + )\itsz’nx (4.84)

Persamaan (4.84) dapat juga ditulis sebagai berikut

1 Pf  nd*f | Ou _(6_f)2 *f
[(1X)2‘5 ((1X)+X(Z—;>)] 5773+28772 +tax (1 377 +f8772

o +me(af f 0ff Lor 82f>+Mt<1—a—f)

oton Ondzdny Oz dn® oz’ o on
ATt

— sinx
Ue

dengan menerapkan variabel similaritas pada persamaan momentum untuk
small time adalah

1 Of  nd*f | 0Ou _(6_f)2 *f
[(1X)2‘5 ((1X)+X(Z_;>)] 5773""28772 +tax (1 377 +f8772

e of 0*f  Of9*f 1or 0°f of

= oy, Tl (a_naxan T w0 @%72) Mt (1 B a_n>
st .

SInx

; (4.85)
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4.6.2 Persamaan Energi untuk Small Time

oT | 10v <8T) 10w (8T>

o voy\ar) vor \oy
= ! (ks + 2kf) - 2X<k?f - ks) 2T
o Pr 2
e\ (o0 CER))
Ue, T<I> = 7"35<17777,t) = s dan dengan

Selanjutnya dapat dituliskan u.(z) =
menerapkan variabel similaritas untuk small time pada persamaan energi

maka diperoleh

s >_ ~ s ’s 95
(k’ + Qkif QX(kff k ) 0 0
woe)y ) ot 2y
(ks =+ 2kp) + Xy — R,)) (1= x) + (X2 )) | O L
Ou, ,0s ds of 0s O0fds 10r ,0s
bt Ox fﬁ_n = bt [81& ke (817 Or Oxdn roz 877)] (4.86)

4.6.3 Persamaan Momentum untuk Large Time

(N L0 (0N 100 100 (9%
r \ Otdy r30x \ Jy r2 0y 0xdy 12 Oz \ Oy>
3
= ueaaue+ ! 1gﬁf—l—]\/l’
T =X ((1—X)+x([j—;>> nay

<(18—¢) — ue) + A\T'sinx
r Oy

dengan substitusi persamaan similaritas untuk large time dan dengan
substitusi ue(x) = ue, r(z) = r, dan F(z,Y,t) = F, diperoleh

[ i ]83F+8u6 1_(8_F>2 PF
(1— )25 ((1—X)+X<fi)> oys = Oz oY Y2
S e A (A
otoy oY 0x0Y  O0x 0Y? rox OY? oY
N sinx
-
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dengan menerapkan variabel similaritas pada persamaan momentum untuk
1 PF  Ou,

large time adalah
+ — (8_F) i + Faz_F
(1 - x)2® ((1 )+ x <5_;>> Y3 = Oz oY Y2

_ PP JOF PF OFPF 1or 0F) [ (OF
— oty Yoy ozoy 0z oY? roz oY? oY

\Ssi
_ ASsinx e
ue
4.6.4 Persamaan Energi untuk Large Time
or 19y (0T 19y
ot " roy \ox) rox ay
- (ks + 2ky) — 2x (ks — k) T
P 2
e\t (0 (7))

dengan substitusi persamaan similaritas untuk large time dan dengan
substitusi S(z,Y,t) = S, maka persamaan similaritas pada persamaan energi
untuk large time adalah

S OF 95 du, DS 1_0ras OF S
Prgg v ey ar ~ P e oy ~ et gray — P o oy
. (k’s + 2]{3]0) - 2)((]{7]0 - k’s) 825
- 2
(ks =+ 2kg) + xCky = k) (1= x) + (Meee)) ] OV

dengan menerapkan variabel similaritas pada persamaan energi untuk large
time adalah

(ks + Qkf) — QX(kf — ]fs) %S Ou,
vy | v T o
(ko =+ 2kp) + Xy — k) (1= x) + (X2 )
oS oS OF0S OFdS 1 _ords
Fo2 _pp |22 gros _dros lp 4
% T{at ke (0Y8x 0r oY 1 aanﬂ (488)

, Alir:?n bebas pada penelitian ini diperoleh u, = % stn x, sehingga untuk
Ue _

= 5 cos z, dengan substitusi u. dan a“" pada Persamaan (4.85), (4.86),

(4 87) dan (4. 88) maka diperoleh

Untuk small time
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Persamaan momentum untuk small time

+ — tcos x

| 1 ]03f+7782f
o)

1—<8f) +2f f>=t82f —i—gtsinx(g f _géﬂ_f)

on on? oton on 0x0n  Ox On?
of 2

Persamaan energi untuk small time

( (ky + 2k7) — 2x(ks — k) ) s
(ks + 2kp) + Xy — k) (1= x) + (X255 )) | on?

n ds 0s 3
+ Pria_n + 3 cos IP’/‘tf— = Prta + Prt25m x
of 0s  Of Os
(877 dr  Os 817) (4.90)

dengan kondisi batas sebagai berikut.
t=0:f= af—s—Ountuksemuax n

t>0:f= af—O ,s = 1 pada saat n =0

gflzl,S—Opadasaatn—)oo

Untuk large time

Persamaan momentum untuk large time

1 o°F 3 [1 (8F)2+2F62F
sHgeos T |l—{ o5 =
(1—x)2® ((1 )y <5_f>> )% oY oYy

— (92F +§' 8_F_62F _a_Fa2_F +M 1_6_F _2)\5’
— ooy 27"\ oy aroy T or 02

; (4.91)

Persamaan energi untuk large time

. . 2
( (ks +2kg) — 2x(ky — k) >)) 0°5 + 3 Prcos a:F@

(ks + 2k) + (g = k) (1= x) + (X)) | OV %
oS 3 OF0S O0F 0S
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dengan kondisi batas sebagai berikut.
F=9=0,5=1saatY =0
g—fi:l,S:OpadasaatY—)oo
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BAB 5
PENYELESAIAN SECARA NUMERIK MODEL
MATEMATIKA

Bab ini menjelaskan mengenai penyelesaian numerik pada model fluida
nano yang melewati bola pejal dengan adanya pengaruh magnetohydrodynamic
yvang terdiri dari persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan
persamaan energi dalam kondisi unsteady dan incompressible menggunakan
metode numerik FEuler Implicit Finite Difference

5.1 Diskritisasi Model

Model matematika dari magnetohidrodinamik dari aliran fluida nano tak
tunak yang mengalir melewati bola bermagnet dipengaruhi oleh konveksi
campuran diberikan sebagai berikut.
Untuk small time
Persamaan momentum untuk small time

1 63f Q82f+§tcosa:
(1= (=0 +x (%)) ] o 20m 2
of\? Pf\ 0 f 3, of 0:f  Of 02f
of 2

Persamaan energi untuk small time

(ks +2ks) — 2x(kf — k) 0%s
(ks + 2ky) + x(ky = k) (1 =) + (X)) ) O
+ Prgg—; +3 cos a:P'rtfg—; - Prt% + Prtgsz’n z

dengan kondisi batas sebagai berikut.

t:0:f:g—£:s:Ountuksemuax,n

t>0:f:a—£:0,s:1padasaatnzo

E
g—gzl,s:Opadasaatn%oo
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Untuk large time
Persamaan momentum untuk large time

L °F + §cos T [1 — (8_F>2 + 2F82—F

(1 - x)25 ((1 )+ X <Z_;>> oYys = 2 oY 0Y?2

I?*F 3 . (aF O*F or 82F) < oF
T M

2
= gy T\ gy ey~ as ove L= a_Y) 3 63

Persamaan energi untuk large time

- B 2
(ks + 2ky) — 2x(ky — k) — g;; + 3 Prcos ng—f;
((ks + 2kys) + x(kp — ks)) ((1 —x)+ (X(ﬂpc—pl))f>)
oS 3. OF0S 0F 0S
_ PTE + §Prsm x (8_1/% - %3_3/) (5.4)

dengan kondisi batas sebagai berikut.

F=9=05S=1saatY =0

g—gzl,S:OpadasaatY—)oo

5.1.1 Diskritisasi Model Persamaan Momentum untuk small time

Dengan substitusi g—£ = u, maka Persamaan (5.1) menjadi

1 82u+Q8_u
(1-x)2® ((1—x)+x(§—;>) on* — 20n

(1_ (u)2+2fg—z) It%—kgtsm:c <u@—g@)

2
+ Mt(l—u)— g)\st (5.5)

+ 3 tcos x
2

pada pengamatan ini berada pada titik stagnasi maka dapat dituliskan

! Ou  ndu 3
L=x2s (A=) +x(&))] o7 200 2

o) 2
<1—(u)+2fan)—t + Mt (1 —u) 3)\st

t

ot

dengan menggunakan metode Fuler Implicit Finite Difference maka
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diperoleh

1 1 +1
u’(z —u n+1+un+1)
B 25 B ps A 2 ( 1+1
(1=x27 (=) +x ()] A
Lo (Bu ]
2 2An
3 1
+ 3 gt (1 — (u?H)2 +2f —— AT (Bul — 4ul*t + u”“))
1 2
n+1 u” 1 n—1 n+1 n+1 nyn+1
= t+2At(3 T dul + )%—Mt*(1—ui+)—§)\$itJr

dengan substitusi u]*!" = u? + Au? maka diperoleh

et 1 1

(1 —=x)*° ((1 —x) +X (ﬁ—)) A’

(Aully, — 28] + Au;zl) - %A_n (3Aul,, — 4Au? + Aul',)
3 n n n fn n n
+ o5t Thoul Aul -3 t + A7 (3Auf,, — 4Au} + Auf )
"I MAU? = Ki
dengan
1 1

Ki = i

=0 (1=x)+x(2))] A

Ul

wiy — 2uy + u?_l) + — (3uz+1 —4u +u 1)

( Y
3 ., fr
§t+1 (1—(u1) A7 (Bullyy — 4uf + u 1))

2
M1 — ul) + g)\s?tnﬂ

+

95



dan untuk

o e
. [<lx>2.5(<;1;;+x(g;)) »
P e e B

An?
Persamaan beda pada persamaan momentum untuk small time adalah
—(AD)AulH! + (Ag) Auft — (A)Aull = K;

5.1.2 Diskritisasi Model Persamaan Energi untuk small time

Os (ks + 2ks) — 2x (ks — ks) 0%s
Prige = (Cy) o2
(ks + 2kp) + Xy — k) (1= x) + (X)) | O
n Os 3 df s  Of Os
Pr—— Prtf— — Prt =
+ r28n+3008x rfan TQSmx(Gnﬁx 3s on
pada pengamatan ini berada pada titik stagnasi maka dapat dituliskan
Pr t% . (ks + 2]€f) - ZX(kf - ks) 828
- 2
o (ks + 2ky) +x<kf — k) (1 =) + (X)) | O

n ds
Pra2 | 3prt
+ r2a—|— rf

dengan menggunakan metode Fuler Implicit Finite Difference maka diperoleh

1
P tn+1_
LY}

(ks + 2ks) — 2x (ks — ks)

(3siH! — 4! + 5771 = ((ks + 2kys) + x (ks — ks)) (<1_X)+<><((;c_cp'§28))

S (51— 253+ )

U 1 n+1 n+1 n+1
+ Pr Ar Q(BSZfl A5t 4 s

1
+ 3Pt AN (32 — 4spTh + s

o6



_l’_

dengan substitusi /"' = s? + As? maka diperoleh

n+1 n+1 — —
3PTt2At As} — PrtQAt Ast! — (k. 1 287) = 2x(ky — ko) (oCy)
((ks + 2ky) + x (ks — ks)) (<1 —X)+ <X<5c5fs>>
1 1
A (Asl, — 2As7 + Asl ) — ZIPTAn (3As},, — 4As! + As! )
3 thrl .
—5Pr R [ (B5A%, — AN+ As) = Li
dengan
Li = (ks + 2k) — 2x (ks — ks)
(ke +2k7) + x(ky — k) (1 =) + (3222
(0 — 287+ 1) + T Pr (37, — ds? + 57
An 4 An
n+1
+3PTA277 1 (3S?+1 —4s + S?—l)
dan untuk
1 n 3 1
0 4 An 3 2 i &y An
( (ks+2kg)—2x(ks—ks)
((es+2kp)+x(kp—ks)) ( (1—x)+ %
. (otE)

An?

(ks+2kp)—2x (ks —ks)
g1 ((kst2kp)+x(ky—ks)) ((1 X)+( <§ciz>7; ))
2AL An?

( (ks+2k)—2x (ks —ks) )

B e Coe =)

BT Ar? + 3D
Persamaan beda pada persamaan energi untuk small time adalah

—(B1)AsPH + (By) Asit — (Bs)Asy = Ly

+ 4B,

5.1.3 Diskritisasi Model Persamaan Momentum untuk large time

Dengan substitusi 2 W = U, maka Persamaan 5.3 menjadi
1 2
g}g + 3608 x {1 (U)? + QFg—g
(=202 (-0 +x (%))
ou 3 ou  OFoU 2
= — 4= = _ =z M(1-U)-=
ot 25" (an oz 8Y) M -U) =38

o7



pada pengamatan ini berada pada titik stagnasi maka dapat dituliskan

2
! gYU; +; {1 —(U)? + QFg—g
(1—x)>? ((1 —X) X (,‘j—f)>
oU 2
= ST MI-U)-3)8

dengan menggunakan metode Fuler Implicit Finite Difference maka
diperoleh

1 1
=P (=0 +x ()] A7
3

e _ n+l n__~—
+ 2(1 (U 2

(Ot =200 + U

)
1 n n n— n 2 n
= 5x BUM* —4aUr + UMY + M (1= UM = gASi

dengan substitusi U""' = U + AU maka diperoleh

1
2At

1 1
(1—x)*? ((1 —X) X (%)) AYZ
(AU, — 2AU + AU, ) + gQUi”AUi"

(3AUP — AUPY) —

3 Fn n n n
VNG (3AUZJrl 4AU; +AUi,1)
— MAU" = M
dengan
1 1
Mi =

(122 (L= +x (;;—;)) ay?
(UL, =200 + U,) +
( U i (SUﬁH AU + U 1))
- Ml—U”)+3)\S”
o8



dan untuk

. [umw(gg;x(s;))
C — géw “X)Q‘S(ZIYX?X(Z;))] _ M + 307 + 4G,
I el B

AY?

Persamaan beda pada persamaan momentum untuk large time adalah
—(Ch)AUM 4+ (Co) AU — (C3) AU = M;

5.1.4 Diskritisasi Model Persamaan Energi untuk large time

Pra—s = (ks + Qkf) - 2X(kf — ks) 929
- 2
7 i (00 - (2]
+3 Prcos a:Fg—i, — ;Prsin T (g—}F/g—S — Z_FS_}b;>
X X

pada pengamatan ini berada pada titik stagnasi maka dapat dituliskan

- 2

ot (ks + 2ks) 4 x(kp — k) ((1 —-Xx)+ (%)) o
dS
+ 3P7’F6—Y

dengan menggunakan metode Fuler Implicit Finite Difference maka diperoleh

1 ks + 2kp) — 2x(ky — ks
Pr—— (3511 — 457 + 5771 = (ks + 2ky) — 2x(ky — k)

- (1 + CER)
1 . . .
Ay (S =257+ 1)
_ n . .
+ 3P7“Fl- QA—Y (35@,_:F11 _ 451’ +1 + Si_+11)

29



dengan substitusi S/ = S + AS" maka diperoleh

8Pr— AS! — Pr——Agn! (ks + 2ky) = 2x(ky — k)

AT it (0 -0+ (55
1
<5 (ASL, — 2487 + AS[L) - 3Pr MY P (3SAT,, — 4ASF 4 ASE,) = Ni
dengan
Ni = (ks + 2kys) — 2x(ky — k)
- (10 ()
3 1
Ays (St =257 +800) + 5 Proy (387, — 457 + 51)
dan untuk
3 1
D = —Pr—
0 5 TAY
( (ks+2k ) —2x(ky—ks)
((ks+2kf)+X(kf—ks)) (1—x)+ X(;’Ccpp)s
Dl — ( ( (pep) f )) n DO
AY?
3 1 ((ks+2kg)+x(kp—ks)) ( (1=x)+ X(,f)cip)s
D2 = —P E—}-2 Ay(z (( ) f )) +4D0
( (ks+2kg)—2x(kf—ks)
(ks 2k )by —he)) (104 3822
D3 = ( ( (pcp) f )) n 3D0

AY?
Persamaan beda pada persamaan energi untuk large time adalah
—(Dl)AS?__‘—ll -+ (DQ)A n+1 (Dg)AS?_:_ll = NZ
5.2 Algoritma Thomas
Persamaan beda untuk persamaan momentum diberikan sebagai berikut

—(Al)AU?jll —+ (AQ)A’LL;H_I — (Ag)Au;l_:_ll = KZ

memiliki partisi sebanyak nn titik yang tidak diketahui dan untuk n = 0
merupakan titik yang nilai kecepatannya diketahui. Dari nn titik yang tidak
diketahui dapat dibentuk sistem persamaan linier. Misalkan jumlah titik
tersebut adalah m = nn, maka dapat dituliskan

(A2)1Auft! — (Ag) 1 Aus™ — K,
—(Ay) Austt 4 (Ag)gAu;”“l — (Az)pAuytt — K,

—(A1)m- 1AU”Jrl + (AQ)m 1Ault — (Ag)mr Ault = Ky
—(A) AU+ (AQ)pAu = K,

60



Selanjutnya, melakukan eliminasi diagonal bawah pada sistem persamaan
linier, dengan mengalikan —(A;)s pada baris pertama, sehingga diperoleh

—(A1)2 (A1 Auft + (Ar)a (A Aup ™t = —(A1)2 K
dan mengalikan (As); pada baris kedua, sehingga diperoleh
(A1 (A1) Aui ™+ (Az)1 (A2)oAus ™ — (A2)1(As)oAuy™ = (A2)1 K>

dengan mengurangi baris kedua dengan baris pertama, maka baris kedua
ditulis sebagai berikut

((A2)1(As2)2 — (A1)2(As)1) Aus™ — (Ag)1(As)sAuf™ = (A)1 Ky + (Ar)o kG

atau dapat dituliskan sebagai berikut

((A2)2 — M) AU’VQH-I . (Ag)gAug'H Kyt <A1)2Kl

(A2 (A2)1
Misalkan
/ (Al)g
Ky, =Ky + (A2)1K1
dan
C o (As(Ay),
(A2)y = (A2)2 A,

maka dapat diperoleh

/

(Az)rAus ™ — (A3)Aus™ = K,

Proses ini dilakukan sampai baris ke-m sehingga diagonal bawah tereliminasi.
untuk baris ke-m-1 dapat dituliskan sebagai berikut

(A2)/m—1AU21+—11 - (AB)m—lAU%H =K

m—1

!

Dengan mengalikan —(A;),, untuk baris ke- m-1, diperoleh

_(Al)m(A2);n—1Au%+—11 + (Al)m(A3)m—lAu%+l = —(A1)mK,

m—1

/

dan dengan mengalikan (Ay),, , pada baris terakhir, maka diperoleh

—(As)py 1 (AD)m AU+ (Ag) (Ao Aultt = (A2), 1 Ko

dengan mengurangi baris ke-m dengan baris ke -m-1, maka diperoleh
((A2)rc (A2 = (A (Ag)mr ) At = (Az)yy Ko + (A Ky

!

(A2)p_1 K + (A1) K.

Aun—H — m—1

" ((A2)o1 (A2)m = (A)m(As)m1)

dengan melakukan substitusi nilai Au™™ ke dalam persamaan pada baris
m — 1, maka solusi untuk Au”", diperoleh. Hal ini dilakukan sampai pada

baris pertama sehingga diperoleh solusi Auf™'. Akibatnya, kita dapatkan
solusi untuk Au?"!

i .
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5.3 Validasi Data Penelitian dengan Data Penelitian Sebelumnya
Validasi adalah perbandingan hasil perhitungan numerik yang diperoleh
dengan hasil peneliti sebelumnya yang telah mendapat pengakuan secara
akademik, misalnya telah dipublikasikan dalam jurnal atau telah diseminarkan
pada international conference. Pada sub bab ini dibahas mengenai model
matematika yang telah diperoleh pada Bab 4 akan dibandingkan dengan model
yang dihasilkan dari penelitian Pingkan Aevu Mariosty Palyama (2017) dengan
judul "MHD yang Tak Tunak Pada Lapisan Batas yang Mengalir Melalui Bola
di Dalam Fluida Nano di Bawah Pengaruh Medan Magnet”. Pada penelitian
(Palyama, 2017) medan magnet berasal dari fluida dan tidak ada pengaruh
dari konveksi campuran. Sedangkan penelitian ini, medan magnet berasal dari
bola dan adanya pengaruh konveksi campuran. Perbandingan yang dilakukan
pada profil kecepatan dan temperatur. Parameter yang digunakan adalah
parameter magnetik, parameter konveksi campuran, bilangan Prandtl dan
volume fraction. Inputan yang digunakan dengan memberikan nilai parameter
M =0, A=0, Pr=1, dan y = 0.1, Kurva profil kecepatan dan temperatur
ditunjukkan pada Gambar 5.1 dan Gambar 5.2.
Pada Gambar 5.1 kurva kecepatan pada penelitian (Palyama, 2017) dan

Kurva Kecepatan Aliran Fluida Mano

"] - e e
T T b T T T ™ T ™

: : : : Vola 2018
.......... , +* F'ingkan,2017_

Gambar 5.1: Kurva Kecepatan Aliran Fluida

(Yola, 2018) mempunyai nilai kecepataan yang saling berhimpitan. Pada
Gambar 5.2 kurva temperatur pada penelitian (Yola, 2018) mempunyai nilai
temperatur yang tidak berbeda jauh dengan penelitian (Palyama, 2017).

Berdasarkan Gambar 5.1 dan Gambar 5.2 diperoleh hasil numerik
pada Tabel 5.1. Berdasarkan Tabel 5.1 menunjukkan bahwa hasil penelitian
"confirm” dengan hasil penelitian dari hasil peneliti sebelumnya dengan
akurasi 107°.
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Kurva Temperatur Aliran Fluida Nano
1.2 T T T T

Yola 2018
*  Pingkan, 2017

E
-

02 ; ; ; ; ; a
0

Gambar 5.2: Kurva Temperatur Aliran Fluida
Oleh karena itu, simulasi numerik menggunakan metode implicit Euler

Tabel 5.1: Validasi Hasil Simulasi

n Kecepatan Kecepatan Temperatur Temperatur

(Pingkan, 2017) | (Yola, 2018) | (Pingkan, 2017) | (Yola, 2018)
0.4 0.70920 0.70920 0.88158 0.88158
14 0.98284 0.98284 0.44178 0.44178
24 0.99925 0.99925 0.13245 0.13245
3.4 0.99996 0.99996 0.02373 0.02373
4.4 0.99994 0.99994 0.00258 0.00258
5.4 0.99985 0.99985 0.00016 0.00016
6.4 0.99962 0.99962 0 0

dari aliran fluida nano tak tunak yang mengalir melewati bola bermagnet
dipengaruhi oleh konveksi campuran dilanjutkan dengan menvariasikan
beberapa parameter, yaitu parameter magnetik (M), parameter konveksi
campuran (), bilangan Prandtl (Pr), dan volume fraction (). Semua variasi
ini dituangkan dalam sub bab berikut ini.

5.4 Simulasi dan Analisis Hasil

Pada sub bab ini akan dibahas tentang simulasi dari model yang telah
dikerjakan menggunakan software MATLAB. Simulasi dilakukan dengan An =
0.1, partisi n sebanyak 70 dan memvariasikan parameter-parameter non-
dimensional yaitu parameter magnetik, konveksi campuran, bilangan Prandtl,
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dan volume fraction. Pada penelitian ini, partikel nano yang digunakan adalah
Cu dan AlyOs. Setiap partikel nano mempunyai nilai kapasitas panas c,,
densitas p dan konditivitas termal k seperti pada Tabel 5.2.

Tabel 5.2: Thermo-physical properties nano particle

Properties | Fluida Dasar (Air) | Partikel Cu | Partikel AlyO3
p(2%) 997.1 8933 3970

(%) 4179 385 765
k(-%) 0.613 400 40

Data pada Tabel 5.2 digunakan sebagai inputan dalam analisis pengaruh
variasi parameter magnetik, parameter konveksi campuran, bilangan Prandtl,
dan wvolume fraction. Berikut adalah uraian hasil analisis simulasi dari
masing-masing variasi parameter.

5.4.1 Pengaruh Variasi Parameter Magnetik (M) pada Partikel
Nano Cu

Pada simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh parameter

magnetik terhadap profil kecepatan dan temperatur fluida dengan partikel

nano C'u. Inputan yang digunakan dalam simulasi adalah dengan memberikan

nilai parameter konveksi campuran, bilangan Prandtl, dan wvolume fraction

yaitu masing-masing sebesar A = 1, Pr = 1, dan x = 0.1. Sedangkan nilai
oB?a
pUzo )
Pada penelitian ini, digunakan variasi magnetik dengan By = 107, a = 107! ,

Us = 1. Nilai parameter magnetik ditunjukkan pada Tabel 5.3. Hasil simulasi

parameter magnetik diperoleh secara matematis sebagai berikut M =

Tabel 5.3: Parameter Magnetik

Benda Bermagnet | p(kg/m?) o M
Seng 7.14 x 10° | 1.68 x 107 | 2.4

Besi 7.84 x 10° | 1.04 x 107 | 1.3

Baja 775 % 10° | 1.61 x 107 | 2
Kobalt 8.86 x 103 | 1.6 x 107 | 1.8

yang menunjukkan adanya pengaruh dari parameter magnetik ditunjukkan
pada Gambar 5.3 dan Gambar 5.4.

Pada Gambar 5.3 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan
mulai dari f = 0 sampai f ~ 1. Jika diamati dengan variasi parameter
magnetik, profil kecepatan fluida nano menjadi lebih kecil ketika parameter
magnetik ditingkatkan. Hal ini disebabkan karena adanya gaya Lorentz
pada bola bermagnet sehingga fluida yang melalui bola bermagnet tersebut
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Kurea Kecepatan Aliran Fluida Mano Cu-Air dengan Yariasi Magnetik

14 ! ! 7 . ! .
: 1 5 : r M=0
mm=h =13
T e b = 5
kg =32
— M=24
=
=
)
0 1 | I 1 1 1
0 1 2 3 4 ] & 7

Gambar 5.3: Kurva Kecepatan Variasi Magnetik

Kurva Termperatur Aliran Fluida Mano Cu-Air dengan Yariasi Magnetik
12 T T T T T T

=0
m——t=13
=18 H
pn =32
—M=24

0.0734
o
0.0733
0.0732 . .:
et 2ATeaTE0s o 27el
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Gambar 5.4: Kurva Temperatur Variansi Magnetik

menerima gaya Lorentz. Secara matematis, gaya Lorentz dituliskan sebagai
F=J x B atau F=0(V x B x B), dengan B=B; sehingga F~ B,.
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Parameter magnetik juga sebanding dengan B, atau M ~ B; sehingga
dengan meningkatnya parameter magnetik, nilai B, semakin meningkat.
Akibatnya gaya Lorentz pada sekitar bola bermagnet juga meningkat
sehingga berpengaruh pada kecepatan fluida menjadi lebih kecil ketika
parameter magnetik ditingkatkan.

Pada Gambar 5.4 menunjukkan terjadi penurunan pada profil temperatur
fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati dengan variasi
parameter magnetik, maka temperatur fluida menjadi lebih kecil seiring
dengan bertambahnya parameter magnetik. Medan magnet yang dihasilkan
oleh bola bermagnet akan membuat energi internal yang digunakan fluida
untuk mengalir semakin menurun, sehingga menyebabkan temperatur fluida
menjadi lebih kecil.

5.4.2 Pengaruh Variasi Parameter Magnetik (M) pada Partikel
Nano Al,O5
Pada simulasi ini digunakan partikel nano Al;03 dengan variasi parameter
magnetik. Nilai parameter konveksi campuran, bilangan Prandtl dan volume
fraction yang sama dengan sub bab (5.4.1).
Pada Gambar 5.5 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan

Kurva Kecepatan Aliran Fluida Nano Al O_-Air dengan Variasi Magnetik
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Gambar 5.5: Kurva Kecepatan Variasi Magnetik
mulai dari f = 0 sampai f ~ 1. Jika diamati dengan variasi parameter

magnetik, profil kecepatan fluida nano dengan partikel Al,03 menjadi lebih
kecil ketika parameter magnetik ditingkatkan.
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Kurva Temperatur Aliran Fluida Nano AL D.-Alr dengan Yariasi Magnetik
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Gambar 5.6: Kurva Temperatur Variansi Magnetik

Pada Gambar 5.6 menunjukkan terjadi penurunan pada profil temperatur
fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati dengan variasi
parameter magnetik, maka temperatur fluida dengan partikel nano Als03
menjadi lebih kecil seiring dengan bertambahnya parameter magnetik. Hal ini
menunjukkan bahwa pengaruh variasi magnetik dengan partikel nano Aly03
diperoleh hasil yang sama seperti partikel nano C'u.

5.4.3 Pengaruh Variasi Parameter Konveksi Campuran (\) pada
Partikel Nano Cu

Pada simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh parameter
konveksi campuran terhadap profil kecepatan dan temperatur fluida dengan
partikel nano C'u. Inputan yang digunakan dalam simulasi adalah dengan
memberikan nilai parameter magnetik, bilangan Prandtl, dan volume fraction
yaitu masing-masing sebesar M = 1.3, Pr = 1, dan y = 0.1. Parameter
konveksi campuran diperoleh dari perbandingan antara bilangan Grashof
dengan kuadrat bilangan Reynold. Jika bilangan Grashof bernilai nol maka
aliran fluida hanya dipengaruhi oleh konveksi paksa. Parameter konveksi
campuran pada rentang 0 < A < 1 menunjukkan bahwa kuadrat bilangan
Reynold lebih mendominasi daripada bilangan Grashof. Pada saat A > 1
menunjukkan bahwa bilangan Grashof lebih dari atau sama dengan kuadrat
bilangan Reynold. Parameter konveksi campuran divariasi yaitu A =
0.5,0.7,1,1.5, dan 2.

Pada Gambar 5.7 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan
mulai dari f = 0 sampai f ~ 1. Jika diamati dengan variasi parameter
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Kurva Kecepatan Aliran Fluida Nano Cu-Air dengan “ariasi Konveksi Campuran
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Gambar 5.7: Kurva Kecepatan Variasi Konveksi Campuran

konveksi campuran, profil kecepatan fluida nano menjadi lebih besar ketika
parameter konveksi campuran ditingkatkan. Hal ini terjadi karena bilangan
Reynold sebanding dengan kerapatan fluida sehingga nilai parameter konveksi
campuran berbanding terbalik dengan kerapatan fluida. Semakin besar

Kurva Termperatur Aliran Fluida Mano Cu-Air dengan “arasi Konveksi Carmpuran
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Gambar 5.8: Kurva Temperatur Variasi Konveksi Campuran

parameter konveksi campuran yang diberikan maka kerapatan fluida semakin
berkurang. Semakin menurunnya kerapatan fluida mengakibatkan kecepatan
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fluida menjadi lebih besar.

Sedangkan pada Gambar 5.8 menunjukkan terjadi penurunan pada profil
temperatur fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati
dengan variasi parameter konveksi campuran, maka profil temperatur fluida
nano menjadi lebih besar seiring dengan bertambahnya parameter konveksi
campuran. Hal ini disebabkan karena parameter konveksi campuran sebanding
dengan temperatur fluida sehingga semakin meningkat parameter konveksi
campuran mengakibatkan temperatur aliran fluida menjadi lebih besar.

5.4.4 Pengaruh Variasi Parameter Konveksi Campuran ()\) pada
Partikel Nano Al,Os
Pada simulasi ini digunakan partikel nano AlyO3 dengan variasi parameter
konveksi campuran. Inputan yang digunakan dalam simulasi adalah dengan
memberikan nilai parameter magnetik, bilangan Prandtl, dan volume fraction
yang tetap sama dengan sub bab (5.4.3).

Kutva Kecepatan Aliran Fluida Nano Al, O-Alr dengan Yariasi Konveksi Campuran
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Gambar 5.9: Kurva Kecepatan Variasi Konveksi Campuran

Pada Gambar 5.9 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan
mulai dari f = 0 sampai f ~ 1. Jika diamati dengan variasi
parameter konveksi campuran, profil kecepatan fluida dengan partikel nano
AlyO3 menjadi lebih besar ketika parameter konveksi campuran ditingkatkan.

Sedangkan pada Gambar 5.10 menunjukkan terjadi penurunan pada profil
temperatur fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati
dengan variasi parameter konveksi campuran, maka profil temperatur fluida
dengan partikel nano Al,03 menjadi lebih besar seiring dengan bertambahnya
parameter konveksi campuran. Hal ini menunjukkan bahwa pengaruh variasi
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Kurva Temperatur Aliran Fluida Nano AL O.-Air dengan Variasi Konveksi Campuran
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Gambar 5.10: Kurva Temperatur Variasi Konveksi Campuran

konveksi campuran dengan partikel nano Al;03 diperoleh hasil yang sama
seperti partikel nano C'u.

5.4.5 Pengaruh Variasi Prandtl (Pr) pada Partikel Nano Cu
Pada simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh bilangan Prandtl
terhadap kurva kecepatan dan temperatur fluida dengan partikel nano Cu.
Inputan yang digunakan dalam simulasi adalah dengan memberikan nilai

Tabel 5.4: Rentang Bilangan Prandtl

Fluida Pr
Gas 0.7-1.0
Air 1.0-10.0
Cairan organik ringan | 5-50
Minyak 50-100

parameter magnetik, parameter konveksi campuran, dan wvolume fraction
yaitu masing-masing sebesar M = 1.3, A = 1 dan y = 0.1. Sedangkan
parameter bilangan Prandtl ditunjukkan pada Tabel 5.3 (Waltar dkk, 2012).
Pada penelitian ini digunakan fluida nano, dengan kata lain fluida tersebut
mengandung fluida dasar air dan partikel nano. Oleh karena itu, parameter
bilangan Prandtl divariasi yaitu Pr = 1,3,5,7, dan 10.

Pada Gambar 5.11 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan
mulai dari f = 0 sampai f = 1. Jika diamati dengan variasi bilangan Prandtl,
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Gambar 5.11: Kurva Kecepatan Variasi Bilangan Prandtl

profil kecepatan menjadi lebih kecil ketika bilangan Prandtl diperbesar. Hal ini
disebabkan oleh hubungan bilangan Prandtl dengan viskositas kinematik dan
difusivitas termal. Bilangan Prandtl berbanding lurus dengan besar viskositas
kinematik dan berbanding terbalik dengan difusivitas termal. Semakin
besarnya bilangan Prandtl mengakibatkan semakin besar viskositas kinematik
pada fluida tersebut sehingga kekentalan (densitas) fluida semakin meningkat.
Akibat dari meningkatnya kekentalan (densitas) fluida maka menyebabkan
kecepatan aliran fluida semakin menurun.

Pada Gambar 5.12 menunjukkan terjadi penurunan pada profil temperatur
fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati dengan variasi
bilangan Prandtl, profil temperatur menjadi lebih kecil ketika bilangan Prandtl
diperbesar. Secara matematis, dapat dituliskan

pr =2
o
v
N
PCp
atau dapat dituliskan sebagai berikut
vpe,
Pr —
g k
yang artinya bilangan Prandtl adalah perbandingan dari viskositas
kinematik dengan difusivitas termal. Difusivitas termal berhubungan
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Kurva Temperatur Aliran Fluida Nano Cu-Air dengan Variasi Bilangan Prandtl
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Gambar 5.12: Kurva Temperatur Variasi Bilangan Prandtl

dengan perbandingan antara konduktivitas panas fluida dengan kapasitas
penyimpanan energi sehingga bilangan Prandtl berbanding terbalik dengan
difusivitas termal. Hal ini mengakibatkan semakin besar bilangan Prandtl
maka semakin rendah nilai difusivitas termal dari fluida tersebut sehingga
mengakibatkan profil temperatur menjadi lebih kecil.

5.4.6 Pengaruh Variasi Prandtl (Pr) pada Partikel Nano Al,O;
Pada simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh bilangan
Prandtl terhadap kurva kecepatan dan temperatur fluida dengan partikel nano
AlyO5. Inputan yang digunakan dalam simulasi adalah dengan memberikan
nilai parameter magnetik, parameter konveksi campuran, dan volume fraction
yang tetap sama dengan sub bab (5.4.5). Hasil simulasi yang menunjukkan
adanya pengaruh bilangan Prandtl dengan partikel nano AlyOs pada profil
kecepatan dan temperatur ditunjukkan pada Gambar 5.13 dan Gambar 5.14.
Pada Gambar 5.13 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan
mulai dari f* = 0 sampai f = 1. Jika diamati dengan variasi bilangan Prandtl,
profil kecepatan dengan partikel nano Al,O3 menjadi lebih kecil ketika bilangan
Prandtl diperbesar. Semakin besarnya bilangan Prandtl mengakibatkan
viskositas kinematik pada fluida menjadi semakin besar sehingga kekentalan
(densitas) fluida semakin meningkat. Akibat dari meningkatnya kekentalan
(densitas) fluida maka menyebabkan kecepatan aliran fluida semakin menurun.
Pada Gambar 5.14 menunjukkan terjadi penurunan pada profil temperatur
fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati dengan variasi
bilangan Prandtl, profil temperatur dengan partikel nano Al,O3 menjadi
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Gambar 5.13: Kurva Kecepatan Variasi Bilangan Prandtl

lebih kecil ketika bilangan Prandtl diperbesar. Hal ini menunjukkan bahwa
pengaruh variasi bilangan Prandtl dengan partikel nano Al,O3 diperoleh hasil
yang sama seperti partikel nano C'u.

Kurva Temperatur Aliran Fluida Nano AL Og-Air dengan Yariasi Bilangan Prandt|
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Gambar 5.14: Kurva Temperatur Variasi Bilangan Prandtl
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5.4.7 Pengaruh Variasi volume fraction (y) pada Partikel Nano Cu

Pada simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh volume fraction
terhadap kurva kecepatan dan temperatur fluida dengan partikel nano Cu.
Inputan yang digunakan dalam simulasi adalah dengan memberikan nilai
parameter magnetik, parameter konveksi campuran, dan bilangan Prandtl
yaitu masing-masing sebesar M = 1.3, A = 1 dan Pr = 1. Sedangkan
parameter volume fraction divariasi yaitu xy = 0.1,0.125,0.15,0.175, dan
0.2. Parameter volume fraction adalah 0.1 < x < 0.2 dengan fluida dasar
adalah air(Kandasamy dkk, 2017). Hasil simulasi yang menunjukkan adanya
pengaruh volume fraction ditunjukkan pada Gambar 5.15 dan Gambar 5.16.
Pada Gambar 5.15 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan

Kurva Kecepatan Aliran Fluida Mano Co-Air dengan Yariasi Yaolume Fraction
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Gambar 5.15: Kurva Kecepatan Variasi Volume Fraction

mulai dari f = 0 sampai f ~ 1.Jika diamati dengan variasi volume fraction,
profil kecepatan menjadi lebih kecil ketika volume fraction semakin meningkat.
Hal ini disebabkan karena dengan semakin bertambahnya wvolume fraction
berarti semakin banyak pula partikel yang ada pada fluida. Hal tersebut
mengakibatkan semakin besar gesekan yang dihasilkan antar partikel yang
ada pada fluida. Gesekan yang semakin besar itulah yang menyebabkan profil
kecepatan fluida menjadi lebih kecil.

Pada Gambar 5.16 menunjukkan terjadi penurunan pada profil temperatur
fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati dengan variasi
volume fraction, profil temperatur menjadi lebih besar ketika volume fraction
ditingkatkan. Profil temperatur yang dihasilkan menjadi lebih besar karena
gesekan yang dihasilkan dari partikel yang ada pada fluida menyebabkan
temperatur dari fluida juga akan meningkat sehingga profil temperatur yang
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Gambar 5.16: Kurva Temperatur Variasi Volume Fraction

dihasilkan juga menjadi lebih besar.

5.4.8 Pengaruh Variasi volume fraction (y) pada Partikel Nano

AlyO4

Pada simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh parameter volume
fraction terhadap profil kecepatan dan temperatur fluida dengan partikel nano
AlyO3. Inputan yang digunakan dalam simulasi adalah dengan memberikan
nilai parameter magnetik, parameter konveksi campuran, dan bilangan
Prandtl yang tetap sama dengan sub bab (5.4.7) yaitu masing-masing sebesar
M =13, A =1dan Pr = 1. Sedangkan parameter volume fraction divariasi
yaitu x = 0.1,0.125,0.15,0.175, dan 0.2. Hasil simulasi yang menunjukkan
adanya pengaruh volume fraction ditunjukkan pada Gambar 5.17 dan Gambar
5.18.

Pada Gambar 5.17 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami
peningkatan mulai dari f = 0 sampai f ~ 1. Jika diamati dengan
variasi volume fraction, profil kecepatan partikel nano Al,O3 menjadi lebih
kecil ketika wvolume fraction semakin meningkat. Hal ini disebabkan karena
dengan semakin bertambahnya volume fraction berarti semakin banyak pula
partikel nano yang ada pada fluida. Hal tersebut mengakibatkan semakin
besar gesekan yang dihasilkan antar partikel yang ada pada fluida. Pengaruh
variasi volume fraction pada partikel nano AlyO3 diperoleh hasil yang sama
seperti pada partikel nano C'u terhadap profil kecepatan.

Pada Gambar 5.18 menunjukkan terjadi penurunan pada profil temperatur
fluida nano mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Jika diamati dengan variasi
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Gambar 5.17: Kurva Kecepatan Variasi Volume Fraction

volume fraction, profil temperatur partikel nano Al,O3 menjadi lebih besar
ketika volume fraction ditingkatkan. Hal ini menunjukkan bahwa pengaruh
variasi volume fraction dengan partikel nano AlyO3 diperoleh hasil yang sama

seperti partikel nano C'u.

Kurva Temperatur Aliran Fluida Nano AL D.-Alr dengan Yatiasi Yolume Fraction
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Gambar 5.18: Kurva Temperatur Variasi Volume Fraction
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BAB 6
KESIMPULAN DAN SARAN

6.1 Kesimpulan

Berdasarkan analisa dan pembahasan yang telah dilakukan, maka diperoleh
kesimpulan bahwa model matematika dari magnetohidrodinamik yang tak
tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola bermagnet di dalam
fluida nano di bawah pengaruh konveksi campuran dapat diselesaikan
menggunakan metode numerik yaitu Metode Fuler Implicit Finite Difference.
Hasil simulasi numerik dengan menggunakan beberapa variasi parameter yaitu
parameter magnetik (M), parameter konveksi campuran (), bilangan Prandtl
(Pr), volume fraction (x) terhadap kurva kecepatan dan temperatur, dapat
disimpulkan sebagai berikut:

1 Model matematika MHD pada fluida nano tak tunak yang mengalir
melewati bola bermagnet dibangun oleh tiga persamaan pembangun
yaitu persamaan kontinuitas, persamaan momentum, dan persamaan
energi. Persamaan kontinuitas diperoleh dari penerapan hukum
konservasi massa yang menyatakan bahwa jumlah massa dalam suatu
volume control merupakan selisih dari massa yang masuk dan keluar dari
permukaan kontrol. Persamaan momentum diperoleh dari penerapan
hukum II Newton yang menyatakan bahwa besar momentum terhadap
perubahan waktu sama dengan besarnya keseluruhan gaya-gaya yang
bekerja pada sistem tersebut. Sedangkan untuk persamaan energi
diperoleh dari penerapan hukum I Termodinamika yang menyatakan
bahwa jumlah perubahan kalor pada suatu sistem adalah sama dengan
perubahan energi didalam sistem tersebut ditambah dengan usaha yang
dilakukan oleh sistem. Kemudian persamaan pembangun diubah ke
bentuk model persamaan tak berdimensi, dan dilakukan transformasi
kebentuk persamaan similaritas untuk mendapatkan model akhir dari
pengaruh MHD pada fluida nano yang melewati bola bermagnet.

2 Model matematika MHD pada fluida nano tak tunak yang mengalir
melewati bola bermagnet diselesaikan dengan metode Implicit
Fuler. Persamaan similaritas yang diperoleh didiskritasikan dengan
menggunakan metode beda hingga pusat. Kemudian persamaan tersebut
diselesaikan dengan menggunakan Algoritma Thomas.

3 Hasil simulasi numerik dengan menggunakan beberapa variasi parameter
yaitu parameter magnetik, konveksi campuran, bilangan Prandtl, dan
volume fraction pada partikel nano Cu dan Al,O3 didapatkan bahwa:

i Ketika parameter magnetik (M) menjadi lebih besar diperoleh
bahwa kecepatan dan temperatur fluida menjadi lebih kecil.
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Kecepatan fluida menjadi lebih kecil pada 0 < n < 4 dan
temperatur menjadi lebih kecil pada 0 < n < 5.

ii Ketika parameter konveksi campuran (A) menjadi lebih besar
diperoleh bahwa kecepatan dan temperatur fluida menjadi lebih
besar. Kecepatan fluida menjadi lebih besar pada 0 < n < 3.5
dan temperatur menjadi lebih besar pada 0 < n < 5.

iii Ketika bilangan Prandtl (Pr) menjadi lebih besar diperoleh bahwa
kecepatan dan temperatur fluida menjadi lebih kecil. Kecepatan
fluida menjadi lebih kecil pada 0 < n < 2.5 dan temperatur menjadi
lebih kecil pada 0 <7 < 4.8.

iv Ketika parameter volume fraction (x) menjadi lebih besar profil
temperatur fluida nano menjadi lebih besar. Sedangkan, untuk
kurva kecepatan menjadi lebih kecil ketika parameter wvolume
fraction menjadi lebih besar. Kecepatan fluida menjadi lebih
kecil pada 0 < n < 3 dan temperatur menjadi lebih besar pada
0<n<d.b.

6.2 Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, saran yang dapat diberikan
pada penelitian selanjutnya adalah dapat dilakukan studi tidak pada titik
stagnasi atau (z # 0), sehingga dapat dilihat kurva kecepatan dan temperatur
disekeliling permukaan bola bermagnet.
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LAMPIRAN

Lampiran 1 Transformasi persamaan pembangun ke persamaan non-
dimensional
Persamaan Kontinuitas

dengan substitusi

dapat diperoleh

d(rauly,) N I(ravUs Re™1/?)
d(ax) d(ayRe=1/?)

atau dapat dituliskan sebagai berikut

aUsO(ru) N aUs Re™20(rv)

ad(x) aRe=120(y) =0

dengan menggunakan operasi pembagian diperoleh

d(rv)

atau dapat dituliskan sebagai berikut

()

sehingga diperoleh persamaan non-dimensional sebagai berikut

d(ru) N d(rv)

ox dy =0

Persamaan Momentum
Pada sumbu x

Jdu _Ou _Ou ) ) ~
g -_— _ = — B —_— T_T —
Pfn (at +uag_j +vag> Vp+ pn VoV 4+ 0(By) u — prafi( L) g

atau dapat dituliskan sebagai berikut

@+a@+@@ = —@+ @+@ — o (By)*u
P\at "oz TV85) T oz MMm\ozm T 9 0

- pan(T - Too).gi:
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dengan substitusi

T 1y U 1 D Ust
r=—;y=Re?=;u=_—;v=Rez—; b= ;
a y a Uy Uy p pmUZ a
T—Ty T
T = T Too;gx —g sin(—)

dapat diperoleh
Pada ruas kiri

@4_@611 _Ju 8(UU°°)—|—(uU )8(quo)+vU d(ul,
Pin\ ot T %9z Ty ) ~ P 8<Ua_t) *)"9azr) ' Re'29 (-

atau dapat dituliskan sebagai berikut
@_i__aﬂ _ouy %8(u)+u%8(u)+vU2 (u)
ot or  0y) Pin ot a Ox a Oy
atau

au—l—u@—%v@ = U—°2° 8u—i— 6u—|—v%
ot oz " Vag) TPy \ar TYar T ey

Pada ruas kanan

op aza 9%u
72 a —2

_ OppsUS P(uly) = 0*(uUs)

a A T O R (&)2

Rel/2

>+a(b+Bo) U — ppB(T —Ta) gz

) + O'(B0>2(UUOO)

+pfnﬁ(T(Tw - Too))gm.nx

atau dapat dituliskan sebagai berikut
op 0*u 82
~ 55 T Hm (8 : " o +0(Bo)*u — ppnf(T — Too) g
,ofnU dp Uy O*u Uy Re 0*u )
- n| o B %)
a oz ' <a2 0z? * a?  0y? +0(Bo) (ulc)

+pfn/6( ( w T Too))gSZ‘nfL‘

atau

oz 0z?  0y?
prUS, Op Us (0w 9%u
= = - + ReZ— ) + o(By)*(ul
a oz g (8:62 Re@yQ 7(Bo) (ulx)

+pmB(L(Ty — T))gsinz
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karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka diperoleh

U% (8u u %) _ pU% 0p Uso <82u 02u>

Py ot Tz T oy o oz M\ T

+0(By)?*(uUs )+ pmB(T(Ty, — Tw))gsin

dengan membagi kedua ruas dengan p fn% diperoleh

ou du  Ou pmUZ  a  Op Usw a (82u 82u>

U v = — = pipp— e [ 2
ot ox Ay a ppUZ 0z Bin o2 prUZ \ Ox? 0y?

a a :
+U(BO)2(quopfn—Ugo) + plB (anU§o> (T(Ty — Tw))gsinx

dengan melakukan penyederhanaan kedua ruas dengan diperoleh

o2 T,

+u—+v

ot Ox (9@/ Oz Pfn aUs

40 (By)?*(ulUsg) ——=- fnUQ +B( )( T, — Tso)gT sinz

ou Ou  Odu _ JOp  ppm 1 (82u 82u>

dengan melakukan substitusi parameter-parameter tak berdimensi maka
diperoleh

%+uau+v@——@+v 1 [(d*u 0*u
ot Oz oy oz 7 " Revy

922 + Rea—y2> + Mu + MNT'sinx

atau dapat dituliskan sebagai berikut

Ju  Ou  Ou dp  wvp Pu wvp, 0
el - e i M \T
ot + uf)x + U@y Or  Revy Ox? T, Vs 8y + Mu - Alsinz

Pada sumbu y

0v 0v _0v 2 25 B(T —
( t+ 5_—|—v§g) Vp+ o(Bo)"v B3 )9y

atau dapat dituliskan sebagai berikut

T 1Y U 10 D Uyt
r=—y=Re2=;u=—;v = Re2 X it = :
a? a Us Us P prU% a
T Ty T
T = Tw—Too7gy_gCOS(E)



maka dapat diperoleh
Pada ruas kiri

ov v _Ov () O(25) Wl O(353%)
(E*“%”a_y> - 2 () U an) T R )

8
atau dapat dituliskan sebagai berikut

ot 89? oy TP\ GRe 2 Bt T aRe\V20r | aRel? oy
atau
ov, o0 o\ _ U (v oo ow
P\ 7 T %% Y ) T Priren \ o TV TG,
Pada ruas kanan
dp *v 0% O(ppsmUs)
a,+ fn(aQ aQ)Jra(Bo)v—anﬁ(T T)gy T o)

82( vZOOQ) 82( Ugfoz) 'UUOO
W"( oy +8<é§?):>> (B0 (Ggzrs) — (T (T = Tix)

gcosx

atau dapat dituliskan sebagai berikut

op %0 82 ZUZRe'?
——p+ufn( )+a<Bo)v—pfn5<T To)gy = —Hree— 20

ay 012 0 2 a dy
Uo 0*v UyRe'? 0% 5, WU
THfn (a2R61/2 Or2 + a2 5’y2) + a(Bo) (W) - /)fn5<T(Tw —Ty))
gcosx
atau
op 0%v 02 pmU2 Re'/? 0p
o0t g G+ s ) + OB = (T — Tu)gy = ~ LU
Uso 1 0% L9 0% wUs
+an? (W@ + Re/ 3 2) + 0(By)? (R 1/2) PaB(T(Tw — Ti))
gcosx

karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka diperoleh

2 (o0, Do 0 | VAR U (1 0
pfnaRel/2 ot Ox oy) a dy Hin“2” \ Rell? 922 oy?
VUs
+0(Bo)? (W) = ppB(T (T — Ts))

gcosx
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dengan membagi kedua ruas dengan Mdlperoleh
2 2
L @_’_ @4_ @ — aerM 1 1 8U+R€1/2ﬂ
Re \ Ot or Oy dy  ppn aUsxRe/? \ Rel/? Ox? Oy?
a
By)? | =—— n - T,
ro(n) (g ) v = BT (T, = T20)
a

gcosx Rel/2—U§Opfn
atau
1 (Ov  Ov Qv COp pp 1 1 9% 12 0%V
— (= 0= = Rel/2Z—
Re (015 +u893 +U@y> Oy L. prn aUsoRe'/? \ Rel/? Ox? +e Oy?

1
R 72 ———Tcosx

dengan melakukan substitusi parameter-parameter tak berdimensi maka
diperoleh

Lo ov ov\ _ op 11 1 9% R1/26U
Re\ot "oz Tay) T oy T Ren; R \ R or T 2

M /\T
+ E v — Rell? COSXx

atau dapat dituliskan sebagai berikut

1 [ov n ov n ov op n v 1 0% wp, 1 0% n M A
e _— uU—— V— = _— _— _— _— —_—
ot Ox oy Jy vy Re?0x? vy Re 0y? Re'  Rell
T'cosx

Persamaan Energi

or  oT . OTY\ _ T 0T
ot Yoz " Vay) T Y\ o T ap2

dengan substitusi




maka dapat diperoleh
Pada ruas kiri

8_T+78T+@6_T _O(T(Ty — Tw) + Tw)
ot oz oy a(m)

Une
NT(Ty — Two) + Two)
J(ax)
WUo (T (T — Tao) + Tio)
Rel/? 9 (74=)

+ uUs

atau

ot Yoz "oy T Ta ot ot

oT N oT oT Uso (O(T(Ty —Tx)) . 0T
ot 0T 0y a

ox ox

L Us, Ea(T(Tgy T.)) | a(;r;o)

(T~ T2)) 8Too>

karena T,, merupakan suatu konstanta, maka turunan terhadap ¢,x, dan y
bernilai nol sehingga diperoleh

V= = —

a_Tj_a_T T U (O(T(T, — Ts))
ot "oz "oy a

o U, (AT Te)))
N %U (a(T(Tg:TOO)))
. or or oT
7% i Y%
- U (AT L (AT L)Y (AT —Ta)))

Pada ruas kanan

o (aQT 82T) s (62(T(Tw ~To) + To) | P(T(Ty — Too) + Too)>

o o daz)? o ()
atau
o*T  0°T
(554 57)

am ((A(T(T,—Ty)) 0* Ty O*(T(Ty — Ts)) 0*Ty
a? (( Ox? * Ox? - fe Jy? * dy?
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karena T,, merupakan suatu konstanta, maka turunan terhadap ¢,x, dan y
bernilai nol sehingga diperoleh

2 2 2 _ 2 _
8_T N (9_T _ Qn (T (T, — Tx)) —i—Rea (T(Ty — Tw))
0z?  0y? a? 0x? oy?

karena ruas kiri sama dengan ruas kanan, maka diperoleh

Us ((8(T(Tat— T ))> St <8(T(Tgx— TOO))> L (G(T(Tgy— Too)))>
o), PO L))

(e
)

P L)), PO To)

kedua ruas dibagi oleh (T}, — T )Us diperoleh
OT (9T L, (9T _ 2 82T+R82T
ot ox ! oy ) aUs \ 0x2 ¢ 0y?

dengan substitusi Re = Uf“
f

a—T—l—u or + v OTN _om L a2T—|—R62—T
ot Oz dy) vy Re \ 9x2 e@yQ

atau dapat dituliskan sebagai berikut

8—T+u or + v Oy _ o ! 82T+afniR o1
ot ox oy) vy Re 0z2 vs Re €0y2

Oéfn

diperoleh

dengan menggunakan operasi perkalian diperoleh

8_T+u 8_T + o 8_T _afniﬁszLafnaQT
ot O dy) vy Redz® vy Oy?

selanjutnya dengan substitusi Pr = Z—’; diperoleh

8T (aT) (8T) 1 Qfp 82T A fp 82T
v T\l 5| = +

ot T o oy ) EProzf 0z?  Pray 0y?

atau dapat dituliskan sebagai berikut

8T <8T) <8T) 1 1 Oéfn82 1 Oéfna2
— — ) +v| = + =

ot T Ox Ay %ﬁa_f dz?  Pr ajy 0y?

91



dengan M dan A\ adalah parameter tak berdimensi. Parameter tersebut
didefinisikan sebagai berikut.
Parameter Magnetik

. CLU(Bo)2
pUZ

o0

Parameter Konveksi

Gr
= —
Re?

Berdasarkan variabel-variabel tak berdimensi di atas, kondisi awal dan
kondisi batas diberikan sebagai berikut
t=0:u=v=0,T =0 untuk setiap =,y
t>0:u=v=0,T =1 ketika y =0
u=uc(z), T =0 ketika y — o0
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Lampiran 2 Transformasi Kondisi Batas Dimensional

Pada penelitian ini menggunakan kondisi batas yaitu

4 =10=0,T =Ty untuk setiap z,y
u=v=0,T=T, pada saat § =0

U= U (7),u =v,T = Ty saat §j — 00

dengan menggunakan variabel non-dimensional

J T-T
= 1/2y T:—Oo U T) =
y=Re/" T T Ue(7) = ue(2)Uso
maka diperoleh

T = Ty
 T-T.
Ty —Ts
B Tw_Too

=0
T = T,
T-T
T = >
Tw_Too
o Tw_Too
B Tw_Too
=1
dan
U = ()
e = ue(r)Usx
U = Ue

sehingga kondisi batas menjadi
t=0:u=v=0,T =0 untuk setiap x,y
t>0:u=v=0,T7=1padasaat y =0
u=1u., 1T =T =0saat y — oo
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Lampiran 3 Kecepatan Aliran Bebas (Free Stream)
kecepatan aliran bebas (free stream) dalam bentuk bola (spherical) diberikan
sebagai berikut

U, = —Uycosf
Uy = Uy sint
Up=0 (1)

stream line dari kecepatan diberikan sebagai berikut (Anderson, 2011).

[ cost 2 sinf

U=vVp= -
v 27rr3e Anr 13

€ + 0€¢ (2)

dengan penambahan Persamaan (1) ke dalam Persamaan (2) diperoleh

i cosf w1l
U, = —Uxcost + — S = —(Ux — %T—S)cosﬁ
[ sinf 14 .
Up = Uy szn9+4 5 —(Um+Eﬁ)sm9
U,=0

untuk menentukan titik stagnasi pada aliran fluida, diberikan U, = Uy = 0,
maka diperoleh

untuk Ug =0
Up = (Uss + L= —)sinf
4 r3
0= Ux + %%)smG
diperoleh
0 = sind

maka 6 yang memenuhi adalah § = 0 dan § = 7, sehingga titik stagnasi berada
pada § = 0 dan § = 7. Sedangkan, untuk U, =0

JI
U= —( 00—27TT3)0050
_ pl
0=—Ux — 277"3)608(0)
JT
Uso — 1=0
( 27‘(‘7’3)
w1l
2t
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dengan » = R merupakan koordinat jari-jari dari titik stagnasi, sehingga dapat
dituliskan sebagai berikut

Jt
U = ——
21 R3
s L
21 Uso
maka untuk nilai R diperoleh
pol 1/3
R=(——
(27'(' Uoo)

dengan melakukan substitusi nilai R pada persamaan U, diperoleh

i
Ur=—(Usx %—3)0039
u 1
U =—Us — — 0
( o (%i))cos
L B £27TUOO
U, (Uso — )cost
Ur = —(Usx — Uyx)cost
U, =

diperoleh bahwa U, = 0 , ketika » = R. Untuk semua 6 dan ¢. Persamaan
U,,Up, dan Uy adalah aliran incompressible yang melewati jari-jari R. Pada
permukaan bola, dengan » = R kecepatan tangesial Uy disubstitusikan dengan

R = (£5-)"?, maka diperoleh

maka diperoleh
3 .
Up = > sinb

sehingga untuk aliran bebas diperoleh

~ 3 . (T
o= Stn ()
dengan transformasi non-dimesional maka
UUs = §Uoosz'n (%>
2 a
atau

U = —SINT

2
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Lampiran 4 Fungsi Alir
Fungsi alir ini dinyatakan sebagai berikut.

_rﬁy

dan

10y

- r oz

dengan melakukan substitusi « dan v pada persamaan kontinuitas, persamaan
momentum, dan persamaan energi diperoleh

Persamaan Kontinuitas

J(ru) N J(rv)

=0
ox dy
0 109 0 1\ oY\
o ()t (1) 3) = 0
o v
oxdy  Oxdy
oy %Y
oxdy  0xOy
Persamaan Momentum
ou ou ou
at " or " Voy
ou 1 0*u
= U—— + 5+ M(u—u.)
91— (-0 +x (%)) %
+ Nl'sinx

dengan substitusi nilai v dan v diperoleh
O (L1ov) (Lo 9 (1o¢y 10y 0 (10y
ot \r dy rdy ) Ox \r dy rdx dy \r y

e ! o (100 L0y
I +(1—x)2'5((1—x)+x<§—;>>5y2 (T5y>+M((T(9y) u>

+ Al'sinx

dengan menggunakan sifat turunan

I(uv) _ Ou N ov
dr oz ox

dan dengan

oy
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dan

104

V= ———

r 0x

maka diperoleh
0 (100 (100N (_1ov 10w\ 1960 (106
ot \ r dy r Oy r2 0y roxdy r O0x Oy \r dy
2
SR SRS R 1S
x , s r
(=202 (A=) +x (%)) % \r o

((1%) - ue> + MT'sinx
r Oy

dengan menggunakan operasi perkalian diperoleh
O (Lo _10¢p0oroy 104 0% 10y 9 (10¢
ot \ r dy r30y dx Oy  r?2dydxdy r dxdy \r dy
2
s ey reverey e )RS
(=027 ((L=x) +x () v \r 9

((18—1/}) — ue) + MT'sinx
r Oy

atau dapat ditulis sebagai berikut

1(8%) 1 or (a_¢>2+ 10y 0% 19 (a?_w)
.

otoy ) 1oz \ oy r2 9y dzdy 12 Oz \ Oy?
Ou,

1 1%
ox + LlX)Q,g, <(1X)+X(£_;>)] r Oy? + M

((13_1/}) - Ue) + AT'sinx
r Oy
Persamaan Energi
8_T + 8_T + a_T
ot Y ox v oy
2
P\ e (10 ()

g ue

OT 10y (OT\ _10v (0T
ot roy \ Or rdr \ Oy

1

Pr (((ks +2ks) + x(ky — k) ((1 — )+ <%

(k)s + 2]€f) - 2X(l€f - I{JS) 62T
)))
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Kondisi batas dapat dituliskan dalam bentuk fungsi alir sebagai berikut
t<0:w:%szO,T:OUHtuksetiapx,y
t>0:9=2%=0,T=1ketikay=0

9y
% = uc(z), T = 0 ketika y — o0

Hasil dari fungsi alir diperoleh bahwa persamaan kontinuitas dapat

dihilangkan sehingga hanya terdapat dua persamaan, yaitu persamaan
momentum dan persamaan energi.
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Lampiran 5 Perhitungan Persamaan Similaritas
variabel similaritas yang terdiri dari dua tipe waktu yaitu untuk waktu kecil
(small time) dan waktu besar (large time).

i Untuk waktu kecil (small time) dengan t < t* ; t* adalah sebarang nilai.
Diberikan persamaan sebagai berikut

W = 20, (@)r(@)f (e, 00 = 75T = s, 1) 3)

ii Untuk waktu besar (large time) dengan ¢t > t* ; t* adalah sebarang nilai.
Diberikan persamaan sebagai berikut

U= ue(x)r(x)F(x,Y,t); Y=y T = S($,Kt)

(4)

dengan menerapkan Persamaan (3) dan Persamaan (4) pada Persamaan
momentum dan persamaan energi untuk small time dan large time diperoleh
sebagai berikut
Persamaan Momentum untuk Small Time

dengan

11

111

1 [ 0%
r (atay) 3 0r

73 Oz

ou,.

Lor (0v\* 10y &* 19y
r2 Jy 0xdy  r? Ox

dy
1 10%)

Ue +

I | (1-x)27 ((1 —X) +x (Z—f)) r oy’

<<18—¢) — ue) + \T'sinx
r Jy

57 (75 =@

t1/2

5 () -3

oV On
an dy
O (0 () () f (2, m.1)) s
on e Wh ) G2
02, () () Of (2,1, 1)

t1/2 on

wlayr () 22D
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v

vi

Vil

ov

ox
ov

ox
ov

ox

0

= (), 0)
9,

= 120 @)r(@) . 1)

= @2 ) 2 @y 2D

r(2) of (2;777, t)

Pu 9 (v
E G_y(é’_y)
0* 0 of (z,m,
8_y2 = a—y(ue(ﬂf)T(x) f(l’ nt))
o A Of (z,m,t)\ On
A G ) F
0?w o (Of(z,n,t)\ 1
o = vl (51)
0w ue(x)r(z) 0 (Of(x,n,t)
oy t1/2 377( an )
v ue(@)r(z) O f(z,n,t)
ar = oy
FPv 0 (0P
E 3_y(8_y2>
P (u(x)r(z) 0 f(x,n,t)
o~ ()
PV 0 (u(x)r(x) P f(x,n.t)\ On
il o Tk
PV u(x)r(z) P f(x,n,t)
. t on®

Pu 0 [ov

0xdy %(a_y)

Fv 9 of (2,1

oxdy g(ue(x)r(x) on )

i 0f (x,n,1)

oxdy <%u5(9§)) (@) on

i, Of (z,n, 0 f(z,n,



viil

o~ ai(a)
oty ot \ dy
s = o (wlroZEn0)
o = e (w20 o
4 % (ue(x)r(x)af (‘2;7”’”)
gy = v (F) (3)
+ ue(z)r(z) (ana(fég’t))
v —ue(x)r(m)ﬂ<82f(x,n,t))
otdy t 2 o’
f

dapat dituliskan u.(x) = ue, r(z) = r, dan f(z,n,t) = f
Ruas kiri

Lo\ 1or(op\' 10y &% 10y (00
Oty r30x \ Oy r2 0y 0xdy 12 Oz \ Oy?

(C1(5) o (2) - o)
t on? el oton r3 0z 6577

af\ [ (0u\ Of [or\ Of 2F \ 0%
< an)((@x)%*(@“ﬁ@ o (993077> drdy

1 12 p Qe 1/2 @ 1/2 ﬁ e\ 0% f
7"2<t fax + et f@x+t el ( >

oz ) \t1/2) on?
Luern (0%f 9f L o2 20r (0f 2
= —— — | =5 ) T U —Uu,r —
r t 2\ 0on? oton r3 © Oz \On
1 L0u. (Of\> 1 , or (0f\> 1 2 20f 0°f
2" o <8n) +r2uerﬁx on +r2ue n Ozdn
or uer 0 f 1t1/2 Of uer O*f

Loy, OQueuer &Pf 1,
ot FTE A AL ey v LA oY

r Ox tY2 0n?  r?

2 2 2 2 2
Lwn B O Lo 08V ou (01 L or (0
t 2 0n? ‘Oton  rox an dx \ On r “O0x \ On
_uf0u682f .2 ,Or 02 f u2ga2_f
“Ox o r’ “0x On? “ Oz On?

1
oy
1
2

+




atau

O, 02 f

Ox On?

o uen®f Pf  du (Of\' LOf Pf
= 20 T on TMe0r \an) T

L Lor 0 ,0f 0%

— fu
,

88_77 oxdn uef

“Ox On? “Ox on?

Ruas kanan

oo ()
< r _(1—X)2'5<<1_X)+X<Z_;>> r Oy3 r oy e

+A\T'sinx
Ou, 1 1 [(urd3f
_ S(TTN Ly
Yor T 1— )25 ((1 — ps T(tan3)+
(A=) (A=) +x(5))

1
(—uerg — ue> + M'sinx
r o dn

o e (Z_;»] (20 s (w2 )

+ Al'sinx

Ruas kiri=Ruas kanan

Ou, O f

Ox On?

on

Ue f

Uen O f O%f e (8f)2+ LOf O%f

_758_772—1—”6(%877 ke Ox ue(‘?_n(‘?x(?n a

v e d Fowont mor | (1—ype (-0 +x (%))
f

ue O3 f of ,
(76_773) + M (%8_77 — ue) + AT'sinx

kedua ruas dibagi u./t diperoleh

2 2 2 2 2
n8f+t8f+t8ue (g) . of @f _ 0u 0°f

20 " Taon T Tor \ o Yeon ozoy oz’ o
10r0*f of O*f  Ou, 1
—tUe [ —— = — U == =1 +
r Oz On? ox On? Ox (1—X>25<(1—X)+X<£—;>>
Bf of ATt
TN et (2L 1
(8773) + t(@n ) + o sinx (5)
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Persamaan (5) dapat juga ditulis sebagai berikut

1 Bf  nd:f  Ou. (af)2 % f
+ 055+t e e B
[(1)()2'5 ((1X)+X<Z—;>>] on® 202 ox ( on f8772

B 0 f of 0*f of0*f 10r 0*f of
= oy T (a_naxan T o ;%fa—nz) M (1 B —)
ATt

Ue

SN

dengan menerapkan variabel similaritas pada persamaan momentum untuk

small time adalah

1 83f+Q82f+t8ue (1_(0_f)
(1 - y)2® ((1—X)+X(%)> ond 2 0n? Ox on

02 f +tu€(8fc‘)2f Of 2f 10r 82f>+Mt<1_8_f)

aton Ondxdn Oz o rdx’ on? on
st

Ue

=t

SINx

Persamaan Energi untuk Small Time

oT 18_¢(8T) 181/1((9T>

ot Troy\oz) ror \ay

1

Pr (((/cs +2kg) + x(ky — ks)) <<1 — )+ <%

(1{35 + 2]€f) — 2X(l€f — k?s) 82T
)]

dengan

oT _ 0s(e.n )y | s(w.n.t)

ot on ot ot

or  0Os(z,n,t) <__1ﬂ) N Js(x,m,t)
ot an 2t ot
or (—_77) Js(x,n,t) N Os(x,n,t)
ot 2t an ot

11

aT ds(z,n,t) On

dy on Oy
or  0s(xz,n,t) 1
8_y B an /2
or 1 9s(w,n,t)

oyt Oy
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il

ox Ox
v
eT _ o (or
oy2 Oy \ Oy
PT 0 (1 ostn)
oy2 Oy \tY2  On
PT 0 (1 0wty on
oy2  On \tY2  On dy
OT 0 (1 st 1
Oy? - on \ t1/2 on $1/2
PT 1 (0%s(z,n,t)
0y? t on?

Selanjutnya dapat dituliskan wu.(z) = ue; r(z) = r;f(z,n,t) = f, maka
persamaan similaritas untuk persamaan energi

Ruas kiri
or 190 (9T _19v (9T
ot  roy \Ox r 0x \ Oy
_ n0s 95 1 0f0s 1 apcOte 1 00 g OF
2t On 8t+ruerﬁnax r rt f@x+uet f8x+t uerax
1 Os
2 oy

Ruas kanan

2
o ek (0 ()
= i (ks + 2ks) — 2x(ky — ks) 1828

Pr\ (G, + 20p) (= k) (1= 20 + (3e)) ) £ 00

(Pcp)f

Ruas kiri=Ruas kanan

—nds ds 1 0f0ds 1( ;. 0u 12,00 Of
2t On 8t+rueranax r t f@x et f8x+t Yl B

L% _ L (ks+2kf) —2X<l€f—k3> 1828
RO P (ko 2k x(hy = k) (00 + (55))

(pep)
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kedua ruas dikalikan dengan Prt diperoleh

—n 0s 0s afﬁs_ 8u685_ uefarﬁs
Pt2t 8n+Pt8t+Pt on Ox Prtfaxﬁn brt r 0z on
8f 0s (ks + Qkf) - 2X<kf - ks> 828
a Pﬁueﬁ_xﬁ_n B x(pCp)s on?
(ke +207) + xlhy — ) (10— + (552

sehingga diperoleh persamaan energi untuk small time adalah

( (ks + 2ky) — 2x(ky — ks) ) d%s
G- (0 () 7

e 00 e[ (2052100 Lir

Prt
+ o

Persamaan Momentum untuk Large Time

P\ Lor (op\' 10y ¢ 10y (0%
r \ Otdy r30x \ Jy r2 Qy Ozdy 2 dx \ Oy?

ondx Oxdn rdx” On

Pr 7](95

)

2877

ou, 1 1% 10y
— ue - M U’e
Oz * [(1X>2‘5 <(1X)+X(%>)] Ta?JS+ ((Ta?J) )
+ M'sinx
dengan
ov 0
o - ay(ue(x)r(x)F(x,Y,t)
ov OF (x,Y,1)
oy el
2 @) F @)
929 _ MF(:U Y, t) + Mu (x)r(x)
Ox Ox T Ox ‘
g—ij = <8u53(0x)r(x) + ag(;)ue(:c)> F(z,Y,t)+ %%(w)'f@)
g_‘i’ _ 3“53(3“’)7»(;@5’(;,;,1/, 0+ ag<xx>ue(:c)F(x,Kt) oF (gf Dy (@)r(x)



v 9 OF (x,Y,t)
7 a—Y(ue(a:)r(x)—aY )

o = ot (o)

o o
oy oY Q)
po o (v
) Coay?r
rv. () (z) 83F(th)
0p oy
P o (ov
oxdy  Ox \OY
Pu 0 OF (2,Y1)
ordy %(“@(W(m) oY )
PV Oue(z)r(z) OF (z,Y,1) O?F(z,Y,t)
oy B Y ue@)r (@)= 5,
v or(x) Oue(x)\ OF (z,Y,t)
ozoy (“6(95) o T, > B)%
O?F(x,Y,1)
+ ue(a:)r(a:)ax—ay
v Or(z) OF (z,Y,t) Oue(x) OF (x,Y,t)
gway Do oy e %
O2F (z,Y, 1)
+ ue(ac)r(x)—axay
Pv o (ov
otoy 0t \ oY
’Pv 9 OF (z,Y,1t)
oty E(“e(x)r(x) oY )
v 0 OF(z,Y,t)\ oY O*F(z,Y,t)
iy~ @@ <W Y )E ue@)r (@) =5 5%
02U O2F(z,Y,1)

T %
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Selanjutnya dapat dituliskan ue(x) = w., r(z) = r, dan F(x,Y,t) = F,
maka persamaan similaritas pada persamaan momentum untuk large time

adalah
Ruas kiri

1 (8%) _Lor (6w)2+ Loy 0%y 10y (aw)
;

dtdy r3 Ox 6_y ﬁa_y 0xdy 20z 8_y2

_ L, F 10r , (OF 2+ Jue (OF Z“éﬁ oF\’
— Yooy rorc\ay Yeor \ Yy r 0z \9Y

,OF OF O0°F ou. O*°F  w?F or 0°F 23F82_F

Yoy oy aroy T arav: T 5 orov:  “or oy

atau
_ LWOF | Ou (0FN' | LOF O°F L 0u. 0°F
oty | “or \ oy Yeay ozoy — "' or 0v2

w?F or O°F  ,0F O*F

r OrdY?2 UE%W

Ruas kanan

O, 1 1 0%y <(1(‘3¢) )
e + - +M 5 - We
U ox _(1_X)2'5 ((1_X)+X<Z_;>> r Oy? r Oy U

+ ANlsinx
) 8ue+ 1 UeT (83F) M((l 8F> )
= e N3 —TUe7z7 | — Ue
ox _(I_X)2.5 ((I_X)+X<Z_;>>_ r \0Y r oY
+ Nlsinx
atau

+ ANlsinx

Ruas kiri=Ruas kanan

O2F du, (OF\*> ,0F O°F du, 2F  u2F or 0*F
Ue + Ue | tUso7—Fc — Ue — =
oty Oxr \JY oY 0xdY ox JY? r OxdY?
,OF O°F Aue 1 PF
~ Yeorav? T " e\ ays
’ v Lo (-0t (2))



kedua ruas dibagi oleh u. diperoleh

O°F | Quc (OF\*  OF O°F  Ou [ 0°F u.F 0r O°F
ooy Oz \ Y OY 0xdY  Ox OY? r Oxr0Y?

B u@_F82F_8ue+ 1 <83F>
Ox 0Y?2 ox (1— )25 ((1 — )+ x (z_;)) Y3

oF N sinx
M el T
(&) 1)+

atau

OF\? _0°F

[ 1 ] PF N Ou,
(=xp (= +x () o

_ PF L [0FPF_0FPF _1or °F) (0N
oty C oY 9z9Y Oz Y2 rox OY?2 oY
T 'sinx

Ue

dengan menerapkan variabel similaritas pada persamaan momentum untuk
1 ] PE Ou,

large time adalah
OF\* _O°F
+ 1-— (—) + F——
[(1 — )25 ((1 )+ x (S_f>> oys = Oz oY Y2

’F F 0?°F F 0? 2
_ 0 +ue[8 0 a—a—F—lﬁFaF}—kM(l—(aF))

oty oY 0z0Y Oz 0Y? rdx OY? oY
ASsinx

Ue

Persamaan Energi untuk Large Time

or 10y (OT\ 104 (0T
ot roy \ Or rdr \ Oy

_ L (ky + 2k;) — 2x (ks — k) 927
Pro\ ((k, + 2k;) + x(kp — ky)) ((1 )+ <x<pcp>s)) Dy?

(pcp)f

ot ot

or  9S(x,Y,t)
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i

or  9S(z,Y,t)

or ox

1l
o _ 95, v,1)
oy oY

v
PT  0*S(x,Y,t)
oy2) Y2

Selanjutnya dapat dituliskan S(z,Y,t) = S, maka persamaan similaritas
pada persamaan energi untuk large time adalah
Ruas kiri

or 1 ﬁ@b 1oy (0T
EjL r dy (890) Crox (8_y)
= 85 1 @F(@)__(@ue F+ﬁuF+a—Fur)(§)
815 aY ox ox or © or ° Y
oS aF oS O, 1_or oF oS
L (F F )(a_y)

oz e o T

Ruas kanan

L (ks + 2ky) — 2x(ky — k) 82T

2

7\t (00 ()
_ L (ks + 2ky) — 2x(ky — ky) 925

(PCp)f

2
P\ (ks + 2kg) + x (ks = k) ((1 )+ (M)) Y
Ruas kiri=Ruas kanan
05 1 2005 _(pOe , Lpdr ., OF) (25
ot oY ox Ox or Yoy ) \ay
L (ks + 2ks) — 2x(ky — k) 925
2
Pro\ (ks + 2k5) + x(ks — k) ((1 )+ ( x(rCp)s )) oY

(Pcp)f

kedua ruas dikali dengan Pr maka diperoleh

Pr@_S v pra2F OF 0S8 PrFaue oS 1 or 08 OF 08

ot oY ox oz 0Y woy  Toray

= (ks + 2ky) — 2x(ky — k) 925
(ks + 2k) + (g = ko)) (1= x) + (X)) | OV

(pep) 5
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dengan menerapkan variabel similaritas pada persamaan energi untuk large
time adalah

(ks + Zkf) - QX(k’f — ks) 628 Lp %
_ _ x(pCp)s aY? arr
(ks =+ 2kg) + x(y = k) (1= x) + (e ))

(Pcp)f

08 oS OF0S O0FJ0S 1 _0roS
F— = Pr E—i—ue —— — -

oY 0x 0z 9Y r 0z0Y

Aliran bebas pada penelitian ini diperoleh u, = %sin:p, dengan substitusi

u, pada gaya apung pada persamaan momentum untuk small time dan large
time, maka diperoleh

Persamaan momentum untuk small time

1 83f+g<92f+t3ue
_(1—X)2'5 ((1—X)+X<z—;>> o 2 0n? ox

of\?>  0%f
- (5) +f3_772)

oS of &*f of lor 0°f of
= Gion U (8_naxan_%_?%fa_n?)+Mt (1‘377)
2
— =Ast
3

Persamaan momentum untuk large time

1 OF  due || (8_F)2_F82_F
(1 - x)25 <(1—X)+X<%>) oYy3 = Ox oY Y2
— 82F+ a_FGQF _'_a_FaQ_F_lgFaQ_F _|_M 1_8_F
otoy oYy 9z0Y | 9z 0Y? 1oz 0v2 oY
2
- GAS

Aliran bebas pada penelitian ini diperoleh u, = % stnz, sehingga untuk
Oue 3

5 = 3 cosr, dengan substitusi u. dan % dengan melakukan substitusi

terhadap pada persamaan pembangun maka diperoleh

Untuk small time
Persamaan momentum untuk small time
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1 an 7782f
_(1—X)2.5 ((1_X)+X<Z_;>>] 8773+28 2+ tcos x

oton

of 2
Mil1=-2L) -2
+ t( ) 3)\3t

Persamaan energi untuk small time

( (ks +2kyp) — 2x(ky — ks) ) s
(ke + 2hg) + (ks = k) (=0 + (352 ) ) O

0s 0 3
+ Prga—+3cos :rPrtf——P t—S—I—Prt sin x

on ot 2
(2002 oron)

dengan kondisi batas sebagai berikut.
t=0:f=

t>0:f= af—O s =1 pada saat n =0
of _

Bn—l,s—()padasaatn%oo

= s = 0 untuk semua x,n

Untuk large time

Persamaan momentum untuk large time

1 PF 3 OF O2F
i )

_ _' a_Fa2_F_a_Fa2_F _|_M 1_8_F _2/\5
- 8t8Y 25T\ oY 920y ~ 0z 0Y? oy ) 3

Persamaan energi untuk large time

of F\ o' 3. [Of B*f OfO°f
1-— (:25;;:) + j?é977 :) =1 + EE tsin x <:E§;; ékpé)7] — 255;25;;5:)

(6)

(et 2hy) = Befly = 1) oS + 3 Prcos mF@
(((ks + Qk:f) + X(/ff —k )) ((1 — X) + <X(pC >>) Y2 BTG

(Pcp)f

P§+3P OF8S OF 85
"ot TSI\ Sy or T r oY
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dengan kondisi batas sebagai berikut.
F=9=0,5=1saatY =0
g—f::l,S:OpadasaatY%oo
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Lampiran 6 Penurunan Kondisi Awal
Persamaan yang digunakan untuk menentukan kondisi awal yaitu

Ff no*f 3 af\>  LO*f
o g ot (1 (Gy) o

1
Ll —x (=0 +x(2))
ta2f + Mt (1 — g—f) — g)\st

dton n) 3
(s + 2ks) — 2x(ky — ko) sy prl 0
(pCp)s on? - Préa_n
((ks + 2ky) + x(kf — ks)) ((1 —X) + <X(ﬂc—pI)Jf)) !
3 s s
+ EPrtfa—n = Prta

dengan melakukan substitusi g—£ = f dan 589_2 = s maka diperoleh

: VI WA
[(1x)2'5((1x)+x<§_;>> Forgt +2t<1 (f)2+ff)
_ taa—‘}:+Mt<1_f’)_§/\st

(ks + 2k;) — 2x (kg — k) ) s+ Pris
(ke 2k) + (ks — k) (L= + (2532 ) :

Js
ot

atau dapat dituliskan sebagai berikut

3 ,
+ §Prtfs = Prt

: S Y S .
[(1x)2‘5((1x)+x<5_;>)]f bal w5t (- i)
B Mt<1_f/>+§/\st:taa_{

( (ks +2ks) — 2x(ky — k) ) '+ Pl
(ke 2k) + (ks — k) (L= + (2552 ) :

3 / 0
+ §P7"tf3 :Prta—i
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dengan mensubstitusikan ¢ = 0 maka diperoleh

1 " n .
7=
. s 2
(=3 (1= +x(2))
(ks + 2kf) - QX(kf - ks) 8// + PTQS/ _ O

(ks + 2k7) + x(ks — k) ((1 )+ (%)) 2

untuk mendapatkan f digunakan persamaan

! N
o (aoix @) Y

2
dengan substitusi m = f". sehingga persamaan menjadi

1 /
m —|—sz0

-0 (0-0+x(%)] 2

dengan substitusi m’ = %’7 diperoleh

1 dm 1

A= (=0 +x(2))] @

atau dapat dituliskan sebagai berikut

m=20

1
(1= x)*° ((1 —x) +x (;’—f>>

kedua ruas dibagi oleh m diperoleh

dm + gmdn =0

! L+ Ty =
(1= (-0 +x(2)) T

kemudian kedua ruas diintegralkan sehingga diperoleh

1 2
lnm—l—n—:cl

(=202 (1 =0 +x (%)) .

atau dapat ditulis sebagai berikut

o e (][
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maka untuk m diperoleh

e Jim ()]

oleh karena m = f maka

o s (00 (%)) [] oz (a-0x(2)) e

untuk f  diperoleh
f/ _ /e{(l—x)ls ((1—x)+x<,’%;))] {—%} 6{(1_)()2‘5 ((I_X)_FX(%))} 1]
atau dapat dituliskan sebagai berikut

fl = e[(l—x)z.s ((1—x)+x(%)>][c1] /e[(l—x)2.5 ((1—x)+x<§—;>)} [_é} i

dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang melibatkan fungsi error
(erf) yaitu

maka diperoleh

[l
) %QXyﬁalﬂw+x<%»@#<g¢ﬂXP501;@+X(%>))

+ ©

maka untuk f diperoleh

;o o=z (a-0x(2) ) e \/ T

(=02 (1= +x(2))

erf (g\/(l —X)*° ((1 —X) +x (z—f)) ) te

dengan kondisi batas sebagai berikut.
t>0:f:f':O,3:1,b:iBo pada saat n =0
f'=1,5=0,b=0 pada saat n — co

—|(1=)%5( (1- Ls c
selanjutnya akan dicari nilai e (=) (( XHX(W))][ ! dan co
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pada saat n =0

— . [(1—x)2.5 ((1—x)+x<§—;))] [e1] =
O (T @ @)
erf (0) +ca

oleh karena er f(0) = 0 maka diperoleh
Cy = 0

pada saat n =

_ 6[(1—x>2»5((1—x>+x(5—;))} 1] 7
1 ¢O—XV5QL<H+X<%»
erf(oco)+0

oleh karena er f(oco) = 1 maka diperoleh
L oo (amoe(z) ) e T
(1-x2 (-0 +x(2))

atau dapat dituliskan sebagai berikut

6[(1*x)2'5((1*x)+x(%>>} ) _ 1

™

\/ (1—x>2-5(<1—x)+x(5—;))

atau

6[(1—x)2-5((17x)+x(§—;>>}[cl] _ J (1 —=x)*? ((1 —x)+x <Z—f>>

™

{(1—><)2'5 ((1—x)+x(fs

dengan substitusi e °t ))][q] dan ¢, ke f* maka diperoleh

, J(l—x)”’ ((1—X)+x<ﬁ>) T
f =
g ¢G—M%Q

1-0+x(%))

erf (g\/(l —X)*° <(1 —X) +x (z—f» ) +0

atau dapat dituliskan sebagai berikut

oo (o (o (2)
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dengan substitusi e[(l_X)% ((1_X)+X(’%))}[Cl] ke f" maka diperoleh

= e{(l—x)”’ ((l—x)+x(f%;))} {—é} (1—x)*? <(1 —X)tx <;L;)>

™

atau dapat dituliskan sebagai berikut

o (=% (1= +x(2)) 6417@245((1:0“(5*;))”2

™

selanjutnya mencari nilai f dengan

f:/fm
diperoleh

f=/erf (g\/(l—x)“’ ((1—x)+x (Z—f)) )dn

dengan menggunakan integral error function (erf)

/erf(az)dz = zerf(az) + Chl/%e_“%2

maka diperoleh

Ja—0e (A= +x(2))

2

J = nerf n

2

Jra =02 (=0 +x (%))

~a-025(a-0+x(£2))

2
e 4 n + c3

+

dengan kondisi batas f = 0 pada saat n = 0 maka diperoleh nilai c3 sebagai
berikut

0 = nerf (O
. 2
e (-0 +x ()
e’ +c3
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atau dapat dituliskan sebagai berikut
2

e (=0 +x (%))

dengan substitusi ¢z pada persamaan f diperoleh

Ja-xe (a-0+x(2))

[ = nerf 5 n

C3 — —

2

e =02 (-0 +x (%))

~a-02 (-0 (82)
e 1 n

e (a=+x ()

atau dapat dituliskan sebagai berikut

Ja—0e (a0 +x ()

fo=nerf 5 "

_|_

[\

2
e (1= +x ()
<€—<1—x)2-5 ((1;x)+x<§—;)>n2 - 1)

untuk mendapatkan s digunakan persamaan

+

ks +2ks) —2x(kr — k " ,
(5+ f) X(f s) - s +PTQSZO
(ks =+ 2k7) +x(ky = k) (1= x) + (X255 )) 2
dengan substitusi n = s . sehingga persamaan menjadi
ks +2ks) — 2x (ks — ks /
(ks + 2ky) = 2x(ky — k) w4 P =0

(ks =+ 2kp) + Xy = k) (1= ) + (¥%2=)) 2

dengan substitusi n’ = j—z diperoleh

ks +2ks) — 2x (ks — ks d
(ks + 2ky) — 2x(ky — k) dn g

(kg + 2kp) + Xy — k) (L= x) + (Mol )) frdn 2
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atau dapat dituliskan sebagai berikut

(2 6y ) (100 + ()

kedua ruas dibagi oleh n diperoleh

dn + Prgndn =0

(ks + 2kp) — 2x(ky — k)
v ety - (0 + (57)

kemudian kedua ruas diintegralkan sehingga diperoleh

1
—dn + Prﬂdn =0
n 2

ks +2ks) — 2x (ks — ks 2
(ks + 2ky) X (ks ) lnn+Prn—:c4

(ks 4 2kf) + x(kf — ks)) ((1 —X) + (X((;)CfZ;;S)) '

atau dapat ditulis sebagai berikut

ks + 2ky) — 2x(ky — k :
o))
((ks 4 2k¢) + x(kf — ks)) ((1 —-x)+ <X(PpCTpf>>

sehingga diperoleh [n n sebagai berikut

(ks + 2kg) + Xy = Ks)) (1= x) + (X2 ,
(ks + Qkf) — 2)<(<kf — k) < ) )> (—Prn— + C4>

Inn=

4

maka untuk n diperoleh

x(pCp)s
(((ks+2kf>+x(kfks))<(1x)+< G )>>( 2 )
—Pri-+c4
n=e

(ks+2kg)—2x(kf—ks)

atau dapat dituliskan sebagai berikut

x(pCp)s
((<ks+2kf)+X(kfkS))<“"”< ety >>)( %)
. Pr-
n = e

(ks+2kp)—2x(kf—ks)

Cp)s
(ks p)xthy—ks)) (<1—x)+("<(p"cp§} >>
(ca)
e

(ks+2kg)—2x(kg—ks)

!
oleh karena n = s maka

(pCp)s
(ks+2k p)+x(kf—ks) ((1— )+<7X P >)
prmns ) X (pep) 5 (prnj)

, _( (ks+2kf)—2x(kf—ks)
S = €

x(pCp)s
(<ks+2kf)+x<kf—ks>)<(1—x>+< ks ))
(ca)
e

(ks+2kp)—2x(kf—ks)
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untuk s diperoleh

_ _ X(ﬂcp)s
(ks+2k p)+x(ky ks)) ((1 x)+< (rep) 7 ))) (Pr”2)

B ( (ks+2kp)—2x(kf—ks)
s = €

(PCp)s
((ks+2kf>+x<kf—ks>)<<1—x)+<x(,fcp’;f ))
(ca)
e

(ks+2kg)—2x(kf—ks)

dn

atau dapat dituliskan sebagai berikut

(ks+2kp)—2x(kf—ks)

x(pCp)s
(<ks+2kf>+x<kf—ks>)<<1—x>+< o >>
(ca)
s = e

x(pCp)
(e oo (258)
/ - (ks +2k )—2x(kj—Fks) T
e

dn

dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang melibatkan fungsi error
(erf) yaitu

/ e dy = \/ger f(\/ex)

maka diperoleh

(pCp)s
(ks+2k¢)+x(kr—ks) ((1 )+<X ))
fITx(ky ) X (p(:p)f (Prrnf)

N ( (ks+2kp)—2x(kf—ks)
/e
™

((@Sﬂkﬂ+x@fk@)(uw+(ﬁ%3?>>>_PT

(ks—‘erf)—QX(kf—ks)

dn

(pCp)s
or [ (ks + 2ky) + x (kg — k) <(1 —X)+ (X(p”cp)f )> Pro| e
2 (ks + 2kg) — 2x(ks — k)
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maka untuk s diperoleh

x(pCp)s
((ks+2kp)+x(hp—ks)) ((1—x)+(W>)
(ks+2kp)—2x(ky—ks) (ca)

™

(«@+%Q+MM%»(“”+(ﬁﬁgf>>>_pr

(ks+2kg)—2x(kg—ks)

o (1] (280 xth =) (=0 (85)))
er = T +c

2 (ks + 2k7) — 2x(ky — ky) T
dengan kondisi batas sebagai berikut.
t>0:f:f/:O,s:1,b:}lBo pada saat n =0
f'=1,s=0,b=0 pada saat n — 0o

Ukywkﬂ+x“vfkg)<U7m+<§$g£f>)
o2k )= 2x(Ff—Fs) (ca)

selanjutnya akan dicari nilai e dan cs

pada saat n =0

x(pCp)s
(Grst2k p)+xthp—ks) ) ((1—x>+ <ﬁ)>
FsF2k ) —2x(ky—Fs) (ca)

™

( ((ks+2k)+x(ks—ks)) ((1—X)+(X<(ffci§;s )) ) Pr

(kst2ky)—2x(ky—Fks)

erf (0)+cs
oleh karena er f(0) = 0 maka diperoleh
Cy = 1

pada saat n =

(ks+2kp)—2x(kf—ks)

(ks +2kp)+x(kp—ks)) ((l—x)+ ( X((F{’i‘;jf ))
(ca)

™

(ks+2kp)—2x(ks—ks)

erf (oco0)+1
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oleh karena er f(oco) = 1 maka diperoleh

x(pCp)s
(U@+2@p+xuvfkg)<O7x}¥<75£%7>>
(ks +2k ) =2x(kf—Fs) (ca)

™

( ((kst2kp)+x(ky—ks)) (“‘X)Jr (’ﬁfj; )) ) Pr

(kst2kp)—2x(kf—Fks)

atau dapat dituliskan sebagai berikut

x(pCp)s
((ks+2kf>+x<kf—ks>)<<1—x>+< (ks ))
(ca)
e

(ks+2kf)—2x(ky—ks)

1

™

x(pCp)s
(o) (o (ERET)Y
(ks t2kp)—2x(ky—Fs) "

atau

(ks+2kg)—2x(kf—ks)

x(pCp)s
((ks+2kf>+x<kf—ks>)<<1—x)+< (s >>
(ca)
e

(k‘s+2kf)72x(kffks)

( ((ks+2kp)+x(kp—ks)) ((1_X)+(%)) ) Pr

™

x(pCp)s
((ks+2kf)+x<kf—ks>)<<1—x)+< (ks

(ks+2kg)—2x(kf—ks)

N
dengan substitusi e( ) dan c; ke s maka

diperoleh
(s so) (00 ()
(ks+2ks)—2x(kg—ks) r
S e —
T
T

((@Sﬂkﬂ+x@fk@)(uﬁ+(ﬁﬁ3f>>>_PT

(ks+2ks)—2x(ks—ks)

x(pCp)s
erf E (Cks + 2k7) - x(hy — k) <(1_X)+<W)> Pro| +1
2 (ks 4 2k5) = 2x (K — ks)
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atau dapat dituliskan sebagai berikut

s (1] (2 otk (00 RN LY
2 (ks + 2ky) — 2x(ky — ks) K

x(pCp)s
(<ks+2kf)+x(kf—ks>)((1—x>+< e ))
FsF2kp)—2x(ky—Fs) (ca)

dengan substitusi e( ke s maka diperoleh

(pCp)s
(ks+2k £)+x(kf—ks) ((17 )+<X P ))
_(( Prxtip=ks)) ((1-x (pep) 7 (Pr"f)
I
S = —€

(ks+2k¢)—2x(kf—ks)

(k‘s+2k‘f)72x(kffks)

(el o (R

(e
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