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ABSTRAK

Pada  penelitian ini  dibahas  mengenai  karakterisasi  pada
magnetohidrodinamik fluida mikrokutub tak tunak yang melewati bola
dipengaruhi oleh konveksi campuran. Karakterisasi aliran fluida mikrokutub
yvang dibahas meliputi kecepatan, temperatur, dan kecepatan mikrorotasi
partikel fluida mikrokutub dilihat dari variasi parameter magnetik, konveksi
campuran, bahan mikrokutub, dan bilangan Prandtl. Untuk membahas
permasalahan tersebut, dibuat model matematika yang dibangun dari
persamaan kontinuitas, momentum, momentum angular, dan energi.
Persamaan dimensional yang terbentuk kemudian diubah menjadi persamaan
non dimensional. Selanjutnya persamaan non dimensional diubah menjadi
persamaan silmilaritas dan diselesaikan secara numerik menggunakan skema
implisit Euler. Hasil menunjukkan bahwa kecepatan semakin besar seiring
dengan meningkatnya nilai parameter konveksi campuran («). Kecepatan
semakin kecil dengan bertambahnya bilangan Prandtl (Pr), parameter bahan
mikrokutub, dan parameter magnetik (M). Temperatur fluida semakin tinggi
saat parameter konveksi campuran dan bahan mikrokutub semakin besar.
Sebaliknya, temperatur semakin rendah dengan bertambahnya parameter
magnetik dan bilangan Prandtl. Meningkatnya profil mikrorotasi seiring
dengan meningkatnya bilangan Prandtl dan pameter magnetik.  Profil
mikrorotasi semakin menurun dengan meningkatnya parameter konveksi
campuran. Semakin besar parameter bahan mikrokutub maka profil
mikrorotasi semakin rendah sampai titik tertentu kemudian berbalik menjadi
semakin tinggi.

Kata-kunci: Fluida  mikrokutub, magnetohidrodinamik, konveksi
campuran, skema implisit Euler
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THE CHARACTERIZATION OF UNSTEADY
MAGNETOHYDRODINAMIC MICROPOLAR FLUID
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Name : Mufatin Fauziyah
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Supervisors : 1. Prof. Dr. Basuki Widodo, M.Sc.
2. Dr. Dieky Adzkiya, S.Si., M.Si.

ABSTRACT

This research examines the characterization unsteady
magnetohydrodinamic micropolar fluid pass a sphere affected by mixed
convection.  the characterization consists of velocity, temperature, and
microrotation profile of fluid particle based on variation of magnetic
parameter, mixed convection parameter, Prandtl number, and micropolar
parameter. For solving this problem, we develop mathematic model that
construct from continuity equation, momentum equation, angular equation,
and energy equation. The dimensional equations that have been obtained
is converted to non dimensional equations. These equations are further
converted into similarity equations and solved numerically by using Euler
implicit scheme. The result shows that the velocity become greater with the
increasingly mixed convection parameter (a). The velocity decreases when
magnetic parameter(M ), micropolar parameter(K ), and Prandtl number(Pr)
increase.  The increasingly mixed convection and micropolar parameter
lead to the increasingly temperature. Moreover, temperature will decreases
when magnetic parameter (M) and Prandtl number (Pr) increase. When
microrotation profile increases, magnetic parameter and Prandtl number
increase. Whereas microrotation profile decreases with increasing mixed
convection parameter.  Microrotation profile increases when micropolar
parameter decreases on a point, then microrotation profile will decreases with
increasing micropolar parameter.

Key-words: Euler implicit scheme, magnetohydrodynamic, micropolar
fluid, mixed convection
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Fluida merupakan zat yang apabila diberikan tegangan geser akan berubah
bentuk secara kontinu meskipun tegangan geser tersebut sangat kecil. Zat
yang tergolong dalam fluida adalah zat cair dan gas (dalam keadaan suhu
yang sangat tinggi disebut plasma). Ditinjau dari kemampatannya, fluida
dibagi menjadi dua, yaitu fluida tak mampu mampat (incompressible) dan
fluida yang mampu mampat (compressible). Zat cair termasuk dalam fluida
incompressible dan zat gas termasuk dalam kategori fluida compressible
(Widodo, 2012). Sedangkan fluida fase cair dibagi menjadi dua, yaitu fluida
Newtonian dan fluida non-Newtonian. Pada fluida Newtonian terdapat
hubungan yang linier antara besarnya tegangan geser yang diberikan
dengan deformasi fluida. Sedangkan fluida non-Newtonian tidak memiliki
karakteristik tersebut (Streeter, 1987). Contoh dari fluida non-Newtonian
adalah cat, minyak pelumas, lumpur, dan darah.

Fluida yang digunakan dalam penelitian ini adalah fluida mikrokutub.
Fluida mikrokutub adalah fluida dengan struktur mikro, yang terdiri dari
partikel kaku yang berorientasi secara acak pada media kental yang memiliki
kemampuan mikrorotasi. Contoh dari fluida mikrokutub adalah darah hewan,
liquid crystal, dan cairan polimer (polimer adisi) (Eringen, 1965). Suatu benda
yang dilalui fluida, akan terbentuk lapisan batas di sekitar penampang benda
akibat adanya faktor gesekan dan viskositas fluida. Kecepatan, temperatur,
gaya gesek, dan gerakan mikrorotasi partikel fluida dapat dipengaruhi oleh
perpindahan panas yang terjadi di sekitar fluida yang melalui benda tersebut.
Perpindahan panas dari suatu tempat ke tempat lain yang disebabkan oleh
pergerakan fluida disebut konveksi. Konveksi secara umum dibagi menjadi
tiga, yaitu konveksi bebas, konveksi paksa, dan konveksi campuran. Konveksi
bebas disebabkan oleh gaya apung karena perbedaan temperatur fluida.
Konveksi paksa terjadi ketika fluida mengalir karena adanya kekuatan dari
luar, sedangkan konveksi campuran terjadi karena adanya gaya apung dan
kekuatan dari luar.

Dalam penelitian sebelumnya telah banyak dilakukan penelitian tentang
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permasalahan konveksi campuran atas sebuah bola karena penerapannya
yvang luas dalam bidang teknik seperti mengurangi hambatan benda dan
menghasilkan daya angkat yang cukup untuk menumpu benda pada kondisi
tertentu (Ghani, 2015). Pada penelitin ini akan dikaji tentang pengaruh
konveksi campuran dan medan magnet terhadap parameter kecepatan,
temperatur, dan mikrorotasi pada magnetohidrodinamik fluida mikrokutub
yang mengalir melewati bola. Salah satu penelitian yang berkaitan dengan
konveksi campuran pada fluida yang melewati permukaan bola diantaranya
pada penelitian yang dilakukan oleh (Ghani, 2015). Penelitian tersebut
mengkaji aliran konveksi campuran fluida viskoelastik yang melewati
permukaan sebuah bola. Dari penelitian tersebut, diperoleh model aliran
konveksi campuran yang melewati permukaan sebuah bola dan kesimpulan
bahwa semakin besar bilangan Prandtl maka menyebabkan profil temperatur
semakin kecil karena difusivitas termal yang semakin menurun.

Penelitian lain yang berkaitan adalah penelitian yang dilakukan oleh
(Mohammad, 2012). Pada penelitian tersebut dikaji pengaruh parameter
konveksi campuran, mikrorotasi, dan material dari fluida mikrokutub terhadap
separasi aliran pada lapisan batas fluida mikrokutub tak tunak yang meng
mengalir melewati bola. Dari penelitian tersebut diperoleh bahwa parameter
konveksi campuran, mikrorotasi, dan konsentrasi fluida sangat berpengaruh
terhadap aliran separasi aliran fluida, baik aliran separasi dengan arah yang
sama maupun pada arah yang berlawanan.

Magnetohidrodinamik (MHD) mempelajari tentang konduksi fluida
elektrik yang dipengaruhi oleh medan magnet. Contoh fluida yang dapat
dikonduksi adalah air garam, plasma, dan logam cair. Penelitian aliran
magnetohidrodinamik penting kaitannya dalam bidang teknik dan industri
material maju, contohnya adalah proses pendinginan reaktor nuklir,
pasokan gas alam, pertumbuhan kristal, pembangkit listrik, dan akselerator
magnetohidrodinamik.

Beberapa penelitian sebelumnya tentang magnetohidrodinamik pada
fluida mikrokutub, diantaranya (Narayana, 2013) yang melakukan penelitian
magnetohidrodinamik pada fluida mikrokutub di bawah pengaruh konveksi
bebas. Pada penelitian tersebut diamati pengaruh medan magnet terhadap
kecepatan mikrorotasi.  Penelitian tersebut juga dijelaskan bahwa nilai
parameter magnetik yang juga dipengaruhi oleh Schmidt number, Grashof
number dan parameter rotasi dapat menyebabkan prol mikro rotasi yang

dihasilkan semakin menurun. Penelitian lainnya dari (Widodo, 2016) tentang
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karakteristik lapisan batas magnetohidrodinamik pada fluida mikrokutub
yang melalui bola. Penelitian ini mengkaji pengaruh medan magnet terhadap
distribusi kecepatan, mikrorotasi dan koefisien gesekan pada aliran fluida
mikrokutub magnetohidrodinamik secara numerik menggunakan metode beda
hingga skema Keller-Box. Hasil penelitian menunjukkan bahwa distribusi
kecepatan naik dan mikrorotasi menurun jika variabel magnetik dan parameter
mikrokutub bertambabh.

Penelitian lain yang berkaitan dengan magnetohidrodinamik pada fluida
mikrokutub dilakukan oleh (Pratomo, 2017) tentang magnetohidrodinamik
tak tunak pada fluida mikrokutub pada lapisan batas yang dipengaruhi
medan magnet. Dari penelitian tersebut diperoleh bahwa semakin besar
parameter magnetik maka semakin meningkat pula profil kecepatan aliran
fluida mikrokutub, semakin besar parameter bahan maka semakin menurun
profil kecepatan aliran fluida mikrokutub, semakin besar pameter magnetik
maka profil mikrorotasi akan untuk n=0 dan semakin besar untuk n = 0,5
dan n = 1.

Pada  penelitian ini  dibahas  mengenai  karakterisasi  pada
magnetohidrodinamik fluida mikrokutub tak tunak yang melewati bola
dipengaruhi oleh konveksi campuran. Karakterisasi aliran fluida mikrokutub
yang dibahas meliputi kecepatan, temperatur, dan kecepatan mikrorotasi
partikel fluida mikrokutub dilihat dari variasi parameter magnetik, konveksi
campuran, bahan mikrokutub, dan bilangan Prandtl. Untuk membahas
permasalahan tersebut, akan dibuat model matematika yang dibangun
dari persamaan kontinuitas, momentum, momentum angular, dan energi.
Selanjutnya model matematika yang telah diperoleh akan diselesaikan
secara numerik menggunakan metode beda hingga skema implisit Euler dan

disimulasikan menggunakan software MATLAB.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian dari latar belakang di atas, maka dapat dibuat rumusan

masalah sebagai berikut.

1. Bagaimana membangun model matematika dari magnetohidrodinamik
fluida mikrokutub tak tunak yang melewati bola di bawah pengaruh

konveksi campuran dan medan magnet?

2. Bagaimana pengaruh parameter konveksi campuran, mikrokutub,

magnetik terhadap kecepatan, temperatur, dan kecepatan mikrorotasi



1.3

partikel fluida pada model matematika magnetohidrodinamik fluida
mikrokutub tak tunak melewati bola yang diselesaikan secara numerik

menggunakan skema implisit Euler?

Batasan Masalah

Dalam rencana penelitian tesis ini diberikan beberapa batasan masalah

dengan rincian sebagai berikut.

1.

1.4

Aliran fluida mengalir dari bawah ke atas.

Geometri benda yang diamati pada penelitian ini adalah bola pejal

bermuatan magnet.

. Penelitian difokuskan pada lapisan batas yang terletak pada titik

stagnasi bawah yaitu x = 0.

. Fluida yang digunakan adalah fluida mikrokutub.
. Aliran fluida yang digunakan adalah tak tunak dan incompressible.

. Pengaruh konveksi campuran dilihat dari variasi parameter konveksi

campuran.

Untuk mendapatkan penyelesaian numerik dari persamaan pembangun

digunakan skema implisit Euler.

Tujuan Penelitian

Tujuan yang ingin dicapai dalam perencanaan penelitian tesis ini adalah

sebagai berikut.

1.

Membangun model matematika dari aliran fluida mikrokutub
magnetohidrodinamik tak tunak yang melewati bola dibawah pengaruh

konveksi campuran dan medan magnet.

. Merancang solusi numerik model matematika dari aliran fluida

mikrokutub magnetohidrodinamik tak tunak yang melalui bola di bawah

pengaruh konveksi campuran dan medan magnet.

. Menganalisis pengaruh parameter konveksi, mikrokutub, bilangan

Prandtl, dan magnetik terhadap kecepatan, temperatur, dan kecepatan

mikrorotasi partikel fluida.



1.5 Manfaat Penelitian
Dengan dilakukannya penelitian ini diharapkan dapat memberikan manfaat

sebagai berikut.

1. Sebagai bentuk pengembangan ilmu matematika terapan di bidang
teknologi dan industri misalnya pada pengeboran minyak, proses

pendinginan reaktor nuklir, dan pembangkit listrik.

2. Sebagai bentuk kontribusi mengenai penerapan skema implisit Euler
pada magnetohidrodinamik fluida mikrokutub tak tunak yang melewati

bola yang dipengaruhi konveksi campuran dan medan magnet.






BAB 2
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI

Dalam bab ini dibahas mengenai kajian pustaka dan dasar teori yang

berkaitan dengan topik penelitian tesis.

2.1 Penelitian-Penelitian Terkait
Penelitian-penelitian terkait yang pernah dilakukan sebelumnya adalah

sebagai berikut.

1. Incompressible And Steady Mixed Convection Flow Past Over A Sphere
(Ghani, 2015) Dalam penelitian ini dibahas mengenai aliran tunak pada
fluida visko-elastis yang mengalir melaului bola. Penelitian ini membahas
pengaruh bilangan Prandtl dan parameter visko-elastis pada kecepatan
dan temperatur aliran fluida dengan adanya konveksi campuran secara
numerik dengan menggunakan metode beda hingga skema Keller-
Box. Hasil penelitian menunjukkan bertambahnya bilangan Prandtl
menyebabkan semakin turunnya jecepatan dan temperatur fluida.
Bertambahnya parameter visko-elastis seiring dengan bertambahnya

temperatur dan berkurangnya kecepatan fluida.

2. The  Characterization  of  Boundary  Layer  Flow In  The

Magnetohydrodynamic —~ Micropolar Fluid Past A  Solid Sphere
(Widodo,dkk, 2016a)
Pada tahun 2016, Widodo, dkk telah melakukan penelitian
mengenai karakteristik aliran lapisan batas pada fluida mikrokutub
magnetohidrodinamik yang melewati bola pejal. Penelitian ini mengkaji
pengaruh medan magnet terhadap distribusi kecepatan, mikrorotasi dan
koefisien gesekan pada aliran fluida mikrokutub magnetohidrodinamik
secara numerik menggunakan metode beda hingga skema Keller-Box.
Diasumsikan tidak ada induksi medan magnet pada aliran fluida.
Hasil penelitian menunjukkan bahwa distribusi kecepatan naik dan
mikrorotasi menurun jika variabel magnetik dan parameter mikrokutub
bertambah.



3. Magnetohidrodinamik yang Tak Tunak Pada Lapisan Batas yang
Mengalir Melalui Bola Di Dalam Fluida Mikrokutub Di Bawah Pengaruh
Medan Magnet (Pratomo, 2017)

Pada tahun 2017, Pratomo mengkaji mengenai magnetohidrodinamik
tak tunak pada lapisan batas yang mengalir melalui bola di dalam
fluida mikrokutub yang dipengaruhi medan magnet. Penelitian
ini membahas pengaruh parameter magnetik dan parameter bahan
(micropolar) terhadap kecepatan aliran fluida dan kecepatan mikrorotasi
secara numerik menggunakan metode beda hingga skema Keller-Box.
Induksi magnet pada penelitian ini tidak diabaikan dan bola yang
digunakan adalah bola pejal bermagnet. Hasil penelitian menunjukkan
semakin besar parameter magnetik maka semakin meningkat pula profil
kecepatan aliran fluida mikrokutub, semakin besar parameter bahan
maka semakin menurun profil kecepatan aliran fluida mikrokutub,
semakin besar pameter magnetik maka profil mikrorotasi akan untuk

n=0 dan semakin besar untuk n = 0,5 dan n = 1.

Tahun 2016 Tahun 2017
(Widodo, dkk) (Pratomo)

Tahun 2015
(Ghani)

Flu1dc1a:-wsl<loela§tllk Fluida: mikrokutub, bermagnet Fluida: mikrokutub
. Benda: Bo ahsza i Benda: Bola pejal Benda: Bola pejal bermagnet
Adanya pengaruh konveks Adanya pengaruh medan magnet Adanya pengaruh medan magnet
I ;a;np:ran el Induksi magnet diabaikan Induksi magnet tidak diabaikan
etode: be ;O;ngga etler Metode: Beda hingga Keller-Box Metode: Beda hingga Keller-Box
- T

Tahun 2018
(Penelitian yang dilakukan)

L4

Fluida: mikrokutub
Benda: Bola pejal bermagnet
Adanya pengaruh medan magnet dan konveksi
campuran
Metode: Beda hingga skema implisit Euler

Gambar 2.1: Roadmap Penelitian

2.2 Fluida
Fluida merupakan zat yang berubah bentuk secara terus menerus bila

terkena tegangan geser, meskipun tegangan geser tersebut sangat kecil. Zat di



alam semesta yang termasuk fluida adalah zat cair dan gas (Widodo, 2012).
Tegangan geser adalah tegangan yang bekerja sejajar atau menyinggung
permukaan. Tegangan geser dapat diperoleh dengan membagi gaya geser

terhadap luas.

Ss

dengan,

T = tegangan geser (=)
F,; = gaya geser (N)

A = luas bidang geser (m?)

Fluida fase cair dibagi menjadi dua, yaitu fluida Newtonian dan fluida
non-Newtonian. Pada fluida Newtonian terdapat hubungan yang linier antara
jumlah tegangan geser yang diberikan dengan deformasi fluida. Sedangkan
fluida non-Newtonian tidak memiliki karakteristik tersebut (Streeter, 1987).

Fluida mikrokutub termasuk dalam fluida non-Newtonian.

2.3 Fluida Mikrokutub

Fluida mikrokutub diperkenalkan oleh Eringen (1964). Fluida mikrokutub
adalah fluida dengan struktur mikro yang terdiri dari partikel kaku yang
berorientasi secara acak pada media kental yang memiliki kemampuan
mikrorotasi.  Partikel kaku yang terkandung di dalam elemen volume
kecil yang dapat memutar pusat volume dijelaskan oleh vektor mikrorotasi
(Narayana, 2013) (Widodo,dkk, 2016a). Fluida mikrokutub memberi reaksi
pada gerakan mikrorotasi dan putaran inersia, sehingga mendukung couple
stress dan mendistribusikan body couple (Eringen, 1965). Dalam kehidupan
sehari-hari, fluida yang termasuk golongan mikrokutub adalah cairan koloid,
suspensi polimer, dan darah.

Fluida mikrokutub memiliki mikrorotasi dan kecepatan yang lebih rendah
dibandingkan dengan fluida Newtonian. Kecepatan aliran fluida dalam lapisan
batas meningkat dibandingkan dengan jika tidak ada mikrorotasi pada lapisan
batas (Abdel-Rahman, 2009).

2.4 Aliran Fluida Berdasarkan Waktu
Aliran fluida yang memiliki pengaruh terhadap perubahan waktu pada
umumnya dibagi menjadi dua, yaitu : (Widodo, 2012)

1. Aliran Tunak (Steady State) berarti kecepatan aliran fluida tidak
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dipengaruhi oleh perubahan waktu. Pada aliran tunak berlaku :

ou
E—O

2. Aliran Tak Tunak (Unsteady State) berarti kecepatan aliran fluida

dipengaruhi oleh perubahan waktu. Pada aliran tak tunak berlaku :

ou
a7

2.5 Bilangan Non-Dimensional

Konveksi panas terjadi pada saat partikel-partikel fluida mengalami
pergerakan akibat adanya perbedaan temperatur. Berdasarkan persamaan
tersebut, pada konveksi panas terdapat beberapa bilangan non-dimensi yang
terkait dengan kecepatan aliran, viskositas dan temperatur diberikan sebagai
berikut.

2.5.1 Bilangan Non-Dimensi Reynolds (Re)

Bilangan non-dimensi Reynolds adalah suatu bilangan non-dimensi yang
menganalisa gaya inersia fluida. Jenis aliran fluida dan gaya gesekan yang
terjadi dengan permukaan fluida menentukan besarnya bilangan Reynold.
Bilangan non-dimensi Reynolds adalah ukuran relatif jenis aliran fluida, seperti
aliran laminar, aliran transisi, atau aliran turbulen didalam pipa, lapisan batas,
atau disekitar benda yang terendam. Bilangan non-dimensi Reynolds dapat

dituliskan sebagai berikut.

R Gayalnersia
e =
GayaViskositas
Uso
Re = ¢
v
dengan:

U : kecepatan pada aliran bebas (m/s)
p : densitas fluida

v : viskositas kinematik fluida

10



2.5.2 Bilangan Non-Dimensi Grashof (Gr)

Bilangan non-dimensi Grashof adalah perbandingan gaya apung buoyancy
force terhadap gaya viskos dalam aliran fluida. Bilangan non-dimensi Grashof

dapat dituliskan sebagai berikut.

96<Tw - Too)a3

Gr = 2 (2.6)
dengan:
g : gaya gravitasi

B koefisien muai panas

a : panjang karakteristik suatu benda yang dilewati fluida
v viskositas kinematik

T, : temperatur permukaan fluida

T, : temperatur fluida

2.5.3 Bilangan Non-Dimensi Prandtl (Pr)

Bilangan Prandtl adalah perbandingan antara ketebalan lapis batas
kecepatan dengan ketebalan lapis batas termal. Lapisan batas termal
adalah daerah dimana terdapat perubahan suhu dalam aliran akibat proses
pertukaran kalor antara fluida dan dinding. Bilangan Prandtl dapat
dinyatakan sebagai berikut.

Pr =

|?r|b S

v
A

3
<

dengan:
v : viskositas kinematik fluida
A @ difusifitas termal
1 @ viskositas dinamik fluida
¢ : konduktivitas panas fluida
¢p : panas jenis pada tekanan konstan

Viskositas kinematika disebut sebagai difusivitas molekular momentum
karena merupakan ukuran kecepatan perpindahan momentum antara molekul-
molekul. Diffusivitas termal fluida disebut juga sebagai difusivitas molekular
panas karena berkaitan dengan ukuran perbandingan antara penerusan panas

dan kapasitas penyimpanan energi molekul-molekul.
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2.6 Aliran Lapisan Batas

Lapisan batas adalah suatu lapisan yang terbentuk di sekitar penampang
suatu benda yang dilalui fluida akibat faktor gesekan dan viskositas
fluida. Teori lapisan batas dikemukakan oleh Ludwig Prandtl seorang ahli
aerodinamika asal Jerman pada tahun 1904. Sebelumnya pada tahun 1755,
seorang ahli hidrodinamika bernama Leonhard Fuler mengemukakan aliran
tanpa gesekan dan kemudian dinyatakan ke dalam persamaan Euler. Dengan
banyaknya kontradiksi terhadap hasil eksperimennya, persamaan FEuler
dijelaskan dan dikaji lebih rinci untuk kondisi aliran bergesekan oleh Navier
pada tahun 1827 dan oleh Stokes pada tahun 1845 yang sekarang dikenal
dengan persamaan Navier-Stokes.

Aliran fluida pada lapisan batas menurut pebandingan gaya-gaya inersia
beserta viskositasnya pada usulan penelitian ini adalah jenis aliran laminer.
Aliran laminer adalah aliran yang partikel-partikelnya bergerak teratur
mengikuti lintasan yang saling sejajar. Aliran ini terjadi ketika bilangan
Reynolds fluida kurang dari 500 (Re < 500) atau pada saat fluida bergerak
perlahan dengan kecepatan yang kecil dan atau fluida memiliki tingkat

kekentalan yang besar.

2.7 Magnetohidrodinamik

Istilah magnetohydrodynamic terdiri dari kata magneto yang berarti
medan magnetik, hydro yang berarti cairan/fluida, dan dynamic yang berarti
pergerakan.  Magnetohidrodinamik (MHD) adalah sebuah bidang yang
mempelajari tentang pergerakan elektromagnet dan mekanika fluida untuk
medeskripsikan aliran konduksi fluida elektrik. (Batista, 2010). Fluida yang
dimaksud dapat berupa plasma, logam cair, darah atau air garam. Dalam
penelitian ini magnetohidrodinamik dapat diartikan sebagai dinamika atau
pergolakan yang terjadi pada fluida yang bersifat konduktor yang dipengaruhi
medan magnet.

Fluida yang memiliki karakteristik MHD memiliki kemampuan
mengendalikan ~ separasi  aliran,  memanipulasi aliran fluida dan
mengoptimumkan perpindahan panas dari fluida konduktor viskos maupun
mikrokutub.

Bentuk persamaan MHD yaitu persamaan-persamaan fluida yang meliputi
persamaan kontinuitas, persamaan energi, dan untuk persamaan pada

medan magnetnya menggunakan persamaan Maxwell. Berikut ini adalah
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persamaan-persamaan dasar untuk membuat persamaan MHD yang ideal
(Ningtyas, 2016):
1. Persamaan momentum
dv
—=-Vp+J xB
P I D

2. Persamaan konservasi massa

Ou

8ter(V-V):O

3. Persamaan konservasi energi

@(H) =
4. Persamaan Maxwell
1
V-E=—p

€0
V-B=0

0B

E-_—

V x oy

OE
\V4 B = ] i
X Ho + Eolho M

B = medan magnet (0,0, B)
E = medan listrik (0,0, E)

V = kecepatan massa plasma
J = kerapatan arus

p = Inassa jenis

p = tekanan plasma

t = waktu

o = permeabilitas ruang hampa 47 x 107" N/A
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Pada persamaan MHD di atas, persamaan maxwell V - E = %p tidak
digunakan. Persamaan V - B = 0 hanya digunakan saat kondisi awal saja.
Selain itu, untuk kecepatan rendah, perpindahan arusnya bisa diabaikan atau

dianggap nol . Sehingga persamaan umum dari MHD menjadi :

0B
VX E=S
dp
E‘FP(V'V)—O

dv
— =— JxB
P Vp+J x

VXBIILL()J

2.8 Konveksi Campuran

Pada umumnya, terdapat tiga tipe dari perpindahan panas yaitu konduksi,
konveksi dan radiasi. Jenis umum pada perpindahan panas yang biasanya
terjadi diantara fluida adalah konveksi. Laju perpindahan panas konveksi

dirumuskan melalui hukum pendinginan Newton yang dinyatakan dengan:

Qconv - hA(Ts - Tf)

atau

AQ

h= AT

() = laju perpindahan panas konveksi (17)

w_
m2K

A = luas permukaan konveksi (m?)

h = koefisien konveksi

T, = suhu permukaan sementara (K)
Ty = suhu fluida (K)

Koefisien konveksi merupakan parameter yang diperoleh berdasarkan
experiment, nilainya bergantung kepada kepada semua veriabel yang

mempengaruhi proses konveksi seperti geometri permukaan, sifat aliran

14



fluida, properti fluida dan kecepatan fluida.

Konveksi secara umum dapat dibagi ke dalam tiga jenis, yaitu konveksi
bebas (alamiah), konveksi paksa dan konveksi campuran. Konveksi bebas
adalah ketika aliran dipengaruhi oleh perbedaan temperatur atau bisa disebut
efek gaya apung (Tafrikan, 2015). Konveksi bebas terjadi karena fluida
bergerak secara alamiah dimana pergerakan fluida tersebut disebabkan oleh
perbedaan masa jenis fluida akibat adanya variasi suhu pada fluida tersebut.
Fluida yang suhunya tinggi menjadi lebih ringan dan mulai bergerak ke atas.

Sedangkan konveksi paksa menggambarkan perpindahan panas pada
fluida yang sangat dipengaruhi oleh kekuatan dari luar. Konveksi paksa
terjadi karena bergeraknya fluida bukan karena faktor alamiah (Kasim, 2014).
Fluida bergerak karena adanya alat yang menggerakkan fluida tersebut,
misalnya kipas pompa, blower, dsb. Konveksi campuran adalah konveksi yang

dipengaruhi oleh gaya apung dan kekuatan dari luar.

2.9 Skema Implisit Euler

Metode implisit euler menggunakan beda mundur dan beda tengah
pada Deret Taylor dengan akurasi pada order pertama. Misalkan terdapat

persamaan differensial berikut:

Ou _ Ou
ot~ oy
(@_ @)n’
ot 02y’

untuk n’ = n + 1, Skema implisit euler adalah:

n+l _  n n+l _ n+1 n+1
u; uj _qu+1 2uj +u;’y

At AZy

dengan 8 = v-4L, diperoleh persamaan berikut:
A2y

up = —Pui + (1+ 28)u ™ — Bupt
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G-1,n+1) (LJH') G+1,n+1)

n+1 e

a.m

y

yi-1 yi yi+1

Gambar 2.2: Skema Implisit Euler

atau

n+1 n+1 n+1
Dj = ajujiy +bjui™ + cju]

Terdapat tiga suku yang tidak diketahui yaitu u?jr'll,u?“,unfll. Untuk

memperoleh solusi, akan dibentuk matrlks Ar=1»

n+1
bl aq Uy Dl
Co b2 (05} U§+1 DQ
n+1
-1 by—1 an— Upr—1 Dy
n+1
bM aM_ L Ups i | DM_

atau bisa ditulis

blun+1 + a; un+1 — D1
couf T boul Tt - a2u§+1 = Do
1 1
Cm— lun+ + bm 1U + A1 U n+ - Dm—l
Cntu" T + bputt =D,

Untuk menyelesaikan sistem persamaan tersebut, dalam penelitian ini
akan digunakan Algoritma Thomas. Algoritma Thomas adalah salah satu

penyelesaian matriks tridiagonal yang efisien (Wei, dkk, 2013). Algoritma
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Thomas mempunyai dua tahap yaitu: eliminasi maju dan subtitusi mundur.
Pada tahap pertama, diagonal bawah dieliminasi menggunakan prinsip
eliminasi gaussian:

Mengalikan baris pertama dengan c,

Cleu?H + Cgalungl =co Dy
(2.1)
Mengalikan baris kedua dengan b,
blcgu’fﬂ + blb2u3+1 + blagungl = b1D2
(2.2)
Mengurangkan Persamaan (2.1) dari Persamaan (2.2),diperoleh
(blbg — Czal)Ungl + b1a2ug+1 = b1D2 — Cng
(2.3)
Membagi Persamaan (2.3)dengan by
(bg — %)U;H_l + GQUQ-H = D2 — ng
bl bl
(2.4)
Misalkan
CaQ1
bV =by— —
27
dan
D' =Dy— 2D,
b

Persamaan (2.4) dapat ditulis
Vustt + apuytt = D/
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Selanjutnya proses eliminasi dilanjutkan sampai baris ke—m sehingga diagonal

bawah tereliminasi seperti matriks berikut

_ 41
bl aq U? D1
/ n+1 /
/ n+1 !
by—1 anm—1 Upr M—1
/ n+1 /
L by | L un L Dy |

Pada tahap kedua dilakukan subtitusi mundur dengan:

n+l __ D_;y[
M T,
Selanjutnya dilakukan subtitusi mundur untuk memperoleh solusi ul;!;

sampai dengan uf*'. Secara umum, untuk memperoleh solusi u!*' dapat

menggunakan persamaan berikut.

1 D/~7a"u,'+1 .
u;-”r =S4V j=M-1,M-2,..,2,1
J
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BAB 3
METODE PENELITIAN

3.1 Tempat Penelitian

Penelitian ini dilaksanakan di laboratorium Pemodelan Matematika dan
Simulasi Sistem, Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu

Pengetahuan Alam, Institut Teknologi Sepuluh Nopember Surabaya.

3.2 Tahapan Penelitian
Tahapan yang dilakukan dalam penelitian adalah:

1. Tahap Persiapan
Pada tahap ini akan dikumpulkan beberapa referensi yang mendukung
penelitian baik dari buku maupun jurnal ilmiah. Selain itu pada
tahap ini akan dikaji model model matematika aliran fluida tak tunak
pada lapisan batas magnetohidrodinamik aliran fluida mikrokutub
yang melalui suatu bola. Setiap model matematika mempunyai sifat
dan karakteristik tertentu, sehingga untuk mengembangkan model
matematika tersebut perlu dikaji terlebih dahulu agar mendapatkan

model matematika yang sesuai dengan yang diharapkan.

2. Tahap Pemodelan
Pada tahap ini akan dilakukan dalam beberapa langkah:

(a) Penurunan persamaan konversi massa dan hukum-hukum
Fisika yang berkaitan dengan permasalahan untk mendapatkan

persamaan pembangun yang dikaji.

(b) Penentuan kondisi batas dengan melakukan pengamatan terhadap

aliran fluida yang melewati bola.

(c) Persamaan kemudian diubah secara berturut-turut menjadi model

dimensional dan model non-dimensional.

(d) Persamaan non dimensional yang diperoleh diubah ke persamaan

similaritas menggunakan fungsi alir.
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. Tahap Penyelesaian Model
Persamaan non-dimensional yang telah diperoleh diselesaikan dengan

skema implisit Euler. Langkah-langkah sebagai berikut:

(a) Persamaan similaritas yang telah diperoleh didiskritisasi

menggunakan beda mundur dan beda tengah deret Taylor.

(b) Menyelesaikan sistem persamaan yang diperolehvmenggunakan

Algoritma Thomas.

. Tahap Pembuatan Program dan Simulasi

Pada tahap ini akan dilakukan pembuatan program dan simulasi.
Algoritma dari model yang diperoleh, diimplementasi dalam bentuk
program dengan menggunakan program Matlab. Program yang telah
dibuat dijalankan dengan memasukkan inputan dan dianalisis hasil
luaran numeriknya.  Tahap pembangunan model matematika dari
aliran fluida tak tunak pada lapisan batas magnetohidrodinamik aliran
fluida mikrokutub yang melalui suatu bola sampai pada hasil output
program divalidasi kembali. Program yang telah dibuat selanjutnya akan
dilakukan simulasi dengan menggunakan beberapa nilai pada parameter

dan variabel inputan.

. Tahap Analisis dan Pembahasan

Tahap ini akan berisi analisis dan pembahasan dari hasil simulasi
untuk mengetahui pengaruh konveksi campuran dan medan magnet
dalam magnetohidrodinamik tak tunak yang melalui bola di dalam
fluida mikrokutub terhadap terhadap kecepatan mikrorotasi partikel dan

kecepatan pada lapisan batas dan selanjutnya akan dibuat kesimpulan.
. Pembuatan Laporan

. Diseminasi hasil penelitian
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BAB 4
MODEL MATEMATIKA

Bab ini menjelaskan tentang persamaan pembangun untuk membangun
model matematika dari magnetohidrodinamik fluida mikrokutub yang
melewati bola dipengaruhi oleh konveksi campuran.  Model dibangun
dengan penurunan hukum konservasi massa, prinsip konservasi momentum
dan momentum angular, dan hukum termodinamika I. Dari hukum-hukum
tersebut dapat dibangun persamaan kontinuitas, persamaan momentum,
persamaan momentum angular, dan persamaan energi. Model berdimensi
yang terbentuk kemudian ditransformasikan ke dalam model matematika
tak berdimensi menggunakan variabel tak berdimensi. Selanjutnya model
matematika tak berdimensi diubah menjadi persamaan similaritas dengan
menggunakan fungsi alir dan variabel similaritas yang sesuai.

Pada penelitian ini yang diamati adalah fluida mikrokutub yang mengalir
melewati bola pejal bermagnet pada lapisan batas, khususnya di titik stagnasi
bawah. Gambaran dari koordinat bola dapat dilihat pada Gambar 4.1.

Untuk menggambarkan lapisan batas yang berupa elemen-elemen kecil dan

Gambar 4.1: Koordinat Bola

tipis yang terbentuk dari hasil gesekan antara fluida dengan permukaan bola
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bermagnet, maka digambarkan sistem fisis seperti pada Gambar 4.2.

Pada Gambar 4.2 aliran fluida mikrokutub bergerak dari bawah ke atas.

Magnetic solid sphere

Boundary layer

L -

Gambar 4.2: Sistem Fisis Fluida yang Melewati Bola Pejal

Aliran fluida yang diamati adalah di sekitar titik stagnasi bawah. Pada daerah
tersebut, akan diamati kecepatan, temperatur, dan profil mikrorotasi partikel
fluida mikrokutub.

4.1 Persamaan Pembangun
4.1.1 Persamaan Kontinuitas

Massa dari suatu sistem dapat didefinisikan sebagai jumlahan semua
kerapatan (densitas) per satuan volume dari suatu sistem. Secara matematis
ditulis sebagai berikut (Munson, 2012):

M, — / pdV (4.1)
sys

Hukum konservasi massa menyatakan bahwa massa dari suatu sistem
adalah tetap atau laju perubahan massa dari suatu sistem terhadap waktu

adalah nol. Secara matematis dapat ditulis sebagai berikut:

DMsys
Dt

=0 (4.2)

Untuk sebuah sistem dan sebuah volum yang tetap dan tidak berdeformasi

berlaku Teori Transpor Reynold, yaitu laju perubahan massa terhadap waktu
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pada suatu sistem dapat ditulis dalam bentuk:

0

5% p av +/ pV.ndA=0 (4.3)

atau dapat ditulis:

gt/ pdV = —/ pV.n dA (4.4)

Persamaan (4.4) menunjukkan bahwa laju perubahan massa pada volume yang
tetap sama dengan flux massa yang melewati permukaan. Integral permukaan
dapat diubah ke bentuk integral volume dengan teorema Differgensi Gauss

sebagai berikut:

o / V(pv)d / (pv).ndA

Sehingga Persamaan (4.4) dapat disederhanakan sebagai berikut:

0 0
at/ pdV = a/cvv-(pv) av

0 0
a/wpdV%—a/wV-(pv)dV—O (4.5)

Persamaan kontinuitas dapat dituliskan dalam bentuk differensial.

Sehingga Persamaan (4.5) dapat ditulis menjadi:

dp
— V) =
8t+v (pV) =0

Bt +V- (pV)] =0 (4.6)

dengan V = %i—l— (%j + %k: dan V(u, v, w) adalah vektor kecepatan dari fluida

terhadap posisi, maka Persamaan (4.6) dapat ditulis sebagai

[@ L Olpa)  O(po) 3(@)} _0

ot o1 Bl BB

Op  Olpu)  O(pv)  O(pw)

ot oz B oz "
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8p _dp ou dp v 8p ow 0

o e tPar Tla tPay e TP T
op _O0p _Op _0Op ou O0v Ow
o T Tor e e TG T T aE T

Fluida yang digunakan pada penelitian ini adalah fluida yang bersifat

0

incompressible. Oleh karena itu densitas bernilai konstan maka % = % =
g—’; = % = 0. Sehingga diperoleh persamaan kontinuitas:
oru  O0rv  Orw
=0 (4.7)

0z oy oz

Penelitian ini dilakukan pada bola pejal. Persamaan yang telah terbentuk
diubah menjadi persamaan non dimensional. Persamaan non dimensional
selanjutnya diubah menjadi persamaan similaritas menggunakan fungsi alir
dan variabel similaritas. Fungsi alir mempunyai dua komponen, sehingga
kecepatan hanya terdapat pada sumbu-x dan sumbu-y saja. Oleh sebab itu

diperoleh persamaan kontinuitas sebagai berikut:

oru  0rv

T 4.

oz oy 0 (4.8)
atau

V-V=0 (4.9)

4.1.2 Persamaan momentum

Persamaan momentum dibangun dari Hukum Newton II. Hukum Newton
IT menyatakan bahwa laju perubahan momentum dari suatu partikel fluida
sama dengan jumlah gaya yang bekerja pada partikel tersebut (Versteeg, 2007).
Karena momentum merupakan perkalian massa dengan kecepatan dan massa
partikel dapat didefinisikan sebagai pdV', maka Hukum Newton II yang berlaku

dalam suatu sistem dapat dinyatakan sebagai berikut.

%///VdeV—l—//SpVV.dS:///VFdV (4.10)

Dengan menggunakan Teorema Green, integral permukaan pada persamaan di

atas dapat diubah. Sehingga Persamaan (4.9) menjadi

///p—dv+///vpv.VVdvz///Vde
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///—+V VV)dV) ///FdV

V- (V V)= (V.VV) + (V(V.V))

Karena

dan berdasarkan persamaan kontinuitas, yaitu V - V = 0 maka
V- (VV)=(V.VV)

sehingga Persamaan (4.9) menjadi:

// —+ (V.VV)) :///Vde (4.11)

Jika ditulis dalam bentuk turunan, maka persamaan momentum dapat ditulis

sebagai berikut

DV
T _F 4.12
T (4.12)

F adalah total gaya yang bekerja pada unit volume. Gaya yang bekerja
dalampartikel fluida dibedakan menjadi dua, yaitu gaya permukaan dan gaya
body. Gaya permukaan F; dipengaruhi oleh tekanan dan kekentalan fluida.
Sedangkan dalam penelitian ini gaya body meliputi gaya magnetik (F,,), gaya
apung (F,), dan gaya angular (F,). Sehingga persamaan momentum dalam

penelitian ini dapat ditulis menjadi

oV
EJrVVV F,+F,+F,+F, (4.13)

1. Gaya Magnetik
Gaya magnetik(F,,) yang bekerja dalam aliran fluida dapat dinyatakan

dengan rumus berikut.
F,=E+JxB (4.14)

E = medan listrik
J = massa jenis arus

B = total medan magnet
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Massa jenis arus dapat dinyatakan sebagai berikut:
J=0(E+V xB) (4.15)

o = konduktivitas listrik
Dengan subtitusi Persamaan (4.14) ke Persamaan (4.13) diperoleh

persamaan berikut.
F,=E+¢E+VxB)xB (4.16)

Pada penelitian ini diasumsikan bahwa dalam aliran fluida tidak ada
tegangan listrik, sehingga E = 0. Oleh karena itu Persamaan (4.15)
dapat dituliskan sebagai berikut.

F,=0(VxB)xB (4.17)

B adalah total medan magnet yang merupakan jumlahan dari medan
magnet bola pejal By dengan medan magnet dari fluida yang terinduksi
oleh bola pejal (b).

B=B;+b

Pada penelitian ini induksi magnetik diabaikan dikarenakan bilangan

Reynold sangat kecil. Sehingga diperoleh persamaan berikut.
F,, = (c(V x By)) x By (4.18)

dengan
(V x By) = (vBy)i — (uBy)j + 0k
(V X Bo) X BO = —U(Bo)QZ — 'U(Bo)Qj

sehingga persamaan (4.17) menjadi:
F,, = o(—u(By)?, —v(By)?) (4.19)

F,, = —0(By)?*-V (4.20)

Karena dalam penelitian ini yang bermuatan magnet adalah benda dan
benda melepaskan medan magnet ke fluida, maka yang gaya magnet yang

mempengaruhi adalah —F,,.

2. Gaya Permukaan

26



Gaya permukaan (F) merupakan gaya internal pada fluida yang meliputi

tegangan normal (o) dan tegangan geser(T).

Gaya permukaan yang

bekerja pada elemen fluida dapat dinyatakan dalam bentuk tegangan-

tegangan yang bekerja pada permukaan seperti pada gambar berikut:

Ty &
[0+ 52

a

da,, &
5x6z [0'),}.+—y— 6x6z 1,

3y 2. ay 2 ay 2
1/
at,., 6x
87, 8 e %f] ,
[‘rxzfﬁ—x]é‘yﬁz | [T’”y+ ax 2 ooz
ax 2 — T +6p6x sus
[ da, 6x]66 | _[p ax 2197
e — vz &
apgx 2 | Sy g, 6x
p—a—? Syéz —>7 | > [0x+?7]5y62
a7,,
0ty gé‘ﬁz ST T T T \—\[7, +%7x6y62
-‘J’ ox 2 / x
6z
ot

Gambar 4.3: Komponen Tegangan pada Permukaan Elemen Fluida

Jumlah gaya permukaan dalam arah-x untuk suatu elemen kecil dari

fluida dapat diuraikan sebagai berikut:

I op ox 004, 0
F,, = _p— 5% 9 } oydz — [p+ 9% 2 } oydz + [am + o } oydz
004, 0T OTye 0Y O0Tyz 0Y
Onz = - } dydz + {Tyx + 9y 2 1 dxdz |:’7'xy 95 2 d0xdz
I OT.p 02 8Tzz 0z
+ _sz + 5z } dxdy — [ EE } dzdy
op Oo or, or
O aw v 2 4.21
5”” ( or  Ox D 0z ) (421)

Dalam arah-y, jumlah gaya permukaan dapat diuraikan sebagai berikut:

_ 0Opdy op oy Joyy 5y
F,, = - == — =<
sy 83}2]55 {—i—a 2}5$52+{0yy+ 95 dxdz
0oy, 0y OTyy 0T 87@ ox
_ayy 95 2 } dxdz + |:Txy + 97 9 0Y0z — |Tay 9z o 0yoz
+ |7yt 8;;’ 62} dydx — {sz agzy 52} dydx
8p Jdo. or, or
F. = vy Y 2l 4.22
Y ( oy 0y 0z 0z ) (422)
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Sedangkan dalam arah-z, jumlah gaya permukaan dapat diuraikan

sebagai berikut:

| 0Opoz _  0pdz 00.. 0z
F,. = [p — &?} oxdy — {p—f— &?} oxdy + [O‘ZZ + eE ?} 0xdy
00,,0z 0Ty, O 0Ty 0
— 0. — 55 E]5x5y+ |:7'm + 5 7] oydz — |:7'm T ?} oydz
07y 0y 07y, 0y
+ [Tyz+ 95 2 } dxdz — [Tyz " 2 0z0x

P — ( op N 00, N 8sz
ozT

0z 0z

0z

N GTyz)

Untuk fluida mikrokutub dan incompressible, tegangan normal dan

tegangan geser berbanding lurus terhadap laju deformasi, sehingga dapat

ditulis sebagai berikut:

a. Tegangan normal

ou
Ozz = 2(p0 + k)%
ov
oyy = 2(p+ k)a_?j
ow
Ozz = 2(:“ + k)%

b. Tegangan geser

Toy = Ty = (W + k)

Toz = Tzx = (/4L+k:)

Ty: = Toy = (B + K)

0z
£
9z

[ Ow

+

o5 "

Q>|Qv
Q|

N

ov
0z

Q3| Q
[N

|
|

Dengan subtutusi turunan dari tegangan normal dan tegangan geser
tersebut pada Persamaan (4.21) dan (4.22) diperoleh

Fs:Fsmi+Fsyj+Fszk

Penelitian ini dilakukan pada bola pejal, sehingga kecepatan hanya

Oleh sebab itu diperoleh

terdapat pada sumbu-z dan sumbu-y saja.
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resultan gaya permukaan sebagai berikut:

Fs:sti"i_Fsyj

op 0*u *v  0*a\) .
F, = (_%4-2( +k:)@+(u+k:)< xf)y—’_(?—yQ))Z
u

op 0%v 0% ,
+ (_8_y+2<u+k)6y +(M+k>(8x8y+@)>‘j

Dari persamaan kontinutitas:

on__ov
9% 0

Sehingga diperoleh:

Bp 0*u O*u\ |
op 9*v 0*v
- k k
v ( R+ B ) g
op. Op o?u  0%*u
F. = — (X=X -
s 8:EZ+8‘7) (u+k)(a ay)
v 0?0\ |
# 00 (gt o))
F,=-Vp+ (u+k)V*V (4.23)
c. Gaya angular
Pada penelitian ini digunakan fluida mikrokutub. Pada fluida

mikrokutub, terdapat adanya mikrorotasi partikel fluida. Oleh karena
itu, terdapat pengaruh gaya angular(F,) pada sistem. Gaya angular

tersebut adalah sebagai berikut:
F,=pf+Ek(V xXN)

Untuk aliran fluida mikrokutub yang incompressible, maka koefisien

materialnya bernilai konstan, sehingga 1 > 0 dan gaya f = 0, sehingga
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gaya anglarnya menjadi:

F,=k(V x N) (4.24)
atau
ON ON
F,=k—i—k—j 4.2
a5 "oz (4.25)
Gaya apung

Gaya apung (F,) dapat didefinisikan sebagai perkalian densitas fluida
dengan gaya gravitasi bumi, atau F, = pg.Sehingga Persamaan (4.13)

menjadi

v
paa—tJrV-VV: —0(By)* - V+E(VxN)—=Vp+ (u+k)V*V + pg

Tekanan p pada Persamaan (4.23) dapat didefinisikan dengan jumlahan

tekanan hidrostatis (py) dengan tekanan dinamik(pg).

P = Ph+ Pd (4.26)

Bentuk gradien tekanan yang disebabkan oleh tekanan hidrostatis dapat

dijelaskan oleh persamaan berikut:

Vph = P8 (4.27)

Pso adalah densitas fluida di luar lapisan batas. Karena gaya gravitasi

didefinisikan oleh g = (g, g4, 0), maka gradien dari tekanan adalah:

Opn, _
Opn g
ag Pooly

Sehingga turunan tekanan p terhadap sumbu-x adalah

op  Ops Opn  Opa
“or oxr or  or P9 (4.28)

turunan tekanan p terhadap sumbu-y adalah

op Opg 0D op,
P _ _OPd Ph _ _O9Pd _ Pocdy (4.29)
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Sehingga Persamaan gaya permukaan (4.13) menjadi:

p(a—v+(V~VV)) = —Vp+(p—poo)g+ (u+k)V*V40(By)* V4+E(V X N)

ot
(4.30)

Dengan subtitusi dari Persamaan (4.20), (4.23), (4.25), (4.28), (4.29) dan
dengan mengelompkkan vektor ¢ dan j diperoleh persamaan momentum

sumbu-z yaitu:

@+a@+@@+w@ _—@—F( —Poo)gz+(pt+k) @"—@ —i—aBzﬂ—i—k:@
P\at "oz "oy T Vez) T "oz PPl o2 ' op? AT
(4.31)
Sedangkan persamaan momentum sumbu-y, yaitu:
ov  _9v  _dv v op 0*v 0% o ON
—_— -_— -_— -_— = —— — 57 —_— -_— B — R
p (at + o +Uag +w82) ag—l—(p Poo) 95+ (1+Fk) ((%Q + 8g2)+0 “v—k 5
(4.32)

Persamaan momentum sumbu-z:

p (%—Qg + ag—;} + @g—g + w%) =0 (4.33)

Sesuai dengan pendekatan Boussineq yaitu semua variabel yang
berpengaruh dalam Persamaan Momentum (4.31) dan (4.32) diabaikan,
kecuali kerapatan. Pendekatan Boussineq ini diterapkan pada Persamaan
(4.31) dan (4.32) untuk mendekati perbedaan kerapatan yang menyebabkan
adanya aliran sebagai akibat dari interaksi antara gaya gravitasi dan tekanan
hidrostatis seperti pengaruh temperatur.

Menurut Leal (1992), diasumsikan bahwa nilai maksimum (7" — T, kecil.

Sehingga berdasarkan definisi pendekatan Deret Taylor yaitu:
%” =1+ B(T — Too) + O(T — To)?
Dengan menghilangkan bagian berorder tinggi, diperoleh persamaan:

Peo _ T—T.
P 14 B( )
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(pse — p) = Bp(T — Tws) (4.34)

[ adalah koefisien ekspansi panas. Subtitusi Persamaan (4.33) ke Persamaan

(4.31) dan (4.32), didapatkan persamaan momentum sumbu-z berikut:

ou _Ou _Ou _Ov op _ Pu  0%u , . ON
b liae + U+ Wa | = =2 —Bp(T—Tu) gt (k) 5o + 75 | TOBRU+h
p<8t+u8‘+v(9g wa_) r Bp( )gz+(pu+ )(8x2+8y2)+0 cu+ 5
(4.35)
Persamaan momentum sumbu-y:
oo dv v _0Ov op _ 0% 0% 5 L ON
P <§ + U% + Ua—g + U)&) = —a—g—ﬁp(T—Tm)gg—i—(u—l—k) <@ + 8_y2>+UBOU_k6_x
(4.36)
Persamaan momentum sumbu-z:
ow _Ow _Ow _Ow

Pada penelitian ini yang diamati adalah bola pejal. Persamaan yang telah
terbentuk diubah menjadi persamaan non dimensional. Persamaan non
dimensional selanjutnya diubah menjadi persamaan similaritas menggunakan
fungsi alir dan variabel similaritas. Fungsi alir mempunyai dua komponen,
sehingga komponen pada sumbu-z dapat diabaikan. Sehingga diperoleh

persamaan momentum sebagai berikut: Persamaan momentum sumbu-z:

ou _du _Ou op . o*u  0%u 5 ON
il 4t | = =2 Bp(T—T..) g k) — + =—— But+k—
p(at +“ax+”ay) ——p( o) gzt (p+ )( =+ ; )+a 2tk ——

Persamaan momentum sumbu-y:

a’l_] _61_) _a@ aﬁ _ 8277 82@ . 8]\7
U T | =~ —Bp(TTe)gy al B
P (81& +ag-+ U@gj) ——Bp(T—T)gg+(u+k) (8:22 + 8g2>+0 25k =

(4.39)

Dengan kondisi batas saat t < 0 yang berarti bahwa sebelum dilakukan
pengamatan sebagai berikut:
=0:u=v=0,T =T, untuk setiap Z,

0:u=0v=0,T=T,, pada saat § = 0
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i = 1.(7), T = Ty, pada §j — o0

4.1.3 Persamaan Momentum Angular

Pada penelitian ini digunakan fluida mikrokutub. Partikel-partikel dalam
fluida mikrokutub berorientasi secara acak pada media kental dan memiliki
mikrorotasi. Partikel-partikel tersebut terkandung dalam elemen volume kecil
yang dapat memutar pusat volume, sehingga pada fluida mikrokutub terdapat
adanya momentum angular.

Momentum angular terdiri dari momentum angular eksternal ( px x v) dam
momentum angular internal (pl). Sehingga momentum angular total adalah
(Lukaszewicz, 1999)

d

— l—i—:vadx:/
o Q(t)p( )

plg+x x f)dz —I—/ (cn +x X t,)dS
Q(t)

Q(t)
t, =n-T = tegangan normal

g = body torque

f = body force

¢, =n - C = couple stress

C = couple stress tensor

Persamaan tersebut juga bisa ditulis:

d
— p(l—i—a:’xV)d:C:/ (pg+prxf+V -C+axx(V-T)+T,)dx
dt Jaw Q)
D
pﬁ(l+xxV):pg+pxxf+V~C+x><(V'T)JrTx (4.40)

Berdasarkan Teorema Green:
/ :thndS:/ (xx (V-T)+T,)dx
Qt) Q(t)

dan hukum konservasi momentum angular:

K
dt Q(t)

p(x x V)dx = /

p(x x f)dz +/ x X t,dS
Q(t)

Q(t)

diperoleh bahwa

DV
/ xx(p——pf—V-T)d:U:/ T,dx
Q) Dt Q(t)
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DV
pT X E—pfx—x(V-T} =T,
Pada Persamaan Cauchy, T, = 0, sehingga diperoleh persamaan berikut

D
p(xx%):pxxf%—xx(V-T) (4.41)

Dengan mengurangkan Persamaan (4.37) ke persamaan (4.36), diperoleh:

l
pﬁtng%—V-CnLTx (4.42)

dan karena
VilgxT)=xzx(V-T)+T,
sehingga Persamaan (4.38) menjadi

D
pﬁt(me):pxxf—FV-(xxT)—Tm (4.43)

Dari persamaan (4.38), dan (4.39) diperoleh hukum konservasi momentum

angular sebagai berikut
D
pE(ZjoxV):pxxf—l—pg—l—V~(J;xT+C’) (4.44)

Dengan mengasumsikan bahwa momentum angular internal dituliskan
dengan vektor komponen 7;(i = 1,2,3) dan j5; = jiwy, maka Persamaan
(4.38)dapat direduksi menjadi:

w
= g+ V-C+T,
ijt pPg + +

dimana ) adalah koefisien mikro inersia dan fluida merupakan fluida
mikrokutub yang isotropik, sehingga 7, = 70;%.

Dengan menggunakan Teorema Transpor Reynold, diperoleh bahwa

Dw ow

PIpy = m(ﬁ + V- (Vw))

Fluida mikrokutub didefinisikan sebagai fluida isotropic dengan couple stress

tensor C' dan stress tensor T, (Lukaszewicz, 1999).
Cij = awpg + Puwij +ywj (4.45)
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T, = eijplje = 2ke€ipmUm i — 2kw;

(4.46)

Persamaan (4.42) dan (4.43) dapat dinyatakan dalam notasi vektor Gibbsi

sebagai berikut:
VO = (a+ B)Vw+V? - w

VO = (a+ B)Vw+79V: w -7V x (V x w)
VC = (a+ B+7)Vw -7V x (V x w)
VC = -V x (V X w)

dan

T, =kV XV = 2kw

dengan melakukan subtitusi tensor C', T}, dan w = N, maka diperoleh:

pj(aa_? +V(V-N)) =V x(VxN)+k(-2N+V x V)

N= daerah mikrorotasi (0,0, N)
k = viskositas rotasi

7 = densitas mikro inersia

~v = gradien viskositas

sehingga persamaan(4.43)dapat ditulis

(8N+78N+78N+78N) B (82N+62N+82N 92N
PR "%z Ty TYaz’ T Moz T o T oz oyz
— /<;(2N+@—a—w+a—w ou

0z 0y 05 9z

(4.47)
ou _ 0v
oy 0z

Pada penelitian ini yang diamati adalah bola pejal. Persamaan yang telah

terbentuk diubah menjadi persamaan non dimensional. Persamaan non

dimensional selanjutnya diubah menjadi persamaan similaritas menggunakan

fungsi alir dan variabel similaritas. Fungsi alir mempunyai dua komponen,

sehingga perubahan kecepatan dan perubahan kecepatan mikrorotasi pada

arah sumbu-z diabaikan. Sehingga diperoleh persamaan momentum angular

sebagai berikut:

ON ON ON O*N  °N du v

pj(ﬁ+uﬁ+va_g):7<ﬁ+8_gj?)_k(2]v+ _—?>

Jy T
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Pada penelitian ini menggunakan kondisi batas saat sebagai berikut:

0 untuk setiap z,y

ZO,N:—ng—Zpadagzo

4.1.4 Persamaan Energi

Pada penelitian ini terdapat adanya pengaruh konveksi campuran. Adanya
pengaruh konveksi campuran menyebabkan fluida bergerak dari bawah
ke atas. Kemudian fluida tersebut mengalami perbedaan temperatur
yang mengakibatkan adanya perbedaan kerapatan. Sebagai akibat adanya
perbedaan temperatur, terdapat perpindahan energi yang berupa kalor antara
media (bola) dengan fluida. Fenomena ini menunjukkan berlakunya Hukum
Termodinamika I yang menyebutkan bahwa laju pertambahan energi total
yang tersimpan dalam sebuah sistem sama dengan penjumlahan laju rata-rata
perpindahan panas dalam sistem dengan laju rata-rata perpindahan usaha
dalam sistem (Munson, 2012). Secara matematatis dapat ditulis sebagai
berikut .

AE - (Z Qin - Z Qout)sys + (Z VVzn - Z Wout)sys (449)

d
—/// pedV + // pGVdS == (Qnetin + Wnetin)
dt v S

dimana () adalah energi kalor, W adalah usaha, dan e adalah energi total per

atau

satuan massa partikel dalam sistem.
R 2
e =u+45 + gz
1 = energi internal per satuan massa
% = energi kinetik per satuan massa
gz = energi potensial per satuan massa
Integral permukaan dalam persamaan di atas dapat diubah menggunakan

Teorema Green menjadi persamaan berikut

/ / /V : %dv i / / /V pV-eVAV = (Qnetin + Whetin) (4.50)
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o / / /V (LT N)Y) = (Quetin + W) (451)

Karena
V.eV =eVV +eV.V

dengan persamaan kontinuitas V.V = 0 diperoleh V.eV = e.VV. Sehingga

diperoleh persamaan berikut

o[ G+ VIV = @+ W)

// _dv Qnetin + Wnetin)

// —dV (Qnetin + Whetin) (4.52)

Laju perubahan energi per satuan volume adalah

De

— 4.53
P D (4.53)

Vektor heat flur ¢ dalam volume kontrol terdiri dari komponen g, gy, q-
yang ditunjukkan pada gambar berikut:

Laju netto perpindahan panas pada partikel fluida dapat dihitung dari

perbedaan kalor yang masuk dengan kalor yang keluar pada arah-z, arah-y,

dan arah-z sebagai berikut:

dg, 1 dq 4.

[(gz — 8—55@] [(gz + 8—§5x)]5y5z = —a—5x5y5z
aqy 1 a 8qy

[(qy 3 599)] = gy + 3 25y)}5 262 3 Sx6ydz

aqz aq,z - aqz
[(q. — o 2(52)] [(q. + o 2(52)](53:(5y =3, dxdydz

Sehingga total laju netto pertambahan energi dari kalor per satuan volume
adalah:
9¢x , 9qy | Og:

_<8a: +8_y+ 3z>

37



\ !
-~ |
“"\ : _{Ji EO‘K
T | x 2
| -
: I >
_9G 1. |
E ) I I tk\
4 \‘“»\ dq, 15}r
gy 2

Gambar 4.4: Komponen heat fluz pada volume kontrol (Versteeg, 2007)

Laju total pertambahan energi kalor pada partikel fluida per satuan volume

dalam arah -x dan y adalah:

0¢z Ogy

( ox ox

)= Va (4.54)

Hukum Fourier tentang konduksi panas tentang hubungan heat flur dengan

gradien temperatur lokal, yaitu:

T
e C@x
or
Qy _Ca_y
atau
q= (—CVT) (4.55)

¢ adalah konduktivitas panas. Dengan subtitusi Persamaan (4.55) ke

Persamaan (4.54), diperoleh
(=V.q) = V.(¢VT) (4.56)
Entalpi untuk sebarang subtansi didefinisikan sebagai berikut (Versteeg, 2007)
h=e+ d
p
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Sehingga laju perubahan energi Persamaan (4.55) dapat ditulis sebagai

De Dh D (p
Poi = P\t D\,

Dh  Dp pDp

Dt Dt Dt

Karena tekanan tetap, maka %—f = (0. Pada penelitian ini digunakan
fluida mikrokutub, sehingga bersifat incompressible.Oleh karena itu % =
Sehingga diperoleh persamaan berikut.
De Dh
— =p— 4.57
"D = P (4.57)

Usaha didefinisikan sebagai perkalian tekanan dan volume. Untuk tekanan

yang tetap, Persamaan (4.45) dapat ditulis menjadi
AQ =AFE — AW

AQ = (Ey — Ey) — (pVy — pVa)
mC,AT = (E, + pVa) — (Ey + pVh)

Karena reaksi panas (H) dirumuskan sebagai
H=F+pV
maka

AH = mC,AT

A _ AT
m

Ah = C,AT
Sehingga diperoleh

De Dh

orT
Poi =P~ pCpAT = pCp(—-

5 TV(IV)

Akibatnya Persamaan (4.52) menjadi

pCp(aa—z; +V.(TV)) =V.(cVT)+ AW (4.58)
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Dalam penelitian ini perubahan entalpi yang disebabkan oleh energi kinetik
cukup kecil. Sehingga laju usaha yang bekerja pada fluida sama dengan nol.

Diperoleh persamaan berikut

pcp(%—f +V.(TV)) = V.(cVT) (4.59)

dengan
V.(TV)=V.(VT)+T(V.V)

Berdasarkan persamaan kontinuitas (V.V = 0) maka diperoleh

or _or _orT

dan

o*T  o*T  O°T

VAVT) = (G + 57 g

Sehingga diperoleh persamaan energi sebagai berikut

or or or  _oT o*T  o*T  0°T

bl il ) ) = 4.
pCp(at +uaf+U837+w82> C@£2+8y2+822) (4.60)
Untuk A\ = ﬁ, persamaan energi menjadi:
or or _oT oT o*r  o0*T 0T
— U F V= FW— = 4.61
o Tl T T T GmE o T o) (4.61)

Pada penelitian ini yang diamati adalah bola pejal. Persamaan yang
telah terbentuk diubah menjadi persamaan non dimensional. Persamaan non
dimensional selanjutnya diubah menjadi persamaan similaritas menggunakan
fungsi alir dan variabel similaritas. Fungsi alir mempunyai dua komponen,
sehingga perubahan temperatur pada arah sumbu-z diabaikan. Selanjutnya
diperoleh persamaan momentum angular sebagai berikut:

or _oT oT 0T o°T

or ot o oL ol 462
o Tl ey Mo T ) (4.62)
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4.2 Persamaan Pembangun Dimensional

Berdasarkan uraian dari sub bab (4.1) diperoleh persamaan pembangun

dimensional pada magnetohidrodinamik fluida mikrokutub tak tunak yang

mengalir melalui bola pejal dipengaruhi oleh konveksi campuran berikut:

1. Persamaan kontinuitas

oru  0rv

2. Persamaan momentum Persamaan momentum sumbu-z:
8u Gu _ou op _ 8222 8 u ,_ . ON
—)=———0p(I'-Ty k) (=—=+—==)+toB,u+k—
(4.64)

Persamaan momentum sumbu-y:
ov  _0v v op _ 82@ 82 .. ON
—4u—41—) = ———0p(T—Tx)g; )Y (—+— Bio—k—
(4.65)
3. Persamaan momentum angular
ON _ON _ON O?’N 9°N - Ou Ov

pj(ﬁjLu%ija_gj) = re + e ) Bl

4. Persamaan energi

a_T_I_*a_T_F 8T )\(ﬂ+ﬂ)
ot or "oy T “om ' ap?

Denga kondisi batas sebagai berikut:

=0:u=0v=N=0,T =T, untuk setiap z, 7
f 0O:u=v=0,N= g,T:Tw,paday:O
i = U (7)r(z), N = O,T:Too, pada § — 00

4.3 Transformasi Variabel Tak Berdimensi

— k(2N 4+ —— 8_) (4.66)

X

(4.67)

Persamaan pembangun yang diperoleh dalam bentuk berdimensi,

selanjutnya akan ditransformasikan menjadi bentuk non-dimensi.

dilakukan untuk memudahkan perhitungan dan agar hasil yang
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tidak terikat oleh dimensi atau satuan. Dengan memperhatikan besaran-
besaran yang digunakan dalam penelitian ini, diperoleh variabel-variabel tak

berdimensi sebagai berikut:

a a a Uso
Py P () aN
= R 2 = = — N =
’ ‘ Uso P pUZ, (@) a Re%Uoo
T—-Ty T , T
T = T 7. gz = gsm(a) =—g sinx gy = gcos(a) = g cosx

Re adalah bilangan Reynolds, dimana Re = % dan v adalah viskositas
kinematik. Viskositas kinematik dapat didefinisikan sebagai perbandingan
viskositas dinamis dengan densitas atau v = %. Selanjutnya dilakukan
subtitusi variabel-variabel tak berdimensi tersebut ke dalam persamaan-
persamaan pembangun yang telah terbentuk. Parameter-parameter tak
berdimensi yang digunakan untuk mendapatkan persamaan-persamaan tak

berdimensi antara lain:

k
v= 1t
av y v
= — atau = —
J Us J c
k
K=—
1
M- ao B?
pPUco
. 3
v
Gr
o = —
Re?
Pr— UPCP
c

v adalah gradien viskositas, j adalah densitas mikroinersia, K adalah
parameter bahan mikrokutub, M adalah parameter magnetik, Gr adalah
bilangan grashof, dan Pr adalah bilangan prandtl. Sehingga diperoleh
persamaan-persamaan non-dimensi beikut :

Persamaan kontinuitas:
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Ooru  Orv
e T 4.
B + 3y 0 (4.68)

Persamaan momentum sumbu-z:

ou Ou Ou op , 1+ K 0%*u 0*u ON
o = T SR e K Mur RS
ot +“ax+”ay 0x+a st Re 8az2+< * )8y2+ ut dy
(4.69)
Persamaan momentum sumbu-y:
8v+ 8v+ ov Jop « T+ +1+K82v+1+K82v+MU K ON
—tu—+v— =————FTcosx —
ot Ox 0Oy 0r  Res Re? 922 Re 0y*> Re Re Ox
(4.70)
Persamaan momentum anguler:
ON ON ON K_, 1 0°N @*N ou 1 Ov
T () (= ~K@N+% ——20) (471
ot +u8x +v6y ( +2>(Re 8x2+8y2) ( +8y Re@x) (4.71)
Persamaan energi:
T T T 1 2T 1 0°T
0 0 or 0 0 (4.72)

9 ""or T8y T PrReost T Prog

Berdasarkan variabel-variabel tak berdimensi di atas, maka kondisi awal dan
kondisi batas diberikan :

t=0:u=v=N=0,T =0, untuk setiap z,y
t>0:u:v:0,N:—ng—Z,T:1, pada y =0

u = ue(x)r(x), N =0,T7 =0, pada y — o0

4.4 Pendekatan Menggunakan Teori Lapisan Batas

Persamaan pembangun yang diperoleh cukup kompleks. Oleh karena
itu diperlukan teori lapisan batas yang dikenalkan oleh Prandtl (1904)
untuk menyederhanakan persamaan. Lapisan batas yang terbentuk dari
magnetohidrodinamik yang tak tunak yang mengalir melalui bola adalah

sebuah lapisan yang sangat tipis dan bilangan Reynoldsnya mendekati tak

hingga, Re — oo atau ﬁ — 0. Hal ini berpengaruh pada persamaan
non-dimensi yang telah terbentuk. Dengan subtitusi ﬁ = 0, diperoleh

persamaan berikut:
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1. Persamaan kontinuitas

oru  Orv
s + 8_y =0 (4.73)

2. Persamaan momentum sumbu-z

ou Ou  Ou dp 0%u ON
— 4 u——4v— =——+aTsi 1+ K)—+Mu+K— (4.74
T +“ax+”ay a$+a sinz+(1+ >8y2+ u+ o (4.74)
3. Persamaan momentum sumbu-y
dp
—— =0 4.75
o (4.75)
4. Persamaan momentum angular
ON ON ON K 9°N ou
— — — =14+ —= — K@2N + — 4.76
o Tlar Ty ~ U TN+ (4.76)
5. Persamaan energi
oT aT aoT 1 0*T
= (4.77)

Berdasarkan Persamaan (4.74), tekanan tidak mempengaruhi persamaan
momentum sumbu-y. Dengan demikian persamaan momentum yang ada
pada sistem menjadi persamaan momentum sumbu-z saja. Sehingga pada
persamaan momentum untuk aliran bebas pada fluida yang mengalir melalui
bola bermagnet adalah:

Oou.  Ou, dp 9%u, ON

Ou,
. = T st 1+ K Mu,+K— (4.78
5y TUe TV 9y 5, T sinz+ (1+ )8y2 + Mu.+ o (4.78)

3

Pada kecepatan aliran bebas dimana . = 5sinwz, maka diperoleh

Ou, 0 Ou, 0 0%u,

ot Ay o2 0

Subtitusi ke Persamaan (4.78), diperoleh persamaan berikut:

Oou, op _ ON
= —— T M K— 4.
Ue Ee pe + aT'sinz + Mu, + pe (4.79)
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Dan untuk 7" = 0 dan N = 0, persamaan (4.79) berubah menjadi:

O, op

U =~ + Mu, (4.80)
dp  Ou
— oy =g~ Mu, (4.81)

Selanjutnya dengan subtitusi Persamaan (4.81) ke Persamaan (4.74) diperolah
persamaan berikut:
ou Ou Ou Ou, 2 9%u ON

U w22 =, e M (u—uy) — ZaTu+ (14 K) 22 kY (4.82
at+“ax+“ay ué?:c+ (u—1u,) 3@ e+ (1+ )8y2+ 8y( )

4.5 Fungsi Alir

Persamaan yang telah diperoleh dari sistem mengandung banyak variabel,
oleh karena itu akan dilakukan penyederhanaan. Penyederhanaan juga
bertujuan untuk mempermudah proses komputasi. Penyederhanaan dilakukan

dengan fungsi alir. Fungsi alir komponen u dan v didefinisikan sebagai berikut
(White, 2009):

_ Loy __1oy
U= o V= (4.83)

Subtitusi persamaan(4.76) ke Persamaan (4.66), (4.69), (4.70), dan (4.75),

sehingga diperoleh persamaan berikut:

1. Persamaan Kontinuitas

0% 0%
= 4.84
Oxdy  0xdy (4.84)
2. Persamaan momentum
L0 100 Fu  10r @0, L0 | du 100
royot  r?20yodxdy r30r 0y r20x 0y2  COx r Oy
2 19% 2N
—Ue) + gOéTue + (1 + K);a_y?’ + Ka—y (485)

3. Persamaan Momentum Angular

ON 181/1@]\7 181/)6]\]_ K_ 0*°N 10°N
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4. Persamaan Energi

T 1 T 1 T 1 0°T
or  19¢oT 10yoT _ 1 o°T (4.87)
ot  rodyodr roxdy Proy?

Dengan kondisi batas:
t=0:¢= g—z’ =N=0,T :20, untuk setiap x,y
t>0:w:%:O,N:—nng,T:Lpaday:O

3_15 = u.(x)r(z), N =0,T =0, pada y — 0o

4.6 Persamaan Similaritas

Persamaan pada fungsi alir selanjutnya akan diubah ke dalam variabel-
variabel similaritas. Persamaan momentum dan persamaan momentum
angular ditransformasikan ke dalam variabel similaritas yang terdiri dari dua
tipe waktu, yaitu waktu kecil(small time) dan waktu besar (large time).

Untuk waktu yang kecil (¢t < t*) dengan sebarang nilai t, menurut

(Mohammad, 2012), diberikan persamaan berikut:

T = s(x,n,t) (4.88)

Selanjutnya dilakukan subtitusi persamaan tersebut ke persamaan momentum,

sehingga diperoleh:

5 f oh.  nof of 2 du, 92 f
(1 +K)(8—7]3) + K(a—n) + 20 + Mzt(g—77 -1)+ gast—i— o t(1+ fa—772
of \2 0*f of *f  fdrd*f Of*f
—(Z4y2y = 'l L2277 P J 4.
(87]) ) t(8n8t> +u€t(877 ondx  rdxdn* Ox 87}2) (4.89)

Persamaan (4.88) disubtitusikan ke persamaan momentum angular, diperoleh

persamaan berikut

K. 0*h, ndh h  du,, .0h af
1+ o) (2 + 122 Dy = p
(1+ 2)(8772)+2877+2+ dx( on 877)

_ Ok Of Oh  fdrOh  Of Oh % f
_t8t+tue(6n8x v dz O 8x8n)+Kt(2h+an2) (4.90)
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Persamaan energi

0?s n ds du, Os Os Of 0s Of 0s fdr s
75 pr 1 py _ prt( L (LGOS 4.91
o TPy T g ey = PG e G 5 "o an razan) (4O

Dengan kondisi batas:

t:()‘f—af— = s = 0 untuk setiap z,n
t>0:f= 8f:(]h gng,s:l,padan:()

gflzl,h—s—()padan—M)o

Variabel similiaritas untuk Large Time (¢ > ¢*) yaitu :

= ue(x)r(x)F(z,Y,t)

Y=y
T=S5(zY,t)
N = uc(z)H(z,Y,t) (4.92)

Dengan menyubtitusikan variabel similiaritas pada persamaan momentum dan
momentum angular, maka diperoleh

Persamaan momentum:

83F 8H or due 0’F
oF 0’F OF O*F F dr 0’F 8F 0’F
(59 = G + Gy v — v oy~ ey (499)
Persamaan momentum angular:
K _0°H du. , OH oF oOH OFOH FdroH O0OFOH
v T Py ~ay) = o T v e v awoy ~ aw oy
82
+ K(2H+ m) (4.94)
Persamaan energi:
9%S du, 0S oS ords O0F0S Fdr oS
L PrF — Pr(22 e NN O
v Py TP ey ey v away) ()

Dengan kondisi batas:

F=%_-0H=-n2E S=1paday =0

Y2 b
OF
¥y =1LH=5=0paday — o0
Subtitusi v, = gsm T,r = Ssin x, fll’" = %cosx pada persamaan
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small time diperoleh persamaan berikut:

Persamaan momentum

% f oh. nof of 2 3 o2 f
(1 + K>(a_7]3) + K(a_T]> + 58_7]2 + 1Wt(a—n — 1) + gOéSt + 5608 xt(l + fm
af B o0 f 3 . of 0*f f *f  Of 0*f

ooz T " ar o)

0 f oh. norf of 2 3 o2 f

(1+K)(a773)+K(8—77)+§8—772Jert(a—n—1)+§ozst+§cosaﬂt(HQfW
Of o O°f .3 0f % 0f0%f

(Gn) ) = gmar) * 35 "N g Gnow ~ 9w o) (4.96)

Persamaan momentum angular

K_®h. noh h 3 oh  8f. Oh
(1+?)(an2)+§8—n+§+§cosx t(fa_n_hé_n)_ta
3 . 9fon f oh  Of oh 9 f
— i - Kt(2 —_ 7
ZSmxt(Bnax sinz xan 8x(977)+ t h+8n2)
K_&h. ndh h 3 oh  of
_Oh 3 9fdh Ofoh o2 f
= té?t +gsin e t(an 5 B 877) + Kt(2h + 6772) (4.97)
Persamaan energi
0?s n ds 3 ds ds 3 .~ Ofds Ofds f Os
a_T}Q‘i‘PTEa—T]‘i‘PthéCOS ,’L’a— = Prt(a—l-észn x(a—na—x—a—xa—n—mCOS Ia—TI))
s nos ds 3 . Of0s Of Os Os

Persamaan untuk large time

Persamaan momentum:

PBF OH OF 2 3 PF
_(8_F)2>_<82F)+§ ; (6_F O°F  F 82_F_6_F82_F)
oy’ avar T2 oy over  sinz CToye Oz oy?
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O*F 0H OF 2 3 0*F
(1+ K)(W) +K(3—Y) +M(a—y — 1)+ gOéS—i- €08 z(1 +2FW

OF ,. O*F . 3  9F ®*F JFF
~Gv)) = Gyad) T 29 "Gy oves ~ ar av?) (4.99)

Persamaan momentum angular:

5)(52H)+§ (FG_H_H‘S’_F) _ 0" 3, (5’_F5_H_ F oH
o Ny TR Ty Ty T o T oy or T sing oy
OF OH 2F
— ooy HERH o5

(1+

K_0°H. 3 OH OF OH 3 . OF OH OFOH
O%F

+ KQ2H + 55) (4.100)

(1+

Persamaan energi:

B ppd. 05, 05 3. OFdS_OFOS__F - 05
rgeos -7 ot 25mazade ox Y sinxcos an

%S oS 3 . OFdS O0FO0S oS
oy = Pr——+ zsin x<8_Y% — 8_1’8_}/) — 3Pr Fcos Ty (4.101)

Pada penelitian ini, fokus penelitian pada bagian bawah titik stagnasi yaitu

r = 0), dengan demikian maka nilai sin = 0 dan cos * = 2 , sehingga
2

persamaan momentum, momentum anguler dan energi small time yaitu :

Persamaan momentum:

Pf Oh, nd*f af 2 3 0% f of 5
(1 +K>(a_n?>) +K(a—n) + 207 +Mt(a—77 — 1)+ gozst—l— §t(1 +2fa_n2 — (3_77) )
= ( O’ ) (4.102)
- oot '
Persamaan momentum angular:
K 0°h. ndh h 3 oh  Of oh 0% f
I+ (=—=)+=—+=-+=t2f——h=—) =t—+ Kt(2h+ =) (4.1
(+2)(an2)+28n+2+2t( fan han) o T t( h+an2)( 03)
Persamaan energi:
0?s nds Os Os
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Dengan kondisi batas:

t=0:f= af—h—s:()untuksetlapxn
t>0:f= af:()h——nag,
gﬁfl,h—s—Opadan—M)o

s=1,padan=0

Sedangkan untuk large time Persamaan (4.89)-(4.91) menjadi:

Persamaan momentum

PE oH oF 3 0?F  OF

(1+ K)(5p5) + K(55) + M55 —1) = —aS+ e HFW _ <8_Y)2)
= (%) (4.105)

Persamaan momentum angular

K 0?°H OH oF OH O*F
14+ — 2F— — H — + K(2H + — 4.1
1+ 2)(8}/2) ( av ~Hay) = g TRCH A 5n) (4106)
Persamaan energi
0?8 05 oS
— prZ2 _3prp2 4.107
ove~ ot T ay (4.107)
dengan kondisi batas:
F=9%—-0,H=-n2E S=1padaY =0
g—gzl,H:S:OpadaY—Mm
Untuk % = f, gf] = h' dan g—; = s’ maka persamaan momentum,

persamaan momentum angular, dan persamaan energi untuk small time

menjadi:

a. Persamaan momentum

2 /
(14K f7 4 KR+ 2 Mi(1— )+ 2ast 4 260157~ (7)) = ()
(4.108)
b. Persamaan momentum angular
K h 3 Oh
(1+ ?W + gh’ +g+ §t(fh’ —hf") = o T Kt(2h+ ") (4.109)
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c. Persamaan energi

n 3 ds
"y prly 4 SPrtfs = Prte 411
s" + 7“2$~|—2 rtfs Ttat (4.110)
Dengan kondisi batas:
t=0:f=f =h=s=0 untuk setiap x,n
t>0:f=f=0h=-—nf"s=1,padan=0
f'=1,h=s=0padan —

oF _ v OH __ / 9S _ Q1
Untuk 5 = F', 57 = H' dan &3 = S’ persamaan momentum, persamaan

momentum angular, dan persamaan energi untuk large time menjadi:

a. Persamaan momentum

OF’

(1+K)F'”—|—KH'—I—M(1—F’)—I—%aS—i—g(1+FF”—(F')2) = ( T ) (4.111)
b. Persamaan momentum angular
(1+§)H”+ g(FH’—HF’) = %—?+K(2H+F”) (4.112)
c. Persamaan energi
S" + gPTFS, = Pr%—f (4.113)

dengan kondisi batas:
F=F =0H=-nF"S=1,By>0padaY =0
F'=1,H=S=By=0padaY — o

Dengan mensubtitusikan ¢ = 0 ke dalam Persamaan (4.102)-(4.104), kemudian
diintegralkan dengan kondisi batas, dapat diperoleh kondisi awal untuk fungsi
f, £, £7, h, h’, s, dan s’ sebagai berikut:

—ner il 1+ K(1-n)) e—w%_
f=n f(2\/(1+K(1+n)))+2\/ m (e7mmrray 1)
I o U

J= f<2\/(1—|—K(1+n)))
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2
f// - 1 TR
- e IAFRA=7))

V(1 + K(1—n))

Dengan h = —n f” sebagai kondisi batas, diperoleh:

—nNn —n?
— eI+ K(1—n))

Vr(l+ K(1—n))

_ 2
f = i e AFR (=)

21+ K(1—n))y/n(1+ K(1—n))

- v Pr
s = —erf( 5

/ PT _Pr'q2
S = —e€ 4
™

)+1
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BAB 5
PENYELESATAN MODEL MATEMATIKA

Pada Bab ini akan dibahas penyelesaian dan simulasi numerik dari model
matematika dari magnetohidrodinamik fluida mikrokutub tak tunak yang
melewati bola dipengaruhi konveksi campuran yang telah diperoleh pada Bab
4. Penyelesaian yang digunakan adalah dengan menggunakan skema implisit

culer.

5.1 Diskritisasi Model

Model matematika dari magnetohidrodinamik fluida mikrokutub tak tunak
yang melewati bola dipengaruhi konveksi campuran pada titik stagnasi
diberikan sebagai berikut:

Small time Persamaan momentum :

(1+ K)(g%) + K(g—];) + gg%’; Mt(% 1)+ gast + gt(l + Qf% —

- t(aaqjgt)
Persamaan momentum angular:

(1+ g)(g%’) + gg—z +g+gt(2fg—z —h%) — t% 4 Kt(2h+ ginf) (5.2)
Persamaan energi:

ginz + Prgg—:’ - Prt% - 3Prtfg—; (5.3)

Dengan kondisi batas:
t:0:f:g—£: = s = 0 untuk setiap z,n
t>0:f:g—gzo,h:—ng%’;,s:l,padanzo

g—fizl,h:s:()padan—ﬂw

Large time
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Persamaan momentum

PF OH oF 2 3 0*F oF
U+ K)Gys) + KGp) + MGy =1 = gas + 50250 = (Gy))
= ( 82F) (5.4)
- Yot :

Persamaan momentum angular

K 0*H, 3 OH oF 0H 0°F
0+ 3 Gye) + 5 Gy ~Hgy) = 3¢ TRCH T 55s) - (659)
Persamaan energi
028 oS 08

dengan kondisi batas:

Fz?—izO,Hz—n%,Szl,padaYzO

g—szl,H:S:OpadaY—>oo

5.1.1 Diskritisasi Model Persamaan Momentum Untuk small time

Dengan substitusi 2L = u, maka Persamaan (5.1) menjadi

on
(1+K)(a—772) +K(8_n) + §a—n+Mt(u— 1) +§a5t+§t(1—|—2f@_n — (w)?)
ou
=15 (5.7)

Dengan metode implisit Euler, diperoleh diskritisasi berikut

1 1
U+ K)o (i = 207 ) + Ko (31 — 40 4 b))

. 3 'r_l+1_4 '(l+1+ 'r_H—l 2
X % ( Uit1 ;Z Ui1 ) + MEF (= 1) + gas?thrl
n
3 1

+ 5 tl <1 _ (u?+1)2 + 2f2nﬂ (SUZJ_FII _ 4u?+1 + U?ff))

n
1
= th_ZAt (Buf*t — 4u +up )
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Dengan substitusi u T =

= u]' + Au} maka diperoleh

1
(1 +K)A 2 ( uilyy + Augy —2u AW +ul T+ Aul 1)
1 i
K (B - ) + 2 (3ufy + 3Aufy, — duf — 40}
2 3
+oul Al )+ M (Wl 4+ Aul — 1) + gO‘S?th . > (1 — (ul Au?)g
1
+ 2f oA (3uly; + 3Au! — 4ul — 4Au] + u + Aul,))
— tn+1 A n—A 7"L—1
oap (3ol — Au™)
Untuk
P. . ]. tn+1A n— 1 (1 —+ K 2 K ]- 3hn+1 hn+1 hn+1
" 2 At )AnZ(H-l u 4w )+ E( i . +i—1)
L g, 3 it (4 .
4A (uz—f—l_ U +U )+§ —(Uz) AU(UH_I ui+ui—1)
2
+ M () = 1) + Saspt

diperoleh persamaan berikut

tn+13Au 1K) (A — 28+ A ) — B 3a
N Ar? Uipy Uy Uiy 4A - (BAug,
—t" T M AU = Pi
(5.9)
dan untuk
1 n 1
A _ 7 n+1 rn
o= Iap Tt By
(1+ K)
A = + A
3 (1 + K) n—1 n+l, n
Ay = 3 AP — " M+ 3"l + 44,
(1+ K)
Az = +3A
An? 0
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Persamaan beda pada persamaan momentum untuk small time adalah
—(A) AU + (A9 AulT — (A3)Au™T = P

5.1.2 Diskritisasi Model Persamaan Momentum Angular untuk

small time

Dengan substitusi 88—5 = u, maka persamaan momentum angular untuk

small time pada titik stagnasi adalah

K _0°h. noh h 3 oh oh ou
T+ ) (5=) + 2+ =+ 24(2f — — hu) = t— + Kt(2h + —) (5.1
(+2)(3772)+2077+2+2t( fé)?7 hu) tat+ t(h+an) (5.10)

Dengan menggunakan metode implisit Euler maka diperoleh

K 1 n+1 n+1 n+1 n 1 n+1 n+1 n+1 h?—i_l
(1+3)A_772(hi+1 _th’ +hi71) + 5%(3}%“ _4hi +hi71)+T
3 1
SRS o (B = 207+ B — B ) = t—— (3hi ™ — 4h} + !
+2 ( fz 2A77< 1+1 7 + zfl) 7 uz) 2At< 7 7 + 7 )

1

Kt(2htt

(Buly —4u} +uly)) (5.11)

Subtitusi At = AP + AAP, sehingga diperoleh persamaan berikut

1 1
tQ—At(?,Ah;‘ — ARPTY) 4+ Kt(2h7 4+ 2ART + E(SU;‘H — 4ul +ul )
K. 1
—(1+ E)A_ng(h?—&-l + Ahiyy = 207 — 2AR7 + By + AhL)
"‘5%(3}%“ + 3Ah, — 4h — AAR + iy + Ah) + §(hz + AR)
1
U S (W + AR — 2B — 2ART 4 B — ARE) — B — ARTul) = 0
n
(5.12)
Untuk
1t 1 K
= ——— AR — —— (14 =) (W, — 2R + WY
QZ 2 At 7 AT]2( + 2 )( i+1 ) + zfl)
- ZA_n(Bhiﬂ —4hi +hi ) — 57%
3 n 1 n n n n n,_n
- 5@' H(A_nfi (3hi+1 —4hi + hi ) — hiug)
1
+ K2R + ——(B3uly — 4ul +ul ) (5.13)

2An

o6



diperoleh persamaan berikut

thAhn - 5(1 By, a1 AR )
iZ@ (AR, — AAR" + AR ) — éAh?
30 (R T (BAR, — AN + ARE) = Al
+ Kt (2AR + E(Su?ﬂ —dul +ul ) = Qi (5.14)
Dan untuk
1Lgr 3¢t
Co = 1a-* 3 anl"
C, = A12(1+ [2()+Co
Cy = g ;Ztl + 2Kt 4 = 5+ Ai(l + g) + 2t?+1 +4Cy
Cy = 3C)+ ﬁ(l + 2{)

diperoleh persamaan beda pada persamaan momentum angular sebagai
berikut

—(CAR 4 (Co) AR — (C3)As™™ = Q;
5.1.3 Diskritisasi Model Persamaan Energi untuk small time

Persamaan energi small time pada titik stagnasi adalah

ds  0?s Pn(’?s

9 o' 2o +3Ptf

Dengan menggunakan metode implisit Euler maka diperoleh

1
3s n+1 48 +8n 1) - = (S:‘L—‘fll _ 28?+1 _|_S?_+11>

n+1
Pr " — AP
P

2At(

; (33?j11 4s ?H + S?—Jrll)

n f’Ln n n n
+ 3Prt +12 Ar (3si — 4sp™h + s
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+1 _

dengan substitusi s;'"" = s' + As]' maka diperoleh

n 1 n— 1 n n n n n n
Prt +12A (3As) — Asi™h) = AP (sPy + Aslyy — 287 —2As! + 57 + As! )
771 1 TL n n n
3P n+1fin n An 45" 4An n An
+§ rt An (3Si+1 +3Asi —4s) —4As] + s + Si—l)
Untuk
Ri = PrthAs”_l + L (sn — 287 + s ) + 1Pr il (3877 — 48 + 5" )
IAEL ) AT]Q i+1 i—1 4 An i+1 % i—1
3 n+1
T Progy I (sl — dst 4 i)

diperoleh persamaan berikut

it n 1 n n n 1 i n n n
3P7’EASZ- AP (Asly —2As? + Asl ) — ZLPTA_U (3As), —4As! + As? )
3 tn-i-l
—QPT f" (3sA, —4AsT + As? ) = Ri
Dan untuk
1 3
By = —Pr——+-Prt"f—
0 e An 3 2 L7 An
1
By = p—i‘Bo
By, = 3P tnﬂ 2 _ i 4oget " +4B
2 = ST YAy “ 0
1
Bg - p + BBO

diperoleh persamaan beda pada persamaan energi untuk small time berikut

5.1.4 Diskritisasi Model Persamaan Momentum Untuk Large Time

OF

Dengan substitusi %> = U, maka Persamaan (5.15) menjadi

Yy
U OH 2 o B
ou
T (5.15)
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Dengan menggunakan metode implisit Euler maka diperoleh

K
(L+ K)xyz (USY =207 + UY) + 5157 (3Hi —4H] + HL,)

3 n n n n n n
+5 (1 — (U 2R gay U — U7 + Ui_ﬁl)) + M (U = 1)

2 1 +1 1
ZaSn = ntl_ gy 4 gn
+3aS AL (3U; ur+urt)

Dengan substitusi U™ = U" + AU}* maka diperoleh

1+ K)—— NG (U + AU — 207 — 20U + Uy + AU )
K n n n 3 n n
+2AY (3H1+1 4Hz + Hifl) + 5(1 - (Uz + AU’L )2
1
+2F) 5 AY(3U;}H + 3AUL, — AU — AAU! + U, + AUY))
1

+M (U + AU — 1) + gaS? = (3AU! — AU

2At

Untuk
. 1 n—1 (1 + K) n n n K n n n
Ki = Q_AtAUZ + AY?2 (Ui+1 - 2U + Ui—l) + m (3H7j+1 - 4Hz + Hi—l)
3 n n 2 F n n n n 2

diperoleh persamaan berikut

QLNM —(1+K) Ain (AU, — 2AU! + AU, ) + SQUZ-”AU[‘
2 z; (BAUL,, —4AU] + AU ) — MAu} = Ki
dan untuk
3 .1

Do = 3lay

b= UER L,

Dy = S+ 2(1;;2{) — M +3U7 +4D,

Dy = “;Yf) + 3D,
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Persamaan beda pada persamaan momentum untuk large time adalah

—(D)AUM + (Do) AU — (D) AU™ = M;

5.1.5 Diskritisasi Model Persamaan Momentum Angular Untuk

Large Time

Dengan subtitusi g—g = U, persamaan momentum angular pada titik

stagnasi untuk large time adalah

K 0*H 8H oF 0*F OH

(5.16)
Dengan menggunakan metode implisit Euler, diperoleh

1
2AT

K
H'W —4H! + H' Y = (1
IV N  INE

S BH — A+ HY — HPO)

1
— K(2H"' + gay BUL = 407 + UTLY))

(HPN =207 + H)

Dengan substitusi """ = H + AH" maka diperoleh

1 n n—1 K n n n n
ZAT(SAH AR ) =1+ 5 )Ayg< i +AHY, —2H — 2AH,
3 2F)
+H!, +AH" )+ 2(2AY(3Hn \+3AHY —4H! —4AH] + H' | + AH" )
1
—HU! = AHJUP) = K(2H] + 20H] + 570 (3UF — AU + UE)
Untuk
1 K
Li = —AH'"'+(1 H |, —2H! + H}
? QAT ( + 2 >AY2( i+1 7 + 1—1)
3 2F)
S(Z(3H!., —AH! + H' ) — H'U?
+ 2(2AY( i+1 ) + 1—1) 7 1)
1

2AY

diperoleh persamaan berikut

K 1

—AH“ AH! , —2AH!+ AH"
QAT ( + 2 )AY2( +1 7 + z—l)
2(2Ay(3AHZ-Jrl —4AH! + AH!' |) — AH!U") — K(2AH) = Li
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Dan untuk

3 .1
Boo= sy
E = A;2(1+§)+E0
Ey, = %$+2K+A§/2(1+§)+2U{‘+4EO
E, = A;2(1+§)+3E0

Persamaan beda pada persamaan momentum angular large time adalah

—(E0)AHS + (Bo) AH]™ — (E5) AH™ = I,
5.1.6 Diskritisasi Model Persamaan Energi Untuk Large Time

Persamaan energi pada titik stagnasi untuk large time adalah

— = Pr— —3PrF— (5.17)
Dengan menggunakan metode Euler Implicit Finite Difference maka diperoleh

Proc (3817 —aS 4 817 = o (S - 280 4 S

+ 3PrF® (35K — 48T 4 S

Dengan substitusi S/ = S + ASP maka diperoleh

1 n n— 1 n n n mn n n

Prﬁ(SASi — AS] = ING] (SiJrl +ASE  — 257 = 2A8] + S + ASFI)

+ 3PrE (380, +3AS], —AS! —AAS! + S| + AS! )
Untuk

. Pr n—1 1 n n n 3 1 m n n n
Ni= AT + =5 (S, =288 +SM)) + sPray Fi (387, — 48P+ 5")
diperoleh persamaan berikut
' 5 AST ! AS? AST + AST!
Ni = mpr Sz—m( Si+1_2 SZ+ Si—l)
1
— 3Pr ING E" (3SA?+1 —4AS! + ASf_l)
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Dan untuk

Fy = ;Prﬂnﬁ
Fy = ﬁ + Fy

F, = Ai/z + 4F,
F; = A;Q + 3F)

Persamaan beda pada persamaan energi untuk large time adalah

—(F)AS!M! 4+ (F) ASPH! — (F3)AS™ = L,

5.2 Algoritma Thomas

Persamaan beda pada persamaan pembangun yang telah diperoleh dapat
dibentuk menjadi sistem persamaan linier. Sistem persamaan tersebut
selanjutnya akan diselesaikan menggunakan Algoritma Thomas. Persamaan

beda untuk persamaan momentum diberikan sebagai berikut
—(A1)Au?_+11 + (AQ)AU/;L+1 — (Ag)Aufjll =P

Persamaan tersebut memiliki partisi sebanyak nn titik yang tidak diketahui
dan untuk n = 0 merupakan titik yang nilai kecepatannya diketahui. Misalkan

jumlah titik tersebut adalah m = nn, maka dapat dituliskan

(Ag)lAu’fH — (Ag)lAugH_l = Kl
—(A1)2Au T + (Ag)p Aust! — (A) Aujt! — K,

_(Al)mflAUZ;r—lz + (AZ)m,lAu"“ - (A?,)mflAUZjl = Ky

m—1

—(AD) AU+ (A Autt = K,

Selanjutnya persamaan linier yang diperoleh diselesaikan dengan Algoritma
Thomas sebagai berikut:
Langkah 1

Misalkan

Alza Agzb A3:C
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Langkah 2
Untuk i=1

K; = K;

Langkah 3
Untuk i=2,3,....m

/ a;Ci—1
by = b; —
' bi—1
K; — K, — a;li
bi—1
Langkah 4

Untuk i=m,...,1

b;—lKi + aiKz{—l

’ /
bi_1bi — aic;_,

Aui =

Dengan cara yang sama, akan diperoleh solusi untuk persamaan beda pada
persamaan momentum angular untuk small time dan large time, persamaan

beda pada persamaan energi untuk small time dan large time. Sehingga

diperoleh solusi untuk A7 s7 U+t el dan S

5.3 Validasi Model

Validasi merupakan usaha dalam menyimpulkan apakah model yang telah
diperoleh mewakili realitas yang dikaji sehingga menghasilkan kesimpulan
yang meyakinkan.Sedangkan validasi adalah perbandingan hasil perhitungan
secara numerik yang diperoleh dengan hasil penelitian sebelumnya yang
telah mendapatkan pengakuan secara akademik, misalnya telah dipublikasikan
dalam jurnal atau telah diseminasikan dalam international conference

Pada penelitian ini, model yang telah diperoleh pada bab 4 akan divalidasi
dengan penelitian sebelumnya yang dilakukan oleh (Pratomo, 2017) dengan
judul ”Magnetohidrodinamik yang Tak Tunak Yang Mengalir Melalui Bola Di
Dalam Fluida Mikrokutub Di Bawah Pengaruh Konveksi Campuran”. Validasi
dilakukan pada grafik kecepatan dan kecepatan mikrorotasi.

Pada validasi kecepatan dan kecepatan mikrorotasi digunakan parameter

M = 0, yaitu pada kondisi benda tidak bermagnet. Parameter konveksi

63



campuran « = 0, hal ini dikarenakan pada penelitian yang dilakukan oleh
(Pratomo, 2017) tersebut tidak terdapat adanya pengaruh konveksi campuran.
Sedangkan nilai parameter yang lain adalah (Pr = 1),(K = 1), (N = 0.5),
partisi n sebanyak 70, An = 0.001 dan At = 0.1. Hasil perbandingan pada

validasi disajikan pada gambar dan tabel berikut.

Kurva Kecepatan Aliran Fluida Mikrokutub dengan Variasi Magnetik
1 T T T T i —
Fatin, 2018
*  Pratomao, 2017 [

Gambar 5.1: Profil Kecepatan Pada Validasi

Tabel 5.1: Validasi Hasil Simulasi

n | Kecepatan Kecepatan Mikrorotasi Mikrorotasi
(Pratomo, 2017) | (Fatin, 2018) | (Pratomo, 2017) | (Fatin, 2018)
0.5 | 0.22976059550 0.23061165103 | 0.00364767999 | 0.00357417174
1.5 ] 0.63758905701 0.64034539695 | 0.00935022803 | 0.00911125857
2.5 | 0.85331664482 0.85639239066 | 0.00863877117 | 0.00829119706
3.5 | 0.94960636926 0.9517107645 | 0.00494632142 | 0.00462980717
4.5 | 0.98551889154 0.98652197354 | 0.00199575314 | 0.00181116076
5.5 1 0.99661326803 0.99695757820 | 0.00063227815 | 0.00056286249
6.5 | 0.99944817048 0.99952065556 | 0.00020265656 | 0.00018853465

Pada Gambar 5.1, dengan mengambil beberapa titik pada model yang
sudah valid, grafik kecepatan yang di validasi mempunyai nilai kecepatan
yang hampir sama dengan nilai kecapatan pada model yang sudah valid.
Sedangkan pada Gambar 5.2 menunjukkan validasi kecepatan mikrorotasi.

Hasilnya, nilai kecepatan mikrorotasi dari model yang divalidasi mempunyai
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nilai yang hampir sama dengan model yang sudah valid (dengan mengambil

beberapa sampel titik).

Kurva Kecepatan Mikrorotasi Aliran Fluida Mikrokutub dengan Variasi Magnetik
1 T T T T T

5 . ; : Fatin, 2018
0oo9F--cooeennns s ........... ............ ....... * F'ratomo, 2017 H

0008 Lo i A ............ ............ A— T—
0.007 : :
i T s ___________ I T— s
= DDDS_ .......... ............ ............ ......... ............ ...........
——~ ____________ o SR ____________ S
Ay T esssis ____________ o Nl s T
0.002 . l

0.001

Gambar 5.2: Profil Mikrorotasi Pada Validasi

Berdasarkan hasil validasi model di atas, maka model matematika dan
penyelesaian numerik menggunakan metode beda hingga skema implisit Euler
dari magnetohidrodinamik fluida mikrokutub tak tunak yang melewati bola
dipengaruhi oleh medan magnet dan konveksi campuran dapat digunakan untk
mensimulasi parameter-parameter yang digunakan pada penelitian ini, yaitu
konveksi campuran («), bilangan Prandtl (Pr), bahan mikrokutub (K), dan
magnetik (M).

5.4 Simulasi dan Analisis Hasil

Setelah dilakukan penyelesaian secara numerik, selanjutnya pada sub
bab ini akan dilakukan simulasi menggunakan software MATLAB. Simulasi
dilakukan dengan An = 0.1, partisi n sebanyak 60 dan memvariasikan
parameter-parameter non-dimensional yaitu parameter magnetik (M),
parameter konveksi campuran(«), bilangan Prandtl (Pr), parameter bahan
(K)dan konsentrasi mikrokutub (N). Berikut adalah uraian hasil analisis

simulasi dari masing-masing variasi parameter.

5.4.1 Pengaruh Variasi Parameter Magnetik (M)
Simulasi ini bertujuan untuk mengetahui pengaruh parameter magnetik

(M) terhadap kecepatan aliran fluida mikrokutub yang mengalir melalui bola
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pejal bermagnet yang dipengaruhi konveksi campuran. Pemilihan besarnya

parameter magnetik didasarkan pada jenis bahan dari bola bermagnet.
dan By = 1074 a = 107!, uoo = 1,

diperoleh bahwa parameter magnetik (M) dari bola bermagnet dengan bahan

Dengan menggunakan rumus M =

besi, baja, tembaga, dan seng diberikan oleh Tabel 5.2.

2
oBga

PUco

Tabel 5.2: Nilai Parameter Magnetik

NO | Benda kerapatan (p) | Konduktivitas | Parameter
(kg/m?) Listrik (o) | Magnetik (M)

1. | Besi 7.87x 10° | 1,04 x 107 1,3

2. | Baja 7.75 x 10° 1,61 x 107 2

3. | Tembaga 8,94 x 103 5,96 x 107 6,7

4. | Aluminium 2.7 x 10° 3.56 x 107 13,1

Hasil variasi parameter magnetik terhadap kecepatan ditunjukkan

gambar berikut.

afia eta (Kecepatan)

— 4= T

pada

Gambar 5.3: Variasi Parameter Magnetik Terhadap Profil Kecepatan

Parameter yang digunakan adalah bilangan prandtl (Pr

4,41),

parameter konveksi campuran (o = 18,6), parameter bahan mikrokotub

(K

1), dan konsentrasi fluida mikrokutub (N
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waktu sebanyak (¢ = 33), partisi n sebanyak 70, dengan An = 0.001 dan
At = 0.1 Gambar 5.3 menunjukkan bahwa kecepatan aliran fluida dengan
variasi parameter magnetik bergerak dari nol dan dan konvergen ke satu pada
saat n = 5. Kecepatan maksimum adalah satu, menguikuti kecepatan pada
aliran bebas U,,. Pada saat 0 < n < 5, parameter magnetik yang lebih besar
bergerak lebih lambat untuk mencapai kecepatan maksimum. Hal ini terjadi
karena adanya gaya Lorentz. Gaya Lorentz dari bola bermagnet menghambat
aliran fluida yang melalui bola bermagnet. Karena gaya Lorentz berbanding
lurus dengan besarnya medan magnet, sehingga semakin besar parameter
magnetik dari bola, semakin lambat mencapai kecepatan maksimum. Untuk
pengaruh parameter magnetik terhadap temperatur fluida di sekitar titik

stagnasi dapat dilihat pada gambar berikut.

1 | T T T T T
: : : : : — yl=1.3
[T TR vt e s e Y S N B e e e - =
: S TS M=F.7
08 et ............ ............. ............. ............ ...... - =131
{ajir{ ) e, ............ P ............ .............. ............. ............ 4
B
e
i)
(o'
=
@«
£
w

Gambar 5.4: Variasi Parameter Magnetik Terhadap Profil Temperatur

Dari Gambar 5.4 menunjukkan bahwa dengan (Pr = 4,41), (a = 18,6),
(K = 1), (n = 0.5), partisi n sebanyak 70, An = 0.001 dan At =
0.1, temperatur konvergen ke nol pada saat n > 3. Selain itu, semakin
besar parameter magnetik bola, temperatur fluida semakin turun. Medan
magnet yang dihasilkan oleh bola bermagnet akan membuat energi internal
fluida semakin meningkat, sehingga menyebabkan temperatur fluida akan
semakin turun. Selanjutnya pengaruh parameter magnetik terhadap kecepatan

mikrorotasi dapat dilihat pada Gambar 5.5 berikut ini.
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Gambar 5.5: Variasi Parameter Magnetik Terhadap Profil Mikrorotasi

Gambar 5.5 menunjukkan bahwa pada saat bola pertama kali bersentuhan
dengan fluida, kecepatannya adalah nol yang berarti rasio antara gesekan
fluida dipermukaan dengan komponen vektor mikrorotasi bernilai nol. Pada
saat 0 < 1 < 6, fluida yang mengalir pada bola dengan parameter magnetik
lebih besar memiliki kemampuan mikrorotasi yang lebih cepat dibandingkan
dengan fluida yang mengalir melalui benda dengan parameter magnetik lebih
rendah. Hal ini disebabkan oleh adanya gaya Lorentz yang berasal dari benda
menyebabkan kecepatan fluida menurun sehingga berakibat pada kenaikan
kecepatan mikrorotasi fluida mikrokutub. Tanda negatif dari kecepatan
mikrorotasi menunjukkan arah dari mikrorotasi partikel dari fluida yang

berlawanan dengan arah jarum jam.

5.4.2 Pengaruh Variasi Parameter Konveksi Campuran

Parameter konveksi campuran dapat diperoleh dengan membagi bilangan
Grasof dengan kuadrat bilangan Reynold. Bilangan Grasof merupakan
perbandingan gaya apung terhadap gaya viskos fluida. Gaya apung
menimbulkan penurunan kerapatan fluida saat terjadi kenaikan suhu fluida.
Selain dipengaruhi gaya grafitasi dan suhu fluida, bilangan Grasof juga
dipengaruhi koeffisien muai panas fluida. Dengan memasukkan koeffisien
muai panas (3) fluida (toluena = 10,8 x 1074, ethanol = 10,9 x 1074,
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chloromethane = 10,2 x 107, methanol = 14,9 x 10™%) diperoleh parameter
konveksi campuran fluida terbsebut berturut-turut a = 3,53, = 4,85, a =
18,6, = 21,4).

Parameter yang digunakan untuk variasi parameter konveksi campuran
adalah (M = 1.3), (Pr = 1),(K = 1), (N = 0.5), partisi n sebanyak 70,
An = 0.001 dan At = 0.1. Berikut adalah grafik pengaruh konveksi campuran

terhadap kecepatan aliran fluida mikrokutub.
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Gambar 5.6: Variasi Parameter Konveksi Campuran Terhadap Kecepatan

Pada Gambar 5.6 menunjukkan bahwa kecepatan mengalami peningkatan
mulai dari nol sampai mendekati satu. Jika diamati dengan variasi
parameter konveksi campuran, profil kecepatan fluida mikrokutub semakin
meningkat ketika parameter konveksi campuran ditingkatkan. Koefisien
konveksi berbanding terbalik dengan perbedaan suhu sementara permukaan
(T) dengan suhu fluida (7)), dengan (AT = T,, — T.,). Dengan kata lain
koefisien konveksi campuran berbanding lurus dengan suhu fluida, sehingga
semakin besar nilai konveksi campuran semakin besar pula suhu fluida.
Adanya peningkatan suhu fluida menyebabkan fluida lebih ringan dan bergerak
lebih cepat. Meningkatnya konveksi campuran Pengaruh variasi konveksi

campuran terhadap temperatur dapat dilihat pada gambar berikut.

Gambar 5.7 menunjukkan terjadi penurunan pada profil temperatur fluida

mikrokutub mulai dari s = 1 sampai s ~ 0. Pengamatan terhadap variasi
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Gambar 5.7: Variasi Parameter Konveksi Campuran Terhadap Temperatur

parameter konveksi campuran menunjukkan bahwa profil temperatur fluida
mikrokutub mengalami penurunan seiring dengan bertambahnya parameter
konveksi campuran. Hal ini terjadi karena koefisien konveksi campuran
berbanding lurus dengan suhu fluida, sehingga semakin besar nilai konveksi

campuran semakin besar pula suhu fluida.
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Gambar 5.8: Variasi Parameter Konveksi Campuran Terhadap Profil
Mikrorotasi
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Gambar 5.8 menunjukkan pengaruh konveksi campuran terhadap
kecepatan mikrorotasi. Kecepatan mikrorotasi partikel fluida mikrokutub
bergerak dari nol, meningkat dan kemudian turun menuju ke nol kembali pada
saat nilai n semakin besar, atau saat fluida jauh dari bola. Selain itu, pada
variasi konveksi campuran, semakin besar nilai konveksi campuran, semakin
turun kecepatan mikrorotasi partikel fluida mikrokutub. Hal ini terjadi karena
adanya peningkatan koefisien konveksi menyebabkan pada naiknya kecepatan

fluida, sehingga mikrorotasi antar partikel fluida semakin menurun.

5.4.3 Pengaruh Variasi Parameter Bahan Mikrokutub

Parameter bahan mikrokutub (K') ditentukan oleh konstanta material (k)
dan p. Konstanta material £ menunjukkan viskositas rotasi dari partikel fluida
mikrokutub. Fluida dengan K = 0 menunjukkan bahwa fluida tersebut adalah
fluida Newtonian. Pada penelitian ini digunakan nilai parameter bahan K =
I,K = 2K = 3,K = 4 (Mohammad, 2012), (Ningtyas, 2016), (Pratomo,
2017).

Profil kecepatan dengan variasi parameter bahan yaitu K =1, K =2, K =
3, K = 4 dengan besar parameter magnetik M = 1,3, bilangan Prandtl Pr =
4,41, konsentrasi fluida N = 0,5, dan parameter konveksi campuran o =
18,6. Gambar 5.9 menunjukkan bahwa semakin besar nilai parameter bahan
yvang diberikan, maka akan semakin kecil kecapatan dari fluida mikrokutub.
Hal ini terjadi karena semakin besarnya gesekan yang terjadi antar partikel
fluida mikrokutub saat mengalir, sehingga terjadi penurunan kecapatan aliran
fluida. Selain itu dengan semakin besarnya parameter bahan yang diberikan
, maka mengakibatkan semakin besar pula momentumnya, sechingga gradien

kecepatan yang dihasilkan akan semakin kecil.

Gambar 5.10 menunjukkan pengaruh parameter bahan terhadap
temperatur. Pada saat fluida mulai bersentuhan dengan bola atau n = 0,
temperatur fluida sama dengan satu dan berangsur turun menuju ke nol,
dengan kata lain temperatur fluida sama dengan temperatur T,. Dari
gambar tersebut dapat diketahui bahwa semakin besar nilai parameter bahan
mikrokutub, semakin besar temperatur. Hal ini terjadi karena semakin besar
parameter bahan, semakin besar pula gesekan yang terjadi antara partikel
fluida mikrokutub. Besarnya gesekan yang terjadi antar partikel fluida
mikrokutub saat mengalir, mengakibatkan temperatur lebih tinggi atau lebih

lambat turun.
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Gambar 5.10: Variasi Parameter Bahan Mikrokutub Terhadap Temperatur

Selanjutnya pengaruh parameter bahan terhadap kecepatan mikrorotasi
ditunjukkan oleh Gambar 5.11. Pada gambar tersebut, pada saat 0 <
n < 3, semakin besar parameter bahan semakin kecil mirorotassi. Hal ini
menunjukkan bahwa di dekat bola, fluida dengan parameter bahan lebih
kecil lebih cepat mikrorotasinya. Semakin menjauh dari bola, fluida dengan

parameter bahan lebih besar memiliki mikrorotasi lebih besar.
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Gambar 5.11: Variasi Parameter Bahan Mikrokutub Terhadap Profil
Mikrorotasi

5.4.4 Pengaruh Variasi Bilangan Prandtl

Bilangan Prandtl merupakan perbandingan antara viskositas kinematik
dan difusifitas termal. Bilangan Prandtl 0 < Pr < 1 menunjukkan bahwa
viskositass kinematik fluida lebih kecil dari pada difusifitas termalnya.
Dalam hal ini, fluida memiliki kecepatan penerusan panas lebih tinggi dari
pada perpindahan molekul fluida. Sebaliknya, bilangan Prandtl Pr > 1
menunjukkan viskositas kinematik fluida lebih besar dari pada difusifitas
termalnya. Dengan kata lain, fluida dengan bilangan Prandtl lebih dari 1
memiliki kemampuan penyebaran panas lebih rendah dari pada fluida dengan
bilangan Prandtl kurang dari satu.

Cairan  polimer termasuk dalam kategori fluida  mikrokutub
(Eringen, 1965). Pada penelitian ini diambil beberapa cairan polimer untuk
pengambilan variasi bilangan Prandtl. Diantaranya adalah chloromethane
(Pr = 4,41), methanol (Pr = 6,83), toluena (Pr = 7,26), Ethanol
(Pr = 18,05).

Hasil simulasi yang menunjukkan adanya pengaruh bilangan Prandtl pada
kecepatan, temperatur, dan kecepatan mikrorotasi ditunjukkan pada Gambar
5.12, Gambar 5.13 dan Gambar 5.14. Inputan yang digunakan dalam simulasi
adalah dengan memberikan nilai parameter magnetik, parameter konveksi
campuran, konsentrasi mikrokutub dan parameter bahan mikrokutub yaitu

masing-masing sebesar M = 1.3, « = 1,N = 0.5 dan K = 1. Sedangkan
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parameter bilangan prandtl divariasi yaitu Pr = 4,41;6,83;7, 26, dan 18, 05.
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Gambar 5.13: Variasi Bilangan Prandtl Terhadap Temperatur

Pada Gambar 5.12 menunjukkan bahwa pada saat 0 < n < 5, kecepatan
fluida mikrokutub naik dari nol menuju satu. Jika diamati dengan variasi
bilangan Prandtl, profil kecepatan semakin menurun ketika bilangan Prandtl

diperbesar. Hal ini terjadi karena semakin besar bilangan Prandtl, semakin
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turun difusivitas termalnya. Difusivitas fluida berbanding terbalik dengan
kerapatan fluida. Sehingga semakin besar bilangan Prandt menyebabkan
semakin turunnya difusivitas termal dan semakin naiknya kerapatan partikel
fluida. Adanya kenaikan kerapatan tersebut membuat kecepatan fluida

semakin berkurang.

Gambar 5.13 menunjukkan pengaruh variasi bilangan Prandtl terhadap
temperatur fluida mikrokutub. Berdasarkan gambar tersebut dapat
disimpulkan bahwa semakin besar bilangan Prandtl maka menyebabkan profil
temperatur semakin kecil. Hal ini dikarenakan semakin besar bilangan
Prandtl, difusivitas termal semakin menurun.

Pengaruh bilangan Prandtl terhadap kecepatan mikrorotasi dapat dilihat
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Gambar 5.14: Variasi Bilangan Prandt]l Terhadap Profil Mikrorotasi

pada Gambar 5.14. Kecepatan mikrorotasi semakin turun untuk bilangan
Prandtl yang semakin meningkat. Hal ini terjadi karena kecepatan fluida yang
semakin besar, sehingga kecepatan mikrorotasi partikel fluida mikrokutub
semakin berkurang.

Dari variasi beberapa parameter di atas, dapat diketahui bahwa gerakan
mikrorotasi partikel fluida mikrokutub berhubungan dengan temperatur dan
kecepatan fluida. Gerakan mikrorotasi partikel fluida menyebabkan timbulnya
gaya gesek antar partikel. Hal ini mengakibatkan kenaikan temperatur. Oleh

sebab itu, pada saat kecepatan mikrorotasi maksimum, temperatur fluida

75



mengalami kenaikan yang signifikan.

Selain mempengaruhi temperatur fluida, gerakan mikrorotasi antar partikel
fluida juga mempengaruhi kecepatan aliran fluida. Gerakan mikrorotasi
partikel fluida menghambat kecepatan aliran fluida. Sehingga pada saat
gerakan mikrorotasi partikel fluida cukup cepat, aliran fluida lebih lambat.
Partikel fluida mikrokutub masih melakukan gerakan pada lapisan batas. Hal
ini ditunjukkan pada grafik kecepatan mikrorotasi masih terdapat adanya

kecepatan untuk 7 mendekati nol.
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BAB 6
KESIMPULAN DAN SARAN

6.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisa dan pembahasan yang telah dilakukan pada bab

sebelumnya, diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

i Model matematika pada penelitian ini dibangun dari persamaan
kontinuitas, persamaan momentum, persamaan momentum angular,
dan persamaan energi. Persamaan yang terbentuk ditransformasikan
ke persamaan non dimensional. Selanjutnya persamaan diubah ke
persamaan similaritas, sehingga diperoleh model untuk small time

sebagai berikut:

a. Persamaan momentum

(4 K) "+ KR+ L7 MU= )+ Sast+ 104 £~ (F) = 150

b. Persamaan momentum angular

K n h 3 oh
14+ W'+ =0+ =+ =t(fh — hf') =t— + Kt(2h "

c. Persamaan energi

3 0
s" + Prgsl + EPrtfs' = Prt@—j
Dengan kondisi batas:
t=0:f=f =h=s=0untuk setiap z,n
t>0:f=f=0h=—-nf"s=1,padan=0
ff=1,h=s=0padan — oo

Model untuk large time

a. Persamaan momentum

OF'

9
3 8t>

(1+K)F"+KH +M(1—-F")+ 3

aS+§(1+FF”—(F’)2) = (
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b. Persamaan momentum angular

K H
(1+5)H" + ;(FH’ —HF) = %—t + K(2H + F")

c. Persamaan energi

0S

3
S"+ —PrFS = Pr—
~|—2 T T@t

dengan kondisi batas:
F=F=0H=-nF"S=1,By>0padaY =0
F'=1H=S=By=0padaY —

ii. Model matematika aliran magnetohidrodinamika fluida mikrokutub
melewati bola dipengaruhi oleh konveksi campuran yang telah diperoleh
diselesaikan menggunakan metode beda hingga skema implisit Euler.
Hasil simulasi dengan variasi beberapa parameter yaitu parameter
magnetik (M), parameter konveksi campuran («), parameter bahan
mikrokutub (K), dan bilangan Prandtl (Pr) terhadap kecepatan,

temperatur, dan mikrorotasi dapat disimpulkan sebagai berikut:

a Semakin besar parameter magnetik (M )diperoleh bahwa semakin
meningkat pula kecepatan mikrorotasi, sedangkan kecepatan dan

temperatur semakin turun karena pengaruh dari gaya Lorentz.

b Semakin meningkat parameter konveksi campuran («), kecepatan
dan temperatur fluida mengalami peningkatan sedangkan kecepatan
mikrorotasi fluida mikrokutub semakin turun. Hal ini dikarenakan

kenaikan konveksi campuran seiring dengan kenaikan suhu fluida.

¢ Semakin meningkat parameter bahan  mikrokutub (K)
mengakibatkan menurunnya kecepatan dan temperatur semakin
naik. Semakin besar parameter bahan mikrokutub maka kecepatan
mikrorotasi semakin turun sampai titik tertentu kemudian berbalik
menjadi semakin naik. Hal ini disebabkan meningkatnya gesekan
antar partikel fluida.

d kecepatan mikrorotasi semakin meningkat seiring dengan
bertambahnya bilangan Prandtl (Pr).  Sebaliknya, semakin
besar bilangan Prandtl temperatur dan kecepatan semakin turun

karena pengaruh dari difusivitas termal.

78



6.2 Saran
Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan pada permasalahan ini, saran

yang dapat diberikan untuk penelitian selanjutnya adalah :

1. Pada penelitian selanjutnya dapat dilakukan studi pada titik stagnasi

dengan fluida dan benda yang bermuatan magnet.

2. Pada penelitian selanjutnya dapat pula dilakukan studi tidak pada titik
stagnasi dengan bola yang bermuatan magnet dan fluida yang terinduksi

magnet dari bola.
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Lampiran

Lampiran Transformasi Persamaan Pembangun ke Persamaan
Non-Dimensi
1. Persamaan Kontinuitas

oru o _
ox 0y
OarulUs 8arvUooRe%
+ =
Oax @ayRei
alUs  Oru  Orv
a ( ox + oy ) =0
ru oo,
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2. Persamaan momentum
Persamaan momentum sumbu-x
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Kedua ruas dikalikan dengan ﬁ dan subtitusi & = Kpu sehingga diperoleh
persamaan berikut:
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Subtitusi Uy,.a = Re.v, v = %, M = pU—ofj, Gr = =522 dan a = 5.

Diperoleh Persamaan momentum sumbu-x non-dimensi sebagai berikut:
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Ruas kanan:
op _ v 0% ON

- = T—Ty)g; - 4+ — B%*p -
Bp( wo)gg + (1 + k) (5 + 8§2) +0B0 + k-
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pU2p 9*vU 0*vU4

= Bp(T(Tw = Too) + Too = Too)g cosz + (n+ k)( )

Day da?Rezg?  0ay?
Reﬁ
UsRez ON
+oB2vU, — k T
Re%
pUZ Op Us ., 0% 10%
L= P BT (T — Ty cosa+ (u+ B =) (5 + Red 50)
Uso UsoRe: ON
oB2 — > f—
+Re% a? oy

Ruas kiri sama dengan ruas kanan

ov v ov pUZ2 Op
— —) = ——=2— —06p(T (T, — T k
p S B2 2L 5(T(T, — Tec)) g cost + (4 )
U 0% 0% U
00 i R 52 Y 0 B2
(QQRe%)(axz - 62892) - Reéva ?
| UsRet N
a? dy
Kedua ruas dikalikan dengan ) r dan subtitusi k = Ku, Gr = ﬂ“v—3w
PUZ
sehingga diperoleh persamaan berikut:
ov ov  Ov Op v2Gr U 0% 0%v
— — — = -———-—-T 14+ K Re—
ot +u8x +U@y Or  q2U2 Re? cosz + (1 + )(UooaRep)(ﬁx2 68y2)
N
+ﬂ032 __HK K@_

Subtitusi Uy.a = Rew, v = p M = a‘;f;, , dan a = %. Diperoleh

Persamaan momentum sumbu—y non—dlmen81 sebagai berikut:
ov  Ov  Ov op « 1+K0*w 1+Ko*v Mv KON

il ——Lt__-T _
8t+ 8:1:+ 8y 0T  Res cosr+ Re? 8$2+ Re 8v2+Re Re Oy

3. Persamaan Momentum Anguler

ON ON ON N  O°N ou  Ov
— “H= oN L 249t
PGy + gy +igr) = gm tgE) TReN 5~ 5)
Ruas kiri:
ON ON ON

p](ﬁJr oz Y oy

U2 Rez 9N uU%Rez ON . vU2 Re? aN)
a> Ot a>  Ox a> Oy

= pJ(
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_ U;Reé(a_N+ a_N+ 8_]\/)
T ot " ox Uay

Ruas kanan:

PN BN _ du Ov Ku, ?RezUN  9*Re2U,NRe
— k2N + — - —) =
g 0z? * (9@2) (2N + Jy EE) (i + 2 ) da’z?a * da’y?a )
1 1
B KM(QUOORBQN+ ORe2U u N (‘9Uolov )
a day ORezax
PN N - du  0v K.  ReilU,. 0°N >N
— kRN + = — ) = (14 > )uy(—===
UOORe% ou 1 Ov
-K 2N + — + ——
a (2N + dy + Re &'L’)
Ruas kiri sama dengan ruas kanan:
U2Re: ON  ON AN K.  Re:l, N >N
o0 - - . — 1 — s
P (8t+u8$+vay) A+ )m(— )<ax2+Reay2)
UooRe% ou 1 ov
-K 2N + — + ——
a ( dy + Re ax)
Kedua ruas dikalikan dengan ﬁ, sehingga diperoleh:
ON ON ON K. py 0*°N 0?’N a ou 1 Ov
— —tv—)=(1+— R —Kp—©02N + — + ——
pj(@t +u8x+U8y) ( +2)Uooa(8:c2+ e@yz) MUOO( +8y+Reax)

Membagi kedua ruas dengan pj kemudian subtitusi 4 = pv dan 3 = F=,
sehingga diperoleh persamaan momentum anguler sebagai berikut:

ON ON ON K., 1 9*N &N ou 1 Ov

E—FU%—FUa—y <1+?)(Ef9m2+6y2)_K<2N+6_y+E%

)

4. Persamaan Energi

OF 0L (500 e (o1 o1,
ot or 0y pC, 02 O

OT(Ty — Too) + T OT(Ty — To) + Too  Usov OT(Tyy — Too) + T
Uoo Re%

_ o PT(0,~T)+ T | PT(T, 1) + T

- pC, Da?x? Bale?
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U OT(Ty — Tso)  OTo  Usu ,0T(Ty — Tw) 0T Usov , 0T (T — Too) 0y 0T
e ¢ Lo Dol Oy Dty )
a ot ot a ox ox a + dy
c 0PT(T, —Tyx) 0Ty PT(Ty — Too)+ 0Ty
= R
pCpaQ( 0x? + 0x? + Re( 0y? * oy? )
Karena T, suatu konstanta, maka 8%"" = 0, sehingga diperoleh persamaan
berikut
%GT(TU, —Ty) L Usow OT(Ty — Two) n Uoov(ﬁT(Tw — Too)ay) o (82T(Tw —Te)
a ot a Oz a + -~ pCpa? 0z?
PT(Ty — Too)+
+Re 057 )
Kedua ruas dikalikan dengan m
oT . oT N oT c (82T R (?QT)
— tu—tv— =
ot ox dy  pCyUxa 0z? 68y2

a—T—l—ua—T—l—va—T: ‘ (a2—T+R682—T)
ot ox dy  pC,Re" 0x? 0y?
6—T—|—u8—T—|—va—T: ! (82—T—|—R662—T)
ot ox dy  PrRe Ox? oy?
oT oT oT 1 0°T 1 0°T
9 ""or Ty T PrReoaz | Prog
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Lampiran 2.Non-Dimensional Kondisi Batas

Kondisi batas yang digunakan adalah:
t<0:u=v=N=0,T =Ty, By =0 untuk setiap z, §
EEO:Q:T):O,N:—ng—g,T:Tw,BO>Opadagj:O

u = u.(z),N = 0,T = Ty, By = 0 pada § — oo Dengan menggunakan

variabel non-dimensi y = Reég dan T' = E __Ti:;, maka diperoleh:
T="T,
T, — 1T,
T=2-> =0
Ty —Tw
T="T,
T, — T,
T=-" =1
Tw - Too
N=0
.0
N=—2"__y
Re2U,
J—L
9y
Reza ou
N = —n—
Uo 0y
N — Reza B 8quol
Uso dayRe2
N = —n@
dy

Sehingga kondisi batasnya menjadi
t<0:u=v=N=0,T=0,By =0 untuk setiap x,y
tZO:u:v:O,N:—ng—Z,T:1,BO>0paday:0
u=1uc(r), N=0,T=0,By =0 pada y — oo
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Lampiran 3. Free Stream
Koordinat bola (spherical) dari kecepatan aliran bebas (free stream) adalah:

U, = —Uy cosf (1)
Up = Uoo sinf (2)
Uy =0 (3)

menurut (Anderson, 1995), streamline kecepatan adalah:

i cosf  p sind
U=Vp=— —
YT o 4 13

+ Oeg (4)

Dengan mensubtitusikan Persamaan (83)-(85) ke persamaan (86), diperoleh:

[ cost 1
U, = —Us cost + o 3 = —(Us — 27r7“3) cost (5)
, [ sinf
U@ZUOO SZ?’ZQ—FEF: (6)
Up=0 (7)

Untuk menentukan titik stagnasi pada aliran, diberikan U, = Uy = 0. Dari
persamaan (88), U, = 0 diberikan sinf = 0, dimana titik stagnasi berada pada
0 =0 dan § = 7. Dari persamaan (87), dengan U, = 0, dapat diperoleh

u fu
—Uy — =0 Uy = 8
273 23 (8)

r = R adalah koordinat jari-jari dari titik stagnasi. Dari persamaan (90),
diperoleh nilai R sebagai berikut:

ol

w
R =

(27TUOO)

Subtitusi nilai R ke persamaan (87), sehingga

21U
i

1
U, = —Uy cost + o cost 0 (9)
Dengan kata lain, U, = 0 ketika » = R untuk semua nilai 8 dan ¢.
Daerah kecepatan yang diberikan pada persamaan (85)-(87) adalah aliran
incompressible yang melewati bola dengan jari-jari R. Permukaan bola dimana
r = R, kecepatan tangensial didefinisikan pada persamaan (88). Dengan
mensubtitusikan persamaan (91) ke persamaan (88), diperoleh:

i 2mR3U

Up= (U + y— ) sinf
3 .
Uy = FUs sinb (10)
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Lampiran 4. Perhitungan Persamaan Similaritas
Persamaan yang diperoleh dari fungsi alir, selanjutnya akan ditransformasikan

ke dalam persamaan similaritas menggunakan variabel-variabel similaritas
berikut:

oy
n=-T
t2
N = tféue(,ﬁﬂ)h(x’?],t)
T = s(z,n,t)

1. Persamaan momentum

10%) 10y 0% 1or 0y, 1003%  du, 1 00
oy oy ey Poray) " dan ey = ar T MG, )

2 103
—l—gaTue%—(l—i-K);a—;/J—i-Ka—y
dengan
o _ Obu @@ ) on O L Of )
at_ an ay_t 6()() n t% e()() n
oy trul(x)r(z)f(z,n,t) 1 du.(z) 1 of (xz,m,t)
x - =) = 247 m () 4t ) () 2
b o) (e T
oY AU ()r(x) f(x,n,1) O _ Of(wn,t) 1 0f (x,n,1)
3 = o gy = P U@r(@) === = w(e)r(@) =5
O _ 0.0y, 9 of@mt), _ 9 Of(z,n.t), on
8y2 - ay<ay) ay(ue(m)r(m) n ) 87] (Ue<$)7”( ) n )ay
D 2@ 1 wl@)rle) 2 )
o € s 13 on?
83_77Z) _ g(a%ﬂ) 0 (ue( ) (I’) 82f(:v,77,t)) _ é(u€($)r($) an(ZL‘,T],t))(@
o3 Oy Oy? 8y 3 on? -~ on i3 on? dy

t
ue(@)r(x) O f (2, n, t)

t on3
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#0000 Of (z,m,t), () 0f(z,n,t) dr(x)
900y — Ba a—y)—%(Ue(x)r(x)—n ) =r(z) i) on + Ue( )d(x>
of (x,m,1) O f(x,n,t)
8—77+U6( )+T($) 6778:L“
oy 9,00, 0 of (x,n,t), 0 Of(x,m,t) On
oty §(8_y>_§(u6(m)r(x)—8n )—a—n(ue(x)r(x)—n )a
+ 2 uelar () L) oy ) LD 0
P flx,nt) — ue(x)r(z)nd*f(z,n,t) O f(x,n,t)
ot ¢t 2 ap el =5

ON Ot 2uc(x)h(z,n,t) On 1 (x)ah(fv,n,t)i _ Ue(x) Oh(z, n,t)
oy on oy ¢ o ¢t on

untuk selanjutnya akan dituliskan v, = ue,7(z) = r dan f(z,n,t) = f
sehingga persamaan similiaritas untuk momentum yaitu :
Rusa kiri

Lo 100 Py Lor v, 1005
royot  r?2 0y dxdy  r30x Jy r?2 0x Oy?

1, wuerno®f 0*f 1 of . du, E)f dr of 0*f
AR T R R il R i I T
1 dr Of o 1.1 due(z) 1 of (x,n,t)
b = S e 0 et a)ro)

dr(z) . uer 0*f

)

—f-t%ue(x)f(xﬂ],t) dr )( t% 8772

__wen®f 0L e OF

t 2 0n? onot ey (37]) 7@3_7]2 ueﬁ_nc?n@x rd:z:uean
du, 0 f uﬁfﬁfﬁ_f (9f82f

dx 8_7)2ue r dx On? Ye B 67)

ugdr82f+ C,Of O*f  1dr ,0°f

Ruas kanan
103

du. 1o 2
ue% (r8 —ue)—l—gozTue (1+K>_F+Kf)_y
aue 1 af 2 1 UT a3f

or +M(;(uera—n)—ue)+56¥$ue <1+K)r( . a_)+K<
8ue Ue Gh)

of 2 ue P f
— e )"‘ (
e B on 3 t on? t On

ue Oh
t on

=)

:’U/e

+ M (ue=— u)+—asue+(1—|—K)(
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Ruas kiri sama dengan ruas kanan
e 0? 0? due ,0 2 dr 0 of 02 1dr ,0?

_uendf O Qe Oy, e dr O b0F O Ldr 207

t 20n? onot dx " 0n r dx On? onondx rdx ©On?

du OF RO Ll 0
dx " On? e r dx On? e dr on?
du, of 2 ue O f ue Oh
— w2 4 M2l ‘ 14+ k)2 Sy gt
e~ T (ue(977 + ue) + 3ozsue+( + )(t 87)3)+ (t 877)

Kedua ruas dikali dengan uie, sehingga diperoleh persamaan momentum
berikut:

2 2
LI

g)uue@@ 0f & _1dr &

2 On? onot dx ((977 r dx On? ke 8_7787783(: rdz e on?
du, 0 f _uetf@yf df 0 f

Cdx f8772 rdr On? e %8_772
_dug of 2 Pf oh
_tf)x +Mt(8—n—1)+§ast+(1+K)(a—n3)+K(a—n)
Bf oh, no?f du, of 2 du. , 0*f
(1+K>(3_773)+K(8_?7>+§8_?72+t(d$ +M(8_77_1)+§a8)+ dl‘t(fa_772_
02 of 0 dr 0? df 0
= ( f)+uet(—f f _il_f__f_f)
onot onondx  rdrdn?* dxon?
D?f oh. nd*f of 2 du, 0 f
(1+K>(8_773)+K(6_n>+§8_n?+Mt(a_n_1)+§a‘9t+ dxt(1+f8—ng—(
0> of o° dr 9 df 0*
= ( f)+uet(—f f _i_r_f__f_f)
onot onondx  rdxon?  dr on?
2. Persamaan Momentum Angular
ON 100ON 100N K. 0°N 192N
Bt trogor rocay T )Nge) TKEN A I5R)
dengan,
ON _ 9, Ot U(x)h(x,n, 1) D, 1
= o (1) = o 5+ 5 Crue@h(a )
_ 4t Oh(z,n,t), 1n 1 Oh(xz,m,t) 1
= ) PGS b P @Gt
n 1 Oh(z,n,t) 1 Oh(z,n,t) 1
= ——=U(T)———F + Fu(r)—————= — —Fu.(z)h(z,n,t
() D e () D — @b,
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ON _ 0 .1 1 due(z) Oh(x,n,t)
ax ax< U ( )h(x7777t)) t% dZE h(fE 777t) + ti ’U,e(x> ax
PN _ 0 ON| 0 ula)Ohant), _ ule) Phizn.
oy2  dy Oy oy t on 3 on?

Persamaan momentum angular ruas kiri:

ON 100N 19y dN

E—i_r@y Oor rdx Jdy

_oond o on(@gt) 1 Oh(rnt) 1
= @ g+ qu)—; st (x)h(z,n,t)

2t2
(o)) LG O B 1) 4 S () P

du.(z)

te(x) Oh(z, 1, ))
t on
n 1 @ 1 oh 1 uh Of du,  u?df Oh

—_ +_6 — — ——= U, + -
245 “0n t%u(x)(‘?t Qt%u t3 On dx 3 OnOx

nl 0Oh 1 oh 1 uh Of du,  u?df Oh

o T Wy Tt Ty oy an
w?fOohdr u?0hof

tzr Ondx ¢35 OnOx

Ruas kanan:

8 f;)(@;f) KeN+ 1570
= (TR, - Kot L
= (e Sy MO, gty 22T
= o+t mzhg;’j’ B-x%(zm%)
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(82 f (o, ) () =5 = 4 t2ug (0)r(2) == 522 4 toue(2) f (2., 1)

uef%due




Ruas kiri sama dengan ruas kanan, sehingga

—Qlu@jtlu(x)%—iu uh Of du.  u:dfOoh  wu.f Ohdu,
2¢3 “On gz Ot 243 C
efondr wonas || K
t3r Ondx 43 Onox 2

t3 8_77 dr ¢35 OnOx 3 8_77 dx
ue(a:) th(l', 77) t) aZf
- K—02h+ —%
t2 on? ) ti( " 3772)

Ue
1

)

3
Kedua ruas dikali dengan —’; , sehingga persamaan momentum angular menjadi
e

noh Oh h of du, of oh @Olu6 uetf@dr ohof

T ) =L ¢ - S ut—=L
28n+ ot 2+ on dx ke on Ox f@n dz r Ondx " on Ox
K. 0%h O f
— 14+ ) (&) — Kt(2h+ 2L
1+ ) (G) - Ktl2h+ 5)

K 0h,  ndh h _ du, Oh  Of

(1+3)(8—7]2)+§a—n+ 5 +td3:‘ (fa—?7 _ha_ﬁ)
. 0Oh dOf Oh  fdroh Of Oh 0 f
B t@t + tue(On Odxr rdxdn Ox 877) + K2+ 8772)
3. Persamaan energi
OT  100or 10007 _ 12T
ot royodr roxdy Proy?
dengan
or _ 0Os(z,n,t)on N Os(x,m,t)  0s(x,m,t) (_£> N Os(x,m,t)
o on Ot o 0On 2t ot
_ _nos@nt)  Os@nt)
2t On ot

or 9T on _ 9s(x,n,t)On _ 1 ds(z,n,t)
dy  Ondy on Oy 5 0On

0T _

ﬁ<i88(w,77,t)) 0 1 0s(z,n,1)
Oy>  Oy'ts  On

on 1 0?s(x,m,t)
o\ E o oy 1 op (1

Untuk selanjutmya dapat dituliskan bahwa s(z,n,t) = s sehingga persamaan
similaritas untuk energi yaitu :

nds 0O0s 1 Ofds 1, 1, du. 1 Of 1 dr 1 0s

“atan T ot T agde T Ty T ) g,
11 0?%s
t Pron?
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nds 0s of ds o pdue Of wuefdr 0s 11 0%
2t0n+8t+u68ndx (fdx+uef)x

r dx>8n t Pr on?
Kedua ruas dikali dengan Pr t, sehingga persamaan energi menjadi

2
_py ﬁa——l—Pt@%—Pt afds_Ptfdueas of Os Uof dr s  0%s

95 | Preu, pryliel Ar0s _O7s
201 ot “On dz con e o T T an T o

0?s U ds du, 83 B ds ofds 0fds fdr0Os

a2 T 2oy dx on o Tl

4. Penurunan Kondisi Batas

1 o .
r 8y ¢
dan
o of (z,m,t)
ay ue(x)r( ) 877
Sehingga diperoleh
_1 of(z,n,t) _
u= Tue(:c)'r’(:c) on = U
Ofx,n,t) _
on

Kondisi batasnya menjadi t =0: f = 6f =

= s = 0 untuk setiap =, 7
t>0:f=5%=0h=

a2,5—1 padan—O
gflzl,h—s—Opadan—>oo
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Lampiran 5. Penurunan Kondisi awal
Persamaan yang digunakan untuk menentukan kondisi awal yaitu:

(1+ B £+ N+ 57 M = 1)+ Sast+ S0 +157 = (1))

‘Z( 12 T’ / h 3 / ! ah 1
(1+—2)h +2h+2+2t(fh hf") 8t+K( + ")

3 9,
s" + Prﬁs' + §Prtfs' = Prta—j

Untuk ¢ = 0, diperoleh persamaan berikut:

<1+K)fI/I+KhI+gf//:0

K n h
1+ )"+ +-=0
(+2) +2 +2

" P o — 0
s + 7“25
Untuk mendapatkan persamaan f digunakan persamaan berikut
(1+K)f///+Kh/+gf//:0
Misalkan f” = z dan h = —nf”, sehingga persamaan menjadi:

(1+K>f///_an///+gZZO

1+ K z'—an'Jrﬁz:O
(14 K) !

(1+K[1—n})z'+gz:()

dengan 2’ = % maka diperoleh persamaan:
"

(1+ K[1 - n])dz + gzdn —0

<1+K£1_nbdz+gdn—0

98



Kedua ruas diintegralkan

7,’2

(1—{—K[1—n])lnz+z =cl
0’
(1+K[1—n])lnz:cl—z
1 2
Inz= c — 7
(1+K[l—n]) 41+ K[1—n])
2
y = 6(1+KC[1177L]) _ 64(1“?[1*"])

Karena z = f”, maka diperoleh persamaan berikut

2
1 n
f = eTUFRI=A) — ATFRI=7] (12)

/ cl 7]2
f = e (I+K[1-n]) — 64(1+K[1—n])d7]

/ cl _ 772
f — e (FK[I-n]) e 4(1+K[17n])d7]

Dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang melibatkan fungsi
error(erf) yaitu:

/e—Cdex = \/gerf(\/@)

maka diperoleh:

, el _¢
f — e +K[I—n]) e 4(1+K[17n])d77

—  UFKI=AD Vr(l+ K[1— n])erf(2

Ui
1+ K[l —n]

)+ 2

dengan subtitusi kondisi batas pada Persamaan didapatkan: saat n = 0 dengan
=0, diperoleh:

cl ’]7
e+KI-nD) /(1 + K|1 — n|)er +c2=0
VAT R ier (o)
TR0 /7(1+ K[L — n])erf(0) +c2 =0
c2=0
Subtitusi ¢2 = 0 ke persamaan f’

' — TR /(1 + K[1 — n))er il + 2

f VAT R ler ()
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' = TR (U R = e (e (13)

Dengan menggunakan kondisi batas, yaitu f’ = 1 saat n = oo, akan diperoleh
f' sebagai berikut

_a Ui
1 =e@EL-) /(1 + K[l —nl)er
Ve [1 —n]) ﬂ21+KU—m
1 = T & 0 \/7(1 + K[1 — n])er f(c0)
| = @& =0 \/7(1 + K[1 — n))
! — TR (14)

V(1 + K[1 —n])

Subtitusi persamaan (120) ke persamaan (119) dan (118), diperoleh persamaan
berikut:

o n
fr=erlly 1+Ku—nﬁ (15)

2

— ! e TAFR =D (16)
V(1 + K[l —n])

Dengan mengintegralkan f’, diperoleh f sebagai berikut

f//

1+ K(1— —n?
il ) u(em —-1) (17)

1+ K[1 —n] T

fzneer

Selanjutnya dilakukan penyelesaian untuk mendapatkan h dan A’

n —n?
h=-nf'=— e TRl 18
/ V(1 + K[l —n]) (18)

nn e
h/ = —nf”/ = 64(1+K[1—n]) 19
2(1+ K[1 —n])\/#(1+ K[l —n]) (19)
Selanjutnya dilakukan penyelesaian untuk mendapatan s dan s’. Dengan
memisalkan s’ = k, diperoleh:

" P_/:O
s+ 1“25

H+P%k:0
dengan k' = % dan mengalikan kedua ruas dengan d%’, maka diperoleh

1

n
dk + Pr—=dn =
k: +7“277 0

100



kedua ruas diintegralkan, diperoleh

P 2
In k+ 7"77 =c3
4
2
lnkch—Pm

2
= e 1 +es

k=eBe T
karena k = s’, maka dapat diperoleh persamaan s’ sebagai berikut

2

s = 6036_ T

s = /6636‘]32”2 dn
s =e3 / ~Foe dn

Dengan menggunakan rumus integral eksponensial yang melibatkan fungsi

error, diperoleh
_Pr'r]2
s = e? / e+ dn

= enymenf(FT) 4

)+ cd

Dengan menggunakan kondisi batas s = 1 saat n = 0, akan ditentukan e dan
c4

s = 603\/_6Tf(77\/_

)+ (20)

1 =e?rmerf(0) +c4
cd=1

s =0 saat n = oo,

5= eC3ﬁerf(nT\/P_r) +cd

0 =e?merf(oco) + 1
663\/7_1' — _

603:_

1
I
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Dengan subtitusi e dan c4 ke persamaan (120), diperoleh

1 VP
s:—ﬁﬁerf(n 5 7n)+1
VP
s:erf(77 5 r>+1
P'r Prn2
S = — —e€ 4
m
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