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ABSTRAK 
 

Pengendalian persediaan adalah pengendalian biaya keseluruhan yang 
terkait persediaan dengan mempertimbangkan persediaan sekecil mungkin tanpa 
menimbulkan masalah. Pada perkembangannya, pengendalian dan pemeliharaan 
persediaan produk yang memburuk telah menarik banyak perhatian dalam bidang 
analisis inventori karena kebanyakan produk akan memburuk dari waktu ke 
waktu. Pada penelitian ini, permasalahan inventori berupa perawatan produk 
dengan memperhatikan banyaknya kerusakan produk dan tingkat diskon, tetap 
menjadi bahasan utama seperti penelitian-penelitian sebelumnya, selain itu faktor 
pajak emisi dan investasi R&D pada teknologi yang usang diperhatikan sehingga 
fungsi dari biaya total akan berubah pula. Digunakan Prinsip Maksimum 
Pontryagin untuk menyelesaikan permasalahan kontrol optimal dan diperoleh 
syarat batas dari variabel kontrol sehingga banyaknya inventori, proporsi produk 
baik, teknologi usang, produk yang terjadwal,  produk yang diberi perawatan dan 
investasi pengembangan teknologi mendekati atau menuju yang ditargetkan. Dari 
hasil tersebut berpengaruh terhadap biaya total dimana biaya total semakin 
minimum ketika keseluruhan mendekati atau menuju yang ditargetkan. 

 
 

Kata kunci: Kontrol Optimal, Prinsip Maksimum Pontryagin, Sistem Perawatan 
Produk, Pajak Emisi, Investasi R&D Polusi. 
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ABSTRACT 
 

Inventory control is the overall inventory-related cost control taking into 
account the smallest possible inventory without causing any problems. In its 
development, the control and maintenance of production inventories of 
deteriorating items has attracted much attention in the field of inventory analysis 
as most production goods will deteriorate over time. In this thesis, inventory 
problems in the form of production-maintenance system with deteriorating items 
and discount rate, remain the main discussion such as previous studies, besides the 
emission tax factor and pollution R & D investment on obsolete technology rate 
are considered so the function of total costs will be change. Pontryagin's 
Maximum Principle was used to solve the optimal control problem and obtain the 
boundary conditions of the control variable so that the inventory level, proportion 
of good unit rate, the environment obsolescence rate of technology,the schedule 
production rate, the preventive maintenance rate and the pollution R&D 
investment are approaching or towards the goal rate. From these results affect the 
total cost where the total cost is increasingly minimum when the whole 
approaches or towards the goal rate 

 
 
 
 

Keywords:  Optimal Control, Pontryagin Maximum Principle, Production 
Maintenance System, Emission Tax, Pollution R & D Investment. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 
 

1.1 Latar Belakang 

Pengendalian persediaan merupakan bagian yang penting pada suatu 

perusahaan yang bergerak dalam bidang manufaktur. Mengendalikan persediaan 

dengan baik adalah menjaga keseimbangan setiap waktu dengan memiliki 

persediaan yang optimal untuk memaksimalkan keuntungan. Jumlah persediaan 

yang besar akan menimbulkan biaya yaitu biaya penyimpanan persediaan 

sehingga keuntungan perusahaan pun berkurang. Selain itu, barang juga dapat 

rusak jika tidak disimpan dengan baik. 

Di lain pihak perusahaan manufaktur sering tidak memperhatikan dampak 

lingkungan berupa polusi yang ditimbulkan dari teknologi produksi yang sudah 

usang. Untuk mengurangi dampak kerusakan lingkungan yang ditimbulkan, 

beberapa negara telah menerapkan pajak emisi dengan batasan-batasan yang 

diperbolehkan dalam penggunaan teknologi yang kurang ramah lingkungan. 

Dimana pajak tersebut cukup berperan dalam pelestarian lingkungan namun bagi 

perusahaan menjadi biaya tambahan karena apabila polusi yang dihasilkan dapat 

dikurangi atau sesuai batasan yang diperbolehkan maka perusahaan tidak akan 

menanggung beban pajak emisi. Oleh sebab itu dalam suatu perusahan diperlukan 

investasi R&D polusi dimana investasi difokuskan pada pengembangan 

tekonologi polusi sehingga pajak emisi yang dibebankan dapat dikurangi. 

Dalam tesis ini, mengikuti kerangka analisis Bukhari dan El-Gohary (2012) 

dengan mengembangkan model sistem perawatan produksi dengan 

memperhatikan kerusakan produk, pajak emisi, investasi R&D pada teknologi 

polusi dan tingkat diskon. Model yang diusulkan, yaitu  meminimumkann biaya 

total yang mencakup jumlah biaya penyimpanan banyaknya barang, biaya 

produksi yang dijadwalkan, pajak emisi dan biaya investasi R&D pada teknologi 

polusi. Solusi optimal diturunkan berdasarkan prinsip Maksimum Pontryagin. 

Sistem dimodelkan oleh sistem persamaan diferensial non linier dan solusinya 
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akan dibahas secara numerik dengan Runge-Kutta orde empat dan juga digunakan 

untuk menggambarkan kinerja sistem sebagai fungsi dari parameter sistem. 

1.2 Rumusan Masalah : 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, maka permasalahan dalam 

penelitian ini adalah: 

1. Bagaimana mengembangkan model fungsi objektif atau fungsi tujuan 

dari sistem perawatan produksi dengan memperhatikan kerusakan 

produk, pajak emisi, investasi R & D polusi dan tingkat diskon dalam 

bentuk masalah kontrol optimal. 

2. Bagaimana menentukan banyaknya produk yang diberi perawatan, 

banyaknya produk yang terjadwal, pajak emisi dan investasi R & D 

polusi secara optimal dari model sistem perawatan produksi dengan 

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. 

3. Bagaimana analisa hasil simulasi sistem perawatan produksi setelah 

dilakukan kontrol optimal. 

1.3 Batasan Masalah 

Permasalahan yang dibahas dalam penelitian ini dibatasi ruang lingkup 

pembahasannya, antara lain: 

1. Permintaan mempunyai batas maksimum.  

2. Produk yang diproduksi adalah sejenis. 

3. Tingkat kerusakan terjadi setelah produk masuk dalam inventori (gudang 

penyimpanan). 

4. Banyaknya inventori awal 0(0) 0I I= > , proporsi produk baik awal 

0(0) 0p p= >  dan banyaknya teknologi usang awal ( ) 00 0b b= >  

bernilai positif. 

5. Model yang digunakan dalam penelitian ini adalah model perawatan 

produksi kontinu.  

6. Gudang penyimpanan produk dianggap dapat menampung jumlah produk 

yang dipesan. 
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1.4 Tujuan Penulisan 

Adapun hasil yang ingin dicapai pada penelitian ini adalah : 

1. Mengembangkan model fungsi objektif atau fungsi tujuan dari sistem 

perawatan produksi dengan memperhatikan kerusakan produk, pajak 

emisi, investasi R & D polusi dan tingkat diskon dalam bentuk masalah 

kontrol optimal. 

2. Menentukan banyaknya produk yang diberi perawatan, banyaknya 

produk yang terjadwal dan pajak emisi secara optimal dari model sistem 

perawatan produksi dengan menggunakan Prinsip Maksimum 

Pontryagin.  

3. Menganalisa hasil simulasi sistem perawatan produksi setelah dilakukan 

kontrol optimal. 

1.5 Manfaat  

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini antara lain: 

1. Memberikan informasi untuk penelitian selanjutnya tentang kontrol 

optimal sistem inventori khususnya pada perawatan produksi yang 

dikenai pajak emisi. 

2. Memberikan informasi kepada perusahaan dalam melakukan perawatan 

produksi, pajak emisi yang harus dibayar dan investasi R & D polusi agar 

perusahaan tidak menanggung kerugian. 
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BAB 2 

KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI 

 
2.1 Penelitian Terdahulu 

Beberapa penelitian yang terkait dengan penulisan dan penyelesaian rencana 

penelitian ini sebagai berikut. 

1. Dragone dkk. (2010), membahas tentang kontrol optimal untuk pencemaran 

lingkungan dengan melakukan investasi R&D pada teknologi yang ramah 

lingkungan dengan menerapkan pajak emisi pada teknologi yang usang. 

2. Bukhari dan Gohary (2012) membahas tentang kontrol optimal sistem 

perawatan produksi dengan memperhatikan kerusakan produk. 

3. Vylda Pavela (2015) membahas tentang kontrol optimal sistem inventori 

dengan memperhatikan kerusakan produk. 

4. Siska Aprilia Hardiyanti (2016) membahas tentang kontrol optimal sistem 

perawatan produksi dengan memperhatikan kerusakan produk dan tingkat 

diskon. 

 
2.2 Model Sistem Perawatan Produksi  

Ditinjau sebuah perusahaan manufaktur yang memproduksi satu barang, 

menjual beberapa unit dan menyimpan unit lainnya. Dalam paper (Bukhari dan 

El-Gohary, 2012) telah memodelkan model kontrol optimal dari sistem perawatan 

produksi dengan memperhatikan kerusakan produk dimana penulis 

mengasumsikan bahwa kinerja proses dapat diukur dari segi proporsi unit barang 

akhir yang dihasilkan.  

Model persamaan diferensial yang menggambarkan laju inventori (t)I  

sebagai berikut (Bukhari dan El-Gohary, 2012): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dI t
p t u t I t S t

dt
θ= − −

 

dan  ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0,0 1I t S t u t p t≥ ≥ ≥ ≤ ≤  
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dengan :  (t)I  : Banyaknya inventori pada waktu t 

(t)p  : Proporsi produk baik pada waktu t 

(t)u  : Banyaknya produk yang terjadwal pada waktu t 

( )S t  : Banyaknya permintaan pada waktu t 

θ  : Proporsi produk yang rusak 

 
Model persamaan diferensial yang menggambarkan laju proporsi produk 

baik ( )p t  sebagai berikut (Bukhari dan El-Gohary, 2012): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
dp t

p t m t t p t
dt

dp t
t m t p t m t

dt

α

α

 = − − 

 = − + + 
 (2.1)

 

                dan  ( ) ( ) ( ) ( )0 ,0 1, 0m t M t p t tα≤ ≤ ≤ ≤ ≥  

dengan :  (t)p  : Proporsi produk baik pada waktu t 

(t)m  : Banyaknya produk yang akan diberi perawatan pada waktu t 

(t)α  : Banyaknya produk yang usang pada waktu t 

Siska Aprilia Hardiyanti (2016) pada papernya telah menganalisa pengaruh 

pemberian tingkat diskon pada sistem perawatan produksi dengan memperhatikan 

kerusakan produk untuk sistem waktu yang kontinu digunakan faktor pemotongan 

sebesar te ρ− , sedangkan untuk sistem waktu  diskrit digunakan faktor pemotongan 

1
(1 )tρ+

 pendekatan ini diperoleh dari, 

111
t

t
ne

n
 + ≈ 
   , untuk ,n t→∞ →∞  , dengan 1

n
ρ =   

Sehingga Net Present Value (NPV) dapat diformulasikan sebagai berikut, 
t

tNPV e Rρ−= , untuk sistem waktu kontinu, atau  

(1 )
t

t

RNPV
ρ

=
+

 , untuk sistem waktu diskrit 

Net Present Value (NPV) adalah nilai sekarang dari sejumlah uang yang 

akan diterima dimasa yang akan datang dan dikonversikan kemasa sekarang 
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dengan menggunakan tingkat suku bunga (discount rate). Net Present Value 

(NPV) merupakan metode untuk menganalisis Discounted Cash Flow (DCF) dan 

merupakan metode standar untuk menaksir kondisi finansial dari proyek jangka 

panjang (Indayani, 2010) 

Pada paper Hardiyanti (2016) yang telah mengembangkan paper Bukhari 

dan Gohary (2012), yaitu dengan memberikan faktor diskon pada fungsi obyektif 

sebelumnya. Sehingga fungsi objektifnya sebagai berikut : 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( )

2 2 2
1 2 1

2(t) 0, (t) 0
0 2

1min
2

T
t

u m

h I t I h p t p c u t u
J e dt

c m t m
ρ−

≥ ≥

 − + − + −
 =
 + − 

∫
(2.2)

 

dimana [0, ], , 0, 1, 2i it T h c i∈ > =  

dengan :  ih  : Biaya penyimpanan 

1c  : Biaya inventori 

2c  : Biaya perawatan produksi 

I  : Banyaknya inventori yang diinginkan (target) 

p  : Proporsi produk baik yang diinginkan (target) 

u  : Banyaknya produk terjadwal yang diinginkan (target) 

m  : Banyaknya produk yang akan diberi perawatan yang 

diinginkan (target) 

ρ  : Tingkat diskon 

2.3 Sistem Perawatan Produk Dengan Memperhatikan Kerusakan Produk, 

Pajak Emisi, Investasi R&D Pada Teknologi Polusi dan Tingkat Diskon 

Untuk menciptakan insentif bagi perusahaan manufaktur berinvestasi dalam 

Litbang agar teknologi produksinya lebih ramah lingkungan, pemerintah 

memberlakukan pajak Pigouvian langsung. Biasanya, pajak Pigouvian dikenakan 

pada jumlah total eksternalitas negatif yang dihasilkan. Kami mengusulkan 

sebuah rancangan kebijakan pajak polusi alternatif, dimana perusahaan dikenai 

pajak langsung sama dengan, 

( )( )2

3( )t h b t bϒ = −  (2.3) 
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dimana 3h  adalah tarif pajak yang diberlakukan oleh pemerintah pada 

perusahaan. Dengan demikian, kebijakan ini sangat dekat dengan adopsi standar 

kualitas, seperti penggunaan filter yang menangkap CO2, untuk mengurangi 

jumlah polutan yang dipancarkan oleh mobil per mil. ( )b t dipandang sebagai 

tingkat keusangan teknologi yang digunakan untuk mengukur tingkat kerusakan 

eksternal yang disebabkan oleh penggunaan teknologi yang semakin lama 

semakin mencemari seiring berjalannya waktu. Penafsiran ekonomi dari 

( )( )2
b t b− adalah bahwa perusahaan ingin memperbaiki tingkat keusangan 

teknologi usang ( )b t  mendekati tingkat tujuan b . Koefisien ( )b t  merupakan 

variabel state. Model persamaan diferensial yang menggambarkan laju teknologi 

usang ( )b t  sebagai berikut: 

( ) ( ) ( )db t
k t b t

dt
η= − +

 (2.4)
 

dengan ( ) ( )00 , Tb b b T b= = , dimana 0 , 0Tb b η> > , dan ( ) 0k t ≥ , yang 

merupakan investasi langsung dalam pengembangan teknologi mengurangi polusi 

yang dilakukan oleh perusahaan.  

Mengacu pada paper yang ditulis Dragone dkk. (2010), R&D pada 

teknologi yang digunakan oleh perusahaan melibatkan biaya langsung diukur 

dengan 

( ) ( )( )2
3t c k tΓ =

 (2.5) 

dimana 3c  adalah parameter positif yang diperkirakan dari pengetahuan 

sebelumnya tentang bisnis. 

Dengan notasi yang sama seperti pada bagian sebelumnya, dan 

menggabungkan sistem (2.1) dan Persamaan (2.4), kita dapat memperoleh model 

persamaan diferensial berikut yang menggambarkan banyaknya inventori ( )I t , 

proporsi produk baik (t)p dan banyaknya teknologi usang ( )b t terhadap perubahan 

waktu: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )dI t
p t u t I t S t

dt
θ= − −  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )dp t
t m t p t m t

dt
α = − + +    

( ) ( ) ( )db t
k t b t

dt
η= − +  (2.5) 

dan   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0, 0, 0,0 ,I t S t b t u t k t m t M t≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≤ ≤  

( ) ( )0 1, 0p t tα≤ ≤ ≥  

Dari persamaan (2.2), (2.3) dan (2.5) dapat diformulasikan permasalahan 

kontrol optimal yang terdiri dari tiga variabel state yaitu banyaknya inventori ( )I t , 

proporsi produk baik (t)p dan banyaknya teknologi usang ( )b t  serta tiga variabel 

kontrol yaitu banyaknya produk yang terjadwal ( )u t , banyaknya produk yang 

akan diberi perawatan ( )m t  dan investasi pengembangan teknologi ( )k t . 

Permasalahan dalam penelitian ini adalah untuk meminimumkan fungsi objektif 

atau fungsi tujuan (Performance Index) dan dipengaruhi oleh discounting. Fungsi 

objektif yang digunakan dalam penelitian sebagai berikut: 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

22 2
1 2 3

2 2 2(t) 0, (t) 0, (t)
0 1 2 3

1min
2

T
t

u m k

h I t I h p t p h b t b
J e dt

c u t u c m t m c k t
ρ−

≥ ≥

 − + − + − + =
 − + − +  

∫
(2.6)

 

dimana [0, ], , 0, 1, 2i it T h c i∈ > =  

dengan :  ih  : Biaya penyimpanan 

 3h  : Tarif pajak emisi 

1c  : Biaya inventori 

2c  : Biaya perawatan produk 

3c  : Biaya pengembangan teknologi 

I  : Banyaknya inventori yang diinginkan (target) 

p  : Proporsi produk baik yang diinginkan (target) 

b  : Banyaknya teknologi usang yang diinginkan (target) 

u  : Banyaknya produk terjadwal yang diinginkan (target) 

m  : Banyaknya produk yang akan diberi perawatan yang 

diinginkan (target) 
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ρ  : Tingkat diskon 

( )k t  : Investasi pengembangan teknologi pada waktu t 

Fungsi objektif (2.6) adalah menghitung besarnya biaya produksi total. 

Biaya produksi total terdiri dari biaya penyimpanan, biaya inventori, biaya 

perawatan produksi, besarnya pajak dan investasi pengembangan teknologi. Nilai 
1
2

menunjukkan bahwa bobot yang menyatakan tingkat kepentingan dari biaya-

biaya yang bersangkutan adalah sama. Masalah optimasi tersebut dapat diselesaikan 

dengan Prinsip Maksimum Pontryagin (Bounkhel & Tadj, 2005). 

2.4 Bentuk Sistem Persediaan 

Secara umum, suatu sistem persediaan menjadi terbagi atas : 

2.4.1 Sistem sederhana. 

Sistem sederhana yaitu sistem persediaan yang berdasarkan atas input dan 

output. 

 
Gambar 2.1. Sistem Persediaan Input–Output 

 

Gambar 2.4 menunjukkan sistem persediaan yang dipengaruhi oleh proses 

input dan proses output. P(t) adalah rata-rata material atau bahan yang masuk 

kedalam sistem persediaan pada saat t. Sedangkan W(t) adalah rata – rata suatu 

material atau bahan keluar dari system persediaan. Output (W(t)) dipengaruhi oleh 

permintaan atau kebutuhan terhadap material atau bahan, dengan rata-rata D(t), 

yang berasal dari luar perusahaan dan berada diluar kendali perusahaan. 
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2.4.2 Sistem berjenjang (Multi Echelon Inventory System). 

Sistem berjenjang yaitu sistem persediaan yang memiliki beberapa fasilitas 

persediaan yang saling berkaitan. 

 

 
Gambar 2.2. Sistem Persediaan Berjenjang 

 

2.5 Biaya-Biaya Inventori 

Tujuan dari pengendalian persediaan adalah memiliki persediaan dalam 

jumlah yang tepat, pada waktu yang tepat dan dengan biaya yang rendah. Karena 

itu, kebanyakan model-model persediaan menjadikan biaya sebagai parameter 

dalam mengambil keputusan. Biaya dalam sistem inventori secara umum dapat 

diklasifikasikan sebagai berikut : 

2.5.1 Biaya Pembelian (Purchasing Cost) 

Biaya pembelian (purchase cost) dari suatu item adalah harga pembelian 

setiap unit item jika item tersebut berasal dari sumber-sumber eksternal, atau 

biaya produksi perunit bila item tersebut berasal dari internal perusahaan atau 

diproduksi sendiri oleh perusahaan. 

2.5.2 Biaya Pengadaan (Procurement Cost) 

Biaya pegadaan dibedakan atas 2 jenis sesuai asal – usul barang , yaitu biaya 

pemesanan (ordering cost) bila barang yang diperlukan diperoleh dari pihak luar 



 
 

12 
 

(supplier) dan biaya pembuatan (setup cost) bila barang diperoleh dengan 

memproduksi sendiri. 

2.5.3 Biaya Penyimpanan (Holding Cost) 

Biaya penyimpanan (holding cost) merupakan biaya yang timbul akibat 

disimpannya suatu item. Biaya penyimpanan terdiri atas biaya-biaya yang 

bervariasi secara langsung dengan kuantitas persediaan. Biaya penyimpanan per 

periode akan semakin besar apabila kuantitas bahan yang dipesan semakin 

banyak, atau rata rata persediaan semakin tinggi. 

2.5.4 Biaya Kekurangan Bahan (Stockout Cost) 

Biaya kekurangan bahan (stockout cost) adalah biaya yang timbul bilamana 

persediaan tidak mencukupi permintaan produk atau kebutuhan bahan. Biaya-

biaya yang termasuk dalam biaya kekurangan persediaan antara lain kehilangan 

penjualan, kehilangan langganan, biaya pemesanan khusus, terganggunya proses 

produksi, tambahan pengeluaran kegiatan manajerial, dan sebagainya. 

2.5.5 Biaya sistematik 

Biaya ini meliputi biaya perancangan dan perencanaan sistem persediaan 

serta ongkos – ongkos untuk mengadakan peralatan serta melatih tenaga yang 

digunakan untuk mengoperasikan sistem. Biaya sistemik ini dapat dianggap 

sebagai biaya investasi bagi pengadaan suatu sistem pengadaan. 

2.6 Pajak untuk Mengatasi Eksternalitas Negatif 

Masalah eksternalitas dapat diatasi dengan menginternalisasi biaya 

eksternalitas ke dalam biaya produksi perusahaan sehingga diperlukan intervensi 

pemerintah melalui penerapan pajak. Pemerintah dapat memecahkan alokasi 

sumber yang lebih efisien dengan mengenakan pajak kepada pihak penyebab 

polusi dimana pajak tersebut merupakan pajak per unit.  

Pajak yang khusus diterapkan untuk mengoreksi dampak dari eksternalitas 

negatif disebut dengan Pajak Pigovian (Pigovian Tax), sesuai dengan nama 

penggagas pertamanya yaitu Arthur Pigou (1877-1959). 
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2.7 Research And Development (R & D) 

Menurut Sujadi (2003:164) Penelitian dan Pengembangan atau Research 

and Development (R&D) adalah suatu proses atau langkah - langkah untuk 

mengembangkan suatu produk baru, atau menyempurnakan produk yang telah 

ada, yang dapat dipertanggungjawabkan. Produk tersebut tidak selalu berbentuk 

benda atau perangkat keras (hardware), seperti buku, modul, alat bantu 

pembelajaran di kelas atau di laboratorium, tetapi bisa juga perangkat lunak 

(software), seperti program komputer untuk pengolahan data, pembelajaran di 

kelas, perpustakaan atau laboratorium, ataupun model - model 

pendidikan,pembelajaran, pelatihan, bimbingan, evaluasi, manajemen, dll. 

Ciri - Ciri Research And Development  

Borg and Gall, 1983 menjelaskan ciri utama R&D, yaitu : 

1. Melakukan penelitian awal untuk mencari temuan-temuan penelitian 

terkait dengan produk yang akan dikembangkan. 

2. Mengembangkan produk berdasarkan temuan penelitian tersebut. 

3. Melakukan uji lapangan dalam situasi senyatanya dimana produk tersebut 

nantinya digunakan. 

4. Melakukan revisi untuk memperbaiki kelemahan-kelemahan yang 

ditemukan dalam tahap-tahap uji lapangan. 

Bagian Research & Development (R&D) di suatu perusahaan bertanggung 

jawab untuk segala aktivitas riset dan pengembangan di perusahaan tersebut. 

Bagian R&D juga bertanggung jawab untuk memastikan kualitas performansi 

dalam perusahaan sesuai dengan standar yang telah ditetapkan perusahaan. 

2.8 Titik Kesetimbangan 

Misal diberikan suatu sistem persamaan tak linier 

( ), ,dI f I p b
dt

=  

( ), ,dp g I p b
dt

=  

( ), ,db h I p b
dt

=
 

(2.7) 
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Titik ( ), ,I p b∗ ∗ ∗  yang memenuhi ( ), , 0f I p b∗ ∗ ∗ = , ( ), , 0g I p b∗ ∗ ∗ = , dan 

( ), , 0h I p b∗ ∗ ∗ =  disebut titik kritis sistem (2.7). Titik kritis ( ), ,I p b∗ ∗ ∗  

merupakan solusi sistem (2.7) yang bernilai konstan sebab di titik ( ), ,I p b∗ ∗ ∗ ,  

nilai 0dI
dt

∗

= , 0dp
dt

∗

= , dan 0db
dt

∗

=  sehingga titik kritis disebut juga disebut titik 

tetap atau titik kesetimbangan (Boyce & DiPrima, 2009). 

2.9 Linierisasi 

Linierisasi merupakan proses melinierkan suatu sistem persamaan tak linier. 

Pendekatan linier dilakukan disekitar titik setimbang. Misalkan titik setimbang 

( ), ,I p b∗ ∗ ∗ , sehingga ekspansi deret Taylor dari sistem (2.7) adalah sebagai 

berikut:(Subiono,2013) 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * *

* * *

, ,

f

dI f f ff I p b I I p p b b
dt I p b

f f fu u m m k k
u m k

∗ ∗ ∗ ∂ ∂ ∂
= + − + − + − +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

− + − + − +Θ
∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * *

* * *

, ,

g

dp g g gg I p b I I p p b b
dt I p b

g g gu u m m k k
u m k

∗ ∗ ∗ ∂ ∂ ∂
= + − + − + − +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

− + − + − +Θ
∂ ∂ ∂

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

* * *

* * *

, ,

h

db h h hh I p b I I p p b b
dt I p b

h h hu u m m k k
u m k

∗ ∗ ∗ ∂ ∂ ∂
= + − + − + − +

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

− + − + − +Θ
∂ ∂ ∂

  

  
dengan :   , ,f g hΘ Θ Θ  suku-suku nonlinear yang selanjutnya. 

( ) ( ) ( ), , , , , , 0f I p b g I p b h I p b∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = =  

didefinisikan:  *
1 1I I a I a− = ⇒ =   

   *
2 2p p a p a− = ⇒ =   

   *
3 3b b a b a− = ⇒ =   

*
1 1u u v u v− = ⇒ =   

*
2 2m m v m v− = ⇒ =   

*
3 3k k v k v− = ⇒ =   
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Sehingga ekspansi deret Taylor diatas menjadi 

1 2 3 1 2 3
dI f f f f f fa a a v v v
dt I p b u m k

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

1 2 3 1 2 3
d pg g g g g ga a a v v v
dt I p b u m k

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

1 2 3 1 2 3
db h h h h h ha a a v v v
dt I p b u m k

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 

Persamaan diatas dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai berikut, 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

f f f f f f
I p b u m ka a v
g g g g g ga a v
I p b u m k

a a vh h hh h h
u m kI p b

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂       
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      = +       ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂            ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 







 
Sehingga bentuk peliniearannya sebagai berikut : 

( ) ( ) ( )a t Aa t Bv t= +  

dengan : [ ]1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) Ta t a t a t a t=    ;  [ ]1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) Ta t a t a t a t= ; 

 [ ]1 2 3( ) ( ) ( ) ( ) Tv t v t v t v t= ; 

 

f f f
I p b
g g gA
I p b
h h h
I p b

 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂

=  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

;     

f f f
u m k
g g gB
u m k
h h h
u m k

∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂ ∂ =  ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ 

; 

 

2.10 Kestabilan Lokal 

Misalkan akar-akar persamaan karakteristik sistem (2.7) adalah 1 2 3, ,Λ Λ Λ , 

maka 1 2 3, ,Λ Λ Λ disebut nilai eigen. Nilai eigen tersebut digunakan untuk 

menentukan jenis kestabilan titik kesetimbangan sistem (2.6). Untuk memperoleh 

nilai eigen digunakan rumus ( )det - 0A IΛ = . Kestabilan dari titik kesetimbangan 

sistem autonomous (berkaitan dengan vektor keadaan) nonlinear yang dilinearkan 
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dapat ditentukan berdasarkan analisa kestabilan dari sistem autonomous linear, 

seperti yang ditampilkan pada Tabel 2.1 (Boyce dan DiPrima, 2009). 

Tabel 2.1 Kriteria Kestabilan Titik Kesetimbangan Sistem Autonomous Nonlinear 

Nilai Eigen Kriteria Kestabilan Bentuk 

1,2,3Λ ∈  

1,2,3 0Λ >  Tak stabil Simpul 

1 2 3 0Λ = Λ = Λ >  Tak stabil Simpul 

1,2,3 0Λ <  Stabil asimtotik Simpul 

1 2 3 0Λ = Λ = Λ <  Stabil asimtotik Simpul 

Minimal satu 0Λ >  Tak stabil Pelana 

1,2,3 a biΛ = ± ∈  

0a >  Tak stabil Pelana 

0a <  Stabil asimtotik Spiral 

0a =  Tidak dapat ditentukan Elips/lingkaran 

 

2.11 Keterkontrolan 

Diberikan sistem linear varian-waktu yang disajikan oleh persamaan: 

)()()()(
)()()()(
tutDtxtCy
tutBtxtAx

+=
+=

 (2.8)
 

Syarat keterkontrolan (controllability) keadaan secara sempurna sebagai 

berikut: Keadaan sistem yang dinyatakan oleh persamaan (2.8) terkontrol 

sempurna jika dan hanya jika vektor B, AB, ... , An-1B bebas linier, atau matriks 

]|||[ 1BAABB n−
 mempunyai “rank” n. 

2.12 Kontrol Optimal 

Permasalahan utama dari kontrol optimal yaitu untuk mencari nilai kontrol 

yang akan diberikan ke dalam model atau sistem dan memenuhi kendala. Pada 

waktu yang sama, sehingga dapat ditentukan nilai yang optimal berdasarkan 

fungsi objektif. Pada umumnya fungsi objektif pada masalah kontrol optimal 

dapat diformulasikan sebagai berikut. 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
0

, , ,
T

f f
t

J u t S x t t V x t u t t d t= + ∫    (2.9) 
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dengan sistem dinyatakan oleh persamaan berikut, 

( ) ( ) ( )( ), ,x t f x t u t t=    (2.10) 

serta kondisi batas : ( ) 00x x=    

( )f fx t x=  

Kontrol ( )*u t merupakan nilai kontrol optimal, jika disubtitusikan ke dalam 

system (2.9) akan diperoleh state yang optimal ( )*x t dan pada saat yang sama 

mengoptimalkan fungsi objektif (2.9) yang kemudian dinotasikan dengan 

( )( )*J u t atau *J . State optimal ( )*x t dibatasi oleh kondisi batas, yaitu kondisi 

awal ( )0x dan kondisi akhir ( )fx (Naidu, 2002). 

 

2.13 Prinsip Maksimum Pontryagin 

Prinsip Maksimum Pontryagin digunakan untuk memperoleh kontrol terbaik 

pada sistem dinamik dari state awal hingga state akhir, yaitu dengan 

memaksimumkan atau meminimumkan indeks performansi dengan kontrol ( )u t

terbatas pada ( )( )u t U∈ . Langkah-langkah menyelesaikan masalah kontrol 

optimal dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin adalah sebagai 

berikut. Diberikan persamaan state (2.10) dimana x  merupakan vektor yang 

merepresentasikan sistem, fungsi objektif (2.9), dan kondisi batas awal 

( )0(0)x x=  dan kondisi akhir ( )( )f fx t x= . Maka langkah – langkah 

penyelesaiannya adalah sebagai berikut (Naidu, 2002).  

1. membentuk fungsi Hamiltonian 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , , , ,tH x t u t t t e V x t u t t f x t u t tρλ λ− ′= +   (2.11) 

2. membentuk fungsi current-value Hamiltonian 

Karena terdapat faktor diskon te ρ− maka digunakan fungsi Hamiltonian baru 

yaitu fungsi current-value Hamiltonian. Misalkan ( )q t  menyatakan current-value 

Hamiltonian fungsi adjoin, dapat didefinisikan ( ) ( ) tq t t eρλ= , berimplikasi 
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dengan ( ) ( ) tt q t e ρλ −= . Fungsi Hamiltonian dari current-value Hamiltonian dapat 

dituliskan sebagai berikut 
t

cH Heρ=   (2.12) 

sehingga didapat fungsi Hamiltonian yang baru adalah 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), ,q , , , ( ) , ,cH x t u t t t V x t u t t q t f x t u t t′= +   (2.13) 

 

3. meminimumkan Hc terhadap semua vektor kontrol u(t) 

( ) ( ) ( )( )
( )

, , ,
0cH x t u t q t t

u t
∂

=
∂

  (2.14) 

dan diperoleh :     ( ) ( ) ( )( )* * *, ,u t h x t q t t=  (2.15) 

4. menggunakan hasil dari langkah 3 yaitu dengan mensubtitusikannya ke dalam 

langkah 2 dan menentukan *
cH yang optimal. 

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )* * * * * * * *, , , , , , ,c cH x t h x t q t t q t t H x t q t t=  (2.16) 

5. Mendapatkan State dan Costate 

Setelah mendapatkan kondisi optimal fungsi Hamiltonian dari persamaan 

(2.16), didapat persamaan state sebagai berikut: 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

* , , ,H x t u t q t t
x t

q t
∗

 ∂
= +  ∂ 

  (2.17)  

Berdasarkan t
cH Heρ= maka costate dari current-value Hamiltonian adalah 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

* , , , , , ,c tH x t u t t t H x t u t q t t
t e

x t x t
ρλ

λ −

∗ ∗

   ∂ ∂
= − = −      ∂ ∂   

    (2.18) 

sedangkan dari ( ) ( ) tt q t e ρλ −= , didapat turunannya 

( ) ( ) ( )t tt e q t e q tρ ρλ ρ − −= − +



 
     (2.19) 

Kemudian mensubtitusikan persamaan (2.19) ke persamaan (2.18) maka 

diperoleh 
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( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( ) ( )( )
( )

, , ,
( ) ( )

, , ,
( ) ( )

ct t t

c

H x t u t q t t
e q t e q t e

x t

H x t u t q t t
q t q t

x t

ρ ρ ρρ

ρ

− − −

∗

∗

∗

 ∂
− + = −  ∂ 

 ∂
= − +  ∂ 





 (2.20) 

dengan kondisi awal x0 dan kondisi akhir ( ) 0Tλ =  atau ( ) 0tq T e ρ− =   

6. untuk memperoleh kontrol optimal, solusi ( )*x t , ( )*q t dari langkah 5 

disubstitusikan ke dalam ekspresi kontrol optimal ( )*u t  pada langkah 3. 

 
2.14 Metode Runge Kutta 

Metode Runge-Kutta merupakan metode numerik yang memiliki keakuratan 

mencapai keakuratan dari suatu pendekatan Taylor tanpa memerlukan turunan-

turunan tingkat tinggi. Pada usulan penelitian ini metode Runge Kutta yang 

digunakan adalah metode forward backward sweep Runge Kutta orde empat 

karena sistem persamaan diferensial pada usulan penelitian diketahui kondisi awal 

untuk state dan kondisi akhir untuk adjoin. Langkah pengerjaannya adalah 

menyelesaikan persamaan state dengan kondisi awal x1 = x (t0) = a diselesaikan 

secara forward, kemudian menyelesaikan persamaan adjoin dengan kondisi akhir 

qN+1 = q (tf) = 0 yang diselesaikan secara backward. 

 Forward Sweep pada Persamaan state 

( )1 1, 2, 3, 4,( ) ( ) 2 2
6N N x x x x
hx t x t k k k k+ ≈ + + + +  

Dengan 

( )

( )

1,

2, 1, 1

3, 2, 1

4, 3, 1

( , , )

1, ,
2 2 2

1, ,
2 2 2

, ,
2

x N N N

x N N x N N

x N N x N N

x N N x N

k f t x u

h hk f t x k u u

h hk f t x k u u

hk f t x hk u

+

+

+

=

 = + + + 
 
 = + + + 
 
 = + + 
 
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 Backward Sweep pada Persamaan Costate 

( )1 1, 2, 3, 4,( ) ( ) 2 2
6N N q q q q
hq t q t k k k k− ≈ − + + +  

Dengan 

( ) ( )

1,

2, 1, 1 1

( , , , )

1 1, , ,
2 2 2 2

q N N N N

q N N q N N N N

k g t q x u

h hk g t q k x x u u− −

=

 = − − + + 
 

 

( ) ( )3, 2, 1 1

4, 3, 1 1

1 1, , ,
2 2 2 2

, , ,
2

q N N q N N N N

q N N q N N

h hk g t q k x x u u

hk g t q hk x u

− −

− −

 = − − + + 
 
 = − − 
   

Hasil yang diperoleh dari metode forward backward sweep Runge Kutta 

orde empat kemudian disimulasikan berupa grafik simulasi dengan kondisi sistem 

yang dikontrol dan tanpa dikontrol. 
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BAB 3 

METODA PENELITIAN 
 

3.1 Rancangan Penelitian  

Untuk merealisasikan tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini, 

langkah-langkah yang akan dilakukan adalah sebagai berikut: 

3.1.1 Memahami Konsep dan Studi Literatur 

Untuk menganalisa masalah kontrol optimal pada model sistem inventori 

khususnya pada sistem perawatan produk, pajak emisi, titik kesetimbangan, 

linierisasi, dan kestabilan, kontrol optimal, Prinsip Maksimum Pontryagin, metode 

Runge Kutta dan hal lain yang berkaitan dengan penelitian ini. 

3.1.2 Analisa Sistem Dinamik 

Pada tahap ini dilakukan analisa dinamik model sistem perawatan produk 

yaitu mencari titik kesetimbangan, linierisasi, kestabilan titik kesetimbangan 

model, dan analisa kestabilan sistem secara numerik. Analisa dinamik dilakukan 

untuk mengetahui perilaku dari sistem pada persekitaran titik kesetimbangan. 

3.1.3 Mengembangkan Model pada Masalah Kontrol Optimal 

Pada tahap ini dilakukan pengembangan model fungsi objektif sistem 

perawatan produksi dengan memperhatikan banyaknya kerusakan produk dan 

tingkat diskon. Fungsi objektif atau fungsi tujuan dikembangkan dengan 

menambahkan biaya pajak emisi dan biaya investasi R&D polusi serta dengan 

penambahan fungsi kendala berupa fungsi tingkat teknologi usang. 

3.1.4 Menentukan Formulasi Masalah Kontrol Optimal 

Pada tahap ini, ditentukan formulasi masalah kontrol optimal yang meliputi 

sistem perawatan produk, fungsi objektif, serta kondisi syarat batas yang harus 

dipenuhi. 

 

 



 
 

22 
 

3.1.5 Menyelesaikan Permasalahan Kontrol Optimal 

Pada tahap ini, dilakukan penyelesaian kontrol optimal. Metode yang 

digunakan dalam penyelesaian kontrol optimal ini adalah Prinsip Maksimum 

Pontryagin. 

3.1.6 Pembuatan Program Simulasi 

Pada tahap ini, dicari solusi dari permasalahan kontrol optimal yaitu 

meminimumkan biaya produksi total. Dengan menggunakan persamaan sistem, 

fungsi objektif, serta kondisi syarat batas yang harus dipenuhi, maka dibuat 

simulasi dengan memasukkan fungsi permintaan dan fungsi banyaknya produk 

yang usang yang berbeda sehingga diperoleh hasil berupa grafik fungsi 

permintaan, fungsi banyaknya produk yang usang, fungsi tingkat inventori, fungsi 

proporsi produk baik, fungsi banyaknya produk yang terjadwal, fungsi banyaknya 

produk yang diberi perawatan, fungsi banyaknya teknologi yang usang, fungsi 

investasi pengembangan teknologi dan fungsi biaya total dengan menggunakan 

algoritma metode Runge Kutta orde 4. 

3.1.7 Analisa Hasil Simulasi 

Analisa dan pembahasan terhadap hasil yang diperoleh dari hasil simulasi 

yang berupa grafik fungsi permintaan, fungsi banyaknya produk yang usang, 

fungsi tingkat inventori, fungsi proporsi produk baik, fungsi banyaknya produk 

yang terjadwal, fungsi banyaknya produk yang diberi perawatan, fungsi 

banyaknya teknologi yang usang, fungsi investasi pengembangan teknologi dan 

fungsi biaya total. Dengan mengubah parameter dari fungsi permintaan, fungsi 

banyaknya produk yang usang dan fungsi teknologi usang pada program simulasi, 

yang kemudian dianalisa bagaimana perubahan grafik yang diperoleh. Pemilihan 

parameter fungsi permintaan dan fungsi banyaknya produk yang usang dipilih dari 

paper Bukhari dan Gohary (2012), sedangkan parameter fungsi teknologi usang 

dipilih secara trial and error. 
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BAB 4 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 
4.1 Model Sistem Perawatan Produk Dengan Memperhatikan Kerusakan 

Produk, Pajak Emisi, Investasi R&D Pada Teknologi Polusi dan Tingkat 

Diskon 
 

4.1.1 Laju Banyaknya Inventori (Persediaan Barang) 

Model laju banyaknya inventori dapat diilustrasikan berdasarkan diagram 

kompartemen pada Gambar 4.1. 

 
Gambar 4.1 Diagram Kompartemen untuk Laju Banyaknya Inventori 

Sistem perawatan produk untuk laju banyaknya inventori sebagai berikut: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I t p t u t I t S tθ= − −      (4.1) 

dengan :  ( )I t  : Banyaknya inventori pada waktu t 

( )p t  : Proporsi produk baik pada waktu t 

( )u t  : Banyaknya produk yang terjadwal pada waktu t 

( )S t  : Banyaknya permintaan pada waktu t 

θ  : Proporsi produk yang rusak 

Laju banyaknya inventori dipengaruhi oleh proporsi produk baik, produk 

yang terjadwal, banyaknya inventori, proporsi produk yang rusak, dan permintaan. 

Jika proporsi produk baik dan produk yang terjadwal tinggi maka laju banyaknya 

inventori juga meningkat dan sebaliknya. Jika proporsi produk yang rusak 

meningkat maka laju banyaknya inventori menurun dan sebaliknya. Serta jika 

permintaan konsumen meningkat maka laju banyaknya inventori menurun pula 

dan sebaliknya. 
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4.1.2 Laju Proporsi Produk Baik 

Model laju proporsi produk baik dapat diilustrasikan berdasarkan diagram 

kompartemen pada Gambar 4.2. 

 
Gambar 4.2 Diagram Kompartemen untuk Laju Proporsi Produk Baik 

 
Sistem perawatan produk untuk laju proporsi produk baik sebagai berikut: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( )p t p t m t t p t

p t t m t p t m t

α

α

= − −

 = − + + 





    (4.2) 

dengan :  ( )p t  : Proporsi produk baik pada waktu t 

( )m t  : Banyaknya produk yang akan diberi perawatan pada waktu t 

( )tα  : Banyaknya produk yang usang pada waktu t 

( )1 ( )p t−  : Proporsi produk yang kurang baik pada waktu t 

Laju proporsi produk baik dipengaruhi oleh banyaknya produk yang usang 

(kadaluarsa), banyaknya produk yang diberi perawatan, proporsi produk baik, dan 

proporsi produk yang kurang baik. Jika banyaknya produk yang diberi perawatan 

dari produk yang kurang baik meningkat maka laju proporsi produk baik juga 

meningkat dan sebaliknya. Jika banyaknya produk baik yang usang (kadaluarsa) 

meningkat maka laju banyaknya inventori menurun dan sebaliknya. 

4.1.3 Laju Banyaknya Teknologi Usang 

Model laju teknologi usang dapat diilustrasikan berdasarkan diagram 

kompartemen pada Gambar 4.3. 

 
Gambar 4.3 Diagram Kompartemen untuk Laju Teknologi Usang 
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Sistem perawatan produk untuk laju banyaknya teknologi usang sebagai 

berikut: 

( ) ( ) ( )b t k t b tη= − +      (4.3) 

dengan :  ( )b t  : banyaknya teknologi usang pada waktu t 

( )k t  : investasi pengembangan teknologi pada waktu t 

η  : proporsi teknologi usang 

Laju banyaknya teknologi usang dipengaruhi oleh banyaknya teknologi 

usang, proporsi teknologi usang, dan investasi pengembangan teknologi. Jika 

semakin besar investasi pengembangan tenologi diberikan maka laju banyaknya 

teknologi usang menurun dan sebaliknya. Jika proporsi teknologi usang 

meningkat maka  laju banyaknya teknologi usang meningkat dan sebaliknya. 

Batasan dari Persamaan (4.1), (4.2) dan (4.3) sebagai berikut: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0, 0, 0, 0,0 ,0 1, 0I t S t b t u t k t m t M t p t tα≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥
 

Kendala variabel menjelaskan bahwa tingkat inventori, banyaknya 

permintaan, banyaknya teknologi usang, banyaknya investesi pengembangan 

teknologi, banyaknya produk yang usang (kadaluarsa), banyaknya produk yang 

terjadwal dan investasi pengembangan tenologi bernilai positif atau lebih dari atau 

sama dengan nol. Sedangkan banyaknya produk yang diberi perawatan dan 

proporsi produk baik dibatasi yaitu untuk banyaknya produk yang diberi 

perawatan bernilai antara nol sampai M dan proporsi produk baik bernilai antara 

nol sampai 1. 

4.2 Analisa Model Sistem Perawatan Produk Dengan Memperhatikan 

Kerusakan Produk, Pajak Emisi, Investasi R & D Pada Teknologi Polusi 

dan Tingkat Diskon 

Penyelesaian titik kesetimbangan, linierisasi, dan kestabilan digunakan untuk 

menentukan kestabilan dari sistem perawatan produk. Sedangkan analisa 

kestabilan dilakukan secara numerik dengan menggunakan metode Runge Kutta 

Orde 4. 
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4.2.1 Penentuan Titik Kesetimbangan 

Titik Kesetimbangan ( , , )o o o o
aP I p b pada sistem Persamaan (4.1), (4.2) dan 

(4.3) dapat diperoleh jika memenuhi 

( ) 0
dI t

dt
=  (4.4) 

( ) 0
dp t

dt
=  (4.5) 

( ) 0
db t

dt
=  (4.6) 

Dari Persamaan (4.4), (4.5) dan (4.6) maka diperoleh, 

( ) ( ) ( )( )o p t u t S tI t
θ
−

=   

( )( )
( ) ( )

o m tp t
t m tα

=
+

  

( )( )o k tb t
η

=   

Setelah dilakukan subtitusi p(t) ke hasil I(t) maka diperoleh titik 

kesetimbangan sebagai berikut. 

1 ( ) ( ) ( ) ( )( , , ) ( ) , ,
[ ( ) ( )] ( ) ( )

o o o o
a

u t m t m t k tP I p b S t
t m t t m tθ α α η

  
= −  + +  

  

Titik kesetimbangan ( , , )o o o o
aP I p b menjelaskan bahwa sistem perawatan 

produk akan stabil pada titik tersebut. 

4.2.2 Linierisasi 

Pada penelitian ini, linierisasi digunakan untuk melinierkan sistem (plant) 

dimana sistem tersebut merupakan sistem persamaan tak linier.  
Didefinisikan sistem persamaan tak linier (4.1), (4.2), (4.3) sebagai berikut : 

( ), ,dI f I p b
dt

=  

( ), ,dp g I p b
dt

=  
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( ), ,db h I p b
dt

=  

Persamaan (4.1), (4.2), (4.3) dapat ditulis dalam bentuk matriks sebagai 

berikut, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

f t f t f t f t f t f t
I t p t b t u t m t k tI t I t
g t g t g t g t gp t p t
I t p t b t u t

b t b t
h t h t h t
I t p t b t

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = +    ∂ ∂ ∂ ∂        ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 







( )
) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

u t
t g t m t

m t k t
k t

h t h t h t
u t m t k t

 
 
   
 ∂  
   ∂ ∂     ∂ ∂ ∂
 ∂ ∂ ∂ 

  

diperoleh matriks sebagai berikut: 

( ) ( ) 0 ( ) ( ) 0 0 ( ) ( )
( ) 0 [ ( ) ( )] 0 ( ) 0 1 ( ) 0 ( ) 0
( ) 0 0 ( ) 0 0 1 ( ) 0

I t u t I t p t u t S t
p t t m t p t p t m t
b t b t k t

θ
α

η

  − −         
           = − + + − +           
           −          







 

Sehingga bentuk peliniearannya sebagai berikut : 

( ) ( ) ( )X t AX t BU t W= + +  

dengan : ( ) ( ) ( ) ( )
T

X t I t p t b t =  


 

 ;  [ ]( ) ( ) ( ) ( ) TX t I t p t b t= ; 

 [ ]( ) ( ) ( ) ( ) TU t u t m t k t= ;   [ ]( ) 0 0 TW S t= ; 

 
( ) 0

0 [ ( ) ( )] 0
0 0

u t
A t m t

θ
α

η

− 
 = − + 
  

;     
( ) 0 0
0 1 ( ) 0
0 0 1

p t
B p t

 
 = − 
 − 

; 

4.2.3 Analisa Kestabilan 

Akar-akar persamaan karakteristik dari matriks Jacobi (A) adalah 1 2 3, ,Λ Λ Λ . 

Nilai 1 2 3, ,Λ Λ Λ  digunakan untuk menentukan jenis kestabilan titik 

kesetimbangan sistem perawatan produk. Untuk memperoleh 1 2 3, ,Λ Λ Λ  atau nilai 

eigen digunakan rumus det - 0A IΛ =  atau det 0I AΛ − = . Penyelesaian untuk 

menentukan nilai eigen dengan menggunakan rumus det 0I AΛ − =  sebagai 

berikut: 



 
 

28 
 

( ) 0
d et 0 [ ( ) ( )] 0 0

0 0

u t
I A t m t

θ
α

η

Λ + − 
 Λ − = Λ + + = 
 Λ −   

( )( )( )[ ( ) ( )] 0t m tθ α ηΛ + Λ + + Λ − =  

1 θΛ = −  ;   2 [ ( ) ( )]t m tαΛ = − +  ;   3 ηΛ =  

dari ketiga nilai eigen yang diperoleh, dua diantara nilai eigen bernilai negatif 

dan salah satunya bernilai positif yang berarti bahwa tidak stabil plana (Boyce, 

2009). 

4.2.4 Analisa Kestabilan Sistem Perawatan Produk Secara Numerik 

Analisa sistem secara numerik dilakukan untuk mengetahui kestabilan sistem. 

Dengan memisalkan u(t), m(t) dan k(t) berupa fungsi konstan, berikut nilai-nilai 

parameter yang digunakan untuk simulasi : 

Tabel 4.1 Parameter 

Parameter ( )u t  ( )m t  ( )k t  θ  ( )S t  ( )tα  η  
Nilai 50 20 0 0,01 2 2 0,01 

 

Sehingga diperoleh 95600 20( , , ) , ,0
22 22

o o o o
aP I p b  =  

 
 

Pada analisa kestabilan secara numerik dipilih nilai awal 0 5I = , 0 0, 2p = , 

0 110b = . 

 
Gambar 4.4: Fungsi Tingkat Inventori 
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Gambar 4.5: Fungsi Laju Proporsi Produk Baik 

 

 
Gambar 4.6: Fungsi Laju Teknologi Usang 

Dari Gambar 4.4 dan 4.5 dapat terlihat bahwa grafik laju tingkat inventori dan 

proporsi produk baik menuju ke suatu titik tertentu atau stabil, sedangkan untuk 

Gambar 4.6 terlihat bahwa grafik laju teknologi usang tidak menuju titik tertentu 

atau tidak stabil. 

 

4.3 Uji Keterkontrolan (Controllability) 

Dari hasil linierisasi maka diperoleh matriks A dan B sebagai berikut. 

( , , )

( ) 0
0 [ ( ) ( )] 0
0 0 o o oI p b

u t
A t m t

θ
α

η

− 
 = − + 
  

 



 
 

30 
 

( , , )

( ) 0 0
0 1 ( ) 0
0 0 1 o o oI p b

p t
B p t

 
 = − 
 −   

Dengan memisalkan u(t), m(t) dan k(t) berupa fungsi konstan yaitu u(t) = 50, 

m(t) = 20 dan k(t) = 0 dan parameter θ = 0,01, S(t) = 2, α(t) = 2, η = 0,01, 

sehingga diperoleh matriks A dan B sebagai berikut, 

0,01 50 0
0 22 0
0 0 0,01

10 0 0
11

10 0
11

0 0 1

A

B

− 
 = − 
  
 
 
 
 =  
 − 
  

 

Syarat perlu dan cukup sistem terkontrol adalah matriks 
1[ | | | ]n

cM B AB A B−=  mempunyai rank sama dengan n. Sehingga diperoleh 

matriks Mc sebagai berikut. 

0,9091 0 0 0,0091 4,5455 0 0,0001 100,0455 0
0 0,0909 0 0 2 0 0 44 0
0 0 1 0 0 0,01 0 0 0,0001

cM
− − 

 = − 
 − − − 

 

Karena matriks Mc mempunyai rank sama dengan 3 maka sistem terkontrol. 

4.4 Fungsi Objektif Sistem Perawatan Produk dan Pajak Emisi 

Kontrol optimal pada model sistem perawatan produk dengan kerusakan 

produk, pajak emisi dan tingkat diskon adalah meminimumkan biaya produksi 

total. Biaya produksi total terjadi jika banyaknya inventori, proporsi produk baik, 

banyaknya teknologi usang, banyaknya produk yang terjadwal, dan banyaknya 

produk yang diberi perawatan menyimpang dari yang diinginkan (target) serta 

investasi pengembangan teknologi meningkat. 



 
 

31 
 

( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

22 2
1 2 3

2 2 2(t) 0, (t) 0, (t)
0 1 2 3

1min
2

T
t

u m k

h I t I h p t p h b t b
J e dt

c u t u c m t m c k t
ρ−

≥ ≥

 − + − + − + =
 − + − +  

∫   

  (4.7)

 dimana [0, ], , 0, 1, 2,3i it T h c i∈ > =  

Dengan :  ih  : Biaya penyimpanan 

 3h  : Tarif pajak 

1c  : Biaya inventori 

2c  : Biaya perawatan produk 

3c  : Biaya pengembangan teknologi 

I  : Banyaknya inventori yang diinginkan (target) 

p  : Proporsi produk baik yang diinginkan (target) 

b  : Banyaknya teknologi usang yang diinginkan (target) 

u  : Banyaknya produk terjadwal yang diinginkan (target) 

m  : Banyaknya produk yang akan diberi perawatan yang 

diinginkan (target) 

ρ  : Tingkat diskon 

( )k t  : Investasi pengembangan teknologi pada waktu t 

4.5 Kontrol Optimal Menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin 

Digunakan Prinsip Maksimum Pontryagin untuk menyelesaikan 

permasalahan kontrol optimal pada sistem persamaan (4.1), (4.2), (4.3) dan fungsi 

Objektif (4.7). Langkah-langkah penyelesaian dengan prinsip Maksimum 

Pontryagin sebagai berikut, 

Langkah 1: Membentuk Fungsi Hamiltonian dari sistem persamaan (4.1), (4.2), 

(4.3) dan fungsi Objektif (4.7) 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

22 2 2
1 2 3 1

2 2
2 3

1 2

1
2

t
h I t I h p t p h b t b c u t u

H e
c m t m c k t

p t u t I t S t t m t p t m t

ρ

λ θ λ α

−
 − + − + − + − + = +
 − +  

 − − + − + + + 
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( ) ( )( )3 k t b tλ η− +  (4.8) 

Langkah 2: Membentuk fungsi current-value Hamiltonian 

Misalkan ( )q t  menyatakan current-value Hamiltonian fungsi adjoin, dapat 

didefinisikan ( ) ( ) tq t t eρλ= , berimplikasi dengan ( ) ( ) tt q t e ρλ −= . Fungsi 

Hamiltonian dari current-value Hamiltonian dapat dituliskan sebagai berikut 
t

cH Heρ=   (4.9) 

Sehingga didapat fungsi Hamiltonian yang baru adalah 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

22 2 2
1 2 3 1

2 2
2 3

1 2

1
2c

h I t I h p t p h b t b c u t u
H

c m t m c k t

q t p t u t I t S t q t t m t p t m tθ α

 − + − + − + − + = +
 − +  

 − − + − + + + 
 

( ) ( ) ( )( )3q t k t b tη− +  (4.10) 

Langkah 3: Meminimumkan Hc terhadap semua vektor kontrol u(t), m(t), k(t) 

• meminimumkan Hc terhadap vektor kontrol u(t). 

( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
1 1

1*
max

1

0

0

, ( ) [0, ], [0, ]

cH
u

c u t u q t p t

q t p t
u t u u t u t T

c

∂
=

∂
− + =

= − ∈ ∈  

• meminimumkan Hc terhadap vektor kontrol m(t). 

( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )
2 2

2

2

0

1 0

1
, ( ) [0, ], [0, ]

cH
m

c m t m p t q t

q t p t
m t m m t M t T

c
∗

∂
=

∂
− + − =

−
= − ∈ ∈

 

• meminimumkan Hc terhadap vektor kontrol k(t). 

( ) ( )

( ) ( )
3 3

3
max

3

0

0

, ( ) [0, ], [0, ]

cH
k

c k t q t

q t
k t k t k t T

c
∗

∂
=

∂
− =

= ∈ ∈
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maka diperoleh u*(t), m*(t), k*(t) optimal dengan kondisi akhir 

( ) 0t
iq T e ρ− =  , (i = 1,2,3) karena 0te ρ− >  maka ( ) 0iq T =  didapat 

( ) ( ) ( ), , 0u T u m T m k T= = =   

Sehingga persamaan u(t), m(t), k(t) diperoleh batasan sebagai berikut. 

( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1 1*
max

1 1

1
max max

1

0 , 0

, 0

,

q t p t
u

c
q t p t q t p t

u t u u u
c c

q t p t
u u u

c


− <


= − ≤ − ≤


 − >


 (4.11) 

( )

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2

2

2 2*

2 2

2

2

1
0 , 0

1 1
, 0

1
,

q t p t
m

c

q t p t q t p t
m t m m M

c c

q t p t
M m M

c

 −
− <


 − −= − ≤ − ≤

 − − >


 (4.12) 

( )

( )

( ) ( )

( )

3

3

3 3*
max

3 3

3
max max

3

0 , 0

, 0

,

q t
c

q t q t
k t k

c c
q t

k k
c


<


= ≤ ≤


 >


 (4.13) 

Langkah 4: menggunakan hasil dari langkah 3 yaitu dengan mensubtitusikannya 

ke dalam langkah 2 dan menentukan *
cH yang optimal 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

222 2
1 2 3 1*

2 2

2 3

1 2

3

1
2c

h I t I h p t p h b t b c u t u
H

c m t m c k t

q t p t u t I t S t q t t m t p t m t

q t k t b t

θ α

η

∗

∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗

 − + − + − + − + = + − +  

 − − + − + + + 

− +

 

  (4.14)
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Langkah 5: Mendapatkan State dan Costate 

• Persamaan State: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )I t p t u t I t S tθ∗ ∗= − −  (4.15) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t t m t p t m tα∗ ∗ ∗ = − + +   (4.16) 

( ) ( ) ( )b t k t b tη∗ ∗= − +  (4.17) 

• Persamaan Costate: 

( ) ( )( ) ( )( )1 1 1q t h I t I q t θ ρ∗ = − − + +  (4.18) 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 1 2q t h p t p q t u t q t t m tα ρ∗ ∗ ∗ = − − − + + +   (4.19) 

( ) ( )( ) ( )( )3 3 3q t h b t b q t ρ η∗ = − − + −  (4.20) 

dengan kondisi awal I0,  p0, b0 dan kondisi akhir ( ) 0iq T =  , selanjutnya 

menyelesaikan hasil tersebut dengan pendekatan numerik. 

4.6 Penyelesaian Numerik 

• Forward Sweep pada Persamaan State 

Hasil diskritisasi dengan menggunakan forward sweep Runge Kutta orde 

empat sebagai berikut. 

( )1 1, 2, 3, 4,2 2
6N N I I I I
hI I k k k k+ = + + + +

 

( )1 1, 2, 3, 4,2 2
6N N p p p p
hp p k k k k+ = + + + +

 

( )1 1, 2, 3, 4,2 2
6N N b b b b
hb b k k k k+ = + + + +  

Dengan 

1,

1,

( , , , , , , , )I N N N N N N N N

I N N N N

k f t I p S u m k
k p u I S

α

θ

=

= − −

 [ ]
1,

1,

( , , , , , , , )p N N N N N N N N

p N N N N

k g t I p S u m k

k m p m

α

α

=

= − + +

 

1,

1,

( , , , , , , , )b N N N N N N N N

b N N

k h t I p S u m k
k k b

α

η

=

= − +
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( )

( ) ( )

1, 1, 1,

2,

1 1 1 1 1

2, 1, 1 1, 1

, , , ,
2 2 2 2

1 , , , ,
2

1 1
2 2 2 2

N N I N p N b

I

N N N N N N N N N N

I N p N N N I N N

h h h ht I k p k b k
k f

u u m m k k S S

h hk p k u u I k S S

α α

θ

+ + + + +

+ +

 + + + + 
=  

 + + + + + 
 

   = + + − + − +   
   

 

( )

( ) ( ) ( )

1, 1, 1,

2,

1 1 1 1 1

2, 1 1 1, 1

, , , ,
2 2 2 2

1 , , , ,
2
1 1 1
2 2 2 2

N N I N p N b

p

N N N N N N N N N N

p N N N N N p N N

h h h ht I k p k b k
k g

u u m m k k S S

hk m m p k m m

α α

α α

+ + + + +

+ + +

 + + + + 
=  

 + + + + + 
 
   = − + + + + + +     

 

( )

( )

1, 1, 1,

2,

1 1 1 1 1

2, 1 1,

, , , ,
2 2 2 2

1 , , , ,
2

1
2 2

N N I N p N b

b

N N N N N N N N N N

b N N N b

h h h ht I k p k b k
k h

u u m m k k S S

hk k k b k

α α

η

+ + + + +

+

 + + + + 
=  

 + + + + + 
 

 = − + + + 
 

 

( )

( ) ( )

2, 2, 2,

3,

1 1 1 1 1

3, 2, 1 2, 1

, , , ,
2 2 2 2

1 , , , ,
2

1 1
2 2 2 2

N N I N p N b

I

N N N N N N N N N N

I N p N N N I N N

h h h ht I k p k b k
k f

u u m m k k S S

h hk p k u u I k S S

α α

θ

+ + + + +

+ +

 + + + + 
=  

 + + + + + 
 

   = + + − + − +   
   

 

( )

( ) ( ) ( )

2, 2, 2,

3,

1 1 1 1 1

3, 1 1 2, 1

, , , ,
2 2 2 2

1 , , , ,
2
1 1 1
2 2 2 2

N N I N p N b

p

N N N N N N N N N N

p N N N N N p N N

h h h ht I k p k b k
k g

u u m m k k S S

hk m m p k m m

α α

α α

+ + + + +

+ + +

 + + + + 
=  

 + + + + + 
 
   = − + + + + + +     

 

( )

( )

2, 2, 2,

3,

1 1 1 1 1

3, 1 2,

, , , ,
2 2 2 2

1 , , , ,
2

1
2 2

N N I N p N b

b

N N N N N N N N N N

b N N N b

h h h ht I k p k b k
k h

u u m m k k S S

hk k k b k

α α

η

+ + + + +

+

 + + + + 
=  

 + + + + + 
 

 = − + + + 
 
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( ) ( )
4, 3, 3, 3, 1 1 1 1 1

4, 1 3, 1

, , , , , , , ,
2I N N I N p N b N N N N N

I N N N I N

hk f t I hk p hk b hk u m k S

k p hk u I hk S

α

θ

+ + + + +

+ +

 = + + + + 
 

= + − + −

 

[ ]( )
4, 3, 3, 3, 1 1 1 1 1

4, 1 1 3, 1

, , , , , , , ,
2p N N I N p N b N N N N N

p N N N p N

hk g t I hk p hk b hk u m k S

k m p hk m

α

α

+ + + + +

+ + +

 = + + + + 
 

= − + + +

 

( )
4, 3, 3, 3, 1 1 1 1 1

4, 1 3,

, , , , , , , ,
2b N N I N p N b N N N N N

b N N b

hk h t I hk p hk b hk u m k S

k k b hk

α

η

+ + + + +

+

 = + + + + 
 

= − + +  
 

• Backward Sweep pada Persamaan Costate 

Hasil diskritisasi dengan menggunakan backward sweep Runge Kutta orde 

empat sebagai berikut. 

( )1 1 1 11, 1 1, 1, 2, 3, 4,2 2
6N N q q q q
hq q k k k k− = − + + +

 

( )2 2 2 22, 1 2, 1, 2, 3, 4,2 2
6N N q q q q
hq q k k k k− = − + + +

 

( )3 3 3 33, 1 3, 1, 2, 3, 4,2 2
6N N q q q q
hq q k k k k− = − + + +

 
Dengan 

( ) ( )
1

1

1, 1, 2, 3,

1, 1 1,

( , , , , , , , , , , , )q N N N N N N N N N N N N

q N N

k f t q q q I p b S u m k

k h I I q

α

θ ρ

=

= − − + +
 

( ) [ ]
2

2

1, 1, 2, 3,

1, 2 1, 2,

( , , , , , , , , , , , )q N N N N N N N N N N N N

q N N N N N N

k g t q q q I p b S u m k

k h p p q u q m

α

α ρ

=

= − − − + + +
 

( ) ( )
3

3

1, 1, 2, 3,

1, 3 3,

( , , , , , , , , , , , )q N N N N N N N N N N N N

q N N

k h t q q q I p b S u m k

k h b b q

α

ρ η

=

= − − + −
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( )

( )

( )( ) ( )

1 2 3

1

1 1

1, 1, 2, 1, 3, 1, 1 1 1

2,

1 1 1 1 1

2, 1 1 1, 1,

1, , , , , , ,
2 2 2 2 2

1 , , , ,
2

2
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4.7  Simulasi Numerik 

Dengan menerapkan syarat batas (4.7) dan menggunakan forward backward 

sweep method Runge Kutta orde empat maka didapatkan solusi optimal yang 

nilainya bergantung pada bentuk fungsi permintaan konsumen, banyaknya produk 

usang dan banyaknya teknologi usang. Berikut diberikan beberapa kasus yang 

dapat menggambarkan pengaruh sensitivitas dari fungsi obyektif.  

Berikut keterangan simbol pada grafik simulasi : 

 Laju inventori yang dikontrol Ic(t), laju inventori tak dikontrol I(t), laju 

proporsi produk baik yang dikontrol pc(t), laju proporsi produk baik yang tak 

dikontrol p(t), laju banyaknya teknologi usang yang dikontrol bc(t) dan laju 

banyaknya teknologi usang yang tak dikontrol b(t).  

4.7.1 Permintaan Konsumen dan Banyaknya Produk Usang Konstan (Kasus I) 

Misalkan pada kasus I suatu perusahaan manufaktur berencana melakukan 

produksinya selama 600 satuan waktu dengan tingkat diskon 0,01ρ =  dan 
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banyaknya inventori saat awal periode produksi 0 5I = , proporsi produk baik 

sebesar 0 0, 2p =  dan banyaknya teknologi usang 0 110b = . Biaya produksi total 

yang ditanggung perusahaan akan meningkat apabila nilai dari banyaknya 

inventori, proporsi produk baik dan banyaknya teknologi usang jauh dari yang 

ditargetkan. Berikut parameter yang digunakan untuk simulasi Kasus I : 

Tabel 4.2 Parameter Kasus I 

Parameter u  m  1h  2h  3h  1c  2c  3c  θ  I  p  b  η  

Nilai 50 20 50 60 30 60 30 20 0,01 6466 0,9524 15 0,01 
 

Permintaan konsumen dan banyaknya produk usang yang terjadi pada 

perusahaan berupa fungsi konstan yaitu S(t) = 2, α(t) = 2 

 
Gambar 4.7: Laju Tingkat Inventori dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.8: Banyaknya Produk yang Terjadwal 
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Gambar 4.7 menunjukkan tingkat inventori yang dikontrol dan tak dikontrol 

yaitu menuju ke tingkat inventori yang ditargetkan untuk yang dikontrol, 

sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target pada waktu yang 

ditetapkan. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada produk yang terjadwal 

(Gambar 4.8) dengan menekan pada batas maksimum kemudian turun menuju u

di akhir ketika inventori yang ditargetkan terpenuhi. 

 
Gambar 4.9: Laju Proporsi Produk Baik dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.10: Banyaknya Produk yang Diberi Perawatan 

 
Gambar 4.9 menunjukkan proporsi produk baik yang dikontrol dan tak 

dikontrol yaitu menuju proporsi produk baik yang ditargetkan untuk yang 

dikontrol, sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target pada 

waktu yang ditetapkan. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada banyaknya produk 
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yang diberi perawatan (Gambar 4.10) dengan menekan pada batas maksimum 

kemudian turun menuju m di akhir sebagai akibat dari proporsi produk baik yang 

harus dipenuhi sampai inventori yang ditargetkan terpenuhi. 
 

 
Gambar 4.11: Laju Tingkat Teknologi Usang dikontrol dan tak dikontrol 

 

 
Gambar 4.12: Investasi Pengembangan Teknologi 

 
Gambar 4.11 menunjukkan banyaknya teknologi usang yang dikontrol dan 

tak dikontrol yaitu menuju banyaknya teknologi usang yang ditargetkan untuk 

yang dikontrol, sedangkan untuk banyaknya teknologi usang yang tak dikontrol 

terlihat semakin meningkat. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada investasi 

pengembangan teknologi (Gambar 4.12) dengan menekan pada batas maksimum 



 
 

42 
 

kemudian turun menuju nol di akhir ketika banyaknya teknologi usang yang 

ditargetkan terpenuhi. 
 

 
Gambar 4.13: Biaya Produksi Total dikontrol dan tak dikontrol 

Pada Gambar 4.13 menunjukkan biaya total yang diberikan kontrol dan tak 

diberikan kontrol. Pada selang waktu 600 grafik menunjukkan hasil minimum 

diperoleh ketika dilakukan kontrol yaitu sebesar 58,82 sedangkan untuk yang tak 

dikontrol sebesar 2,395×107. 

Gambar 4.7 sampai 4.12 menunjukkan bahwa banyaknya inventori, proporsi 

produk baik, banyaknya teknologi usang, banyaknya produk yang terjadwal,  

banyaknya produk yang diberi perawatan dan investasi pengembangan teknologi 

menuju yang ditargetkan. Hal tersebut, mengakibatkan biaya produksi total 

menjadi minimum. Fungsi biaya produksi total pada Gambar 4.13 menunjukkan 

bahwa pada selang waktu 600 satuan waktu, fungsi biaya produksi total semakin 

menurun. Hal ini sesuai dengan kondisi yang diharapkan yaitu pada kasus I 

dimana permintaan konsumen dan banyaknya produk usang digunakan fungsi 

konstan diperoleh biaya produksi total yang minimum. 

4.7.2 Permintaan Konsumen dan Banyaknya Produk Usang Musiman (Kasus II) 

Misalkan pada kasus II suatu perusahaan manufaktur berencana melakukan 

produksinya selama 600 satuan waktu dengan tingkat diskon 0,01ρ =  dan 

banyaknya inventori saat awal periode produksi 0 5I = , proporsi produk baik 
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sebesar 0 0, 2p =  dan banyaknya teknologi usang 0 110b = . Biaya produksi total 

yang ditanggung perusahaan akan meningkat apabila nilai dari banyaknya 

inventori, proporsi produk baik dan banyaknya teknologi usang jauh dari yang 

ditargetkan. Berikut parameter yang digunakan untuk simulasi Kasus II : 

Tabel 4.3 Parameter Kasus II 

Parameter u  m  1h  2h  3h  1c  2c  3c  θ  I  p  b  η  

Nilai 50 20 50 60 30 60 30 20 0,01 6729 0,9750 15 0,01 
 

Permintaan konsumen dan banyaknya produk usang yang terjadi pada 

perusahaan berupa fungsi ( ) 1 sin(3 ) tS t t= + , ( ) 1 sin(3 )t tα = + + . 

Gambar 4.14 menunjukkan grafik fungsi permintaan dan banyaknya produk 

usang berupa fungsi sinusoidal, terlihat dari perbesaran gambar bahwa fungsi 

permintaan dan fungsi produk usang berupa grafik naik turun. 

 
Gambar 4.14: Fungsi Permintaan dan Produk Usang terhadap Waktu 
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Gambar 4.15: Laju Tingkat Inventori dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.16: Banyaknya Produk yang Terjadwal 

Gambar 4.15 menunjukkan tingkat inventori yang dikontrol dan tak dikontrol 

yaitu menuju ke tingkat inventori yang ditargetkan untuk yang dikontrol, 

sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target pada waktu yang 

ditetapkan. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada produk yang terjadwal 

(Gambar 4.16) dengan menekan pada batas maksimum kemudian turun menuju u

di akhir ketika inventori yang ditargetkan terpenuhi. 

 
 



 
 

45 
 

 
Gambar 4.17: Laju Proporsi Produk Baik dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.18: Banyaknya Produk yang Diberi Perawatan 

 
Gambar 4.17 menunjukkan proporsi produk baik yang dikontrol dan tak 

dikontrol yaitu menuju proporsi produk baik yang ditargetkan untuk yang 

dikontrol, sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target pada 

waktu yang ditetapkan yang berupa grafik naik-turun. Hal ini disebabkan adanya 

pengaruh dari permintaan dan banyaknya produk usang yang berupa fungsi 

( ) 1 sin(3 )S t t= +  dan ( ) 1 sin(3 )t tα = + +  sehingga berpengaruh pada banyaknya 

produk yang diberi perawatan (Gambar 4.18) dengan menekan pada batas 

maksimum berupa grafik naik turun dan menuju m di akhir sebagai akibat dari 

proporsi produk baik yang harus dipenuhi sampai inventori yang ditargetkan 

terpenuhi. 
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Gambar 4.19: Laju Tingkat Teknologi Usang dikontrol dan tak dikontrol 

 
 

 
Gambar 4.20: Investasi Pengembangan Teknologi 

Gambar 4.19 menunjukkan banyaknya teknologi usang yang dikontrol dan 

tak dikontrol yaitu menuju banyaknya teknologi usang yang ditargetkan untuk 

yang dikontrol, sedangkan untuk banyaknya teknologi usang yang tak dikontrol 

terlihat semakin meningkat. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada investasi 

pengembangan teknologi (Gambar 4.20) dengan menekan pada batas maksimum 

kemudian turun menuju nol di akhir ketika banyaknya teknologi usang yang 

ditargetkan terpenuhi. 
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Gambar 4.21: Biaya Produksi Total dikontrol dan tak dikontrol 

Pada Gambar 4.21 menunjukkan biaya total yang diberikan kontrol dan tak 

diberikan kontrol. Pada selang waktu 600 grafik menunjukkan hasil minimum 

diperoleh ketika dilakukan kontrol yaitu sebesar 49,25, sedangkan untuk yang tak 

dikontrol sebesar 2,394×107. 

Gambar 4.15 sampai 4.20 menunjukkan bahwa banyaknya inventori, proporsi 

produk baik, banyaknya teknologi usang, banyaknya produk yang terjadwal,  

banyaknya produk yang diberi perawatan dan investasi pengembangan teknologi 

menuju yang ditargetkan. Hal tersebut, mengakibatkan biaya produksi total 

menjadi minimum. Fungsi biaya produksi total pada Gambar 4.21 menunjukkan 

bahwa pada selang waktu 600 satuan waktu, fungsi biaya produksi total semakin 

menurun. Hal ini sesuai dengan kondisi yang diharapkan yaitu pada kasus II 

dimana permintaan konsumen dan banyaknya produk usang digunakan fungsi 

( ) 1 sin(3 )S t t= + , ( ) 1 sin(3 )t tα = + +  diperoleh biaya produksi total yang 

minimum. 

4.7.3 Permintaan Konsumen dan Banyaknya Produk Usang Menurun (Kasus III) 

Misalkan pada kasus III suatu perusahaan manufaktur berencana melakukan 

produksinya selama 600 satuan waktu dengan tingkat diskon 0,01ρ =  dan 

banyaknya inventori saat awal periode produksi 0 5I = , proporsi produk baik 

sebesar 0 0, 2p =  dan banyaknya teknologi usang 0 110b = . Biaya produksi total 
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yang ditanggung perusahaan akan meningkat apabila nilai dari banyaknya 

inventori, proporsi produk baik dan banyaknya teknologi usang jauh dari yang 

ditargetkan. Berikut parameter yang digunakan untuk simulasi Kasus III : 

Tabel 4.4 Parameter Kasus III 

Parameter u  m  1h  2h  3h  1c  2c  3c  θ  I  p  b  η  

Nilai 50 20 50 60 30 60 30 20 0,01 7000 1,0 15 0,01 
 

Permintaan konsumen dan banyaknya produk usang yang terjadi pada 

perusahaan berupa fungsi ( )10( ) 2 tS t e −= , ( )10( ) 2 tt eα −= . 

Gambar 4.22 menunjukkan grafik fungsi permintaan dan banyaknya produk 

usang berupa fungsi ( )102 te − , terlihat bahwa fungsi permintaan dan fungsi produk 

usang berupa grafik turun. 

 
Gambar 4.22: Fungsi Permintaan dan Produk Usang terhadap Waktu 
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Gambar 4.23: Laju Tingkat Inventori dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.24: Banyaknya Produk yang Terjadwal 

Gambar 4.23 menunjukkan tingkat inventori yang dikontrol dan tak dikontrol 

yaitu menuju ke tingkat inventori yang ditargetkan untuk yang dikontrol, 

sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target pada waktu yang 

ditetapkan. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada produk yang terjadwal 

(Gambar 4.24) dengan menekan pada batas maksimum kemudian turun menuju u

di akhir ketika inventori yang ditargetkan terpenuhi. 
 

 
Gambar 4.25: Laju Proporsi Produk Baik dikontrol dan tak dikontrol 

 



 
 

50 
 

 
Gambar 4.26: Banyaknya Produk yang Diberi Perawatan 

Gambar 4.25 menunjukkan proporsi produk baik yang dikontrol dan tak 

dikontrol yaitu menuju proporsi produk baik yang ditargetkan untuk yang 

dikontrol, sedangkan untuk yang tak dikontrol menuju yang ditargetkan pula tapi 

dengan selisih waktu lebih lambat. Hal ini disebabkan adanya pengaruh dari 

permintaan dan banyaknya produk usang yang berupa fungsi ( )10( ) 2 tS t e −=  dan

( )10( ) 2 tt eα −=  yang menurun sehingga berpengaruh pada banyaknya produk yang 

diberi perawatan (Gambar 4.26) dengan menekan pada batas maksimum 

kemudian  menuju m di selang waktu 100t > sebagai akibat dari proporsi produk 

baik yang harus dipenuhi sampai inventori yang ditargetkan terpenuhi. 

 

 
Gambar 4.27: Laju Tingkat Teknologi Usang dikontrol dan tak dikontrol 
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Gambar 4.28: Investasi Pengembangan Teknologi 

Gambar 4.27 menunjukkan banyaknya teknologi usang yang dikontrol dan 

tak dikontrol yaitu menuju banyaknya teknologi usang yang ditargetkan untuk 

yang dikontrol, sedangkan untuk banyaknya teknologi usang yang tak dikontrol 

terlihat semakin meningkat. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada investasi 

pengembangan teknologi (Gambar 4.28) dengan menekan pada batas maksimum 

kemudian turun menuju nol di akhir ketika banyaknya teknologi usang yang 

ditargetkan terpenuhi. 
 

 
Gambar 4.29: Biaya Produksi Total dikontrol dan tak dikontrol 

Pada Gambar 4.29 menunjukkan biaya total yang diberikan kontrol dan tak 

diberikan kontrol. Pada selang waktu 600 grafik menunjukkan hasil minimum 
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diperoleh ketika dilakukan kontrol yaitu sebesar 48,74 sedangkan untuk yang tak 

dikontrol sebesar 2,392×107. 

Gambar 4.23 sampai 4.28 menunjukkan bahwa banyaknya inventori, proporsi 

produk baik, banyaknya teknologi usang, banyaknya produk yang terjadwal,  

banyaknya produk yang diberi perawatan dan investasi pengembangan teknologi 

menuju yang ditargetkan. Hal tersebut, mengakibatkan biaya produksi total 

menjadi minimum. Fungsi biaya produksi total pada Gambar 4.29 menunjukkan 

bahwa pada selang waktu 600 satuan waktu, fungsi biaya produksi total semakin 

menurun. Hal ini sesuai dengan kondisi yang diharapkan yaitu pada kasus III 

dimana permintaan konsumen dan banyaknya produk usang digunakan fungsi 
( )10( ) 2 tS t e −= , ( )10( ) 2 tt eα −=  diperoleh biaya produksi total yang minimum. 

4.7.4 Permintaan Konsumen dan Banyaknya Produk Usang Meningkat     

(Kasus IV) 

Misalkan pada kasus IV suatu perusahaan manufaktur berencana melakukan 

produksinya selama 3 satuan waktu dengan tingkat diskon 0,01ρ =  dan 

banyaknya inventori saat awal periode produksi 0 5I = , proporsi produk baik 

sebesar 0 0, 2p =  dan banyaknya teknologi usang 0 110b = . Biaya produksi total 

yang ditanggung perusahaan akan meningkat apabila nilai dari banyaknya 

inventori, proporsi produk baik dan banyaknya teknologi usang jauh dari yang 

ditargetkan. Berikut parameter yang digunakan untuk simulasi Kasus IV : 

Tabel 4.5 Parameter Kasus IV 

Parameter u  m  1h  2h  3h  1c  2c  3c  θ  I  p  b  η  

Nilai 50 20 50 60 30 60 30 20 0,01 100 0,5 45 0,01 
 

Permintaan konsumen dan banyaknya produk usang yang terjadi pada 

perusahaan berupa fungsi 2( ) 4 4S t t t= + + , 2( ) 3 2t t tα = + + . 

Gambar 4.30 menunjukkan grafik fungsi permintaan dan banyaknya produk 

usang berupa fungsi polinomial, terlihat bahwa fungsi permintaan dan fungsi 

produk usang berupa grafik naik. 
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Gambar 4.30: Fungsi Permintaan dan Produk Usang terhadap Waktu 

 
Gambar 4.31: Laju Tingkat Inventori dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.32: Banyaknya Produk yang Terjadwal 
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Gambar 4.31 menunjukkan tingkat inventori yang dikontrol dan tak dikontrol 

yaitu menuju ke tingkat inventori yang ditargetkan untuk yang dikontrol, 

sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target pada waktu yang 

ditetapkan. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada produk yang terjadwal 

(Gambar 4.32) dengan menekan pada batas maksimum kemudian turun perlahan 

di selang waktu 1t >  menuju u , yang sebagai akibat dari permintaan yang 

meningkat sampai inventori yang ditargetkan terpenuhi. 

 
Gambar 4.33: Laju Proporsi Produk Baik dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.34: Banyaknya Produk yang Diberi Perawatan 

 
Gambar 4.33 menunjukkan proporsi produk baik yang dikontrol dan tak 

dikontrol yaitu meningkat di awal dan kemudian menuju proporsi produk baik 

yang ditargetkan untuk yang dikontrol, sama halnya untuk yang tak dikontrol 
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menuju yang ditargetkan pula tapi dengan perbedaan besarnya proporsi. Hal ini 

disebabkan adanya pengaruh dari permintaan dan banyaknya produk usang yang 

berupa fungsi 2( ) 4 4S t t t= + +  dan 
2( ) 3 2t t tα = + +  yang meningkat sehingga 

berpengaruh pada banyaknya produk yang diberi perawatan (Gambar 4.34) 

dengan menekan turun menuju m di selang waktu awal sebagai akibat dari 

proporsi produk baik yang yang meningkat di awal yang harus ditekan menuju 

proporsi yang ditargetkan sehingga inventori yang ditargetkan terpenuhi. 
 

 
Gambar 4.35: Laju Tingkat Teknologi Usang dikontrol dan tak dikontrol 

 

 
Gambar 4.36: Investasi Pengembangan Teknologi 

Gambar 4.35 menunjukkan banyaknya teknologi usang yang dikontrol dan 

tak dikontrol yaitu menuju banyaknya teknologi usang yang ditargetkan untuk 
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yang dikontrol, sedangkan untuk banyaknya teknologi usang yang tak dikontrol 

belum bisa memenuhi target pada waktu yang ditetapkan. Hal ini disebabkan 

adanya kontrol pada investasi pengembangan teknologi (Gambar 4.36) dengan 

menekan pada batas maksimum kemudian turun perlahan di selang waktu 1t >   

menuju nol ketika banyaknya teknologi usang menuju yang ditargetkan. 

 

 
Gambar 4.37: Biaya Produksi Total dikontrol dan tak dikontrol  

Pada Gambar 4.37 menunjukkan biaya total yang diberikan kontrol dan tak 

diberikan kontrol. Pada selang waktu 3 grafik menunjukkan hasil minimum 

diperoleh ketika dilakukan kontrol yaitu sebesar 34,28 sedangkan untuk yang tak 

dikontrol sebesar 9,14×104. 

Gambar 4.31 sampai 4.36 menunjukkan bahwa banyaknya inventori, proporsi 

produk baik, banyaknya teknologi usang, banyaknya produk yang terjadwal,  

banyaknya produk yang diberi perawatan dan investasi pengembangan teknologi 

menuju yang ditargetkan. Hal tersebut, mengakibatkan biaya produksi total 

menjadi minimum. Fungsi biaya produksi total pada Gambar 4.37 menunjukkan 

bahwa pada selang waktu 3 satuan waktu, fungsi biaya produksi total semakin 

menurun. Hal ini sesuai dengan kondisi yang diharapkan yaitu pada kasus IV 

dimana permintaan konsumen dan banyaknya produk usang digunakan fungsi  
2( ) 4 4S t t t= + +  dan 

2( ) 3 2t t tα = + + , diperoleh biaya produksi total yang 

minimum. 
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4.7.5 Permintaan Konsumen dan Banyaknya Produk Usang Tidak Pasti    

(Kasus V) 

Misalkan pada kasus V suatu perusahaan manufaktur berencana melakukan 

produksinya selama 600 satuan waktu dengan tingkat diskon 0,01ρ =  dan 

banyaknya inventori saat awal periode produksi 0 5I = , proporsi produk baik 

sebesar 0 0, 2p =  dan banyaknya teknologi usang 0 110b = . Biaya produksi total 

yang ditanggung perusahaan akan meningkat apabila nilai dari banyaknya 

inventori, proporsi produk baik dan banyaknya teknologi usang jauh dari yang 

ditargetkan. Berikut parameter yang digunakan untuk simulasi Kasus V : 

Tabel 4.6 Parameter Kasus V 

Parameter u  m  1h  2h  3h  1c  2c  3c  θ  I  p  b  η  

Nilai 50 20 50 60 30 60 30 20 0,01 5870 0,88 15 0,01 
 

Permintaan konsumen dan banyaknya produk usang yang terjadi pada 

perusahaan berupa fungsi random [ ]0,9 ∈ . 

Gambar 4.38 dan Gambar 4.39 menunjukkan grafik fungsi permintaan dan 

banyaknya produk usang berupa fungsi random [ ]0,9 ∈ . 

 
Gambar 4.38: Fungsi Permintaan terhadap Waktu 
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Gambar 4.39: Produk Usang terhadap Waktu 

 
Gambar 4.40: Laju Tingkat Inventori dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.41: Banyaknya Produk yang Terjadwal 



 
 

59 
 

Gambar 4.40 menunjukkan tingkat inventori yang dikontrol dan tak dikontrol 

yaitu menuju ke tingkat inventori yang ditargetkan untuk yang dikontrol, 

sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target pada waktu yang 

ditetapkan. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada produk yang terjadwal 

(Gambar 4.41) dengan menekan pada batas maksimum kemudian turun menuju u

di akhir ketika inventori yang ditargetkan terpenuhi. 

 
Gambar 4.42: Laju Proporsi Produk Baik dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.43: Banyaknya Produk yang Diberi Perawatan 

Gambar 4.42 menunjukkan proporsi produk baik yang dikontrol dan tak 

dikontrol yaitu menuju persekitaran proporsi produk baik yang ditargetkan untuk 

yang dikontrol, sedangkan untuk yang tak dikontrol belum bisa memenuhi target 

pada waktu yang ditetapkan yang berupa grafik acak. Hal ini disebabkan adanya 
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pengaruh dari permintaan dan banyaknya produk usang yang berupa fungsi 

random [ ]0,9 ∈ , sehingga berpengaruh pada banyaknya produk yang diberi 

perawatan (Gambar 4.43) dengan menekan pada batas maksimum kemudian 

menurun berupa grafik acak menuju m di akhir sebagai akibat dari proporsi 

produk baik yang harus dipenuhi sampai inventori yang ditargetkan terpenuhi. 

 
Gambar 4.44: Laju Tingkat Teknologi Usang dikontrol dan tak dikontrol 

 
Gambar 4.45: Investasi Pengembangan Teknologi 

Gambar 4.44 menunjukkan banyaknya teknologi usang yang dikontrol dan 

tak dikontrol yaitu menuju banyaknya teknologi usang yang ditargetkan untuk 

yang dikontrol, sedangkan untuk banyaknya teknologi usang yang tak dikontrol 

terlihat semakin meningkat. Hal ini disebabkan adanya kontrol pada investasi 
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pengembangan teknologi (Gambar 4.45) dengan menekan pada batas maksimum 

kemudian turun menuju nol di akhir ketika banyaknya teknologi usang yang 

ditargetkan terpenuhi. 

 
Gambar 4.46: Biaya Produksi Total dikontrol dan tak dikontrol 

Pada Gambar 4.46 menunjukkan biaya total yang diberikan kontrol dan tak 

diberikan kontrol. Pada selang waktu 600 grafik menunjukkan hasil minimum 

diperoleh ketika dilakukan kontrol yaitu sebesar 150,8 sedangkan untuk yang tak 

dikontrol sebesar 2,398×107. 

Gambar 4.40 sampai 4.45 menunjukkan bahwa banyaknya inventori, proporsi 

produk baik, banyaknya teknologi usang, banyaknya produk yang terjadwal,  

banyaknya produk yang diberi perawatan dan investasi pengembangan teknologi 

menuju yang ditargetkan. Hal tersebut, mengakibatkan biaya produksi total 

menjadi minimum. Fungsi biaya produksi total pada Gambar 4.46 menunjukkan 

bahwa pada selang waktu 600 satuan waktu, fungsi biaya produksi total semakin 

menurun. Hal ini sesuai dengan kondisi yang diharapkan yaitu pada kasus V 

dimana permintaan konsumen dan banyaknya produk usang digunakan fungsi 

[ ]0,9 ∈ diperoleh biaya produksi total yang minimum. 
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BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 
5.1 Kesimpulan 

Dari hasil dan pembahasan pada bab sebelumnya, maka dapat diperoleh 

beberapa kesimpulan sebagai berikut: 

1. Hubungan antara banyaknya permintaan, proporsi produk baik, banyaknya 

produk yang terjadwal, banyaknya inventori, banyaknya produk yang 

diberi perawatan dan banyaknya produk usang saling berkaitan. Saat 

proporsi produk baik dan banyaknya produk yang terjadwal lebih besar 

daripada banyaknya permintaan konsumen dan produk rusak, maka 

proporsi produk baik dan produk yang terjadwal masuk ke dalam inventori 

sehingga inventori meningkat dan sebaliknya. Saat banyaknya produk 

yang diberi perawatan lebih besar dari pada produk usang, maka proporsi 

produk baik meningkat dan sebaliknya. Sedangkan hubungan antara 

banyaknya teknologi usang dan investasi pengembangan teknologi yaitu 

saat investasi pengembangan teknologi lebih besar daripada banyaknya 

teknologi usang, maka banyaknya teknologi usang semakin berkurang dan 

sebaliknya. 

2. Hasil simulasi menunjukkan bahwa untuk semua kasus yang diberikan 

yaitu dengan kondisi permintaan konsumen dan banyaknya produk usang 

yang berbeda, grafik laju inventori menuju inventori yang ditargetkan 

ketika diberikan kontrol pada banyaknya produk yang terjadwal. Selain itu 

grafik proporsi produk baik juga menuju proporsi produk baik yang 

ditargetkan ketika banyaknya produk yang diberi perawatan diberikan 

kontrol. Begitu juga untuk grafik teknologi usang, grafik menuju 

banyaknya teknologi usang yang ditargetkan ketika investasi 

pengembangan teknologi dberikan kontrol. 

3. Biaya total bernilai minimum ketika banyaknya inventori, proporsi produk 

baik, banyaknya teknologi usang, banyaknya produk yang terjadwal, 

banyaknya produk yang diberi perawatan dan investasi pengembangan 
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teknologi mencapai nilai yang optimal yaitu mendekati atau menuju yang 

ditargetkan. 

 

5.2 Saran  

Pada penulisan selanjutnya, hal yang dapat dikembangkan dari tesis ini adalah 

model sistem perawatan produk dengan pengunaan data permintaan konsumen 

dan tingkat produk usang yang sesungguhnya. 
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LAMPIRAN A. FORMAT PROGRAMMING MATLAB 
 
 
function y = 
sinSfix(alpha,theta,rho,eta,h1,h2,h3,c1,c2,c3,p_bar,i_bar,b_bar,u_
bar,m_bar,k_bar,umax,mmax,kmax,S) 
clc; 
clear all; 
  
u_bar= 50; 
m_bar= 20; 
k_bar= 0; 
umax = u_bar+20; 
mmax = m_bar+20; 
kmax = 30; 
  
c1 = 60; 
c2 = 30; 
c3 = 20; 
h1 = 50; 
h2 = 60; 
h3 = 30; 
  
theta = 0.01; 
eta = 0.01; 
  
rho = 0.01; 
c = 0.5; 
  
P0 = 0.2; 
I0 = 5; 
B0 = 110 ; 
  
p_bar = 0.975; 
i_bar = 6729; 
b_bar = 15; 
  
test1 = -1; 
test2 = -1; 
test3 = -1; 
test4 = -1; 
test5 = -1; 
test6 = -1; 
test7 = -1; 
test8 = -1; 
test9 = -1; 
  
N = 10000; 
delta = 1/N; 
t0 = 0; 
tf = 600; 
t=(linspace(t0,tf,N+1)); 
k=(tf-t0)/N; 
k2=k/2; 
  
S=(1+sin(3*t)); 
alpha=(1+sin(t+3)); 



 
 

68 
 

J=zeros(1,N+1); 
U=zeros(1,N+1); 
M=zeros(1,N+1); 
K=zeros(1,N+1); 
  
P=zeros(1,N+1); 
P(1)=P0; 
I=zeros(1,N+1); 
I(1)=I0; 
B = zeros(1,N+1); 
B(1) = B0; 
  
P1=zeros(1,N+1); 
P1(1)=P0; 
I1=zeros(1,N+1); 
I1(1)=I0; 
B1=zeros(1,N+1); 
B1(1)=B0; 
  
  
q1 = zeros(1,N+1); 
q2 = zeros(1,N+1); 
q3 = zeros(1,N+1); 
q1(N+1) = 0; 
q2(N+1) = 0; 
q3(N+1) = 0; 
  
while (test1<0) && (test2<0)  && (test3<0) && (test4<0) && 
(test5<0) && (test6<0) && (test7<0) && (test8<0) && (test9<0)    
    
oldU = U; 
oldM = M; 
oldK = K; 
oldP = P; 
oldI = I; 
oldB = B; 
oldq1 = q1; 
oldq2 = q2; 
oldq3 = q3; 
   
 for i=1:N 
  
k111 = P(i)*U(i)-theta*I(i)-(1+sin(3*t(i)));         
k121 = -((1+sin(t(i)+3))+M(i))*P(i)+M(i); 
k131 = -K(i)+eta*B(i); 
         
k211 = (P(i)+k2*k121)*0.5*(U(i)+U(i+1))-theta*(I(i)+k2*k111)-... 
(1+sin(3*(t(i)+k2))); 
k221 = -((1+sin((t(i)+k2)+3))+0.5*(M(i)+M(i+1)))*(P(i)+k2*k121)... 
+0.5*(M(i)+M(i+1)); 
k231 = -0.5*(K(i)+K(i+1))+eta*(B(i)+k2*k131); 
         
k311 = (P(i)+k2*k221)*0.5*(U(i)+U(i+1))-theta*(I(i)+k2*k211)-... 
(1+sin(3*(t(i)+k2))); 
k321 = -((1+sin((t(i)+k2)+3))+0.5*(M(i)+M(i+1)))*(P(i)+k2*k221)... 
+0.5*(M(i)+M(i+1)); 
k331 = -0.5*(K(i)+K(i+1))+eta*(B(i)+k2*k231); 
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k411 = (P(i)+k*k321)*U(i+1)-theta*(I(i)+k*k311)-... 
(1+sin(3*(t(i)+k))); 

k421 = -((1+sin((t(i)+k)+3))+M(i+1))*(P(i)+k*k321)+M(i+1); 
k431 = -K(i+1)+eta*(B(i)+k*k331); 
         
I(i+1) = I(i)+(k/6)*(k111+2*k211+2*k311+k411); 
P(i+1) = P(i)+(k/6)*(k121+2*k221+2*k321+k421); 
B(i+1) = B(i)+(k/6)*(k131+2*k231+2*k331+k431); 
         
  
U(i+1) = min(umax, max(0,(-(q1(i+1)*P(i+1)/c1)+u_bar))); 
M(i+1) = min(mmax, max(0,(-(q2(i+1)*(1-P(i+1))/c2)+m_bar))); 
K(i+1) = min(kmax, max(0,(q3(i+1)/c3))); 
  
 end 
     
 for i=1:N 
     j=N+2-i;       
  
k112 = (-h1*(I(j)-i_bar))+q1(j)*(theta+rho); 
k122 = (-h2*(P(j)-p_bar))-q1(j)*U(j)+... 
q2(j)*((1+sin(t(j)+3))+rho+M(j)); 
k132 = (-h3*(B(j)-b_bar))+q3(j)*(rho-eta); 
         
k212 = (-h1*(0.5*(I(j)+I(j-1))-i_bar))+(q1(j)-k2*k112)*... 
(theta+rho); 
k222 = (-h2*(0.5*(P(j)+P(j-1))-p_bar))-(q1(j)-k2*k112)*... 
0.5*(U(j)+U(j-1))+(q2(j)-k2*k122)*((1+sin((t(i)-k2)+3))+rho+... 
0.5*(M(j)+M(j-1))); 
k232 = (-h3*(0.5*(B(j)+B(j-1))-b_bar))+(q3(j)-k2*k132)*(rho-eta); 
         
k312 = (-h1*(0.5*(I(j)+I(j-1))-i_bar))+(q1(j)-k2*k212)*... 
(theta+rho); 
k322 = (-h2*(0.5*(P(j)+P(j-1))-p_bar))-(q1(j)-k2*k212)*... 
0.5*(U(j)+U(j-1))+(q2(j)-k2*k222)*((1+sin((t(i)-k2)+3))+rho+... 
0.5*(M(j)+M(j-1))); 
k332 = (-h3*(0.5*(B(j)+B(j-1))-b_bar))+(q3(j)-k2*k232)*(rho-eta); 
         
k412 = (-h1*(I(j-1)-i_bar))+(q1(j)-k*k312)*(theta+rho); 
k422 = (-h2*(P(j-1)-p_bar))-(q1(j)-k*k312)*U(j-1)... 
            +(q2(j)-k*k322)*((1+sin((t(i)-k)+3))+rho+M(j-1)); 
k432 = (-h3*(B(j-1)-b_bar))+(q3(j)-k*k332)*(rho-eta); 
         
q1(j-1) = q1(j)-(k/6)*(k112+2*k212+2*k312+k412); 
q2(j-1) = q2(j)-(k/6)*(k122+2*k222+2*k322+k422); 
q3(j-1) = q3(j)-(k/6)*(k132+2*k232+2*k332+k432); 
         
  
  
U(j-1) = min(umax, max(0,(-(q1(j-1)*P(j-1)/c1)+u_bar))); 
M(j-1) = min(mmax, max(0,(-(q2(j-1)*(1-P(j-1))/c2)+m_bar))); 
K(j-1) = min(kmax, max(0,((q3(j-1)/c3)))); 
  
 end 
    U = U*(1-c)+oldU*c; 
    M = M*(1-c)+oldM*c; 
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    K = K*(1-c)+oldK*c; 
     
    temp1 = delta*sum(abs(U))-sum(abs(oldU-U)); 
    temp2 = delta*sum(abs(M))-sum(abs(oldM-M)); 
    temp3 = delta*sum(abs(K))-sum(abs(oldK-K)); 
    temp4 = delta*sum(abs(I))-sum(abs(oldI-I)); 
    temp5 = delta*sum(abs(P))-sum(abs(oldP-P)); 
    temp6 = delta*sum(abs(B))-sum(abs(oldB-B)); 
    temp7 = delta*sum(abs(q1))-sum(abs(oldq1-q1)); 
    temp8 = delta*sum(abs(q2))-sum(abs(oldq2-q2)); 
    temp9 = delta*sum(abs(q3))-sum(abs(oldq3-q3)); 
     
    test1 = min(temp1, min(temp4, temp7)); 
    test2 = min(temp1, min(temp5, temp8)); 
    test3 = min(temp1, min(temp6, temp9)); 
    test4 = min(temp2, min(temp4, temp7)); 
    test5 = min(temp2, min(temp5, temp8)); 
    test6 = min(temp2, min(temp6, temp9));     
    test7 = min(temp3, min(temp4, temp7)); 
    test8 = min(temp3, min(temp5, temp8));  
    test9 = min(temp3, min(temp6, temp9));  
    
end 
  
  for i=1:N 
  
k11 = P1(i)*u_bar-theta*I1(i)-(1+sin(3*t(i)));         
k12 = -((1+sin(t(i)+3))+m_bar)*P1(i)+m_bar; 
k13 = -k_bar+eta*B1(i); 
         
k21 = (P1(i)+k2*k12)*u_bar-theta*(I1(i)+k2*k11)- ... 
(1+sin(3*(t(i)+k2))); 
k22 = -((1+sin((t(i)+k2)+3))+m_bar)*(P1(i)+k2*k12)+m_bar; 
k23 = -k_bar+eta*(B1(i)+k2*k13); 
         
 k31 = (P1(i)+k2*k22)*u_bar-theta*(I1(i)+k2*k21)- ... 
(1+sin(3*(t(i)+k2))); 
 k32 = -((1+sin((t(i)+k2)+3))+m_bar)*(P1(i)+k2*k22)+m_bar; 
k33 = -k_bar+eta*(B1(i)+k2*k23); 
         
k41 = (P1(i)+k*k32)*u_bar-theta*(I1(i)+k*k31)-(1+sin(3*(t(i)+k))); 
k42 = -((1+sin((t(i)+k)+3))+m_bar)*(P1(i)+k*k32)+m_bar; 
k43 = -k_bar+eta*(B1(i)+k*k33); 
         
I1(i+1) =I1(i)+(k/6)*(k11+2*k21+2*k31+k41); 
P1(i+1) =P1(i)+(k/6)*(k12+2*k22+2*k32+k42); 
B1(i+1) =B1(i)+(k/6)*(k13+2*k23+2*k33+k43); 
        
 end 
  
 for n = 1:N+1 
 J(n)= 0.5*exp(-rho*t(n))*(((h1*(I(n)-i_bar)^2)+(h2*(P(n)- ... 
p_bar)^2)+(h3*(B(n)-b_bar)^2)+(c1*(U(n)-u_bar)^2)+(c2*(M(n)- ... 
m_bar)^2))+(c3*(K(n)^2))); 
 end 
 for n = 1:N+1 
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 J1(n)= 0.5*exp(-rho*t(n))*(((h1*(I1(n)-i_bar)^2)+(h2*(P1(n)- ... 
p_bar)^2)+(h3*(B1(n)-b_bar)^2))); 
 end 
  
 y(1,:)=t; 
 y(2,:)=I; 
 y(3,:)=P; 
 y(4,:)=B; 
 y(5,:)=q1; 
 y(6,:)=q2; 
 y(7,:)=q3; 
 y(8,:)=U; 
 y(9,:)=M; 
 y(10,:)=K; 
 y(11,:)=I1; 
 y(12,:)=P1; 
 y(13,:)=B1; 
 y(14,:)=J; 
 y(15,:)=J1; 
  
  
for i=1:N+1 
 ibar(i)=i_bar; 
 pbar(i)=p_bar; 
 bbar(i)=b_bar; 
 ubar(i)=u_bar; 
 mbar(i)=m_bar; 
  
end 
  
%% PLOT GRAPHIC 
figure(1) 
plot(t,I1,'g',t,I,'b',t,ibar,'--r','LineWidth',2); 
hold on 
xlabel('t'); 
ylabel('I(t)'); 
h=legend('$$I(t)$$','$$I_c(t)$$','$$\overline{I}$$'); 
set(h,'Interpreter','latex','fontsize',15) 
  
figure(2) 
plot(t,P1,'g',t,P,'b',t,pbar,'--r','LineWidth',2); 
hold on 
xlabel('t'); 
ylabel('p(t)'); 
h=legend('$$p(t)$$','$$p_c(t)$$','$$\overline{p}$$'); 
set(h,'Interpreter','latex','fontsize',15) 
  
figure(3) 
plot(t,B1,'g',t,B,'b',t,bbar,'--r','LineWidth',2); 
hold on 
xlabel('t'); 
ylabel('b(t)'); 
h=legend('$$b(t)$$','$$b_c(t)$$','$$\overline{b}$$'); 
set(h,'Interpreter','latex','fontsize',15) 
  
figure(4) 
plot(t,U,'b',t,ubar,'--r','LineWidth',2); 
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hold on 
xlabel('t'); 
ylabel('u(t)'); 
h=legend('$$u(t)$$','$$\overline{u}$$'); 
set(h,'Interpreter','latex','fontsize',15) 
  
figure(5) 
plot(t,M,'b',t,mbar,'--r','LineWidth',2); 
hold on 
xlabel('t'); 
ylabel('m(t)'); 
h=legend('$$m(t)$$','$$\overline{m}$$'); 
set(h,'Interpreter','latex','fontsize',15) 
  
figure(6) 
plot(t,K,'b','LineWidth',2); 
hold on 
xlabel('t'); 
ylabel('k(t)'); 
h=legend('$$k(t)$$'); 
set(h,'Interpreter','latex','fontsize',15) 
  
figure(7) 
plot(t,q1,'b',t,q2,'r',t,q3,'k','LineWidth',2); 
hold on 
grid on 
title('Adjoint vs Times') 
xlabel('t'); 
ylabel('Adjoint'); 
legend('q_1(t)','q_2(t)','q_3(t)'); 
  
figure(8) 
plot(t,J,'b',t,J1,'g','LineWidth',2); 
hold on 
xlabel('t'); 
ylabel('Biaya Total'); 
legend('Biaya Total_c','Biaya Total'); 
  
figure(9) 
plot(t,S,'b',t,alpha,'-r','LineWidth',2); 
xlabel('Waktu (t)'); 
ylabel('S(t) dan \alpha(t)'); 
legend('S(t)','\alpha(t)'); 
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