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DIMENSI METRIK DAN DIMENSI PARTISI GRAF CYCLE

BOOKS
Nama Mahasiswa : Jaya Santoso
NRP : 0611 1650 010 004
Pembimbing : Dr. Darmaji, S.Si, MT.

Abstrak

Misalkan G adalah sebuah graf terhubung dengan himpunan simpul V (G)
dan himpunan sisi £(G). Jarak antara dua simpul « dan v, d(u,v) adalah
panjang lintasan terpendek antara simpul v dan v. Untuk himpunan terurut
W = {wy, wsg, ws, ...,wr} € V(G) dan v € V(G), representasi dari v terhadap
W adalah r(v | W) = (d(v,w),d(v,ws),...,d(v,w)). Himpunan W disebut
himpunan pembeda dari V(G) jika r(u|W) # r(v|W) untuk sebarang dua
simpul berbeda u,v € V(G). Dimensi metrik dari suatu graf GG, disimbolkan
dim(@G), adalah bilangan bulat terkecil k£ sedemikian hingga G' mempunyai
sebuah himpunan pembeda dengan k anggota. Misalkan v € V(G) dan
S C V(G), jarak antara v dan S adalah d(v, S) = min{d(v,z)|z € S}. Untuk
sebuah partisi II = {51, S, Ss, ..., Sx} dari V(G), representasi v terhadap
IT adalah r(v|Il) = (d(v,S1),d(v,Ss), ...,d(v, Sk)). Partisi Il disebut partisi
pembeda dari G jika semua representasi dari setiap simpul v € V(G) berbeda.
Dimensi partisi pd(G) adalah bilangan bulat terkecil k& sedemikian hingga G
mempunyai sebuah partisi pembeda dengan £ anggota. Pada penelitian ini,
kami mendapatkan dimensi metrik dan dimensi partisi graf Cycle Books B¢, .
Graf Cycle Books B, ,, merupakan graf yang terdiri dari m salinan (copies)
Cycle C, dengan common path P; .

Kata-kunci: Himpunan pembeda, Dimensi metrik, Partisi pembeda,
Dimensi partisi, Graf cycle books
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THE METRIC DIMENSION AND PARTITION DIMENSION OF
CYCLE BOOKS GRAPH

Name . Jaya Santoso
NRP : 0611 1650 010 004
Supervisor : Dr. Darmaji, S.Si, MT.

Abstract

Let G be a connected graph with vertex set V(G). The distance between
two wvertices u and v, d(u,v) is the shortest path length between the vertices
w and v. For the ordered set W = {wy,wy,ws,...,wx} C V(G) and
v € V(G), a representation of v with respect to W is r(v | W) =
(d(v,wy), d(v,ws), ...;d(v,wy)). The set W is called resolving set of V(Q) if
r(u|W) # r(v|W) for any two different vertices u,v € V(G). The metric
dimension of a graph G, dim(G), is the smallest integer k such that G has
a resolving set with k members. Let v € V(G) and S C V(G), the distance
between v and S is d(v,S) = min{d(v,z)|z € S}. For an ordered partition
IT = {51, 52,53, ..., Sk} of V(G), the representation of v with respect to Il is
r(v|Il) = (d(v, S1),d(v,Ss), ...,d(v, Sk)). The partition 11 is called a resolving
partition of G if all representations of vertices are distinct. The partition
dimension pd(QG) is the smallest integer k such that G has a resolving partition
with k members. In this research, we show that the metric dimension and
partition dimension of Cycle Books Be, ,, where Graf Cycle Books B, ,, s a
graph consisting of m copies Cycle C.,. with the common path Ps.

Key-words: Resolving set, Resolving partition, Metric dimension,
Partition dimension, Graph cycle books
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BAB 1
PENDAHULUAN

Pada bab ini akan diberikan ulasan mengenai hal-hal yang
melatarbelakangi penelitian, rumusan masalah yang dibahas, batasan
masalah, tujuan dan manfaat penelitian.

1.1 Latar Belakang

Salah satu cabang matematika yang menarik untuk diteliti adalah
matematika diskrit dengan fokus kajian pada Teori Graf. Graf didefinisikan
sebagai pasangan himpunan (V) E) yang ditulis dengan notasi G = (V, E)
dengan V adalah himpunan simpul (vertex) tidak kosong, sedangkan E adalah
himpunan sisi (edge), boleh kosong, yang menghubungkan sepasang simpul.

Teori graf pertama kali dikenal pada saat seorang matematikawan Swiss,
bernama Leonhard Euler berhasil menyelesaikan permasalahan Jembatan
Konigsberg pada tahun 1736. Pada saat itu terdapat empat kota
yang dihubungkan oleh tujuh jembatan diatas sungai Pregel, Jerman.
Masalahannya adalah bagaimana menyeberangi semua jembatan itu masing-
masing tepat satu kali dan kembali ke tempat semula. Euler memodelkannya
ke dalam bentuk graf dengan merepresentasikan kota (daratan) sebagai simpul
(verter) dan jembatan sebagai sisi (edge). Hasil dari penelitiannya tersebut
adalah seseorang tidak mungkin berjalan melalui ketujuh jembatan itu masing-
masing tepat satu kali dan kembali ke kota semula. Masalah Jembatan
Konigsberg dan representasi pada graf disajikan pada Gambar 1.1 berikut.

Gambar 1.1: Representasi Jembatan Konigsberg dalam Bentuk Graf

Salah satu topik kajian dalam teori graf adalah dimensi metrik dan dimensi
partisi. Diberikan suatu himpunan terurut W = {w, wy, w3, ..., wy} dari
simpul-simpul graf terhubung G dan simpul v di V(G), representasi dari simpul
v terhadap W adalah r(v|W) = (d(v,w),d(v,ws),d(v,ws),...,d(v,ws)),
dimana d(u,v) adalah jarak antara simpul u dan simpul v. Jika untuk setiap
dua simpul berbeda u,v € V(G) berlaku r(u|W) # r(v|W), maka W disebut
himpunan pembeda (resolving set) dari V(G). Himpunan pembeda W dengan
kardinalitas minimum disebut himpunan pembeda minimum. Kardinalitas
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dari himpunan pembeda minimum tersebut dinamakan dimensi metrik dari
graf G dan dinotasikan dim(G).

Misalkan G suatu graf, dengan v € V(G) dan S C V(G). Jarak
antara v dan S, dinotasikan d(v,S), adalah d(v,S) = min{d(v,z)|lz € S},
d(v,z) adalah jarak antara v dan z. Misalkan II = {Si,S5,Ss,..., Sk}
adalah partisi dari V(G), representasi dari simpul v terhadap II adalah
r(v|Il) = (d(v, S1),d(v, Ss), ...,d(v, Sk)). Jika untuk setiap dua simpul berbeda
u,v € V(G) berlaku r(ulll) # r(v|II), maka II disebut partisi pembeda
dari V(G). Partisi pembeda II dengan kardinalitas minimum disebut partisi
pembeda minimum dari G dan kardinalitas partisi pembeda minimum dari G
disebut dimensi partisi yang dinotasikan dengan pd(G).

Chartrand dkk (2000) menunjukkan bahwa dim(G) = 1 jika dan hanya jika
G adalah graf lintasan (P, ), dan dim(G) = n—1 jika dan hanya jika G' adalah
graf lengkap (K,). Selain itu Chartrand dkk menunjukkan dim(G) = n — 2
dengan n > 4, jika dan hanya jika G = K, ., (r,s > 1), G = K, + K,(r >
1,5 >2), atau G = K, + (K, UKj), (r,s > 1).

Dimensi partisi untuk beberapa kelas graf tertentu telah dikaji oleh banyak
peneliti, misalnya Chartrand dkk (2000) telah menunjukkan bahwa pd(G) = 2
jika dan hanya jika G adalah graf linasan P,, pd(G) = n jika dan hanya
jika G adalah graf lengkap K, dan pd(G) = n — 1 dengan n > 4, jika dan
hanya jika G = K, (r,s > 1), G = K, + K,,(r > 1,5 > 2), atau G =
K, +(K,UKjy), (r,s > 1), Grigorious dkk (2014) menunjukkan dimensi partisi
dari kelas graf circulant, Amrullah dkk (2015) menunjukkan dimensi partisi
pada subdivisi graf lengkap, Haryeni dkk (2015) menentukan dimensi partisi
dari beberapa kelas graf tak terhubung yang homogen dan Yero dkk (2011)
menunjukkan dimensi partisi dari graf hasil perkalian kartesian.

Salah satu contoh aplikasi dimensi metrik adalah navigasi robot (Khuller
dkk, 1996). Sebuah robot bergerak dari satu titik lokasi ke lokasi lainnya pada
bidang. Setiap titik lokasi pada bidang gerak robot harus memberikan kode
yang berbeda, dimana titik lokasi dipandang sebagai vertexr dan lintasan robot
dipandang sebagai edge. Agar robot dapat bergerak secara efisien, maka robot
harus cepat menerjemahkan kode titik-titik lokasi yang dilaluinya. Untuk itu,
titik lokasi harus mempunyai komponen seminimal mungkin, yang pada sebuah
graf disebut sebagai dimensi metrik.

Graf Buku dinotasikan dengan B,, adalah graf yang diperoleh dari hasil
kali kartesian graf bintang dengan graf lintasan P, dinotasikan S, 11 X P»
dengan m menyatakan banyak simpul dalam graf bintang. Modifikasi dari graf
buku adalah graf buku bertumpuk. Graf buku bertumpuk dinotasikan B,, ,
merupakan graf yang diperoleh dari hasil kali kartesian graf bintang dengan
graf lintasan S,,.1 X P, dengan m menyatakan banyak simpul dalam graf
bintang dan n menyatakan banyak simpul dalam graf lintasan. Generalisasi
dari graf buku adalah graf Cycle Book. Graf Cycle Book dinotasikan B, ,,
merupakan graf yang terdiri dari m salinan (copies) Cycle C,. dengan common
path P,, dengan r menyatakan banyak simpul dalam graf cycle.

Graf buku telah dikaji oleh beberapa peneliti, misalnya Ayhan dkk. (2010)
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telah membahas tentang bilangan pendominasi (domination numbers) dari graf
buku B,,, Prasetyo (2013) telah membahas dimensi metrik dan dimensi partisi
pada graf buku bertumpuk Bs 3, dan Santoso (2016) telah membahas pelabelan
total sisi ajaib pada graf 5-cycle books.

Graf cycle books merupakan graf yang menarik untuk dijadikan bahan
penelitian, karena graf cycle books merupakan perumuman dari graf buku
yang telah banyak dikaji oleh peneliti sebelumnya. Graf buku yang diteliti
oleh beberapa peneliti sebelumnya adalah graf buku yang merupakan cycle
empat Cy dengan m copy. Permasalahannya adalah bagaimana jika graf buku
yang dibangun oleh sebarang cycle. Sehingga dalam tesis ini, diteliti dimensi
metrik dan dimensi partisi graf cycle books, dimana graf cycle books merupakan
graf buku yang dibentuk dari graf cycle C, untuk r» > 3.

Berdasarkan ulasan penelitian yang telah dilakukan, belum ada peneliti
yang melakukan penelitian tentang dimensi metrik dan dimensi partisi pada
graf Cycle Book. Oleh karena itu, pada tesis ini dilakukan penelitian tentang
dimensi metrik dan dimensi partisi pada graf Cycle Book.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan uraian latar belakang di atas, masalah yang dibahas dalam
penelitian ini adalah:

1. Berapakah dimensi metrik graf Cycle Book?
2. Berapakah dimensi partisi graf Cycle Book?

3. Apakah ada hubungan yang mengaitkan antara dimensi metrik dan
partisi graf Cycle Book?

1.3 Batasan Masalah

Dalam penelitian ini diberikan batasan masalah sebagai berikut.
Graf yang menjadi objek penelitian adalah graf Cycle Book B¢, ,,, untuk r > 3,
m>2;r,meZt.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan yang ingin dicapai dalam penelitian ini adalah sebagai berikut.

1. Mengetahui dimensi metrik graf Cycle Book.
2. Mengetahui dimensi partisi graf Cycle Book.

3. Mengetahui hubungan antara dimensi metrik dan dimensi partisi graf
Cycle Book.

1.5 Manfaat Penelitian

Manfaat dari penelitian ini adalah untuk kontribusi terhadap
berkembangnya pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya
dalam ruang lingkup dimensi metrik dan dimensi partisi pada graf.






BAB 2
KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI

Dalam bab ini dibahas kajian pustaka dan dasar teori yang berkaitan
dengan topik penelitian tesis ini.

2.1 Terminologi Dasar Graf

Graf didefinisikan sebagai pasangan himpunan (V) F') yang ditulis dengan
notasi G = (V, F) dengan V' adalah himpunan simpul (vertez) tidak kosong,
sedangkan F adalah himpunan sisi (edge), boleh kosong, yang menghubungkan
sepasang simpul. Misalkan u dan v adalah simpul-simpul pada suatu graf,
maka sisi yang menghubungkan simpul v dan v dinyatakan dengan pasangan
(u,v) atau dilambangkan dengan e. Dalam sebuah graf dimungkinkan adanya
lebih dari satu sisi yang dikaitkan dengan sepasang simpul. Sisi seperti
ini disebut sisi rangkap (multiple edges). Dalam sebuah graf, suatu sisi
yang menghubungkan pasangan simpul yang sama, yaitu (v;,v;) disebut loop.
Sebuah graf yang tidak memiliki loop dan tidak memiliki sisi rangkap disebut
graf sederhana (simple graph). Jika sebuah simpul v; merupakan simpul ujung
dari suatu sisi e;, maka dikatakan insiden (incidency) dengan sisi e;. Dua buah
simpul disebut bertetangga atau ajasen (adjacent) jika kedua simpul tersebut
dihubungkan oleh suatu sisi yang sama. Pada Gambar 2.1 (a) simpul e; dan
es merupakan sisi rangkap, simpul v4 insiden terhadap sisi ey, simpul v3 dan
vy merupakan saling ajasen. Pada Gambar 2.1(b) sisi e; adalah loop karena e
menghubungkan simpul yang sama yaitu vy.

€e

Gambar 2.1: Graf Terhubung dengan (a) Sisi Rangkap, (b) loop

Sebuah graf G dikatakan terhubung (connected) jika untuk setiap dua
simpul yang berbeda di graf G terdapat sebuah lintasan yang menghubungkan
kedua simpul tersebut. Jarak antara simpul u dan v didefinisikan sebagai
panjang lintasan terpendek dari simpul u ke v yang dinotasikan dengan d(u, v),
sedangkan jarak terjauh dari sebarang dua simpul V(G) disebut diameter
dari graf G dan dinotasikan dengan diam(G). Gambar 2.2 memberikan
gambaran graf terhubung, dengan jarak antara simpul ke simpul lainnya adalah
d(Ul,’UQ) = 1, d(Ul,Ug) = 1, d(Ul,U4> = ]., d(’Ul,’U5) = 2, d(Ug,Ug) = 2,

>



d(ve,v4) = 2, d(ve,vs) = 3, d(vs,vg) = 1, d(vs,v5) = 1, d(vg,v5) = 1 dan
diameter graf G, diam(G) = 3, yaitu jarak antara simpul ve ke simpul vs.

Gambar 2.2: Graf Terhubung

2.2 Dimensi Metrik dan Dimensi Partisi
2.2.1 Dimensi Metrik

Misalkan u dan v adalah simpul-simpul dari graf terhubung G. Jarak
antara simpul v dan v didefinisikan sebagai lintasan terpendek dari simpul «
ke v di G dan dinotasikan d(u,v). Jika diberikan suatu himpunan terurut
W = {wy,ws,ws,...,wg} dari simpul-simpul dalam graf terhubung G dan
simpul v € V(G), maka representasi dari v terhadap W adalah r(v |
W) = (d(v,wy),d(v,ws), ...,d(v,wy)). Jika untuk setiap dua simpul berbeda
u,v € V(G) berlaku r(u|W) # r(v|W), maka W disebut himpunan pembeda
(resolving set) dari V(G). Himpunan pembeda W dengan kardinalitas
minimum disebut himpunan pembeda minimum. Kardinalitas dari himpunan
pembeda minimum tersebut dinamakan dimensi metrik dari graf G, yang
dinotasikan dim/(G).

Permana dan Darmaji(2012) memberikan 2.1 untuk menentukan setiap
anggota himpunan berbeda memiliki representasi yang berbeda.

Lemma 2.1. [Permana dan Darmagi (2012)] Untuk setiap simpul u anggota
himpunan pembeda W pasti memiliki representasi yang berbeda terhadap W .

Chartrand dkk (2000) memberikan Teorema 2.1 untuk menentukan dimensi
metrik pada graf well-known yaitu graf lintasan (Path) P,, graf lengkap K,
graf lingkaran (cycle) C,, dan graf pohon T.

Teorema 2.1. [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)] Misalkan G adalah
sebuah graf terhubung dengan orde n > 2

i. dim(G) =1 jika dan hanya jika G = P,
it. dim(G) =n — 1 jika dan hanya jika G = K,
iii. Untuk n > 3, dim(C,,) = 2

w. Untuk n > 4, dim(G) = n — 2 jika dan hanya jika G = K, 4, (r,s >
1),G=K,+ K, (r>1,s>2), atau G = K, + (K, |J K5), (r,s > 1)
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v. Jika T adalah graf pohon yang bukan lintasan maka dim(T) = O(T') —
ex(T), dimana O(T) menyatakan jumlah derajat terminal dari simpul
utama T, dan ex(T) menyatakan jumlah simpul utama bagian luar T .

Misalkan G adalah graf yang diberikan pada Gambar 2.3 Ambil W; =
{v1,v3}, maka representasi setiap simpul v € G terhadap W; adalah

r(v|Wh) = (0,1)
r(va|Wh) = (1,1)
r(vs|Wh) = (1,0)
r(vg|Wh) = (1,1)
r(vs|Wh) = (2,1)
Karena r(vy|W1) = r(vg|W1) = (1, 1) maka W; bukan himpunan pembeda dari

G.

Gambar 2.3: Graf terhubung G

Misalkan ambil Wy = {wvy,ve,v3}, maka representasi setiap simpul v € G
terhadap W5 adalah

T‘(U1|W2) == (0, ]_, ]_)
7“(’1)2|W2) = (1,0, 1)
r(vs|Ws) = (1,1,0)
T(U4|W2> = (1, 2, 1)

T(U5|W2) == (2, ]_, ].)

Jadi Wy adalah himpunan pembeda dari G sebab r(v|W3) berbeda untuk
setiap v € V(G). Akan tetapi Wy bukan merupakan himpunan pembeda dari
G dengan kardinalitas minimum, karena kita dapat menunjukkan himpunan
pembeda dari G dengan kardinalitas yang lebih kecil dari Wj.

Misalkan W3 = {v;,v9}, maka representasi setiap simpul v € G terhadap
W3 yakni:

r(v|W3) = (0,1)

T(U2|W3) = (1, 0)



r(vs|W3) = (1,1)
T(U4|W3) = (1, 2)
r(vs|Ws3) = (2,1)

Jadi W3 adalah himpunan pembeda dari G sebab r(v|W3) berbeda untuk
setiap v € V(G). Karena kita tidak dapat menemukan himpunan pembeda
dari G dengan kardinalitas yang lebih minimum dari W5 maka W3 merupakan

himpunan pembeda dari G dengan kardinalitas minimum yaitu 2. Jadi dimensi
metrik dari G adalah dim(G) = 2.

2.2.2 Dimensi Partisi

Diberikan suatu graf terhubung G dan u,v € V(G). Jarak antara v dan v
disimbolkan dengan d(u,v) adalah panjang lintasan terpendek dari simpul u
dan v. Dengan kata lain d(v,v) = 0 dan d(u,v) = oo jika tidak ada lintasan
dari u ke v (Anderson dan Badawi, 2008).

Misalkan G suatu graf, dengan v € V(G) dan S C V(G). Jarak antara
v dan S, dinotasikan dengan d(v,S) adalah d(v,S) = min{d(v,z)|x € S}
dengan d(v, z) adalah jarak antara v dan z. Diberikan II = {57, Ss, S, ..., Sk }
adalah partisi dari V(G), representasi dari simpul v terhadap II adalah
r(v|Il) = (d(v, S1),d(v, Ss), ...,d(v, Sg)). Jika untuk setiap dua simpul berbeda
u,v € V(Q) berlaku r(ulIl) # r(v|II), maka II disebut partisi pembeda
dari V(G). Partisi pembeda IT dengan kardinalitas minimum adalah partisi
pembeda minimum dari G disebut dimensi partisi yang dinotasikan dengan
pd(G).

Beberapa lemma dan teorema yang mendasari dalam menentukan dimensi
partisi pada beberapa graf sebagai berikut.

Lemma 2.2. [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)] Misalkan G suatu graf
terhubung tak trivial. Misalkan 11 suatu partisi pembeda dari G dan u,v €
V(GQ). Jika d(u,w) = d(v,w) untuk setiap w € V(G) — {u,v}, maka v dan v
berada dalam kelas partisi yang berbeda di I1.

Teorema 2.2. [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)] Misalkan G suatu graf
terhubung tak trivial, maka pd(G) < dim(G) + 1.

Teorema 2.3. [Chartrand, Salehi dan Zhang (2000)] Misalkan G adalah graf
terhubung dengan orde n > 2,

i. pd(G) =2 jika dan hanya jika G = P,
it. pd(G) = n jika dan hanya jika G = K,

ii. untuk n > 4, pd(G) = n — 1 jika dan hanya jika G = K, (r,s > 1),
G=K,+K,(r>1,5s>2), atav G =K, + (K3 UKj),(r,s > 1).

Graf GG adalah graf terhubung yang diberikan pada Gambar 2.4. Misalkan
ambil suatu partisi pembeda terurut dari V(G), yaitu Misalkan IT; = {S7, S5}
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dimana Sy = {v1,va,v3}, So = {vy,v5}.
Maka representasi setiap simpul v € G terhadap II; yakni:

r(vi|Ily) = (0,1)
T’(U2|H1) = (0,2)
T’(U3|H1) = (0, 1)
T’(U4|H1) = (1,0)
T’(U5|H1) = (1,0)

Karena r(vi|Il;) = r(vs|lly) = (0,1) dan r(vIly) = r(vs|Il;) = (1,0) maka
IT; bukan partisi pembeda dari G.

Gambar 2.4: Graf G

Misalkan ambil II, = {Si, S, 53,54,55}, dengan S; = {v1},5 =
{va}, S5 = {v3}, Sy = {vy} dan S5 = {v5}, maka representasi setiap simpul
v € G terhadap II, yakni:

(U1|H2) (071717]-’2)
T( |H2) (1 0727273>
T(U3|H2) (1 2,0,1,1)
T(U4|H2) (172717071>
r(vs|Ily) = (2,3,1,1,0)

Jadi Il adalah partisi pembeda dari G sebab r(v|Ily) berbeda untuk setiap
v € V(G). Akan tetapi II, bukan merupakan partisi pembeda yang minimum,
karena kita dapat menunjukkan partisi pembeda yang lebih kecil dari I1.

Misalkan II3 = {54, 52,53}, dengan Sy = {v1,v2},S2 = {vs}, dan S5 =
{vy,v5}. Maka representasi setiap simpul v € G terhadap I3 yakni:

T(1)1|H3) = (0, 1, 1)

T(U2|H3) == (0, 27 2)
T(U3|H3) == (1, 07 ].)



r(va|llz) = (1,1,0)

r(vs[lls) = (2,1,0)
Jadi II3 adalah partisi pembeda dari G sebab r(v|ll3) berbeda untuk setiap
v € V(G). Maka, dapat kita katakan bahwa II3 adalah partisi pembeda dari

G dengan kardinalitas minimum yaitu 3. Jadi dimensi partisi dari G atau
pd(G) = 3.

2.3 Graf Cycle Book

Dimensi partisi dan dimensi metrik telah banyak diteliti pada berbagai
graf. Dalam penelitian ini, akan dicari dimensi partisi dan dimensi metrik
pada graf cycle book dinotasikan B, ,,.

@ (b)
(a)

Gambar 2.5: Graf (a) Be; 2, dan (b) Bey 4

Graf pada Gambar 2.5.(a) merupakan graf cycle book Bc, o, dimana
terdapat 2 salinan (copies) cycle Cs dengan common path Py, dan Graf pada
Gambar 2.5(b) merupakan graf cycle book B, 4, dimana terdapat 4 salinan
(copies) cycle C3 dengan common path P;.

v v
1 cl vy

vz

Gambar 2.6: B¢, 4

Graf yang diberikan pada Gambar 2.6 adalah Bg, 4. Ambil W =
{ve1, v1, V9, v3}, maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap W adalah

r(va|W) =(0,1,1,1)
r(ve|W) = (1,1,1,1)
r(n|W) = (1,0,2,2)
r(va|W) = (1,2,0,2)
r(vs|W) = (1,2,2,0)
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r(v W) = (1,2,2,2)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 4 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,4). Karena tidak dapat ditemukan himpunan pembeda
dari B¢y, 4 dengan kardinalitas yang lebih kecil dari W, maka W merupakan
himpunan pembeda dari B¢, 4 dengan kardinalitas minimum yaitu 4. Jadi
deimensi metrik dari Be, 4 adalah dim(Bg, 4)=4.

Dimensi partisi pada graf cycle books Be, 4 pada gambar 2.6 dipeoleh
dengan menentukan partisi pembeda B, 4. Misalkan II = {5}, S2, S5, S4},
dengan Sl = {’Ucl,Ul},SQ = {UQ,UCQ}, Sg = {Ug} dan 84 = {U4}. Maka
representasi setiap simpul v € B, 4 terhadap II adalah

r(ver[II) = (0,1, 1, 1)

r(ve2|II) = (1,0,1,1)

(v1[IT) = (0, 1,2,2)
r(vo|I1) = (1,0,2,2)
r(vs|Il) = (1,1,0,2)
r(vg|I) = (1,1,2,0)

r

Jadi IT adalah partisi pembeda dari B¢, 4 dengan kardinalitas 4, sebab
r(v|II) berbeda untuk setiap v € V(Bg, 4). Jadi pd(Be, 4) < 4.

Selanjutnya untuk menentukan batas bawah dimensi partisi pada Bc; 4
dapat diperoleh dengan menggunakan Lemma 2.1. Menurut Lemma 2.1
simpul-simpul pada common path graf Be, 4 yaitu v, dan v, harus berada
pada kelas partisi yang berbeda, dan simpul lainnya yaitu vy, v, v3 dan vy
harus berada pada kelas partisi yang berbeda juga. Oleh karena itu, dengan
meletakkan simpul v, dan satu simpul lainnya (misalkan v;) dalam satu
kelas partisi katakan S7, dan meletakkan simpul v. dan satu simpul lainnya
(misalkan vy) dalam satu kelas partisi katakan S;. Kemudian simpul lainnya
yaitu vz dan v, masing-masing diletakkan dalam kelas partisi yang berbeda
S3 dan S;. Maka diperoleh konstruksi partisi pembeda minimum dengan
kardinalitas 4 atau dengan kata lain pd(Bc,4) > 4. Karena pd(Be,4) < 4
dan pd(Bc, 4) > 4, maka pd(Beg, 4) = 4.
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BAB 3
METODE PENELITIAN

Dalam bab ini diruraikan tahapan penelitian yang digunakan untuk
mencapai tujuan penelitian.

3.1 Tahapan Penelitian
Tahapan yang dilakukan dalam penelitian adalah:

1. Studi literatur
Pada tahap ini dilakukan pemahaman konsep dan studi literatur dari
buku, jurnal dan penelitian mengenai dimensi partisi dan dimensi metrik
pada graf.

2. Mengkonstruksi graf cycle book Bc,
Pada tahap ini, dikonstruksi graf yang akan diteliti, yaitu graf cycle books

Be,m.

3. Mendapatkan dimensi metrik dan dimensi partisi
Pada tahap ini, akan didapatkan dimensi partisi dan dimensi metrik pada
graf yang telah dikonstruksi, yaitu:
(a) Melabeli simpul sedemikian sehingga simpulnya berbeda.
(b) Menentukan himpunan pembeda graf cycle book.

(c) Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi metrik melalui
himpunan pembeda. Setelah itu ditentukan dimensi metrik dari
batas atas dan batas bawah yang telah diperoleh.

(d) Menentukan partisi pembeda graf cycle book.

(e) Menentukan batas atas dan batas bawah dimensi partisi melalui
partisi pembeda. Setelah itu ditentukan dimensi partisi dari batas
atas dan batas bawah yang telah diperoleh.

4. Analisis

(a) Membuktikan dimensi metrik graf cycle book.
(b) Membuktikan dimensi partisi graf cycle book.

(c) Menentukan hubungan antara dimensi metrik dan dimensi partisi
graf cycle book.

(d) Mengevaluasi terhadap analisa yang dikerjakan, sehingga dapat
diperoleh suatu simpulan.
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5. Diseminasi hasil penelitian
Tahap diseminasi hasil penelitian meliputi presentasi pada seminar
internasional yaitu International Conference on Mathematics: Pure,
Applied and Computation 2017, Surabaya dan publikasi paper dalam
Journal of Physics: Conf. Series 974(2018)012070, doi:10.1088/1742-
6596/974/1,/012070.

6. Penyusunan laporan
Laporan penelitian ditulis dalam sebuah tesis dengan sistematika
penulisan yang telah ditentukan, yang meliputi: Bab 1. Pendahuluan,
Bab 2. Kajian Pustaka dan Dasar Teori, Bab 3. Metode Penelitian, Bab
4. Hasil dan Pembahasan, Bab 5. Simpulan dan Saran.
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BAB 4
HASIL DAN PEMBAHASAN

Bab ini membahas tentang dimensi metrik dan dimensi partisi graf cycle
books B¢, ,, secara umum.

4.1 Dimensi Metrik Graf Cycle Books

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi metrik pada graf cycle books
Beym, Beym, Beoym dan kemudian akan ditunjukkan bentuk umum dimensi
metrik pada graf cycle books Bg, ,, untuk r > 3, m > 2; r,m € Z .

4.1.1 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,

Graf cycle books B, ,, merupakan graf yang terdiri dari m salinan (copies)
Cycle (3 dengan common path P,. Pada bagian ini akan ditunjukkan
dimensi metrik graf cycle books B¢, ,,, untuk beberapa m dan kemudian akan
ditunjukkan bentuk umum dimensi metrik pada graf cycle books B¢, ,, untuk
sebarang m > 2.

4.1.1.1 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 2

Ve

7y vy

Vez

Gambar 4.1: Graf Be, o

Untuk menentukan dimensi metrik pada graf B¢, » pada Gambar 4.1, ambil

W = {v.,v1}, maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap W adalah
r(va|W)=(0,1) r(n|W)=(1,0)
r(ve|W) = (1,1) r(va]W) = (1,2)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 2 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(B 2). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, o
adalah dim(G) < 2. Batas bawah dimensi metrik graf Be, o dapat merujuk
pada Teorema 2.1(i) menyatakan bahwa dim(G) = 1 jika dan hanya jika graf
G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa dimensi metrik graf
Be, 2 adalah dim(G) > 2. Jadi diperoleh dimensi metrik graf B, » adalah
dim(BCS’Q):Q.
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4.1.1.2 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 3

Ve1
Uz

L1

V3
Ve2

Gambar 4.2: Graf B, 3

Dimensi metrik graf Be, 3 pada gambar Gambar 4.2, dapat ditunjukkan
dengan mengambil W = {v.,v;,v2}, maka representasi setiap simpul v €
V(G) terhadap W adalah

r(va|W) =(0,1,1) r(vi|W)=(1,0,2) 7r(vs|W)=(1,2,2)
r(ve|W) = (1,1,1) r(v|W) = (1,2,0)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 3 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 3). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, 3
adalah dim(G) < 3.

Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf Be, 3, misalkan
diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas lebih kecil dari W,
|[Wi| = 2 < |W]. Untuk himpunan pembeda W; dengan kardinalitas 2,
|Wi| = 2 akan dibagi menjadi tiga kasus yaitu untuk W7 = {v., v},
Wy = {ve, 01}, dan W = {wvy, v}

Kasus 1. Untuk W, = {v.,, v, }

Representasi  setiap simpul v € V(G) terhadap W; adalah
r(va|Wi) = (0,1) r(v|[Wh) = (1,1) r(vs|Wy) = (1,1)
r(ve| W) = (1,0)  r(ve|Wh) = (1,1)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(v)|Wy) = r(ve]W) =
T’(U3|W1) == (1, ].)

Kasus 2. Untuk Wy = {v.,, v}

Representasi  setiap  simpul v S V(G) terhadap W; adalah
T(U01|W1) = (O, 1) ’I“('Ul|W1) = (1,0) T(U3|W1) = (1,2)
r(ve|Wh) = (L,1)  r(v[Wh) = (1,2)

Jadi W; bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap W yaitu r(ve|W7) = r(vs|W1) = (1, 1).

Kasus 3. Untuk W = {vy, v}

Representasi  setiap simpul v € V(G) terhadap W; adalah
r(va|Wi) = (1,1) r(v|[Wh) =(0,2) r(vs|Wy) = (2,2)
T(U62|W1) - (]., 1) 7”(’02|W1> == (2,0)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi

yang sama simpul v € V(G) terhadap W yaitu r (v, [W1) = r(ve, |[W1) = (1, 1).
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Dari ketiga kasus di atas, I, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab
terdapat representasi yang sama simpul v € V(G) terhadap W; sehingga
diperoleh batas bawah dimensi metrik graf Be, 3 adalah dim(G) > 3. Jadi
dimensi metrik graf Be, 3 adalah dim(Be, 3)=3.
4.1.1.3 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m =4

7y Vel

2

v3 Uy

Ve
Gambar 4.3: Graf Be, 4

Dimensi metrik graf B¢, 4 pada gambar di atas, dapat ditunjukkan dengan
mengambil W = {v., v1,v2,v3}, maka representasi setiap simpul v € V(G)
terhadap W adalah

r(va|W)=1(0,1,1,1) r(v|W)=(1,0,2,2) r(vs]W)=(1,2,2,0)
r(ve|W) = (1,1,1,1) 7(ve]W) =(1,2,0,2) r(vgW)=(1,2,2,2)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 4 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(B 4). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, 4
adalah dim(G) < 4.

Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf Be, 4, misalkan
diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas lebih kecil dari W,
[Wi| = 3 < |W/|. Untuk himpunan pembeda W; dengan kardinalitas 3,
|Wi| = 3 akan dibagi menjadi tiga kasus yaitu untuk Wi = {v.,, ve,,v1},
Wy = A{ve1, v1,v2}, dan W = {vy, v, v3}.

Kasus 1. Untuk W = {v,,,v.,,v1}

Representasi  setiap simpul v € V(G) terhadap W; adalah
r(va|Wi) = (0,1,1) r(u|Wi) = (1,1,0) r(vs|W1) = (1,1,2)
T‘(UCQ|W1> = (1,0,1) T(UQ'Wl) = (1,1,2) T(U4|W1) = (1,1,2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari Bc, 4 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(@) terhadap W, yaitu r(ve|Wp) = r(vs|W;) =
T’(U4|W1) = (]., ]_, 2)

Kasus 2. Untuk W = {veq, v, 02}

Representasi  setiap  simpul v € V(G) terhadap W; adalah
T(U61|W1> = (071,1) r(vl|W1) = (1,0,1) T‘(U3|W1) = (1,2,2)
T(’UCQ|W1) = (1,1,1) T(UQlWl) = (1,2,0) T‘(U4|W1) = (1,2,2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 4 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(vs|Wi) = r(vWi) =
(1,2,2).

Kasus 3. Untuk W = {vy,vq,v3}

Representasi  setiap simpul v € V(G) terhadap W; adalah
T(’UCl‘Wl) = (17 17 1) 7'(1}1|W1) = (07 2, 2) r(v3’W1) = (27 27 0)
T‘(UCQ|W1> = (1, 1, 1) T(UQ'Wl) = ( ,0, 2) 7’(1}4|W1) = (2, 2, 2)
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Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 4 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(ve, |Wi) = r(ve,|W1) =
(1,1,1).

Dari ketiga kasus di atas, W; bukan himpunan pembeda dari Be, 4 sebab
terdapat representasi yang sama simpul v € V(G) terhadap W) sehingga
diperoleh batas bawah dimensi metrik graf Be, 4 adalah dim(G) > 4. Jadi
dimensi metrik graf B, 4 adalah dim(Be, 4)=4.
4.1.1.4 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi metrik graf cycle books B¢,
untuk m > 2. Dimensi metrik graf cycle books Bg, ,, dituangkan dalam
proposisi berikut.

Proposisi 4.1.1. Jika G adalah graf cycle books Bcy ,m untuk m > 2 maka
dim(G) = m.

Gambar 4.4: Graf B,

Bukti:
Graf cycle books B, memiliki simpul V(G) = {vy, v2, v3, ..., U } U{vey, Ve, }-
Batas atas dimensi metrik diperoleh dengan mengkonstruksi himpunan
pembeda graf cycle books Bg,,,. Misalkan W = {v.,v1, 02,03, ..., U1}
adalah himpunan pembeda graf cycle books B, ,,,. Representasi setiap simpul

v € V(G) terhadap W adalah

W) =(0,1,...,1
r(va W) = ( )

m—1

r(ve|W) = (1,...,1)

m

r(v|W)=(1,2,..,2,0,2,...,2); 1 <i<m—1

i—1 m—i—1
r(v|W)=(1,2,..,2);i=m
(0| W) = ( : )
Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be,,, sebab r(v|IW) berbeda
untuk setiap v € V(Bg, ). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi
metrik graf Be,,, adalah dim(G) < m. Untuk menentukan batas bawah

dimensi metrik graf Be, ,,,, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan
kardinalitas lebih kecil dari W, |W;| = m — 1 < |W/|. Untuk himpunan
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pembeda W; dengan kardinalitas |WW;| = m — 1 akan dibagi menjadi tiga
kasus yaitu untuk Wi = {v.,, Vey, V1, V2, ooy Um—3}, Wi = {ve1, v1, V9, ooy U2},
dan W = {wvy,v9,v3, ..., U1}

Kasus 1. Untuk W = {v.,, ve,, V1, Vg, ..oy U3}
Representasi setiap simpul v € V(G) terhadap W, adalah

alWi) =1(0,1,...,1
T(U1| 1) ( )

m—2
r(ve|W7p) = (1,0,1,...,1
(ve2| W) = ( 3)
r(v;|[W1) =(1,2,...,2,0,2,...,2);1 <i<m—3
i—1 —i—2
r(v|Wh) = (1,1,2,....2);m —2<i<m
3

Jadi W; bukan himpunan pembeda dari B¢, ,,, sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wy yaitu r(v;|W7) = (1,1,2,...,2);m —
m—3
2<i<m.
Kasus 2. Untuk Wy = {ve, v1, 02, .o, U2}
Representasi setiap simpul v € V(G) terhadap W, adalah

a|lWi) =1(0,1,...,1
(Ve |W1) = ( )

m—2

T’(UCQ|W1> = (]_, ceey 1)

N——
m—1
r(vi\Wl) = (1,2, ., 2,0,2, ...,2); 1<:<m-—2
r(oWh) = (1,2,...,2);m—1<i<m
2

Jadi W; bukan himpunan pembeda dari B, ,,, sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(v;|W;) = (1,2,...,2);m—1 <
——

m—2
1 < m.

Kasus 3. Untuk Wy = {vy, v, 03, ..., U1}
Representasi setiap simpul v € V(G) terhadap W, adalah

r(va|Wh) = (1, ..., 1)

m—1

T(UCQ|W1> = (]., ceuy ].)

m—1
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r(v W) = (2,..,2,0,2,...,2); 1 <i<m—1
—— =

i—1 m—i—1

r(v;|Wy) =(2,...,2);1=m
(vi|W1) = ( : )

Jadi W bukan himpunan pembeda dari B, ., sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(ve, |Wi) = r(ve,|W1) =
(1,..,1).

1

Dari ketiga kasus di atas, W; bukan himpunan pembeda dari B¢, ,, sebab
terdapat representasi yang sama simpul v € V(G) terhadap W; sehingga
diperoleh batas bawah dimensi metrik graf Be, ,, adalah dim(G) > m. Jadi
dimensi metrik graf Be, ,,, adalah dim(Bg, ,)=m.

4.1.2 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢,

Graf cycle books Bg, ,, merupakan graf yang terdiri dari m salinan (copies)
Cycle C; dengan common path FP,. Pada bagian ini akan ditunjukkan
dimensi metrik graf cycle books B¢, ,, untuk beberapa m dan kemudian
akan ditunjukkan bentuk umum dimensi metrik graf cycle books B¢, ,, untuk
sebarang m > 2.

4.1.2.1 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,,, dengan m = 2

"1 v 4

v1,2

e
Voo 2,2

Gambar 4.5: Graf Bg, o

Dimensi metrik graf B¢, » pada gambar di atas dapat ditunjukkan dengan
mengabil W = {vy 1, v21}, maka representasi setiap simpul v € V(@) terhadap
W adalah

r(valW)=(1,1) r(via|W)=1(0,2) r(ve |W)=1(2,0)
r(ve|W) =1(2,2) r(via]W)=1(1,3) r(ves|W)=(3,1)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari B¢, » sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 2). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, o
adalah dim(G) < 2. Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf Be, o
dapat merujuk pada Teorema 2.1(i) yang menyatakan bahwa dim(G) = 1 jika
dan hanya jika graf G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa
dimensi metrik graf B¢, » adalah dim(G) > 2. Jadi diperoleh dimensi metrik
graf Bg, » adalah dim(Bg,2) = 2.
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4.1.2.2 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 3

Y21

P11 Vel
21

3.2

Gambar 4.6: Graf B¢, 3

Untuk menentukan dimensi metrik pada graf B¢, 3 pada gambar di atas,
ambil W = {v11,v21,v31}, maka representasi setiap simpul v € V(G)
terhadap W adalah

r(valW)=(1,1,1) 7r(vi2|W)=(1,3,3) r(vs:|W)= (2,2,
r(vealW) =1(2,2,2) r(va1|W) =(2,0,2) r(vsa|W)=1(3,3,1)
T(Ul,llw) = (0, 2, 2) T(UQQ‘W) = (3, 1, 3)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Bg, 3 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 3). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, 3
adalah dim(G) < 3.

Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf Be, s, misalkan
diambil himpunan pembeda W, dengan kardinalitas lebih kecil dari W, |W;| =
2 < |W/|. Untuk himpunan pembeda W, dengan kardinalitas 2, |IV;| = 2 akan
dibagi menjadi empat kasus yaitu untuk Wy, = {v., v}, Wi = {va,v11},
Wy = {Ucl, 01,2} dan W, = {01,17"0172}-

Kasus 1. Untuk W = {v,,, v, }

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
T(Ul,l‘Wl) = (1,2) T(UQJ’Wl) = (1, 2) 7“(?}371|W1) = (1,2)
r(oie|Wh) = (2,1)  rvee|Wh) = (2,1)  r(vs2|W1) = (2,1)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(vy1|W1) = r(ve1|Wh) =
T(U&l‘wl) == (1,2) dan T(U172|W1> = T(U272|W1) == T<U3’2|W1) == (2, ].)

Kasus 2. Untuk W1 = {Uch Ul,l}

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
(0| Wh) = (1,2)  r(voa[Wh) = (1,2)  r(vsa|Wh) = (1,2)
T(U172|Wl) = (2, 1) T(U272|W1) = (2,3) 7”(?}372|W1) = (2,3)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V/(G) terhadap Wi yaitu r(veo|W1) = r(ve1|Wh) =
r(vs1|Wh) = (1,2) dan r(va2|Wh) = r(vs2|Wh) = (2,3).

Kasus 3. Untuk W = {v., v12}

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
7(vey [Wh) = (1,1)  r(vga|Wh) = (1,3)  r(vsa[W1) = (1,3)
roia|Wh) = (1,1)  ruee|Wh) = (2,2)  r(vs2|Wh) = (2,2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(ve,|Wi) = r(vi|Wh) =
(]., 1), T(UQ’1|W1) == 7’(’03,1|W1) - (]., 3) dan T<U2’2|W1) - T(U3,2|W1) - (2, 2)
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Kasus 4. Untuk Wy = {vy 1,012}

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
r(ve, [Wi) = (1,2)  r(va[Wh) = (2,3) r(vsa|Wh) = (2,3)
T(UCQIWQ = (2, 1) 7“(1}272“/1/1) = (3,2) 7’(1}372|W1) = (3, 2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(ve1|Wi) = r(vs1|Wi) =
(2,3) dan r(va2|W1) = r(vs2|Wh) = (3,2).

Dari keempat kasus di atas, W; bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab
terdapat representasi yang sama simpul v € V(G) terhadap W, sehingga
diperoleh batas bawah dimensi metrik graf B, 5 adalah dim(G) > 3. Jadi
dimensi metrik graf B, 3 adalah dim(B¢, 3) = 3.

4.1.2.3 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 4

Gambar 4.7: Graf Be, 4

Dimensi metrik graf B¢, 4 pada gambar di atas, dapat ditunjukkan dengan
mengambil W = {vy1,v21,v31,v41}, maka representasi setiap simpul v €
V(G) terhadap W adalah

r(valW)=(1,1,1,1) r( )
r(vea|W) =1(2,2,2,2) r(ves|W) =
r(v W) =(0,2,2,2) r( )
r(vie|W) = (1,3,3,3)  r(vsa|W) = (3,3,1,3)
Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 4 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,4). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf
Be, 4 adalah dim(G) < 4.

Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf B, s, misalkan
diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang lebih kecil dari W,
Wi = 3 < |W]. Untuk himpunan pembeda W; dengan kardinalitas 3,
|Wi| = 3 akan dibagi menjadi empat kasus yaitu untuk Wy = {v¢,,ve,, v11},
Wy = {Ucl,vl,l,UQ,l}, Wy = {’01,177)1,2,7)2,1}, dan W; = {01,1,112,1,?)3,1}

Kasus 1. Untuk Wy = {v.,, Ue,, v11}

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
r(vio)Wh) = (2,1,1) r(vs1|Wi) = (1,2,2) r(vae|W1) =(2,1,3)
T(U271|W1> == (]_, 2, 2) T(U3,2|W1) == (2, 1, 3)
T(1)272|W1> == (2, 1, 3) T(U471|W1) == (1, 2, 2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 4 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu (v |W1) = r(vs1|W1) =
T(U471|W1> = (1, 2, 2) dan T(U272‘Wl) == T’(U3’2’WI) == T<U4,2|W1) - (2, ]., 3)
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Kasus 2. Untuk Wy = {v.,,v11,v21}

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
r(ve,[Wh) = (1,2,2)  r(usa|Wi) =(1,2,2)  r(vae|Wi) = (2,3,2)
r(vie|Wi) = (2,1,1) r(vse|Wi) =(2,3,2)
T(U272‘W1> = (2, 3, 1) T’(U4,1|Wl> = (1, 2, 2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 4 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(ve,|Wi) = r(vs1|Wy) =
r(va1|Wh) = (1,2,2) dan r(vso|W1) = r(va2|W1) = (2,3,2).

Kasus 3. Untuk W, = {v; 1,012,021}

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
r(ve, [Wh) = (1,2,1)  r(usa|Wi) =(2,2,3) r(vae|W1) = (3,3,2)
r(ve, [Wh) = (2,1,2)  r(use|Wr) = (3,3,2)
T(U272‘W1> = (3, 1, 2) T’(U4,1|W1> = (2, 2, 3)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 4 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap Wi yaitu r(vs1|W1) = r(ve1|Wh) =
(2, 2, 3), dan 7“(12372|W1) = T‘(U472|W1) = (3, 3, 2)

Kasus 4. Untuk W, = {vy 1,091,051}

Representasi setiap simpul v — W; € V(G) terhadap W; adalah
r(ve, [Wh) = (1,1,1)  r(vee|W1) = (3,1,3) 7(vae|W1) = (3,3,3)
r(ve, [Wh) = (2,2,2)  1r(use|W1) =(3,3,1)
T(U172|W1> == (1, 37 3) T’(U4,1|W1> - (2, 2, 2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 4 sebab terdapat representasi
yang sama simpul v € V/(G) terhadap Wi yaitu r(veo|W1) = r(ve,|Wh) =
(2,2,2).

Dari keempat kasus di atas, W, bukan himpunan pembeda dari B, 4 sebab
terdapat representasi yang sama simpul v € V/(G) terhadap W; sehingga
diperoleh batas bawah dimensi metrik graf Be, 4 adalah dim(G) > 4. Jadi
dimensi metrik graf Be, 4 adalah dim(Bg,4) = 4.

4.1.2.4 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,,, dengan m =5

P11

12

Gambar 4.8: Graf Bg, 5

Dimensi metrik graf B¢, 5 pada gambar di atas, dapat ditunjukkan dengan
mengambil W = {vy1,v31,029,v42}, maka representasi setiap simpul v €
V(G) terhadap W adalah
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rvalW) = (1,1,2,2)  r(v22|W) = (3,3,0,2) r(vsa|W) = (2,2,3,3)
r(ve|W) =(2,2,1,1) r(vs1|[W) =1(2,0,3,3) r(vso|W) = (3,3,2,2)
r(vi 1 |[W) = (0,2,3,3) 7(vs2|W) = (3,1,2,2)
r(via|W) = (1,3,2,2) r(vas|W) =(2,2,3,1)

)

T(UZ,l‘W) = (2727173) T(U4,2|W) = (3>3a270
Jadi W adalah himpunan pembeda dari Bg, 5 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 5). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, 5
adalah dim(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf
Be, 5, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang lebih
kecil dari W dinotasikan |W;| < |W|, maka terdapat representasi yang sama
simpul v — W; € V(G) yang tidak bertetangga dengan simpul Wy — {v.1, ve}
terhadap Wy yaitu r(v|W1) = r(v;|W1), j = 1,2; i = 1,2,3,4,5, sehingga
dimensi metrik graf B, 5 adalah dim(G) > 4. Jadi dimensi metrik graf Be, 5
adalah dim(Bc, 5) = 4.
4.1.2.5 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 6

Gambar 4.9: Graf B, 6

Dimensi metrik graf B¢, ¢ pada gambar di atas, dapat ditunjukkan dengan
mengambil W = {vy 1,v31, 051,022,042}, maka representasi setiap simpul v €

V(G) terhadap W adalah

r(valW)=(1,1,1,2,2) r(vao|W) = (3,3,3,0,2) 7r(vs:|W) = (2,2,0,3
r(velW) =1(2,2,2,1,1) r(vs1|]W) =(2,0,2,3,3) 7(vs52|W) = (3,3,1,2
T‘(1)171|W) = (0,2,2,3, 3) 7"(’0372|W) = (3, 1,3,2,2) T‘(UG71|W) = (2,2,2,3
r(vi2)W) =(1,3,3,2,2) r(va1|W) =1(2,2,2,3,1) r(ve2lW)=1(3,3,3,2

r(va1|W) =(2,2,2,1,3) r(va2|W) = (3,3,3,2,0)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari B¢, ¢ sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 6). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, ¢
adalah dim(G) < 5. Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf
Be, 6, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang lebih
kecil dari W dinotasikan |W;| < |W/|, maka terdapat representasi yang sama
simpul v — Wy € V(G) yang tidak bertetangga dengan simpul W7 — {v.1, ve }
terhadap Wi yaitu r(v; ;|W1), j = 1,2, ¢ = 1,2,3,4,5,6, sehingga dimensi
metrik graf Be, ¢ adalah dim(G) > 5. Jadi dimensi metrik graf Be, ¢ adalah
dim(BC%ﬁ) =5.
4.1.2.6 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi metrik graf cycle books Be,
untuk m > 2. Dimensi metrik graf cycle books B¢, ,, dituangkan dalam
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proposisi berikut.

Gambar 4.10: Graf B,

Proposisi 4.1.2. Jika G adalah graf cycle books Be, ,,, untuk m > 2 maka

. | m, Jika m = 2,3,4
d”"(G)_{m—L jika m > 5

Bukti:

Graf cycle books Bg, ,, memiliki simpul V(G) = {v;;, i = 1,2,....,m, j =
1,2} U{ve, ve, ). Jadi, akan ditunjukkan dimensi partisi graf Be, ,, adalah m
untuk m = {2,3,4}, dan m — 1 untuk m > 5. Untuk membuktikan proposisi
ini, akan dibagi menjadi tiga kasus yaitu untuk m = {2, 3,4}, m adalah gasal
dan untuk m adalah genap seperti berikut.

Kasus 1. Untuk m = {2,3,4}, akan dibuktikan dim(G) =
menentukan batas atas dimensi metriknya pilih W = {v;;, 1
Representasi setiap simpul V' (G) terhadap W adalah

m. Untuk
< i < m}.

r(va|W) =(1,...,1)

m

r(ve|W) = (2,...,2)

r(v, W) =(2,...,2,0,2,....2);
(via[W) = ( 3 )
r(viglW)=(3,..,3,1,3,....,3);1 <i<m

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, ;m,m = 2, 3,4 sebab r(v|W)
berbeda untuk setiap simpul graf (B, ). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi metrik graf Be,,, adalah dim(G) < m. Untuk menentukan batas
bawah, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang
lebih kecil dari W, |Wy| = m — 1 < |W/|. Tanpa mengurangi keumuman,
untuk himpunan pembeda W; dengan kardinalitas m — 1, |[W;| = m — 1
dibagi menjadi beberapa kasus dan telah dibuktikan sebelumnya pada bagian
4.1.2.1 sampai 4.1.2.3 bahwa W, bukan himpunan pembeda dari B¢, ,,, sebab
terdapat representasi yang sama simpul {v — W;} € V(G) terhadap W;. Oleh
karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Bg, ,, adalah dim(G) > m.
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Jadi dimensi metrik graf Be, ,, untuk m = {2, 3,4} adalah dim(B¢, ) = m.

Dalam kasus ini, karena ada kekhususan pada representasi setiap simpul
dalam V(B¢ ), maka untuk m > 5 dapat dipisah menjadi dua kasus yaitu
untuk m gasal dan untuk m genap.

Kasus 2. Untuk m gasal dan m > 5, akan dibuktikan dim(G) =m — 1.
Batas atas dimensi metrik untuk kasus ini ditentukan dengan memilih W =
{{vi1; 1 <i<m—1;igasal} U{v;2; 1 <i<m—1; i genap}}. Representasi
setiap simpul V(G) terhadap W adalah

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, ., m = {5,7,9,11,...} sebab
r(v|W) berbeda untuk setiap simpul V(Bg, ). Oleh karena itu, batas atas
dari dimensi metrik graf Be, ., adalah dim(G) < m — 1. Untuk menentukan
batas bawah, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas
yang lebih kecil dari W, |[Wi| = m — 2 < |W/|, maka dipastikan terdapat
representasi yang sama simpul V(G) yang tidak bertetangga dengan simpul
W1, sehingga dimensi metrik graf B, ,, adalah dim(G) > m—1. Jadi dimensi
metrik graf Be, ., untuk m = {5,7,9,11, ...} adalah dim(B¢,,) =m — 1.

Kasus 3. Untuk m genap dan m > 5, akan dibuktikan dim(G) =m — 1.
Batas atas dimensi metrik untuk kasus ini ditentukan dengan memilih W =
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{{vi1; 1 <i<m—1;igasal} U{v;2; 1 <i<m—1;i genap}}. Representasi
setiap simpul V(G) terhadap W adalah

r(vie|W) = (3,..,3,1, 3,...3 ,2,...,2);1 <i<m—1;gasal
~—— — =

)
—1

i—1 ﬂflf(ifl)

m‘g

r(vie|W) =(3,..,3,2,...,2,0, 2,..,2 );1<i<m-—1;genap
S—— —— S~——

m 1 —2 1 —2
; : B2 (152)

r(Vma|W) =(2,...,2,3,...,3)

m m_
2 21

7(Um2|W) = (3,...,3,2,...,2)
—— ——
Fl 71
Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, ,,,, m = {6, 8,10, 12, ...} sebab
r(v|WW) berbeda untuk setiap simpul V' (B¢, ). Oleh karena itu, batas atas
dari dimensi metrik graf Be,,, adalah dim(G) < m — 1. Untuk menentukan
batas bawah, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas
yang lebih kecil dari W, |Wi| = m — 2 < |W/|, maka dipastikan terdapat
representasi yang sama simpul V(G) yang tidak bertetangga dengan simpul
W1, sehingga dimensi metrik graf B¢, ., adalah dim(G) > m—1. Jadi dimensi
metrik graf Be, ,n, untuk m = {6,8,10,12,...} adalah dim(Bc¢, ) = m — 1.
Berdasarkan uraian dari Kasus 1 sampai Kasus 3, maka Proposisi 4.1.2.
terbukti.

4.1.3 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada bagian ini akan ditunjukkan dimensi metrik graf cycle books Be;
untuk beberapa m dan kemudian akan ditunjukkan bentuk umum dimensi
metrik graf cycle books B¢ ,,, untuk sebarang m > 2.

27



4.1.3.1 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B, ,, dengan m = 2

P11
Ve1 V2.1

v
c2
V1,3 Y23

Gambar 4.11: Graf B¢, o

Dimensi metrik graf B¢, » pada gambar di atas, dapat ditunjukkan dengan
mengambil W = {v;1,v2,}, maka representasi setiap simpul V(G) terhadap
W adalah

r(va|W) =(1,1) r(vi2|W)=(1,3) r(vea|W)=(3,1)
r(elW) =(2,2)  r(vis|W) = (2,3) r(vas|W) = (3,2)
7’(1}171‘W) = (0, 2) T'(UQJ‘W) = (2, O)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 2 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap simpul V(Bg; 2). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf
Be, 2 adalah dim(G) < 2. Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf
Be, » dapat merujuk pada Teorema 2.1(i) yang menyatakan bahwa dim(G) = 1
jika dan hanya jika graf G' adalah graf lintasan FP,, maka dapat dipastikan
bahwa dimensi metrik graf Be, » adalah dim(G) > 2. Jadi diperoleh dimensi
metrik graf Be, o adalah dim(Bg, 2) = 2.
4.1.3.2 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 3

Gambar 4.12: Graf B¢, 3

Untuk menentukan dimensi metrik pada graf Be, 3 pada gambar di atas,
ambil W = {vy1,v21, v31}, maka representasi setiap simpul V(G) terhadap W
adalah

r(wa|W)=(1,1,1) r(vsW)=1(2,3,3) r(vs:|]W)=1(2,2,0)
r(velW) =1(2,2,2) r(va1|W)=1(2,0,2) r(vs2|W)=1(3,3,1)
(v |W) =(0,2,2) r(vea|W)=(3,1,3) r(uss|W)=(3,3,2)
r(vio]W) = (1,3,3) r(vas|W) = (3,2,3)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 3 sebab r(v|WW) berbeda
untuk setiap simpul V(B¢ 3). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi
metrik graf B, 3 adalah dim(G) < 3. Untuk menentukan batas bawah
dimensi metrik graf Be; 3, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan
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kardinalitas lebih kecil dari W, |[W;| = 2 < |W/|. Untuk himpunan pembeda
W, dengan kardinalitas 2, |W;| = 2 akan dibagi menjadi enam kasus yaitu
untuk Wy = {ve,, ve, }, Wi = {ve,vin}, Wi = {ve, v12}, Wi = {ver, v13},
Wy = {U1,1,U1,2} dan W = {01,17?12,1}
Kasus 1. Untuk Wy = {ve,, v, }
Representasi  setiap  simpul  V(G) —

r(oa[Wh) = (1,2)  r(vaa|[Wh) = (1,2) r(

r(vig|Wh) =(2,2)  r(v22|Wh) = (2,2)  r(vs2|Wh) = (2,2)

rvis|Wi) =(2,1) r(ves[Wi) = (2,1) r(vss|Wh) = (2,1)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul V(G) terhadap Wi yaitu r(vi:|Wi) = r(ve |Wh) =
r(vsa[Wi) = (1,2), r(vip[Wi) = r(vee[Wi) = r(vse[Wi) = (2,2), dan
r(v1s|Wh) = r(vas|Wi) = r(vs W) = (2,1).

Kasus 2. Untuk W = {v.,,v11}

Representasi  setiap  simpul V(G) — W; terhadap W; adalah
F(oal W) = (1,2)  r(osa]Wh) = (1,2) #(ug1[W3) = (1,2)
7“(1)13‘W1) = (2, 1) T’(U272|W1) = (2,3) 7"(?]372|W1) = (2,3)
T(U173‘Wl> = (2,2) T<U2,3|W1> = (2,3) T(’Z]373|W1) = (2,3)

Jadi W; bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul V(G) terhadap W; yaitu r(v.,|Wi) = r(va1|Wi) =
7(“(1)37;”/1/1) = (1,2), dan 7“(1}272“/1/1) = T(UQ’?,’WI) = 7“(1)372”/‘/1) = 7’('1}373|W1) =

2,3).

Kasus 3. Untuk Wy = {v.,,v12}

Representasi  setiap  simpul V(G) — W; terhadap W; adalah
T'(’UCZ|W1) = (1, 2) T’(U271|W1) = (1,3) 7"(/0371|W1) = (1,3)
rloWh) = (1,1) r(vep[Wh) = (2,4)  r(vse|Wh) = (2,4)
T(U173|W1) = (2, 1) 7‘(’02,3|W1) == (2,3) T’(’U3’3|W1) = (2,3)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul V(G) terhadap Wy yaitu r(ve,|Wh) = r(vsa|Wh) = (1,3),
T(UQQ‘Wl) == T(’U3’2’WI) == (2,4), dan T<02’3|Wl) - T(U373|W1> == (2,3)

Kasus 4. Untuk W, = {v., v1 3}

Representasi  setiap  simpul V(G) — W; terhadap W; adalah
T'(’UCZ|W1) = (1, 1) 7’(1)271|W1) = (1,3) 7"(/0371|W1) = (1,3)
T(Ul,l‘W1> == (1,2) T<U2,2|W1> - (2,3) T(U372|W1) == (2,3)
T(U172|W1) = (2, 1) T<U2,3|W1) == (2, 2) T’(’U3’3|W1) = (2,2)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul V(G) terhadap Wy yaitu r(ve |Wh) = r(vsa|Wh) = (1,3),
T(UQQ‘Wl) == T(’U3’2’WI) == (2,3), dan T<02’3|Wl) = T(U373|W1> == (2,2)

Kasus 5. Untuk W = {vy1,v12}

Representasi  setiap  simpul V(G) — W; terhadap W; adalah
T'(’Ucl|W1) = (1, 2) 7’('1}271|W1) = (2,3) T'(’0371|W1) = (2,3)
r(0e|Wh) = (2,2)  r(vap[Wh) = (3,4)  r(vse|Wh) = (3,4)
r(vis|Wh) = (2,1)  r(vas|Wh) = (3,3) r(vss[Wi) = (3,3)

Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul V(G) terhadap Wy yaitu r(ve |Wh) = r(vs1|Wh) = (2,3),
T(UQQ‘Wl) == 7”(’03’2’W1) == (3,4), dan T(U2,3|W1) - T(U373|W1> = (3,3)

Wy  terhadap W, adalah
U371|W1) = (1,2)
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Kasus 6. Untuk W, = {vy 1,021}
Representasi  setiap  simpul V(G) — W; terhadap W; adalah
r(ve Wh) = (1,1)  r(oig|Wh) =(2,3) r(vsa|Wh) = (2,2)
r(0e|Wh) = (2,2)  r(vap[Wh) = (3,1)  r(vse|Wh) = (3,3)
T(U1,2|Wl> = (1,3) T<U2’3|W1) = (3, 2) T(U373‘W1) = (3,3)
Jadi W, bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab terdapat representasi
yang sama simpul V(G) terhadap W yaitu r(ve,|W1) = r(vss|Wi) = (2,2)
dan T(U372|W1> = T’(U373|Wl) = (3, 3)
Dari keenam kasus di atas, W bukan himpunan pembeda dari B¢, 3 sebab
terdapat representasi yang sama simpul V (G) terhadap W sehingga diperoleh

batas bawah dimensi metrik graf Be, 3 adalah dim(G) > 3. Jadi dimensi
metrik graf Be, 3 adalah dim(Bg, 3) = 3.

4.1.3.3 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 4

Gambar 4.13: Graf Be, 4

Dimensi metrik graf B¢, 4 pada gambar di atas, dapat ditunjukkan dengan
mengambil W = {vy1,v21,v32}, maka representasi setiap simpul V/(G)
terhadap W adalah

r(valW)=1(1,1,2) r(va:|W)=(2,0,3) r(vss|W)=(3,3,1)
r(velW) =1(2,2,2) r(va2W)=(3,1,4) r(vs1|W)=1(2,2,3)
(v |W) =(0,2,3) r(ves|W)=1(3,2,3) r(vaa|W)=(3,3,4)
r(vio)W) = (1,3,4) r(vs1|W)=1(2,2,1) r(vas|W) = (3,3,3)

r(vis|W) =(2,3,3) r(vs2|W)=(3,3,0)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari B¢, 4 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap V' (Bg,4). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf B, 4
adalah dim(G) < 3. Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf
B, 4, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang lebih
kecil dari W yaitu |W;| < |IW|, maka terdapat representasi yang sama simpul
V(G) — Wy terhadap Wy yaitu r(v; ;|W1) @ = 1,2,3,4 j = 1,2,3, sehingga
dimensi metrik graf B, 4 adalah dim(G) > 3. Jadi dimensi metrik graf B, 4
adalah dim(Bc, 4) = 3.
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4.1.3.4 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 5

Gambar 4.14: Graf B¢, 5

Dimensi metrik graf B¢, 5 pada gambar di atas, dapat ditunjukkan dengan
mengambil W = {v; 1,021,031, 042}, maka representasi setiap simpul V(G)
terhadap W adalah

r(va|W) = (1,1,1,2)  7(van|W) = (3,1,3,4) r(vas|W) = (3,3,3,0)
r(ve|W) =(2,2,2,2)  r(ves|W)=(3,2,3,3) r(vas|W)=1(3,3,3,1)
r(via[W) =(0,2,2,3)  r(vsa|W) = (2,2,0,3) r(vsa|W) = (2,2,2,3)
r(vialW) = (1,3,3,4) r(vsa|W) =(3,3,1,4) r(vs2|W) = (3,3,3,4)
T(U173|W) = (27 3,3, 3) T(U3,3|W) = (37 3,2, 3) 7“(U573|VV) = (3, 3,3, 3)
r(ve 1 |[W) =(2,0,2,3) r(vaa|W) =1(2,2,2,1)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, 5 sebab r(v|W) berbeda untuk
setiap V' (Bg,5). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf Be, 5
adalah dim(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf
Be, 5, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang lebih
kecil dari W, |W;| = 2 < |W|, maka terdapat representasi yang sama simpul
V(G) — W, terhadap Wy yaitu r(v; ;|W1), i =1,2,3,4,5 j = 1,2, 3, sehingga
dimensi metrik graf B, 5 adalah dim(G) > 4. Jadi dimensi metrik graf Be, 5
adalah dim(Bc, 5) = 4.
4.1.3.5 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi metrik graf cycle books B¢,
untuk m > 2. Dimensi metrik graf cycle books B ,, dituangkan dalam
proposisi berikut.

_,—.‘”m,l
. \
\

Y11

V1,2

=
Gambar 4.15: Graf Be,

Proposisi 4.1.3. Jika G adalah graf cycle books Bey ,,, untuk m > 2 maka

. | m, ifm=23
dzm(G)_{m—l, ifm >4
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Bukti:
Graf cycle books Bgy ,, memiliki simpul V(G) = {v;;, i = 1,2,....,m, j =
1,2} UA{ve,, v, }. Untuk membuktikan proposisi ini, akan dibagi menjadi dua
kasus yaitu untuk m = {2,3} dan untuk m > 4 seperti berikut.
Kasus 1. Untuk m = 2,3, akan dibuktikan dim(G) = m. Untuk menentukan
batas atas dimensi metriknya pilih W = {v;;, 1 < i < m}. Representasi
setiap simpul V(G) terhadap W adalah

r(va|W)=(1,...,1)

m

r(ve|W) =(2,...,2)

T(UiJ’W) = (27 "'727072a --~>2); 1<i<m
i—1
r(viplW) =(3,..,3,1,3,...,3); 1 <i<m

r(vis|W)=(3,..,3,2,3,..,3); 1 <i<m

i—1 m—i

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Bg, ,,,, m = {2,3} sebab r(v|W)
berbeda untuk setiap V(Be, ). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi
metrik graf Be, ,, adalah dim(G) < m. Untuk menentukan batas bawah,
misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang lebih
kecil dari W, |Wi| = m — 1 < |W/|. Untuk himpunan pembeda W; dengan
kardinalitas m — 1, |Wj| = m — 1 akan dibagi menjadi beberapa kasus
dan telah dibuktikan sebelumnya pada bagian 4.1.3.1 sampai 4.1.3.2 bahwa
W, bukan himpunan pembeda dari B¢, ,, sebab terdapat representasi yang
sama simpul V(G) — W, terhadap W;. Sehingga dimensi metrik graf B,
adalah dim(G) > m. Jadi dimensi metrik graf Bc, ,,, untuk m = 2,3 adalah
dim(BCS,m) =m.

Kasus 2. Untuk m > 4, akan dibuktikan dim(G) =m — 1.
Batas atas dimensi metrik untuk kasus ini ditentukan dengan memilih W =
{{vi1,vm-12; 1 <i <m—2}}. Representasi setiap simpul V(G) terhadap W
adalah

r(va|W) =(1,...,1,2)

2
r(ve|W) =(2,...,2
(Ve[ W) = ( : )
r(vi W) =(2,..,2,0,2,..,2,3); 1 <i<m—2
—1 i—2
T(UMIW) =(3,..,3,1,3,..,3,4);1 <i<m—2
—1 i—2
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m—2
(U —12|W) = (3#-:-;_3) 0)
r(Um-13|W) = (%-/-;_3;; 1)
r(vma|W) = (%E;_%v 3)
7 (Ump|W) = <%£;_§7 4)
r(Ums|W) = (éi-f-l_?;)

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be; ,,, m > 4 sebab r(v|W) berbeda
untuk setiap V(B¢ ). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi metrik graf
Be, m adalah dim(G) < m — 1. Untuk menentukan batas bawah, misalkan
diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang lebih kecil dari W
yaitu |Wi| = m — 2 < |W/|, maka terdapat representasi yang sama simpul
V(G) — W terhadap W; yaitu simpul yang terletak di salinan ke-i, dimana
i adalah salinan yang tidak memuat W, sehingga dimensi metrik graf Be; ,,
adalah dim(G) > m — 1. Jadi dimensi metrik graf Be, ,,, untuk m > 3 adalah
dim(Bc; ) = m—1. Dari Kasus 1 dan Kasus 2 terbukti bahwa dim(Bc; ) =
m untuk m = 2,3 dan dim(B¢, m) = m—1 untuk m > 4. Jadi Proposisi 4.1.3.
terbukti.

4.1.4 Dimensi Metrik Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi metrik graf cycle books B¢,
untuk 7 > 5 m > 2. Dimensi metrik graf cycle books B¢, ,, dituangkan dalam
teorema berikut.

V-2

Gambar 4.16: Graf Be, ,,

Teorema 4.1. Jika G adalah graf cycle books Bc, ., untuk r > 5 maka

m, jika v gasal dan m = 2,3
dim(G) = jika v genap dan m > 2
m—1,  jika r gasal dan m > 4
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Bukti:
Untuk membuktikan Teorema ini, akan dibagi menjadi tiga kasus yaitu untuk
r > 5, r gasal,dan m = 2,3; untuk » > 5, r gasal,dan m > 4; untuk
r > 95,1 genap.

Kasus 1. Untuk r gasal dan m = 2,3 akan dibuktikan dim(G) = m.
Batas atas dimensi metrik dapat diperoleh dengan mengkonstruksi himpunan
pembeda. Misalkan W = {v;;, 1 < i < m, j = 52}, representasi setiap
simpul V' (G) terhadap W adalah

r(va|W) = %(r —3), %(7‘ —3), .. %(r —3)

1 1 1
r(ve| W) = 5(7“ —3)+1, 5(7“ -3)+1,.., 5(7" —-3)+1

r—1 , r—1 , T_
T(Ui7j‘W) = 9 + (] - 1)7 "9 + (] - 1)771 - (] + 1)7
i1
r—1 : r—1 : : :
5 +(G-1),.., 5 +(—1)|; dengan 1 <i<m,1<j<
r— .
T(U’LJ|W> =|—F5 T (] - 1)7 Ty + (] - 1)717
i1
—1 —1
7"2 +(G -1, ,T2 +( -1 ;denganlgigm,j:%,
r—1 , r—1 _ , e
T(’Ui,j‘W): 9 +7’-(]—|—1),7 9 +T—(]+1>7(j+1)_77
i1
r—1 , r—1 , , ., »
5 +r—0G+1),.., 5 +r—(+1)|; dengan 1 <i<m,F+1<j<r—2

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Bg, ,, untuk r > 5 r gasal, dan
m = 2,3 sebab r(v|IW) berbeda untuk setiap V' (Bg, ). Oleh karena itu, batas
atas dari dimensi metrik graf B, ,, adalah dim(G) < m. Untuk menentukan
batas bawah, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas
yang lebih kecil dari W yaitu |W;| < |[W|, maka sedikitnya terdapat dua simpul
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dalam V(G) — W) yang mempunyai representasi sama terhadap W; yaitu
r(vi;|\Wh), j=1,2,3,...,r—21i=1,2,3,...,m, sehingga dimensi metrik graf
Be, m adalah dim(G) > m. Jadi dimensi metrik graf Be, ,,, untuk r gasal > 5
dan m = {2, 3} adalah dim(Bc¢, ,,) = m.

Kasus 2. Untuk r gasal dan m > 4, akan dibuktikan dim(G) =m — 1.
Batas atas dimensi metrik dapat diperoleh dengan mengkonstruksi himpunan
pembeda. Misalkan W = {v;;, 1 <i<m—2, j="52 v, i=m—1, j=
=% + 1}, representasi setiap simpul {ve1, ve2} € V(G) terhadap W adalah

r(va|W) =

(0= 3), 5 (r = 3), 5 = 8) +1

1 1
r(vee| W) = 5(7“ —3)+1,.., 5(7" —-3)+1

Representasi setiap simpul v; ; € V(G) dengan 1 <i <m — 2
terhadap W sebagai berikut:

r—1 ‘ r—1 , . A
rw W)= —=+0-1 —5—+0-1 5 -0+,
o1
r—1 . r—1 _ 1 R
5 U= 5=+ G = 1), 47 |5 dengan 1 <j < 52— 1.
m:;—Z
. r— .
W)= | 5=+ 0=+ G- 11,
o1
r—1 _ r—1 _ . . o
9 +(—=1),., 5 +(j—1), 5 +7 | ;dengan j = 5
m:;—2
r—1 : r—1 , ‘ -
r(vivjlw): +T—<]+1)a7T+r_(j+1)7(j+1)_77
i1
r—1 . r—1 _ o _
9 +7”—(]+1)7---7T+7“—(j+1) ;dengan 5 +1<j <r—2
m:zr'—l
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Representasi setiap simpul v;; € V(G) dengan i = m — 1 terhadap W
sebagai berikut:

r—1 ) r—1 ) ]
5 +r—(g+1),...,T+r—(g+1),3—’";21 :

[ J/
-~

m—2

dengcm%%—lgjgr—Q

r(vi 5| W) =

r—1 . r—1 ) A
r(vig W) = | — —I—T—(]—l—l),...,T+r_(j_|_1)7]_71 :

N

NV
m—2

dengan%l—i—lgjgr—Q

Representasi setiap simpul v; ; € V(G) dengan i = m terhadap W sebagai
berikut:

r—1 . r—1 . . .
r(vij|W) = +(—-1),.., 5 G -1),5 45|
m—2

dengcmlgjg%1
r—1 . r—1 ,
rglW) = —5—+r=0+1),,—5—+r=(+1) |
mtl

dengan%l—i—lgjgr—Q

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, ,,,m > 4 sebab r(v|W)
berbeda untuk setiap v € V(Bg,,,). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi metrik graf B, ,, adalah dim(G) < m — 1. Untuk menentukan batas
bawah, misalkan diambil himpunan pembeda W; dengan kardinalitas yang
lebih kecil dari W yaitu |Wi| = m < |[W], maka sedikitnya terdapat dua
simpul dalam V(G) — W yang mempunyai representasi sama terhadap W
yaitu r(v; ;|\W1), j=1,2,3,....,7r —2i=1,2,3,...,m, sehingga dimensi metrik
graf Be, ., adalah dim(G) > m — 1. Jadi dimensi metrik graf Be, ,, untuk
r > 5 gasal, m > 4 adalah dim(Bg¢, ) =m — 1.

Kasus 3. Untuk r genap dan m > 2 akan dibuktikan dim(G) = m.
Batas atas dimensi metrik dapat diperoleh dengan mengkonstruksi himpunan
pembeda. Misalkan W = {v;;, 1 < i < m, j = 52}, representasi setiap
simpul V(G) terhadap W adalah

r(va|W) =
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r(vee| W) = 1,..., 5 +1
r—2 r—2 . .
i1
_9 _
S i g 4 | idengan 1< j < 55

r—2 , r—2 o
r(vi,jlw): T+T—ja"'>—+r_j7]_727

r— 2
2

-2
—i—r—j,.._,rT—i—r—j ;dengan’"zi+1§j§r—2

(.

Vo
m—i

Jadi W adalah himpunan pembeda dari Be, ,,,m > 2 sebab r(v|W)
berbeda untuk setiap v € V(Bg, ;). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi
metrik graf Bg, ,, adalah dim(G) < m. Untuk menentukan batas bawah,
misalkan diambil himpunan pembeda IW; dengan kardinalitas yang lebih kecil
dari W yaitu |Wi| < |W|, maka sedikitnya terdapat dua simpul dalam
V(G) — W, yang mempunyai representasi sama terhadap Wi yaitu r(v; j|W1),
r(va|Wh) = r(vij|Wh), atau r(ve|Wi) = r(vi;|Wi) i = 1,2,3,..,m j =
1,2,3,...,r — 2, sehingga dimensi metrik graf B, ,, adalah dim(G) > m.
Jadi dimensi metrik graf B¢, ,, untuk r > 5 genap dan m > 2 adalah
dim(Bg, ;) = m. Jadi Teorema 4.1 terbukti.

4.2 Dimensi Partisi Graf Cycle Books

Pada sub bab ini ditunjukkan dimensi partisi pada graf cycle books By .,
Beym, Bogm, dan kemudian akan ditunjukkan bentuk umum dimensi partisi
pada graf cycle books Bg, ,,, untuk r >3, m > 2; r,m € Z*.

4.2.1 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,

Graf cycle books Be, ,, merupakan graf yang terdiri dari m salinan (copies)
Cycle C5 dengan common path P,. Pada bagian ini akan ditunjukkan
dimensi partisi graf cycle books Bg, ,, untuk beberapa m dan kemudian akan
ditunjukkan bentuk umum dimensi partisi pada graf cycle books Bg, ,,, untuk
sebarang m > 2.
4.2.1.1 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 2

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B¢, » pada Gambar 4.1, ambil
IT = {51, 5,53}, dengan S7 = {v.,v1},S52 = {vs,}, dan S3 = {ve} maka
representasi setiap simpul V(G) terhadap IT adalah
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r(valll) = (0,1,1) (v |II) = (0,1,2)
r(velIl) = (1,0,1)  r(ve|Il) = (1,1,0)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Bg, s sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap V' (Bg,2). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf Be, o
adalah pd(G) < 3. Batas bawah dimensi partisi graf Be,» dapat merujuk
pada Teorema 2.3(i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf
G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa dimensi partisi graf
Be, 2 adalah pd(G) > 3. Jadi diperoleh dimensi partisi graf Be,o adalah
pd(BC&Q):?).

4.2.1.2 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,, dengan m = 3

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B¢, 3 pada Gambar 4.2, ambil
IT = {51, 52,53}, dengan S; = {v.,,v1},S2 = {ve,,v2}, dan S3 = {v3} maka
representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(va|ll) = (0,1,1) r(vg|) = (0,1,2) r(vg|Il) = (1,1,0)
r(vee|Il) = (1,0,1)  7(ve|II) = (1,0,2)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Be, 3 sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,3). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Be, 3 adalah pd(G) < 3. Batas bawah dimensi metrik graf B¢, 5 dapat merujuk
pada Teorema 2.3(i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf
G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa dimensi partisi graf
Be, 5 adalah pd(G) > 3. Jadi diperoleh dimensi partisi graf Be, s adalah

pd(BCS’g):B.
4.2.1.3 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 4

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B¢, 4 pada Gambar 4.3, ambil
II = {51,52,83,54}, dimana Sl = {Ucl,’ljl},SQ = {UCQ,UQ}, 53 = {’Ug} dan
Sy = vy maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(ve|II) = (0,1,1,1) r(v|II) = (0,1,2,2) r(vs|Il) = (1,1,0,2)
r(vee|ll) = (1,0,1,1) r(va|ll) = (1,0,2,2) r(vg)ll) = (1,1,2,0)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Be, 4 sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(B ,4). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf B, 4
adalah pd(G) < 4. Batas bawah dimensi metrik graf B, 4 dapat merujuk pada
Lemma 2.2. Berdasarkan Lemma 2.2 simpul v., dan v., harus berada pada
kelas partisi yang berbeda, dan simpul vq,v5,v3, dan v, harus berada pada kelas
partisi yang berbeda juga. Oleh karena itu, dengan meletakkan simpul v., dan
vy dalam satu kelas partisi (misalkan S), dan meletakkan simpul v, dan vy
dalam satu kelas partisi (misalkan S3), kemudian simpul lainnya v3,v4, masing-
masing dalam kelas partisi yang berbeda (misalkan S3,S;), maka diperoleh
konstruksi partisi pembeda minimum dengan kardinalitas 4 atau dengan kata
lain dimensi partisi graf B, 4 adalah pd(G) > 4. Jadi diperoleh dimensi partisi
graf Be, 4 adalah pd(Be, 4)=4.

4.2.1.4 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m =5

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf Be, 5 pada 7?7, ambil II =
{51, 52, 83,54, S5}, dimana Sy = {ve,, v1}, 52 = {ve,, v2}, S5 = {us}, Su = {va}
dan S5 = {vs5} maka representasi setiap simpul v € V(@) terhadap I adalah
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r(va|ll) = (0,1,1,1,1) r(ve]ll) = (1,0,2,2,2) r(vs|I) = (1,1,2,2,0)
r(velll) = (1,0,1,1,1)  r(vs|II) = (1,1,0,2,2)
r(n|Il) = (0,1,2,2,2) r(vgll) = (1,1,2,0,2)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Be, 5 sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 5). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf Be, 5
adalah pd(G) < 5. Batas bawah dimensi metrik graf B, 5 dapat merujuk pada
Lemma 2.2. Berdasarkan Lemma 2.2 simpul v., dan v., harus berada pada
kelas partisi yang berbeda, dan simpul vy, vs,v3, v4 dan vs harus berada pada
kelas partisi yang berbeda juga. Oleh karena itu, dengan meletakkan simpul
ve, dan vy dalam satu kelas partisi (misalkan S;), dan meletakkan simpul v,
dan vy dalam satu kelas partisi (misalkan Ss), kemudian simpul lainnya vz,v4
dan vs, masing-masing dalam kelas partisi yang berbeda (misalkan S5,S54,S5),
maka diperoleh konstruksi partisi pembeda minimum dengan kardinalitas 5
atau dengan kata lain dimensi partisi graf Be, 5 adalah pd(G) > 5. Jadi
diperoleh dimensi partisi graf Be, 5 adalah pd(Bc, 4)=5.
4.2.1.5 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi partisi graf cycle books By
untuk m > 2. Dimensi metrik graf cycle books B¢, ,, dituangkan dalam
proposisi berikut.

Proposisi 4.2.1. Jika G' adalah graf cycle books Bey ,, untuk m > 2 maka

3, Jika m = 2,3
m,  jitkam >3

pd(G) = {

Bukti:
Graf cycle books B, memiliki simpul V(G) = {v;, i = 1,2, ..., m}U{ve,, v, }-
Untuk membuktikan proposisi ini, akan dibagi menjadi dua kasus yaitu untuk
m = {2,3} dan untuk m > 4.
Kasus 1. Untuk m = {2, 3}, dibuktikan dim(G) = 3. Untuk kasus m = {2, 3}
telah dibuktikan pada bagian sebelumnya sebelumnya dan diperoleh dimensi
partisinya adalah 3. Berikut ini akan dibuktikan untuk m > 4.
Kasus 2. Untuk m > 4, akan dibuktikan dim(G) = m. Untuk menentukan
batas atas dimensi partisinya pilih 11 = {S}, S5, Ss,..., Sy} dimana S; =
{Vey, 01}, S2 = {ve,,v2} dan S; = {v; | 3 < j < m}. Representasi setiap
simpul v € V(@) terhadap IT adalah

A = (0,1, ..., 1
r(valll) = ( )

m—1

r(vee|ll) = (1,0,1,...,1
( 2| ) ( 2)
r(v|II) = (0,1,2,...,2
(1| ) ( 2)
r(vg|ll) = (1,0,2,...,2

m—2
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r(vs|ll) = (1,1,0,2,...,2
(vs[IT) = ( )

m—3
r(v|I) =(1,1,2,...,2,0,2,...,2);4 <i<m

Jadi II adalah partisi pembeda dari Be, , sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V(Beym). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Bey, m adalah pd(G) < m. Untuk menentukan batas bawah dimensi metrik graf
Bey m dapat merujuk pada Lemma 2.2. Berdasarkan Lemma 2.2 simpul v., dan
V., harus berada pada kelas partisi yang berbeda, dan simpul v;; 1 <17 < m,
harus berada pada kelas partisi yang berbeda juga. Oleh karena itu, dengan
meletakkan simpul v, dan v; dalam satu kelas partisi (kataan S;), dan
meletakkan simpul v, dan ve dalam satu kelas partisi (misalkan Ss), kemudian
simpul lainnya v;; 3 < ¢ < m, masing-masing dalam kelas partisi yang
berbeda (misalkan S;; 3 < i < m), maka diperoleh konstruksi partisi pembeda
minimum dengan kardinalitas m atau dengan kata lain dimensi partisi graf
Beym adalah pd(G) > m. Jadi diperoleh dimensi partisi graf Be, ,,, adalah

pd(Bey,m)=m.

4.2.2 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,

Graf cycle books Bg, ,, merupakan graf yang terdiri dari m salinan (copies)
Cycle Cy dengan common path P,. Pada bagian ini ditunjukkan dimensi partisi
graf cycle books B¢, ,, untuk beberapa m dan kemudian ditunjukkan bentuk
umum dimensi patisi pada graf cycle books B¢, ,, untuk sebarang m > 2.
4.2.2.1 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 2

Untuk menentukan dimensi partisi pada grat B¢, » pada Gambar 4.5, ambil
II = {Sl, SQ, Sg}, dimana Sl = {quvl,la 1)271}, SZ = {UCQ, 11172}, dan Sg = {0272}
maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(valll) = (0,1,2) r(via]II) = (0,1,3) r(veq|Il) =(0,2,1)
r(velll) = (1,0,1) r(violIl) = (1,0,2) r(veplll) = (1,1,0)

Jadi II adalah partisi pembeda dari B, o sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,2). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Be, 2 adalah pd(G) < 3. Batas bawah dimensi partisi graf B, » dapat merujuk
pada Teorema 2.3(i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf
G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa dimensi partisi graf
Be, 2 adalah pd(G) > 3. Jadi diperoleh dimensi partisi graf B, o adalah
pd(BC4,2)=3.
4.2.2.2 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 3

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B¢, 3 pada Gambar 4.6, ambil
II = {Sl, 52, Sg}, dimana Sl = {Uqavl,l; ’U271}, SQ = {UCQ, Ul,g}, dan 53 = {UZQ}
maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(valll) = (0,1,1)  7(vio|ll) =(1,0,2) r(vs;|I) = (1,2,0)
r(velll) = (1,0,1)  7(va1|II) = (0,2,1) 7r(vs2|ll) = (2,1,0)
T(ULI‘H) = (O, 1, 2) 7’(’02,2|H) = (1, ]., 0)

Jadi II adalah partisi pembeda dari B, 3 sebab r(v|II) berbeda untuk

setiap v € V(Bg,3). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
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Be, 5 adalah pd(G) < 3. Batas bawah dimensi partisi graf Be, 3 dapat merujuk
pada Teorema 2.3(i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf
G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa dimensi partisi graf
Be, 3 adalah pd(G) > 3. Jadi diperoleh dimensi partisi graf B, ;3 adalah

pd(BC473):3.

4.2.2.3 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 4
Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B¢, 4 pada Gambar 4.7, ambil

IT = {51, 52, 53,5}, dimana S; = {ve,v11,021}, 52 = {Vey, V12,V42}, S3 =

{v29,v31,v41} dan Sy = {vs32} maka representasi setiap simpul v € V(G)

terhadap II adalah

r(valll) = (0,1,1,2)  r(veq|II) = (0,2,1,3) r(vseolll) =(2,1,1,0)
r(velll) = (1,0,1,1)  r(ve2|ll) = (1,1,0,2) r(vgq|II) = (1,1,0,3)
T(ULllH) = (0,1,2,3) T(UgJ‘H) = (].,2,0, 1) T(U472|H) = (2,0,1,2)

T(ULQlH) = (]_, 07 2, 2)

Jadi II adalah partisi pembeda dari B¢, 4 sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,4). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Be, 4 adalah pd(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf
B, 4, ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 4, yaitu
IT = {51,52753}7 dimana S} = {’Ucl,Ul,hUz,l},Sz = {Uc27?11,2,1}4,2}, dan S5 =
{v22,v31,v41, 032}, maka terdapat representasi yang sama simpul v € V(G)
terhadap II yaitu 7(veo|IT) = r(veq|II) = (1,1,0), sehingga IT = {5y, Sa, S5}
tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 4. Diperoleh dimensi partisi
Be, 4 adalah pd(Bc, 4)=4.

4.2.2.4 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m =5

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B¢, 5 pada Gambar 4.8, ambil
IT = {51, Sa, 53, 54} dimana S; = {Uclﬂh 1, V2,1, V3, 1} Sy = {U027U1 2, Us, 2}

Sy = {va2,v41,v51} dan Sy = {vs2,v42} maka representasi setiap simpul
v € V(G) terhadap II adalah
r(va|lI) = (0,1,1,2)  r(vgq|II) =(0,2,1,3) r(veq|I) = (1,2,0,1)
r(ve|lI) = (1,0,1,1)  r(ve2|lI) = (1,1,0,2) r(veo|ll) = (2,1,1,0)
r(vy 1) =(0,1,2,3) r(vsa|Il) = (0,2,2,1) 7r(vs4|) = (1,1,0,3)
T(ULQlH) = (1,0,2,2) T(U&Q‘H) = (171,270) (U572|H) (2,0,1,2)

Jadi II adalah partisi pembeda dari B, s sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,5). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Be, 5 adalah pd(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf
B¢, 5, ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 4, yaitu
IT = {5,5:, 53}, dimana S; = {v¢,v11,021,031}, 52 = {Uey, V12,052}, dan
Sy = {v22,V32,041,V42,051}, maka terdapat representasi yang sama simpul
v € V(G) terhadap II yaitu r(ves|Il) = r(vs1|II) = (1,1,0), sehingga II =
{S1, 52,53} tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 4. Diperoleh
dimensi partisi Be, 5 adalah pd(Bc, 5)=4.

4.2.2.5 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 6

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B¢, ¢ pada Gambar 4.9, ambil
H - {517 527 S37 S47 55}7 dima‘na’ Sl - {UCU U1,17 U2,17 U3,1}7 52 — {UCQJ U1,27 UG,Q}?
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Sy = {v22,V41,V51,V61}, S4 = {32,042} dan S5 = {v52} maka representasi
setiap simpul v € V(G) terhadap IT adalah

r(valll) = (0,1,1,2,2) r(veelll) =(1,1,0,2,2) r(vs/II) = (1,2,0,3,1)
r(velll) = (1,0,1,1,1)  r(vsq|II) = (0,2,2,1,3) r(vs2/Il) =(2,1,1,2,0)
r(vy 1)) =(0,1,2,3,3) r(uselll) =(1,1,2,0,2) r(vea|Il) = (1,1,0,3,3)
T(U172|H> == (1,0,272,2) T(’U471|H) == (1,2,0,1,3) T’(’U(;’Q’H) == (2,071,2,2)

T(1)271|H) = (0,2,1,3,3> 7”(?}4’2|H) = (2,1,1,0, 2)

Jadi II adalah partisi pembeda dari B¢, sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 6). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf Be, ¢
adalah pd(G) < 5. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf Be, g,
ambil partisi pembeda Il dengan kardinalitas lebih kecil dari 5, yaitu II =
{51,952, 53,54}, dimana Sy = {ve,,v11,021,031}, 52 = {Ve, V12, V62}, S3 =
{v2.2,v41,V51, 061}, dan Sy = {v32,v42, 52} maka terdapat representasi yang
sama simpul v € V(G) terhadap I yaitu r(vys|Il) = r(vs2/II) = (2,1,1,0),
sehingga IT = {51, Sy, S3, 54} tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) >
5. Diperoleh dimensi partisi B, ¢ adalah pd(Bc, )=>5.
4.2.2.6 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m =7

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf Bg,7, ambil II =
{51,52,53754,55}7 dimana S; = {Ucl,U1,17U2,1,03,1,U4,1},S2 = {UCQ701,27U7,2};
Sy = {U2,2705,17U671;U7,1}7 Sy = {U3,2,U5,2} dan S5 = {U4,1,UG,2} maka
representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(valll) = (0,1,1,2,2)  r(vs|I) = (0,2,2,1,3) 7(vea|II) = (1,2,0,3,1)
r(vea|TT) = (1,0,1,1,1)  7(vsa|TT) = (1,1,2,0,2)  7(ve2|TT) = (2,1,1,2,0)
r(le‘H) - (071’2’3’3) T(U471|H) = (07272737 1) 70(7]7,1’1_[) = (1,1,0,3, 3)
(o)1) = (1,0,2,2,2)  r(vge|l) = (1,1,2,2,0) 7(vro|TT) = (2,0,1,2,2)
r(ve 1 |IT) = (0,2,1,3,3)  r(vs,|11) = (1,2,0,1,3)
r(vao|IT) = (1,1,0,2,2) r(vsso|ll) = (2,1,1,0,2)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Bg, 7 sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(Bg, 7). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Be, 7 adalah pd(G) < 5. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf
Be, 7, ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 5, yaitu
II = {51, 52,53, 84}, dimana Sy = {ve,, V1,1, V21,031, V1,1 }, S2 = {Ve,, V1,2, V72},
Sy = {v22,V51, 061,071}, S = {v32,V41,052, 062} maka terdapat representasi
yang sama simpul v € V/(G) terhadap II yaitu r(vso|ll) = r(vse|ll) =
(1,1,2,0), sehingga IT = {5, S, S3, S4} tidak partisi pembeda dari V(G) maka
pd(G) > 5. Diperoleh dimensi partisi Be, 7 adalah pd(Bc, 7)=b.
4.2.2.7 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi partisi graf cycle books Bc,
untuk m > 2. Dimensi metrik graf cycle books B¢, , dituangkan dalam
proposisi berikut.

Proposisi 4.2.2. Jika G adalah graf cycle books Be, ., untuk m > 2 maka
3, Jika m = 2
m, jJika m = 3,4
Jtka m =2k + 4
3+k, gikam=2k+3; k=1,2,3,4,...
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Bukti:
Graf cycle books Bg, ,, memiliki simpul V(G) = {v;;, i = 1,2,....,m, j =
1,2} U{ve,, v, . Untuk membuktikan proposisi ini, akan dibagi menjadi empat
kasus yaitu untuk m = 2, m = 3,4, m = 2k + 3 dan untuk m = 2k + 4.
Kasus 1. Untuk m = 2, dibuktikan pd(G) = 3. Untuk m = 2 telah dibuktikan
pada bagian sebelumnya dan diperoleh dimensi partisinya adalah 3.
Kasus 2. Untuk m = {3,4}, dibuktikan pd(G) = m. Untuk m = {3, 4} telah
dibuktikan sebelumnya dan diperoleh dimensi partisinya adalah m.
Kasus 3. Untuk m = 2k + 3, akan dibuktikan pd(G) = 3 + k. Untuk
menentukan batas atas dimensi partisinya pilih II = {5}, 5,55, ..., S34x}
dimana S = {v,,v1;1 < i < mT“}, Sy = {v12,Vey,Vmo}, Sz =
{vog, vin; ™+ +1 < i < m}, S; = {vj,l,g,vaﬂ+(j_3)y2;4 <j <24k} dan
Si+s = {Umt1 5, U1z}, Representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II
adalah

r(ve, [1I) = (0,1,1,2,...,2
(ve, [TI) = ( k )

T(UC2|H) = (17 07 ]-7 AR 1)

k+1
(v |T) = (0,1,2,3, ..., 3
(v12[11) = ( )
k
r(vio|Il) = (1,0,2,...,2
(v1,2/11) = ( )
k+1
r(veq|Il) = (0,2,1,3,...,3
(v2,1/11) = ( )
k
r(vgo|ll) = (1,1,0,2,...,2
(v2,2[11) = ( )
k
1
P(oa ) = (0,2,2,3,...,3,1,3,...,3); 3<i< "
—— = 2

1—3 k—i+2

1
T(Ui,1’H):(1,2,0, 37"-73 717 37"'73); m +1<1<m—1
— ~—— 2

i—(mH41) kit

1
P(oalT) = (1,1,2,..,2,0,2,.,2); 3< i< T
—— = 2
i—2 k—(i—2)
1
o) = (21,1, 2,2 ,0, 2.2 32l ii<i<m-1
~—— S~—— 2

i—(MF 1) k—1-(i— (T 41))

mall) = (1,1,0,3, ..., 3
r(Vm[TT) = ( k )
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r(Vmo|Il) = (2,0,1,2,...,2
(vm.2|TT) = ( k )

Jadi IT adalah partisi pembeda dari Be, ,, untuk m = 2k + 3 sebab r(v|II)
berbeda untuk setiap v € V (B¢, ;). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi
partisi graf Be, ., adalah pd(G) < 3 + k. Untuk menentukan batas bawah,
ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 3 + &, yaitu II =
{S1, S9, S5, ..., Sayx } maka terdapat representasi yang sama simpul v € V(G)
terhadap II yaitu 7(vy—12|11) = r(vm—22|I) = (2,1,1,2,...,2,0), schingga II

e
tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 3 + k. Diperoleh dimensi
partisinya adalah pd(Bc, ) = 3 + k.

Kasus 4. Untuk m = 2k + 4, akan dibuktikan pd(G) = 4 + k. Untuk
menentukan batas atas dimensi partisinya pilih ITI = {5}, S5, S5, ..., Sqix}
dimana Sy = {ve,,vi,1:1 <@ < B}, Sy = {v12,Vey, Um2}, S3 = {v22,vi15 % +
1 <i<m}, S ={vj_12vmG-324 <j < 2+k}dan Spys = {vm-12}-
Representasi setiap simpul v € V(G) terhadap IT adalah

r(ve, [1I) = (0,1,1,2,...,2
(ve, [IT) = ( k )

r(ve, ) = (1,0, 1, ..., 1)

k+1
r(vi|II) =(0,1,2,3,...,3
(v12[IT) = ( k )
r(vio|Il) = (1,0,2,...,2
(v12[1T) = ( )

k+1
r(veq|Il) = (0,2,1,3,...,3
(v2.[1T) = ( k )
r(veo|ll) = (1,1,0,2,...,2
(v22[1T) = ( k )

| 3

r(vi|T) = (0,2,2,3,..,3,1,3,...,3); 3<i <
~—— N —
1—3 k—i+3
m )
r(via|) =(1,2,0,3,...,3,1, 3,..,3 ); =+1<i<m-—1
~— —— 2
i—(F+1) k—i+(F+1)
r(violll) = (1,1,2,..,2,0, 2,..,2 ); 3<i <
—— ——
i—2 kt1—(i—2)
r(isglD) = (2,1,1,2,.,2,0, 2.2 ) —41<i<m—1
~— —— 2
i—(241) k—(i—(Z41))
r(vma|II) = (1,1,0,3,...,3
(Va1 1) = ( )

k+1
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r(Umo|Il) = (2,0,1,2,...,2
(Vm 2 |IT) = ( )

k+1

Jadi IT adalah partisi pembeda dari Be, ,, untuk m = 2k + 4 sebab r(v|II)
berbeda untuk setiap v € V(Bg, ;). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi
partisi graf Be, ., adalah pd(G) < 4 + k. Untuk menentukan batas bawah,
ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 4 + &, yaitu II =
{851, S5, S3, ..., S341} maka terdapat representasi yang sama simpul v € V(G)
terhadap II yaitu r(vy_12|I1) = 7(vm_22|11) = (2,1,1,2,...,2,0), sehingga II

k
tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 4 + k. Diperoleh dimensi
partisinya adalah pd(Bc, ) = 4 + k. Jadi Proposisi 4.2.2. terbukti.

4.2.3 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢ ,,

Pada bagian ini akan ditunjukkan dimensi partisi graf cycle books Be;
untuk beberapa m dan kemudian akan ditunjukkan bentuk umum dimensi
patisi pada graf cycle books B, ,,, untuk sebarang m > 2.

4.2.3.1 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 2

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf Be, o pada Gambar 4.11,
ambil IT = {5}, Ss, S3}, dimana Sy = {v.,, v11,v1.2,v21}, S2 = {ve,, 13}, dan
Ss = {v29,v23} maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(ve, [II) = (0,1,2)  7(vio|/lI) =(0,1,3) 7r(va2|Il) = (1,2,0)
(v, [II) = (1,0,1)  7(v13]I) = (1,0,2) 7r(va3/II) = (2,1,0)
T(ULllH) = (1, 2, 3) T(U2,1|H) = (0, 2, 1)

Jadi II adalah partisi pembeda dari B, sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,2). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Be, » adalah pd(G) < 3.Batas bawah dimensi partisi graf Be, » dapat merujuk
pada Teorema 2.3(i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf
G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa dimensi partisi graf
Be, 2 adalah pd(G) > 3. Jadi diperoleh dimensi partisi graf Be, o adalah
pd(BC572):3.
4.2.3.2 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m = 3

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf Bg, 3 pada Gambar
4127 ambil II = {Sl, SQ, Sg}, dimana Sl == {Ucl,U171,0172,U2’1}, SQ ==
{Vey, V1,3, V32,033}, dan S = {v92, V23,051 } maka representasi setiap simpul
v € V(G) terhadap II adalah

T(UC1|H) = (O’ L 1) T(UL3|H) = (
P T = (1,0,1) r(ug|TT) = (
T(ULllH) = (07272) T(UZZ‘H) = (
r(vip|Il) = (0,1,3)  r(vs[l) = (2,1,0)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Bc, 5 sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,3). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
Be, 5 adalah pd(G) < 3. Batas bawah dimensi partisi graf Be, 3 dapat merujuk
pada Teorema 2.3(i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika dan hanya jika graf
G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa dimensi partisi graf
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Be, 5 adalah pd(G) > 3. Jadi diperoleh dimensi partisi graf Be, 3 adalah

pd(BC5,3):3.

4.2.3.3 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,, dengan m = 4
Untuk menentukan dimensi partisi pada graf B, s pada Gambar 4.13,

ambil II = {81,52,53,54}, dimana 51 = {UCI,U171,0172,U271},5’2 =

{Veps 13, Va2,043},53 = {v22,023,031,032,v41}, dan Sy = {vz3} maka

representasi setiap simpul v € V(G) terhadap IT adalah

T(UC1|H) = (Oa171>2) T(’U2,1‘H) = (O,2,1,3) T(U3,3|H) = (2,17170)
r(ve|I) = (1,0,1,1)  r(va|l) = (1,2,0,3)  r(vaa|D) = (1,1,0,3)
T(ULI‘H) = (07 27 27 3) T(U2,3|H) = (27 1, 07 2) T(U4,2|H> = (2, O, 1, 3)
T(U172|H> - (0717373) T(U3,1|H) = (1,2,072) T(U473|H) = (2,0,2,2)
r(vs|l) = (1,0,2,2)  7(vso|l) = (2,2,0,1)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Bg, 4 sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V (B, 4). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf Be, 4
adalah pd(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf Be, 4,
ambil partisi pembeda Il dengan kardinalitas lebih kecil dari 4, yaitu II =
{51, 52, 53,53}, dimana S} = {v.,,v11,0V12,V21},S2 = {Vey, V1,3, Va2, v43},dan
S; = {U2’27U273,U3,1,’0372,U3,3,'U4’1}, maka terdapat representasi yang sama
simpul v € V(G) terhadap II yaitu r(ve3|II) = r(vss|II) = (2,1,0), sehingga
IT = {51, S2, S5} tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 4. Diperoleh
dimensi partisi B, 4 adalah pd(Bc, 4)=4.
4.2.3.4 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,, dengan m =5

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf Be, 5 pada Gambar 4.14,
ambil II = {Sl, SQ, Sg, 84}, dimana Sl = {Ucl , V1,1, V1,2, Ug’l}, SQ =
{UC2,01,37U5,2,U5,3}7S3 = {U2,2,02,3,113,1,03,27?14,1}, dan Sy = {03,3704,2,1)4,3,715,1}
maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

T’(Uq |H) = (07 L1, 1) T(U2,2|H) = (1, 2,0, 3) T(U472|H) = (2, 2,1, 0)
r(ve, |II) = (1,0,1,1)  r(vas|ll) = (2,1,0,2) r(vys|ll) =(2,1,2,0)
r(viaI) = (0,2,2,2)  r(vs1[T) = (1,2,0,2)  r(vsa|T) = (1,1,2,0)
r(v0]IT) = (0,1,3,3)  7(vso|II) = (2,2,0,1) 7(vso|II) = (2,0,3,1)
r(vsll) = (1,0,2,2) r(vss|I) = (2,1,1,0) r(vss[Il) = (2,0,2,2)
r(va1|) = (0,2,1,2) 7r(vga|) = (1,2,0,1)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Bg, 5 sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V(B 5). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf Be, 5
adalah pd(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf Be, s,
ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 4, yaitu I =
{Sl, SQ, Sg}, dimana Sl = {Ucl, V1,1, V1,2, U271}, 52 = {UCQ, V1,3, V5,2, U573},dan
S = {/UQ’Q,UQ’:J,, V3,1, V32,033, V4.1, V42, v4,3,v571}, maka terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap II yaitu r(ves|Il) = r(vs3|II) = (2,1,0),
sehingga IT = {57, Ss, S3} tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 4.
Diperoleh dimensi partisi B¢, 5 adalah pd(Bc, 5)=4.
4.2.3.5 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B, ,, dengan m = 6

Untuk menentukan dimensi partisi pada graf Bg,g, ambil
II = {5,859,55,5:}, dimana S; = {vg,011,012,021},5 =

{UCQ, V1,3, V5,3, Vg2, U6,3},S3 = {U2,2, V2,3, V3,1, V32, U4,1}, dan Sy =
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{v33,V142,V43,V51,052,061} maka representasi setiap simpul v € V(G)
terhadap IT adalah

T(Ucl‘H) - <O’1’1’1) 7“(1)273‘H> - (2717072) T(’US,l‘H) - (1727270)
T’(U@‘H) (1707171) T(US,I‘H> = (1727072) T(U572‘H) = (2,1,3,0)
r(vy 1) =(0,2,2,2) r(vsolll) =(2,2,0,1) 7r(vss|ll) =(2,0,2,1)
T(UL?'H) = (0717373) T(U3,3|H> = (2,1,170) T(U671|H) = (1,1,270)
r(v1s)l) =(1,0,2,2) r(vgq|Il) =(1,2,0,1) 7r(ve2|ll) =(2,0,3,1)
r(va1|lI) = (0,2,1,2) r(vgelll) =(2,2,1,0) 7r(ves|ll) = (2,0,2,2)
7(vao|TT) = (1,2,0,3)  7(vgs|TT) = (2,1,2,0)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Be, ¢ sebab r(v|II) berbeda untuk
setiap v € V(Bg,6). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf
B¢, ¢ adalah pd(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf
Be, 6, ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 4, yaitu
II = {51,852, 83} S1 = {ve,, 11,012,021}, 92 = {ve,, V1,3, V5,3, V6,2, V6,3, Sz =
{U2727 V2,3, V3,1, V3,2, U33,VU4,1, V4,2, V43, U571, VUs,2, U671}, maka terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap II yaitu r(ves|Il) = r(vs3|II) = (2, 1,0),
sehingga IT = {5, 53, S3} tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 4.
Diperoleh dimensi partisi B¢, ¢ adalah pd(Bg, 5)=4.

4.2.3.6 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,, dengan m =7
Untuk menentukan dimensi partisi pada graf Bg,7, ambil

H = {Sl, SQ, 53, S4, 55}, dimana Sl = {Ucl, Ul,la Ul,g, U271},
Sy = {chaUI,S,UG,&U?,%U?,:’)}, Sz = {02,2702,3,03,17713,2,@4,1}, Sy =
{v33,V12,V43,V51,0V52,V61}, S5 = {Us3,V62,v71} maka representasi setiap

simpul v € V(G) terhadap IT adalah

) 7”(?}3’1|H) = (1,270,3, 3) T’(U573|H) = (27 1, 2, 1,0)
7(ve|TD) = (1,0,1,1,1)  7(v32|ll) = (2,2,0,1,3)  7(ve1|IT) = (1,2,2,0,1)
r(via|) = (0,2,2,2,2)  r(vgslll) = (2,1,1,0,2)  r(ve2[lT) = (2,1,3,1,0)
r(va|) = (0,1,3,3,3)  7(vas|T) = (1,2,0,1,2) r(ve3/TT) = (2,0,2,2,1)
r(vsll) = (1,0,2,2,2)  r(vaplll) = (2,2,1,0,3)  r(vra|IT) = (1,1,2,2,0)
r(vaa[I) = (0,2,1,2,2)  r(vgg|ll) = (2,1,2,0,2)  r(v7,|ll) = (2,0,3,3,1)
r(vao|Tl) = (1,2,0,3,3)  r(vsa|IT) = (1,2,2,0,2)  7(v7[IT) = (2,0,2,2,2)
r(vasTT) = (2,1,0,3,3)  r(vso|l) = (2,2,3,0,1)

Jadi II adalah partisi pembeda dari Bg, 7 sebab r(v|Il) berbeda untuk
setiap v € V(Bg; 7). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi graf Be, 7
adalah pd(G) < 5. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi graf Be, 7,
ambil partisi pembeda IT dengan kardinalitas lebih kecil dari 5, yaitu II =
{51, Sa, 53, 54} S = {Uq,’ULl, V1,2, U2,1}, Sy = {U027U1,3a Us,3, Ug,2, U6,3}7 Sz =
{U2,2, V23,031,032, V33,V41, V42,043,051, V52, 'Uﬁ,l}, maka terdapat representasi
yang sama simpul v € V(G) terhadap II yaitu r(ves|Il) = r(vs 3|I1) = (2, 1,0),
sehingga IT = {57, Ss, S3} tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) > 4.
Diperoleh dimensi partisi B¢, ¢ adalah pd(Bg, 5)=4.
4.2.3.7 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi partisi graf cycle books Be;
untuk m > 2. Dimensi metrik graf cycle books Bg, ,, dituangkan dalam
proposisi berikut.
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Proposisi 4.2.3. Jika G adalah graf cycle books Bey ,,, untuk m > 2 maka

3, Jika m = 2,3

4, Jika m = 4,5

34+k, gikam=2k+3; k=2,3,4,...
m=2k+4; k=1,2,3,4,..

Bukti:
Graf cycle books Bg ,, memiliki simpul V(G) = {v;;, i = 1,2,..,m, j =
1,2,3} U{ve, Ve, }. Untuk membuktikan proposisi ini, akan dibagi menjadi
empat kasus yaitu untuk m = {2,3}, m adalah gasal m = 2k + 3; k =
1,2,3,4,... dan untuk m adalah genap m = 2k +4; k = 1,2,3,4,... seperti
berikut.
Kasus 1. Untuk m = 2, 3.
Untuk m = {2,3} telah dibuktikan pada bagiansebelumnya dan diperoleh
dimensi partisinya adalah 3.
Kasus 2. Untuk m =4, 5.
Untuk m = {4,5} telah dibuktikan pada bagiansebelumnya dan diperoleh
dimensi partisinya adalah 4.
Kasus 3. Untuk m genap m = 2k + 4; k = 1,2,3,4, ..., akan dibuktikan

pd(G) =3+ k.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pilih I = {S;, Ss, S5, ..., S31%},
dimana Sl == {U017U1,17U1,27U2,1}7 SQ = {U627U1,37,Um71,3yvm,27vm,3}7 S3 =

{v22,v23, 31,032, V41}, S = {v3,-2,04; 2 < j <r—2,05; 1 < j <r—3,v61},
S5 = {vsp—2.v6; 2<j<r—2,v7; 1 < j<r—3,v81}, Sg = {vrr_2,v8; 2 <
J<r—2uv,;1<j<r—3wv01} .. Sspx = {Um-3r—2,Um-2; 2 < j <
r—2,0m-1; 1 <j <r—3v,1}, maka representasi setiap simpul v € V(G)
terhadap IT adalah

r(va|Ill) = (0,1,...,1
(ver[TI) = ( )
k+2

r(vee|ll) = (1,0,1,...,1
(ve2|IT) = ( )

r(vy|II) = (0,2, ...,2
(vi,1 1) = ( )
k+2
r(vio|Il) = (0,1,3,....3
(v12[I) = ( )
k+1
r(vy3|ll) = (1,0,2,...,2
(v15/1) = ( )
k41
r(veq|ll) = (0,2,12,...,2
(v2,1[I) = ( k )
r(veo|ll) = (1,2,0,3,...,3
(v22I) = ( k )
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r(ves|ll) =(2,1,0,2,...,2
(v2,3[11) = ( )

7"(’1)1'71|H) = (1,2, ...,2,0, 2, ,2), 3 S 7 S m—11= gasal
z;l 1+k’—i51

r(via|I) =(1,2,...,2,0,1,2,...,2); 4 <i<m—21i=genap
N~—— S——

i—2 f_ izl
2 2
r(violll) =(2,2,3,...,3,0,1, 3,...,3); 3<i<m—3i=gasal
5 k1=t

r(violll) =(2,2,3,...,3,1,0, 3,...,3); 4 <i<m—2i=genap
~—— ——

i—4 1—4
2 k=1 2

r(vis|ll) =1(2,1,2,...,2,1,0, 2,...,2); 3<i<m—3i=gasal
~—— ~——

i—3 e ]_i=3
2 2

r(vis|ll) =1(2,1,2,...,2,0,2,...,2); 4<i<m—21i=genap
i —2 1—2
i— ko iz

2

r(Vm—12|Il) = (2,1,3,...,3,0
(Um—1,2[11) = ( k )

r(vm_13|Il) = (2,0,2,...,2,1
(vm—1,3[1L) = ( )

r(vma|Il) = (1,1,2,...,2,0
(vm, 1 [IT) = ( )

k
r(vmo|Il) = (2,0,3,...,3,1
(Vm,2|TT) = ( k )
r(vms|Il) = (2,0,2,...,2
(vm,s|I) = ( )

k+1

Jadi II adalah partisi pembeda dari B¢, ,, m genap dan m > 5 sebab
r(v|II) berbeda untuk setiap v € V(B¢ m). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi partisi graf Be, ,, adalah pd(G) < k + 3. Untuk menentukan batas
bawah ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 3 + &,
yaitu IT = {54, S, Ss, ..., Sorx } maka terdapat representasi yang sama simpul
v € V(G) terhadap II yaitu r(vp—23/II) = r(vm-ss/Il) = (2,1,2,...,2,0),

k
sehingga II = {5}, 5, Ss, ..., Soyx} tidak partisi pembeda dari V(G) maka
pd(G) > k + 3. Diperoleh dimensi partisi Be; ,, untuk m genap dan m > 5
adalah pd(Bec, m) = 3 + k.

Kasus 4. Untuk m gasal m = 2k +4; k = 1,2,3,4,..., akan dibuktikan

pd(G) =3+ k.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pilih II = {S;, Ss, S5, ..., S31%},
dimana S; = {Uq’?}l,h V1,2, Uz,l}; Sy = {Vey, V1,35 Um—1,3, Um,2, Um,3}7 Sz =

{v2,2,V23,V31,V32,041}, Sa = {v3,-2,04,;2 < j<r—2v5,;1<j<r—3uvs1},
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S5 = {52,065 2<J<r—2,v7; 1 <j<r—3,vs1}, S = {vr,—2,v8; 2 <
J<r—2u,; 1 <j<r—=3nwv01}, o, Sork = {Vm-ar2,Vm-3; 2 < j <
r—=2,Um—2; 1 < j<r—=3,0m-11} 31k = {Um-2r-2,Vm-1,;2 <7 <r—=3,0m1},
maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(ve|ll) = (0,1,...,1
(ver [IT) = ( )

k+2
r(vee|ll) = (1,0,1,...,1
(ve2[IT) = ( )
k41
r(via|II) = (0,2,...,2
(v1,1 1) = ( )
k42
r(vio|ll) = (0,1,3,....3
(v12[I) = ( )
k41
r(vyg|Il) = (1,0,2,...,2
(v15[11) = ( )
k+1

r(vgq|Il) = (0,2,12,...,2
(2,1| ) ( ' )
r(vgo|ll) = (1,2,0,3,...,3
( 2,2| ) ( . )
r(vgs|ll) =(2,1,0,2,...,2
( 2,3| ) ( )

T(U@'J’H) = (1,2, ...,2,0, 2, ,2), 3 < 7 <m-— 21 = gasal
N—— N——
i1 =

T(UiJ’H) = (1727 - 2,0,1,2, '-'72); 4<i<m-—11i=genap

2 2

T(U@Q|H) = (2,2,3, ...,3, 1,0, 3, ,3), 4 S 1 S m-—31= genap
-V v

_4 i—4
=y k—1-45=

T(Ui73|H) = (2, 1,2, ...,2, 1,0, 2, ,2)7 3 S 7 S m— 21 = gasal

i—3 _q_i=3
2 k—1-5

T(Ui’3|H) = (2, 1,2, ...,270,2, 72)7 4 S 1 S m—31= genap
~—— =

152 k_z;Q
r(vm_12|Il) =(2,1,3,...,3,1,0
(vm—12[I) = ( )

k—1
r(vm_13|Il) = (2,0,2,...,2,1
(vm—13/I) = ( k )
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r(vm1|Il) = (1,1,2,...,2,0
(Vm,[TT) = ( k )

r(vmo|Il) = (2,0,3,...,3,1
(Vm,2|TT) = ( k )

malD) = (2,0,2, ..., 2
7 (vm,3[1) = ( )

k+1

Jadi IT adalah partisi pembeda dari Be, ,, m gasal dan m > 5 sebab r(v|II)
berbeda untuk setiap v € V(Bg, ;). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi
partisi graf Bc; ., adalah pd(G) < k + 3. Untuk menentukan batas bawah
ambil partisi pembeda Il dengan kardinalitas lebih kecil dari 3 + k, yaitu
IT = {5, 5,,55,..., 9%} maka terdapat representasi yang sama simpul v €
V(G) terhadap II yaitu r(vy,—23|11) = r(vm_33/I1) = (2,1,2, ...,2,0), sechingga

k
IT = {51,5,S53,...,59.%} tidak partisi pembeda dari V(G) maka pd(G) >
k + 3. Diperoleh dimensi partisi Be; ,, untuk m genap dan m > 5 adalah
pd(Beym) = 3+ k. Jadi Proposisi 4.2.3. terbukti.

4.2.4 Dimensi Partisi Graf Cycle Books B¢, ,,

Pada sub bab ini akan ditunjukkan dimensi partisi graf cycle books B¢,
untuk » > 3 dan m > 2. Dimensi partisi graf cycle books B¢, ,,, dituangkan
dalam teorema berikut.

Teorema 4.2. Jika G' adalah graf cycle books Be, ,, untukr > 6, m > 2 maka

(3, Jtkar > 6 danm = 2,3
m, Jika r > 6 dan m =4
) 3+k, gikar gasal dan m = 2k + 3
pd(G) = jika v genap dan m = 2k + 3
jika r gasal dan m = 2k + 4
L Jtka v genap dan m =2k +4 k=1,2,3,4,...
Bukti:

Graf cycle books Bg, ,, memiliki simpul V(G) = {v;;, i = 1,2,...m, j =
1,2,3,4,....,1r — 2} U{ve, v, }. Untuk membuktikan teorema ini, akan dibagi
menjadi enam kasus yaitu untuk r» > 6 dan m = 2,3, untuk r > 6 dan m =4,
untuk » > 6, r gasal, m gasal; untuk r > 6, r gasal, m genap; untuk
r > 6,7 genap, m gasal dan untuk r > 6,r genap, m genap.

Kasus 1. Untuk r > 6 dan m = 2,3, akan dibuktikan pd(G) = 3.
Karena ada kekhususan representasi dan pengambilan partisi pada beberapa
simpul, maka untuk kasus ini akan dibuktikan dengan beberapa tahapan
seperti berikut.

Pertama akan dibuktikan untuk m = 2. Untuk menentukan batas atas
dimensi partisi pilih TT = {57, Sy, S5}, dimana
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S1=A{Vey,vij,v21; 1 < <1 =3}, 8o = {0,015 =r—2}, S5 ={vy; 2 <
j <r — 2}, maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

r(ve |[IT) = (0,1, 2)
r(ve2|Il) = (1,0, 1)

representasi setiap simpul untuk r gasal adalah
. . o_or—1
WWAHF=@J+LJ+%;1SJS—E——1

r—1

(gl = (0, —j =20 —j); —5—<j<r-3
7“(1}17]"1_[):(1,0,7“ j), j:T—z
T(U271’H) = (07]+17j)7 J=
r(vg;) = (G —1,j+1,0); 2<j < ———1

) . or—1
T(U27J|H) = (] - 17370)7 J= 9

—1
NWHHFZU—ﬁr—j—Lm;15—+1§j§r_2

representasi setiap simpul untuk r genap adalah

T(Ul,j’H):(O,j+1,j_|_2);1§j§g_2

- .o
(v = (OT—J—N—j),g j<r-—3
T(’U].]’H) (10T—) ]:’,"_2
r(va () = (0,5 + 1,7); j =1
r(vg ) = (j— 1,5+ 1,0); 2§j§g_1

r

T(U2J|H) (j—lj 10)7325
T(U2]|H)—(T—j,7‘—j—1’0)’g_’_lngT_Q

Kedua, akan dibuktikan untuk m = 3. Untuk menentukan batas atas
dimensi partisi pilih IT = {5}, Sy, S35}, dimana
= {Ve,Vij V215 1 < <r—=3}, 8o ={ve,,v1,,) =r—2,v3,;;2 < j <r—2},
= {vy; 2 < j <r—2}, maka representasi setiap simpul v € V(G) te
H adalah

r(va|l) = (0,1, 1)
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r(vee|II) = (1,0, 1)
representasi setiap simpul untuk r gasal adalah

-1
r(v;[I) = (0,5 + 1,5 +1); 1§jSTT—1

(v ]I0) = (0,7 — 5 — 2,7 — j); <j<r-—3

2
r(vi;0) = (1,0,7r —5); j=r—2

r(vg[II) = (0,5 +1,5); j=1
. . . r—1
r(vg ) = (j—1,7+1,0); 2< 5 < — 1

r—1
2

(v |I) = (j — 1,7,0); j =
. ) r—1 ]

r(va ) = (r=jir =j=1,0); —5—+1<j<r=2

r(vs;|II) = (4,7,0); j =1

r(vs |I) = (5,0,5 —1); 2<j <

2
. . or—1 )
r(vs |Il) = (r —7,0,7 = j); 5 t1<i<r-2

representasi setiap simpul untuk r genap adalah

Pl = (0,5 +1,j+2); 1<j < 5—2
r(og) = (0,4, +1); j=5-1

r(vi I = (0,r —j — 2,7 —j); ggjgr—?)
r(o ) = (1,0,r —j); j=r—2

r(va () = (0,5 +1,5); j=1

r(va ) = (j — 1,7+ 1,0); 2§J§g—1
T@wm%—O—LJ—LW,JZg

r(vo i |II) = (r —5,r —j—1,0); g+1§j§r—2
r(vs ) = (4,4,0)5 j=1

r(og D) = (7,0, = 1); 2<5 < 3



T
NWHHFZW—ﬂaT—ﬁ;§+1§jST—2

Jadi IT adalah partisi pembeda dari Be, ,, untuk r > 6 dan m = 2, 3, sebab
r(v|II) berbeda untuk setiap v € V(Bg, ,n). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi partisi graf B, ,, adalah pd(G) < 3.Batas bawah dimensi partisi graf
Be, m dapat merujuk pada Teorema 2.3(i) menyatakan bahwa pd(G) = 2 jika
dan hanya jika graf G adalah graf lintasan P,, maka dapat dipastikan bahwa
dimensi partisi graf Be, ,, adalah pd(G) > 3. Jadi diperoleh dimensi partisi
graf Be, ,,, untuk r > 6 dan m = 2, 3, adalah pd(G)=3.

Kasus 2. Untuk r > 6 dan m = 4, akan dibuktikan pd(G) = m.

Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pilih II = {5, S, S3, 54},
dimana S; = {v,v1,5,v21; 1 < j <1 =3}, So = {vg, V122,015 2 < j <
r—2}, Sy ={vg; 12 << r =235 1 <5 <r—3v41} Si = {v3,-2},
maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap IT adalah

r(va|T) = (0,1,1,2)

r(vea[ll) = (1,0,1,1)

representasi setiap simpul untuk r gasal adalah
. . . o r—1
o) =0+ 1j+1,j+2); 1<j<———1

r—1

<j<r-—3

TUl7j|H):(07T—j—2,r—j,r—j); 9 = =

(
T(ULJ"H):(l,O,T—j,T—j);j:?"—Q
T(U27J’H):(0>j+1a]7]+2>7 j:1

) . ) or—1
(o) = (G = 1,j+1,0j+2); 2<j < ———1

r—1

T(”Q,j|n):(]_17.]707]+1)a .]: 9

—1
NWAHFZW—ﬁT—j—LQT—ﬁ;£§—+1§jﬁr—2

—1
r(vs I = (4,7 +1,0,5+2); 1<j < TT—Q

T(Ug}j“_[) = (j7.7 + 1707j + 1)7 ]

T(US,j’H) = (]7970a] - 1)? ] =

-1
T@wm%Zﬁ—mr—j—LQr—j—%;15‘+1§j§r—3

r(vs ) = (r—j,r—j—1Lr—j3-1,0); j=r—2
T(U47j|H) = (]7]70;]+2), ] =1
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T(U4,j’H) = (]7()’]_ 1?]_'_2)) 2 S
T(U4,j|H) = (]707.] - 17j+ 1)7 .]:

T(U4,j|H) = (T—j,(),r—j,r—j);

r—1
< — —1
7=75

r—1

2

r—1 )
T+1§]§r—2

representasi setiap simpul untuk r genap adalah

P(olD) = (0,7 + Lj+1,j+2); 1<j< -2
P(oglD) = (0,7, + 1j+2); j =5 —1
r(oag|0) = (Or —j =27 —jir—j): 5 <j<r—3
r(v ;I =(1,0,r —j,r—j); j=r—2

r(ve i |I) = (0,5 +1,4,7+2); j=1

P(oay D) = (G = 1,j +1,0,j+2); 2<j < £ —1
P(oaglD) = (G = 1,5 = 1,0, +1); j = 5

P(oy D) = (r=jir = j = L0,r = j); S+1<j<r—2
r(ogyllD) = (7,5 +1,0,j+2); 1</ < 52

P(og, D) = (7,5 +1,0,5)5 j = 5 = 1

P(vgy[T) = (r=jr = j = 1,07 —j=2); S<j<r—3
r(vs;[I)=(r—gr—j—1Lr—j—10); j=r—2
r(va i |II) = (4,5,0,5+2); j=1

Floagll) = (7,0, — 1,j+2); 2<j < - — 1

T(v4,j’H) = (]705] - 17.7)7 j:

r(vg; 1) = (r

N3

_jvoar_jvr_j);

2

SHl1<j<r—2

Jadi IT adalah partisi pembeda dari B, ,,, untuk m = 4 sebab r(v|II) berbeda
untuk setiap v € V(B¢, 4). Oleh karena itu, batas atas dari dimensi partisi
graf Be, 4 adalah pd(G) < 4. Untuk menentukan batas bawah dimensi partisi

graf Bc, 4, ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari
yaitu IT = {57, 52,55}, dimana 7 = {v.,v1 ,v21; 1 < j < r —3} S,
{Vey, Vi, vay; 2 < J <=2}, 83 = {12 < j < r—2u3; 1 <5
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r —2,v4,}, maka terdapat representasi yang sama simpul v € V(G) terhadap
IT yaitu r(va,—o|lI) = r(vs,—2|lI) = (2,1,0), sehingga II = {5}, 52, S5} tidak
partisi pembeda dari V' (G) maka pd(G) > 4. Diperoleh dimensi partisi Be,
untuk r > 6 dan m = 4 adalah pd(Bg, 4)=4.

Kasus 3. Untuk r gasal dan m = 2k + 3, akan dibuktikan pd(G) = 3 + k.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pilih II = {Sy, Ss, S5, ..., S34%},
dimana Sy = {v¢,,v1j,v21; 1 <7 <1r—=3}, 8o = {ve,, V1r-2, Umn—1,,—2, Um j; 2 <
Jg<r =2} 8 ={v;:2 <j<r—2u,; 1 <7< r—=3u,}), Si=
{vsroo,va; 2<j<1r—205; 1 <j<r =301}, S5 ={v5,-2,06; 2<J <
r—2v7; 1 <7 <71 =381}, S = {vrp-2,08; 2 < J <1 —209; 1 < j
r—3,0101} - S50k = {Um—2,—2,Um-1, 2 < j <71 —3,Up,1}, maka representasi
setiap simpul v € V(G) terhadap IT adalah

r(va|Ill) = (0,1,...,1
(ver[II) = ( )
k42
r(ve|ll) = (1,0,1,...,1
(vea[TT) = ( )

k+1

IN

r—1
MMAH%:mJ+4rwj+U;1§j§—3——1
—_—
k+2
r—1

T(Ul,jm) = (Ovj - 17]+ 17"-7j + 1)7 j: T
—_—

k+1
r@umy:mf—j—zr_mmﬁ_jxC%l+1gjgr_3
k+1
r(vi ) = (1,0,r —j,..,r —j); j=r—2
k+1
T(U27j|H) = (0,2, 1.j+1,..,5+ 1); j=1
k

r—1
r(UQ:j“—D = (j_ 17J+1707]+177j+1)7 2 S] S T - 1
N———

k
. o . or—1
T(U2,j|H) = (.] - 17]707] +1aaj + 1)7 J= 9
——
k
r—1

r(ve;|II)=(—1,7—-2,0,j—1,...,5—1); j= +1
—_—

k

2

—1
r(a|T) = (r — 7 —j — 10,7 — j,ocor — j); —— —+2<j<r—2
—_——
k

Representasi simpul untuk 3 <i < m — 2; ¢ gasal adalah

. ‘ . . o _r—1
T(’Ui,j|H) = (]7J +1aaj + 1/707.] +17a] +1/)7 1 S] S T —1
3

—

i—1
k:-',-l—’2
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r—1
2

7“(’[)1'7]"1_[) = (]7]7]+ 17a]+ 1707j - 173 + 17"'7j + 1)7 ]:
—_— —_—_

i—3 i—3
2 k—1 2

-1
T(Ui,j‘]'_‘[) = (T—j,r—j—l,r _jv‘”ar _j707r_j_2’71 _jw"ar _])7 - 2 +1 S] S r—3
—_— —_—————

i—3 i—3
5 k—1-*5=

r(vi ;|1 = (r—j,r—j—1,r—j,..,r—j,r—j—10,r —j,...,r —j); j =r—2
—— —— —— ——

i—3 i—3
5 k—1—=

Representasi simpul untuk 3 < i < m — 2; 7 genap adalah

r(v )=, 7+1,..,7+10,1L,j+1,..,5+1); j=1
S—_—— N—— —

i—2 i—2
2 k*2

r—1
T@mﬁ%=@j+LmJ+1J—LQj+LmJ+l%2§j§—3——1
N———’ S—_——

2
S . . . . or—1
T(UZ,]|H):(]7J7J+]-77]+1aj_1707]+17)]+1)7 J = 92
e ——

i—4 i—4
2 k—=1— 2

r—1
r(vi|II) = (r—j,r—j—Lr—j,...,r — 3,0, — j,...,r — j); T+1 <j<r-3

»

~\~
i—2 i—2
2 k 2

T(Ui,j|H) = (T_j,r—j_1,7’—j,---,r—j,O,ff’—j,---,r—j); ]ZT_Q

T(Umfl,j”_[) = (]7] + 17"'7j + 17071)7 j =1
—_—
k

. . . r—1
(Vo1 0) = (G, g +1,...,5+ 1,5 —1,0); 2<j—— -1

—_———

k
r—1r—1 r—1
=G —4.5—1.0): =
5 g = Jy et — 3,7 —1,0); j 5
k—1

71,5 |11) = (

—1
r(Vm—1,4[H) = (T_j>7“—j—Q,T—j,...,r—j,O);rT+1Sj <r-3
%/_/
k
r(vm—l,ju_[) = (T—j,O,T—j,...,’r‘—j71); j:r—2
\_v_/
k

(U1 = (5,5, +1,....5+1,0); j=1
—_———
k
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r—1
2

(V) = (4,0,§ + 1. i+ Lj—1); 2<j <
k
: : Nor—1 :
r(Umg[l) = (r = .0, —Jooosr = )i 5=+ 1< j<r—2
k+1
Jadi II adalah partisi pembeda dari B¢, ,,, r gasal m = 2k + 3 sebab
r(v|II) berbeda untuk setiap v € V(Bg, ;). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi partisi graf B, ,, adalah pd(G) < k + 3. Untuk menentukan batas
bawah ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 3 + &,
yaitu IT = {51, S5, 53, ..., Soix } maka terdapat representasi yang sama simpul
v € V(G) terhadap II yaitu 7(vm—2,—2|lI) = r(vp_s,—2|II) = (2,1,2,...,2,0),
k—1
sehingga II = {5}, 5, S3, ..., Soyx} tidak partisi pembeda dari V(G) maka
pd(G) > k + 3. Diperoleh dimensi partisi Be, ,, © gasal dan m = 2k + 3
adalah pd(Be¢, m) = 3 + k.

Kasus 4. Untuk r gasal m = 2k + 4, akan dibuktikan pd(G) = 3 + k.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pilih II = {Sy, Ss, S5, ..., S34%},
dimana S1 = {ve, v, v21; 1 < Jj <r—3}, 59 = {Vey, V15-2, Um—11—2, U j; 2 <
Jg<r—2} 8 ={v;;2 < j<r—2u; 1 <j<r—3uwv.} Sq4=
{vsr2,01;2<j<r—2uv5;1<j<r—3vs1}, S5 ={vs,-2,06; 2 < j <
r—2,v07; 1 <75 <r—3uwvs1}, S = {vr,_2,08;2<j<r—2u,;1<j<
r—3,010,1} - O34k = {Um—3r-2,Um—2;2 <75 <1=2,051;1 <J<r=3,0m1},
maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap II adalah

A = (0,1, ..., 1
r(valll) = ( )

r(ve|ll) = (1,0,1,...,1
(vea|II) = ( )
k+1

r—1
——
k+2
r—1
2

T(Ul,j“_[) = (07] - 17.7 + 1a 7] + 1)7 j =
—_—
k+1

1
(o) = (0,7 —j — 27 — jy ot —5); —— +1<j<r—3
—_— —

2
k+1
r(vi ) = (1,0,r —j,..;r —j); j=r—2
—_——

k+1

T(U2,j|H) = (0727 ]-Jj + 17"‘7j + ]')7 ] = ]-
—_——
k
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. . . . . T —
T(UZ:J’H):(j_1>j+1707j+17a]+1)7 QSJST_l
—_—

k

. S . ooor—1

T(U27j|H):(J_lvjvoa]+17"'7j+1); J = 9
—_—
k

. . ) . oor—1

T(U27]|H):(]—17j—2707j—1,"]—1), J = 9 +]-
—_—
k

-1
T(U27j|H) = (T—j,r—j—1,0,7’—]',...,1“—]'); TT+QSJST_2
—_——
k

Representasi simpul untuk 3 < i < m — 2; 7 gasal adalah

.o . . . . r—
7“(1)1-7]-‘1_[) = (]72 _'_177] + 11707] +1>7] +1J)a 1 S] S T - 1

-~

o k+1-1
L . . . . .or—1
r(vi,ju_-[) = (]7]7] + ]-7‘“7] + ]-aO?.] - 17.] + 17 ey ] + 1)7 J = 92
—_— —_—
i—3 k_l_z;:;

2
r(vi;|\0) = (r—g,r—j=11—j, .ot — 3,0, r—j=2,7r — j, ..., — j); 7;—1+1 <j<r-3
r(igll) = (r—jr—j—1r —j,sr — jr—j—1,0,r — j,...,r — j); j = r—2

2

Representasi simpul untuk 3 < i <m — 2; 7 genap adalah
r(vi;|I)=0G,7+1,..,j+1,0,1,7+1,..,5+1); j=1
| S — | —

1—2
k— 2

[

i—

2

L. . . . . . r—
) =(,j+1,..,j+1,j—-1,0,j+1,..,5+1); 2<5 < 5 -1
—————

r(vi
oL . . . . ooor—1
7“(1)1-7]-‘1_[) = (]7]7] +17a] _'_17] - 1707j + 17"'7] +1)7 J = 9
—_——— —_—
254 k—l—1;4
. . L r—1 .
r(viglll) = (r—j,r—j=1r = j,..;t — 4,0, — j,.om — j); T+1§j§7‘—3
152 k7i52
T(Ul]‘H):(r_j7r_j_17T ]7"'7r_j707r_j7- T_.])a.]:T_Q

. . . r—
T(Um—l,ju_[) = (]7] + 17"'a] + 170)a 1 S] S T -1
—_—
k+1

29



-1 r—1 —1
T2 7T2 _1’71_]'7“"70_‘7"0);‘7':7“

7(Vm—1,4]11) = (

-1
T(Um_lvj“:[) = (r_j’r_j_27T_j7“'77ﬂ_j70);rT+1 S] ST_?)
%,_/
k
T(Um—l,j|H) =(r—4,0,r—j,.,r—4,1); j=r—2
_,_/
k

(V) = (4,7, +1,...,7 +1,0); j=1
—_—
k
r—1
2

PV T = (4,0, + 1,5+ 1,7 —1); 2< 5 <
—_—
k
) ) L r—1 ]
r(Um ) = (r—4,0,r—7,..,r—j); —+1<j<r—2
——

2
k+1

Jadi II adalah partisi pembeda dari B¢, ,,, v genap m = 2k + 4 sebab
r(v|II) berbeda untuk setiap v € V(Bg, ,n). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi partisi graf B, ,,, adalah pd(G) < k 4 3. Untuk menentukan batas
bawah ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 3 + k,
yaitu IT = {57, 5, Ss, ..., Sotx } maka terdapat representasi yang sama simpul
v € V(G) terhadap II yaitu 7(vm—2,—2|ll) = r(vp_s,—2/II) = (2,1,2,...,2,0),

k—1
sehingga II = {5}, 5, S3, ..., Soyx} tidak partisi pembeda dari V(G) maka
pd(G) > k + 3. Diperoleh dimensi partisi Be, ,, 7 genap dan m = 2k + 4
adalah pd(Be, m) = 3 + k.

Kasus 5. Untuk r genap m = 2k + 3, akan dibuktikan pd(G) = 3 + k.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pilih I = {S;, Ss, S5, ..., S34x},
dimana S7 = {v¢,, Vi j,v21; 1 < j <r—=3}, S2 = {vey, V1r—2, Vm—1r—2, U j; 2 <
j S 7“—2}, Sg = {Ug’j;2 S j S 7"—2,1)30'; ]. S j S 7"—3,1)471}, S4 =
{vsp2,01;2<j<r—2v5;1<j<r—3uvs1}, S5 ={vs,-2,06; 2 <j <
r—2v7; 1 <j<r—3us1}, S¢ = {vr,—2,08; 2<j<r—20;1<7j
r—3,0101} s S34k = {Um—2,-2,Vm-1; 2 < J <r—3,v,}, maka representasi
setiap simpul v € V(G) terhadap IT adalah

IN

r(va|Ill) = (0,1,...,1
(ver[T) = ( )
k+2
r(vee|Ill) = (1,0,1,...,1
(ve2|IT) = ( )

k+1



T(U173|H):(07]7]+]~77j+1)7 j: —1
| S A
k+1

. . . r
T(U17j|H) = (0,7’ -] 2,T — 2,7 —j)7 5
—
k+1
r(vigll) = (1,0,7 = jyooym = §); j=1—2
—

k+1

7’(’1}2,]"1_[) = (07]+ 17]7]+ 17a]+ 1)7 j: 1
| S —
k

r(og ) = (= 1,7+ 1,0, +1,..,5+1); 2< 5 <
e
k
. . . . . r
T(U2J|H) = (.7 - 17.7 - 1707j7"'7j>; J= 5
k
r(vg ) = (r —j,7 —j —1,0,7 = j, ooy 7 = j); g+1§j§r—2
—_———
k

Representasi simpul untuk 3 <i < m — 1; 7 gasal adalah

.
gl = (g + 1 J #1074+ L j i 1<) < 5 =2
igl k+17%

.
r(ig) = (G +1L.i+ L0+ 1 j+ 1) j=5-1
—— —_—

z;l k—igl

T(Ui,j‘]'_‘[) - (T—j,r—j—l,r _jv A _j707r_j_277n _j7 e T _j)7 S j S r—3
—_——

r
—_—— 2

2

r(vi ;|1 = (r—j,r—gj—1,r—j,..,r—j,r—j—10,r —j,...,r —j); j =r—2
—_—— ———

i—3 k_l_z;3
Representasi simpul untuk 3 < i <m — 2; 7 genap adalah

T(U,‘J|H) = (]a]+ 177]+ 1a07j7j + 177]+ 1)a ]: 1
—_— —_—

i—2 i—2
2 k 2

i) = 0o+ 1 d 4+ 1= 10,41 i+ 1) 2<j<5 -1
N———— —_—
152 k—7’;2

.
’I"Ui'H = .a ._L .7"'7 .7 ‘_1707 -7"" . , =5
(0i D) = (5 = 1,y Lond)ii=gy

i—4 i—4
2 k=1 2
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7(vi4|IT) = (T—j,r—j—l,z’—j,...,r—j,O,r — Jy e T —J); g—i—l <j<r-2

/ (&

i—2 i—2
2 k— 2

T(vm—l,j“-_[) = (ja] + ]-7"'aj + 11707j7g + 17 7.] + 1/)7 j =1
pa -
2 2

r
7a(vmfl,j‘l—[) = (]7]+177]+17j - 170)1 2 S] < 5 -2
—
k
S ) . r
—
k—1
P(omrs ) = (= Gor = j =27 =, oar = 0y D < j <=3
—
k
r(Um—140) = (r—4,0,r —4,..,r —j4,1); j=r—2
—

k

r(Um ) = (4, j,§ +1,...7+1,0); j=1
—_———
k

T
—_—
k

T
mH = .a07.7'“7 7_17 | = =
7 (Um I = (7,0, 4, ., 4,7 — 1); J 5
k
P(ongl) = (r = .07 = jooor = )i 5 +1< <7 =2
N—————
k+1

Jadi II adalah partisi pembeda dari B¢, ,,, r gasal m = 2k + 3 sebab
r(v|II) berbeda untuk setiap v € V(Bg, ,n). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi partisi graf B, ,, adalah pd(G) < k + 3. Untuk menentukan batas
bawah ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 3 + &,
yaitu IT = {1, 59, S5, ..., Soix } maka terdapat representasi yang sama simpul
v € V(G) terhadap II yaitu r(vm—2,—2|ll) = r(vym_s,—2/Il) = (2,1,2,...,2,0),

k-1
sehingga II = {5}, 5, S3, ..., Soyx} tidak partisi pembeda dari V(G) maka
pd(G) > k + 3. Diperoleh dimensi partisi B, ,, 7 gasal dan m = 2k + 3
adalah pd(Be¢, m) = 3 + k.

Kasus 6. Untuk r genap m = 2k + 4, akan dibuktikan pd(G) = 3 + k.
Untuk menentukan batas atas dimensi partisi pilih IT = {5}, S5, Ss, ..., S34x },
dimana Sy = {v, v, v21; 1 < j <r—3}, 59 = {Vey, V15-2, Um—11—2, U j; 2 <
Jg<r—2} 8 ={v;;2 < j<r—2u; 1 <j<r—3uwv,:} Sq4=
{vs,0,v4; 2 <5 <r—2u5; 1 <j<7r =301}, S5 = {v5,-2,06; 2< 5 <
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r—2,07; 1 <j<r—3uws1}, S = {vr,_0,08; 2 <7< r—2n,;1<j<
r—3,0101} - O34k = {Um—3r-2,Um—2;2 <7 <1=2,051;1 <j<r—=3,0m1},
maka representasi setiap simpul v € V(G) terhadap IT adalah

r(ve |II) = (0,1, ..., 1
(ver [I1) = ( )

k+2
(Ve II) = 1,0,1,...,1
(vea[II) = ( )
k+1
”
r(v ;) =(0,7+1,...54+1); 1<j< 3 _9
| S
k+2
. . . B 1”
r(vi ) = (0,5, +1,..,5 +1); j = 5~ 1
—_—
k+1
T@MMV:@W—J—ZT—LMr—ﬂ;gﬁjgr—3
—_———
k+1
r(vu!H) =(L,0,r—j,.,r—j); j=r—2
—_————

k+1

r(vg ) = (0,7 + 1L, g+1,...j+1); j=1
%,—/

k
. . . . . r
(gl = (G =17+ 1,05+ 1, j+1); 2<j<5 -1
—_—
k
. . } . . r
T@mm%:O—LJ—L&LmJ%J:§

k

r(v27j|H) = (T—j,r—j—1,0,7"-j,...,’l"-j); g+1 S]ST_Q
—_——
k

Representasi simpul untuk 3 < i < m — 2; 7 gasal adalah

,
(i) = (G + L. d+ L0+ 1+ 1) 1< <5 =2

~
i—1 i—1
5 k+1-1%5

o , o _ o
r(viglll) = (g #1000 J 41,0, 4 L jH 1) =5 =1
—_— T ———

i—1 izl

2 2
r
T(Ui,j|H) - (T_j,r_j—l,r—j,---,'/"_j,O,T—j_Q,T—j,...,T—j>; 5 < ] <r-3
—_— N—— e
i=3 fo1_i=3
2 2

r(vi | = (r—j,r—3—1,7 =, st — §or—§—1,0,7 — j,.,r — j); §j = 1r—2
—_——— N—_—_—,—

i—3 i—3
- k—1-5=
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Representasi simpul untuk 3 <7 < m — 1; ¢ genap adalah

T(Ui,j‘ﬂ) = (]ag_'_ 177]+ 11707j7j + 177]+ 1/)? j = 1

2

N
e
|

N

T
r(vi; | =0G,7+1,..,j+1,j—1,0,7+1,...,5+1); 2§j§§—1
~— S—_——
i—2 L i=2
2 2

-
r\V;; II) = >7 | — 17 ‘7"'7 .7 ) — 1707 """ . ) =3
(vigl) = (G5 = L.g 0, Lind)ii=5

i—4 i—4
2 k—1— 2

. . . . . N
r(”i,j‘rD = (7'—],7"—]—1,7’ —J T _l70>r —J T _j)? 5

2

w0
ol
|
-
|
N

.. . . . .r

~
i—1 i—1
12 k+1_12

T(Um—l,j

.. . . r
(V-1 4I0) = (4, J, g +1,...,5+1,0); j = 3 1
N———

k
T(Um—l,j‘H>:(T_j,r_j—Q,T’—j,...,'f’—j,O);gSjér—?)
———

k
T(Um_lyj‘H):(T—j,O,T—j,...,T’—j,T’—j—1); ]:T_2
—_————

k
7a(vm,j H) = (]7]7]+177]+170)a .7: 1
—_—
k
r
—_—

k

P(0nglTT) = (5,0, 3 = 1 5 =
k
P(omg 1) = (r = 3,0,7 = jyosr = )i SH+1<j <7 =2
k+1
Jadi I adalah partisi pembeda dari Bg¢, ,,, v genap m = 2k + 4 sebab
r(v|II) berbeda untuk setiap v € V(Bg, ;). Oleh karena itu, batas atas dari
dimensi partisi graf Be, ,, adalah pd(G) < k + 3. Untuk menentukan batas
bawah ambil partisi pembeda II dengan kardinalitas lebih kecil dari 3 + &,
yaitu IT = {S;, S, S3, ..., Sorr } maka terdapat representasi yang sama simpul
v € V(G) terhadap II yaitu r(vm—2,—2|ll) = r(vm_s,—2/II) = (2,1,2,...,2,0),
k—1
sehingga 1T = {S,955,953,..., 9.} tidak partisi pembeda dari V(G) maka
pd(G) > k + 3. Diperoleh dimensi partisi B, ,, 7 genap dan m = 2k + 4
adalah pd(Bc, m) = 3+ k.
Dari Kasus 1 sampai dengan Kasus 6, maka Teorema 4.2. terbukti.
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4.3 Hubungan Dimensi Metrik dan Dimensi Partisi Graf Cycle
Books

Berdasarkan hasil yang diperoleh pada subbab 4.1 sampai 4.2, dapat
disimpulkan hubungan antara dimensi metrik dan dimensi partisi pada
graf cycle books B¢, ,,. Secara umum, terdapat hubungan antara dimensi
metrik dan dimensi partisi sebagaimana dapat ditunjukkan dengan mengambil
Proposisi 4.1.1, Proposisi 4.1.2, Proposisi 4.2.1 ,Proposisi 4.2.2, Proposisi 4.2.3
Teorema 4.1 dan Teorema 4.2. Relasi Dimensi Metrik dan Dimensi Partisi Graf
Cycle Books untuk kasus khusus adalah sebagai berikut.

a. Untuk r = 3 dan m = 3 didapat pd(Be, m) = dim(Be, m)-
b. Untuk r = 3 dan m > 4 didapat pd(Bc, ) = dim(Be, m) = m.

c. Untuk r > b5, gasal didapat pd(Be,n) = dim(Beo,m) + 1,
untuk m = 2; pd(Bc..,) = dim(Be,m) untuk m = 3,5; dan
pd(Be,.m) < dim(Bg, m) + 1, untuk m selainnya.

d. Untuk r > b5,r genap didapat pd(Be,,) = dim(Be,m) + 1,
untuk m = 2; pd(Bc,,n) = dim(Bg,,,) untuk m = 3,4; dan
pd(Be,.m) < dim(Bg, m) + 1, untuk m selainnya.

Secara umum untuk Graf cycle books terlihat bahwa nilai dimensi partisi
lebih kecil dari nilai dimensi metrik. Sehingga didapat bahwa pd(Bc, ) <
dim(Bg, ;). Dalam Teorema 2.2 merujuk dari Chartrand, Salehi dan Zhang
(2000) yang menyatakan bahwa terdapat hubungan antara dimensi metrik dan
dimensi partisi graf terhubung G yaitu pd(G) < dim(G) + 1.
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BAB 5
SIMPULAN DAN SARAN

5.1 Simpulan

Dari hasil pembahasan dimensi metrik dan dimensi partisi graf cycle books
Be, m untuk r >3, m > 2; r,m € Z*, diperoleh simpulan sebagai berikut:
Dimensi metrik graf cycle books Bg, ,,, untuk » > 3 dan m > 2 adalah

m—1, jikar=4danm >5
dim(Be, m) = jika r > 5 gasal dan m > 4
m, r,m selainnya

Dimensi partisi graf cycle books B, ,,, untuk r > 3, m > 2 adalah

(3, jika r > 3 dan m = 2
m, jikar =3 danm >3
- jika r =4 dan m = 3,4
pd(G) = jika r =4 dan m = 2k + 4
3+ k, jikar>4danm=2k+3
\ jikar>5danm=2k+4, k=1,23,4,..
5.2 Saran

Graf cycle books merupakan graf yang menarik untuk menjadi kajian dalam
teori graf, karena merupakan perumuman dari graf buku B,, yang telah diteliti
oleh beberapa peneliti pada pelitian sebelumnya. Graf buku B,, merupakan
graf yang terdiri dari m salinan cycle empat (Cy) dengan common path P;.
Sejauh ini penelitian pada Graf cycle books baru sebatas dimensi metrik dan
dimensi partisi.

Dimensi metrik dan dimensi partisi adalah dua dari beberapa properti dari
graf. Dalam penelitian ini telah ditentukan dimensi metrik dan dimensi partisi
graf cycle books Be, .

Pada penelitian selanjutnya dapat diteliti masalah yang lain dari graf
cycle books Bg, ,, seperti dimensi metrik lokal, dimensi partisi lokal, bilangan
dominasi pada graf cycle books Bg, .
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