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ANALISIS KESTABILAN DAN SOLUSI NUMERIK
PADA MODEL TRANSMISI PENYAKIT MENULAR
DENGAN VAKSINASI DAN PENGOBATAN

Nama Mahasiswa : Bella Putri Pertiwi
NRP 11211 100 088
Jurusan : Matematika

Dosen Pembimbing  : 1. Drs. M. Setijo Winarko, M.Si.
2. Drs. Lukman Hanafi, M. Sc.

Abstrak

Terdapat beberapa model epidemik untuk menganalisis
penyebaran penyakit menular, salah satunya adalah model
epidemik  SIRS. Epidemik merupakan suatu kejadian
berjangkitnya penyakit menular dalam suatu populasi yang
menimbulkan kerugian. Oleh karena itu dibutuhkan upaya untuk
mencegah meluasnya penyebaran penyakit, yaitu dengan
vaksinasi dan pengobatan. Tingkat penyebaran penyakit dapat
diketahui melalui parameter tertentu yaitu bilangan reproduksi
dasar. Dalam tugas akhir ini, model epidemik dianalisis
berdasarkan titik kesetimbangan, kestabilan sistem, dan bifurkasi,
selain itu dilakukan penyelesaian numerik untuk model dengan
metode Runge Kutta orde empat. Hasil analisis yang didapatkan
adalah terdapat eksistensi bifurkasi mundur pada model epidemik
SIRS dengan vaksinasi dan pengobatan karena ketidakefektifan
kapasistas vaksin dan pengobatan yang diberikan sehingga masih
terdapat titik kesetimbangan endemik pada saat bilangan
reproduksi dasar kurang dari 1. Sedangkan dari simulasi numerik
diperoleh titik kesetimbangan yang dapat dilihat dari nilai
bilangan reproduksi dasar.

Kata kunci: model epidemik, bifurkasi mundur, metode Runge-
Kutta, vaksinasi, pengobatan
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STABILITY ANALYSIS AND NUMERICAL SOLUTION ON
COMMUNICABLE DISEASE TRANSMISSION MODELS
WITH VACCINATION AND TREATMENT

Name : Bella Putri Pertiwi

NRP : 1211 100 088

Department : Mathematics
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Abstract

There are several models to analyze the spread of epidemic
infectious diseases, one of which is SIRS epidemic models.
Epidemic is an outbreak of infectious disease incidence in a
population that result in losses. Therefore it takes an effort to
prevent the spread of the disease, namely with vaccination and
treatment. Rate of spread of the disease can be detected through
certain parameters, namely the basic reproduction number. In
this thesis, epidemic models analyzed based on the point of
equilibrium, stability systems, and bifurcation, besides performed
numerical solution for the model with a Runge Kutta method of
order four. The analytical results obtained are contained
existence of bifurcation backward SIRS epidemic model with
vaccination and treatment because of the ineffectiveness of
vaccines and treatment capacity given that there are still endemic
equilibrium point when the basic reproduction number less than
1. While numerical simulations obtained from the equilibrium
point which can be seen of the value of the basic reproduction
number.

Keywords: epidemic models, backward bifurcation, Runge-Kutta
method, vaccination, treatment
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini akan dijelaskan mengenai latar belakang dari
permasalahan yang dibahas pada tugas akhir, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan, manfaat dan sistematika penulisan dari
tugas akhir ini.

1.1 Latar Belakang

Dewasa ini penyebaran penyakit dalam lingkungan
masyarakat sangat mudah terjadi. Hal ini tentunya menimbulkan
keresahan karena dapat membahayakan kesehatan masyarakat
dan mengakibatkan laju kematian karena terinfeksi suatu penyakit
meningkat. Salah satu penyakit yang menjadi ancaman bagi
kelompok masyarakat adalah penyakit menular. Penyakit menular
adalah sebuah penyakit yang dapat berpindah dari satu orang ke
orang yang lain, baik secara langsung maupun tidak langsung.

Dari kejadian di atas diperlukan tindakan pengobatan sebagai
upaya menanggulangi penyebaran penyakit menular yang
bertujuan untuk memberikan pertolongan medis kepada penderita
agar sembuh dan mencegah agar mereka tidak menjadi sumber
penularan terhadap individu lain [1]. Untuk hasil yang lebih
optimal, tindakan pengobatan akan ditambah dengan tindakan
vaksinasi. Vaksinasi adalah tindakan yang dengan sengaja
memberikan suatu bahan yang mengandung zat antigenik yang
mampu menimbulkan kekebalan aktif pada manusia [2].
Penelitian sebelumnya telah dilakukan olehn Mohammad Djasuli
yaitu eksistensi bifurkasi mundur pada model penyebaran
penyakit makroparasitis dan didapatkan bahwa penyakit menular
yang menimbulkan fenomena bifurkasi mundur lebih berbahaya
daripada penyakit menular yang tidak menyebabkan terjadinya
bifurkasi mundur ditinjau dari sisi kesembuhan dan bebasnya
penderita awal [3].

Dalam tugas akhir ini yang dianalisis adalah kestabilan dari
setiap titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemik, terjadinya bifurkasi pada nilai suatu parameter tertentu,

1



dan bilangan reproduksi dasar (R,) . Bilangan reproduksi dasar
R, menyatakan banyaknya rata-rata individu infektif sekunder
akibat tertular individu infektif primer yang berlangsung di dalam
populasi susceptible. Di mana individu infektif primer adalah
individu yang terinfeksi pertama kali disaat penyebaran penyakit
terjadi, dan individu infektif sekunder adalah individu yang
terjangkit karena tertular oleh individu infektif primer.

Selanjutnya bifurkasi mundur pada model epidemik SIRS
dikembangkan dengan vaksinasi dan pengobatan dan dirumuskan
penyelesaian numerik dari model tersebut dengan metode Runge-
Kutta orde empat serta membuat simulasinya. Eksistensi bifurkasi
mundur dianalisis dengan cara memperhatikan perubahan arah
pada kurva titik kesetimbangan endemik. Analisis bifurkasi
mundur tidak secara langsung dapat mengendalikan penyebaran
penyakit, melainkan hanya sebagai salah satu bahan
pertimbangan dalam bidang kesehatan.

1.2 Rumusan Masalah
Berkaitan dengan latar belakang yang ada, permasalahan

yang dibahas pada tugas akhir ini antara lain :

1. Bagaimana menentukan bilangan reproduksi dasar,
kestabilan dari setiap titik kesetimbangan bebas penyakit,
dan titik kesetimbangan endemik?

2. Bagaimana menentukan bifurkasi dan mensimulasikan
model epidemik SIRS dengan vaksinasi dan pengobatan
berdasarkan analisis yang telah dilakukan?

1.3 Batasan Masalah

Permasalahan yang dibahas pada tugas akhir ini dibatasi
pada analisis model epidemik SIRS dengan kompartemen
vaksinasi dan pengobatan serta menggunakan metode Runge-
Kutta untuk menyelesaikan solusi numerik pada transmisi
penyakit menular dengan proses penularan secara langsung.



1.4 Tujuan
Tujuan yang ingin dicapai dalam tugas akhir, yaitu:

1. Mendapatkan bilangan reproduksi dasar, kestabilan dari
setiap titik kesetimbangan bebas penyakit, dan titik
kesetimbangan endemik.

2. Mendapatkan bifurkasi dan simulasi model epidemik SIRS
dengan vaksinasi dan pengobatan berdasarkan analisis yang
telah dilakukan.

1.5 Manfaat

1. Untuk mengetahui dinamika penyebaran penyakit menular
dengan vaksinasi dan pengobatan.

2. Sebagai referensi bagi pihak medis atau badan pemerintahan
yang terkait dalam menyelesaikan masalah penyebaran
penyakit menular dengan vaksinasi dan pengobatan.

1.6 Sistematika Penulisan

Tugas akhir ini secara keseluruhan terdiri dari lima bab dan
lampiran. Secara garis besar masing-masing bab akan membahas
hal-hal sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN
Bab ini berisi latar belakang permasalahan, perumusan
masalah, batasan masalah, tujuan, dan manfaat penulisan
serta sistematika penulisan.

BAB Il TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini memaparkan dasar teori yang digunakan penulis

dalam mengerjakan tugas akhir.

BAB Ill METODOLOGI PENELITIAN
Bab ini menjelaskan alur kerja dan metode yang digunakan

penulis dalam mengerjakan tugas akhir.



BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Bab ini menyajikan analisis kestabilan lokal dari model
transmisi  penyakit menular dengan vaksinasi dan
pengobatan beserta simulasi numeriknya.

BAB V PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan dan saran dari penulis mengenai
analisis kestabilan lokal dari model epidemik transmisi
penyakit menular dengan vaksinasi dan pengobatan.

LAMPIRAN



BAB Il
TINJAUAN PUSTAKA

Dalam tugas akhir ini diperlukan tinjauan pustaka yang dapat
menunjang metode yang digunakan dalam pembahasan tugas
akhir.

2.1 Penyakit Menular, Vaksinasi, dan Pengobatan

Penyakit adalah suatu keadaan abnormal dari tubuh atau
pikiran yang menyebabkan ketidaknyamanan, disfungsi, atau
kesukaran terhadap orang yang dipengaruhinya. Penyakit menular
adalah jenis penyakit yang disebabkan oleh agen penyakit
spesifik atau produk yang ditransmisikan dari orang yang
terinfeksi, hewan, atau reservoir benda mati kepada individu
rentan, melalui tumbuhan atau hewan perantara, vektor, atau
lingkungan mati, baik langsung maupun tidak langsung [5].

Vaksinasi adalah cara untuk mencegah terkena berbagai
macam penyakit infeksi. Vaksinasi dapat dibedakan menjadi dua,
yaitu vaksinasi secara aktif dan pasif. Vaksinasi secara aktif
artinya pemberian vaksin yang berisi virus/bakteri yang sudah
dimatikan. Tujuan pemberian vaksin secara aktif adalah untuk
memacu tubuh kita mengenali virus/bakteri tersebut sehingga
tubuh membentuk antibodi. Sedangkan vaksinasi pasif adalah
vaksinasi yang dilakukan dengan cara memasukkan serum yang
sudah mengandung antibodi untuk melawan jenis penyakit
tertentu dalam konsentrasi tinggi [6].

Saat ini, vaksinasi saja dirasa kurang cukup untuk membantu
menekan laju kematian karena infeksi oleh penyakit menular.
Oleh karena itu, dikembangan metode lain untuk membantu
mengoptimalkan daya tahan tubuh suatu individu, yaitu dengan
cara melakukan pengobatan kepada individu yang terinfeksi.
Sehingga individu tersebut mempunyai kesempatan yang besar
untuk sembuh dari infeksi [1].


http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Abnormal&action=edit&redlink=1
http://id.wikipedia.org/wiki/Tubuh
http://id.wikipedia.org/wiki/Pikiran
http://id.wikipedia.org/w/index.php?title=Disfungsi&action=edit&redlink=1

2.2 Sistem Kompartemen

Sistem kompartemen adalah sebuah susunan kerja atau
proses yang menunjukkan aliran individu dari satu kompartemen
ke kompartemen lainnya seperti saat individu itu sehat, tertular
penyakit atau sembuh dari penyakit [5].

2.3 Bilangan Reproduksi Dasar (Rg)
Bilangan reproduksi dasar (Basic Reproduction Number)

atau biasa disebut R, adalah suatu parameter yang digunakan
untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu penyakit. Bilangan
reproduksi dasar adalah bilangan yang menunjukkan jumlah
individu rentan yang dapat menderita penyakit disebabkan oleh
satu individu infeksi. Kondisi yang akan timbul adalah satu
diantara tiga kemungkinan berikut.
a. Jika Ry <1 , maka penyakit akan menghilang dalam
populasi.
b. Jika R,=1 , maka penyakit akan menetap dalam
populasi.
c. Jika Ry > 1 , maka penyakit akan meningkat menjadi
wabah dalam populasi.
Bilangan reproduksi dasar dapat diperoleh dengan menentukan
nilai eigen (nilai karakteristik) dari matriks Jacobian yang
dihitung pada titik kesetimbangan bebas penyakit [7].

2.4 Kestabilan Titik Tetap
Pandang persamaan diferensial

dx

E—f(x:}’)

d—y— 2.1
dt_g(xry) ( ' )

Sebuah titik (x,,y,) merupakan titik kesetimbangan dari
persamaan (2.1) jika memenuhi f(X,,¥,) = 0 dan g(iy,¥,) =
0. Oleh karena turunan suatu konstanta sama dengan nol, maka



sepasang fungsi konstan x(t) =x, dan y(t) =y, adalah
penyelesaian kesetimbangan dari persamaan diferensial (2.1)
untuk semua t [8].

2.5 Stabil Asimtotik Lokal

Stabil asimtotik lokal adalah kestabilan dari sistem linear
atau kestabilan dari linearisasi sistem tak linear. Kestabilan
asimtotik lokal pada titik kesetimbangan ditentukan oleh tanda
pada bagian real dari akar-akar karakteristik sistem.

Diberikan definisi akar-akar persamaan karakteristik
Definisi 2.5.1. [10] Jika J adalah matriks yang berukuran n x n
maka vektor tak-nol dinamakan vektor karakteristik dari J jika
memenuhi :

Jx = Ax (2.2)

untuk skalar A . Skalar A disebut nilai karakteristik dari J dan x
disebut vektor karakteristik (vektor eigen) yang bersesuaian
dengan A.

Untuk mencari nilai karakteristik matriks J yang berukuran
n X n, maka Persamaan (2.2) dapat ditulis:

A =Dx=0 (2.3)
mempunyai penyelesaian tak nol jika dan hanya jika
AI=J] =0 (2.4)

Jika matriks didefinisikan dengan
_ [a11 a12]

Qz1 dzz
dan

5]



maka persamaan (2.4) dapat ditulis

A—ay; ag
=0
az; A—ay

Teorema 2.5.2. [10] Jika J adalah matriks segitiga (segitiga atas,
segitiga bawah, atau diagonal) berukuran nxn, maka
determinan dari J adalah perkalian dari diagonal utama matriks
tersebut yaitu det(J)= a,1a,5 ... App.

Teorema 2.5.3. [11] Titik setimbang (x,, ¥,) stabil asimtotik jika
dan hanya jika nilai karakteristik dari

of of
ox Oy

=129 og ®2)
0x 0x

mempunyai tanda negatif pada bagian real-nya dan tidak stabil
jika sedikitnya satu dari nilai karakteristik mempunyai tanda
positif pada bagian realnya.

2.6 Bifurkasi

Pada sistem dinamik non linear sering dijumpai kestabilan di
sekitar titik kesetimbangan suatu sistem persamaan yang akan
membantu dalam analisis bifurkasi. Bifurkasi secara umum
adalah perubahan kualitatif yang meliputi perubahan stabilitas
dan perubahan banyaknya titik kesetimbangan karena perubahan
nilai - nilai parameter. Dalam epidemiologi, fenomena bifurkasi
berhubungan dengan parameter ambang batas, yang paling umum
merupakan bilangan reproduksi dasar yang disimbolkan dengan
Ry.Ada dua jenis bifurkasi dalam model penyebaran penyakit
menular yaitu bifurkasi maju dan bifurkasi mundur. Eksistensi
bifurkasi maju dan bifurkasi mundur pada model penyebaran
penyakit ditunjukkan oleh diagram bifurkasi dalam gambar 2.2



dan gambar 2.3 dengan R, sebagai parameter bifurkasi dan I
adalah populasi individu terinfeksi dalam kondisi setimbang.
Fenomena bifurkasi maju terjadi pada saat R, > 1 di mana hanya
ada satu titik kesetimbangan endemik. Sedangkan fenomena
bifurkasi mundur terjadi pada saat Ry, < 1 dan mempunyai dua
titik kesetimbangan endemik [6].

I |

R

K,

Gambar 2.2 Bifurkasi Maju Gambar 2.3 Biturkasi Mundur

2.7 Metode Runge-Kutta

Metode Runge-Kutta merupakan pengembangan dari metode
Euler, di mana perhitungan penyelesaian dilakukan step demi
step. Untuk fungsi dari persamaan diferensial:

2= fxy)

Dengan titik pendekatan awal x,,y,, berdasarkan metode
Euler nilai fungsi penyelesaian diperoleh dengan:

Yn+1 =Yn t+ hfn(xn,Yn)
h adalah langkah waktu.

2.7.1 Metode Runge-Kutta orde 2

Metode Runge-Kutta membuat step yang lebih kecil dari
perubahan nilai dengan membagi nilai perubahan setiap step
menjadi sejumlah bagian yang ditentukan, bentuk paling
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sederhana dari metode Runge-Kutta ini adalah membagi bagian
perubahan menjadi dua bagian sehingga :

1
Yn+1 =Yn t E (k1 +k3)
dengan

ky = hf (xn Yn)
kz = hf(xn + h,yn + kl)

2.7.2 Metode Runge-Kutta orde 4

Apabila pada metode Runge-Kutta orde 2, nilai koefisien
perbaikannya adalah dua buah, maka pada metode ini
menggunakan empat nilai koefisien perbaikan.

Diberikan persamaan diferensial:

dx_ ( 0
gt - f x:y;
Y _

TR AGEA),

penyelesaian:
1
Xn+1 = Xn + g(kl,x + 2k2,x + 2k3,x + k4,x)

dengan
kl,x = hf (tn xn)
h ki
kZ,x =hf(t, + Eﬁxn + T)
h ko x
k3,x = hf(tn + E!xn +T)
k4,x =hf(t, +h x, + k3,x)
dan
1
Yn+1 = Yn + g(kl,y + 2k2,y + 2k3,y + k4,y)
dengan

kl,y = hg (tn, yn)

h kl,y
kz,y = hg(t, + Eﬁyn + T

h kz'y
k3,y = hg(t, +E'Yn +T

k4,y =hg(t,+hy, + k3,y)



BAB Il
METODOLOGI PENELITIAN

Metodologi penelitian digunakan sebagai acuan sehingga
penelitian dapat berjalan secara sistematis. Pada bab ini akan
diuraikan metode yang digunakan dalam penelitian ini secara
rinci, antara lain :

3.1 Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan analisis model dengan mempelajari
literatur-literatur yang terkait seperti jurnal, paper, dan buku-
buku yang berhubungan dengan model epidemik transmisi
penyakit menular dengan vaksinasi dan pengobatan, metode
numerik Runge-Kutta, dan terjadinya bifurkasi mundur.

3.2 Mengkaji Model Epidemik SIRS dengan Vaksinasi dan

Pengobatan

Tahap menganalisis model epidemik transmisi penyakit
menular dengan vaksinasi dan pengobatan dilakukan untuk
memahami model epidemik tersebut dengan cara membuat model
kompartemen yang terdiri dari 5 kelompok individu, yaitu
individu Susceptible (individu yang rentan terhadap penyakit),
Vaccinated (individu suceptible yang divaksinasi, Infected
(individu yang terjangkit yang dapat menularkan penyakit),
Treatmented (individu infected yang mendapatkan pengobatan),
Recovered (individu yang sembuh dari penyakit).

3.3 Tahap Menganalisis Kestabilan Lokal

Pada tahap ini dilakukan analisis model epidemik transmisi
penyakit menular dengan vaksinasi dan pengobatan sehingga
didapatkan titik kesetimbangan bebas penyakit dan juga titik
kesetimbangan endemik. Selanjutnya akan dicari kestabilan lokal
dari titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemik dengan memasukkan nilai kesetimbangan ke dalam

11
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matriks Jacobian, sehingga didapatkan nilai akar-akar
karakteristik dari matriks Jacobiannya

3.4 Analisis Terjadinya Bifurkasi Mundur

Eksistensi bifurkasi mundur pada model akan dinalisis
dengan cara memperhatikan perubahan arah pada kurva titik
setimbang endemik.

3.5 Simulasi Numerik

Tahap simulasi numerik Runge-Kutta orde 4 dilakukan
menggunakan software MATLAB untuk menggambarkan grafik
kestabilan dan penyelesaian numerik model epidemik transmisi
penyakit menular dengan vaksinasi dan pengobatan.

3.6 Kesimpulan dan Saran

Setelah dilakukan analisis dan pembahasan maka dapat
ditarik suatu kesimpulan dan saran sebagai masukan untuk
pengembangan penelitian lebih lanjut.

3.7 Diagram Alir

Diagram alir dimaksudkan untuk memudahkan dalam
pengerjaan tugas akhir agar lebih sistematis. Diagram alir yang
digunakan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:
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Kajian Model Epidemik SIRS dengan Vaksinasi dan Pengobatan

v v
Titik Kesetimbangan Titik Kesetimbangan
Bebas Penvakit Endemik

)

I

Kestabilan Titik Kestabilan Titk
Kesetimbangan Bebas Kesetimbangan
Penvakit Endemik
[ i |
Bilangan Reproduksi Dasar
v

Elksistensi Bifurkasi Mundur

v

Simulasi Numerlk

'

Kesimpulan dan Saran

Gambar 3.1 Diagram Alir Penyelesaian Model Epidemik

Y

Selesai

Transmisi Penyakit Menular dengan Vaksinasi dan Pengobatan
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BAB IV
ANALISISDAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan ditentukan bilangan reproduksi dasar,
titik setimbang bebas penyakit, titik setimbang endemik, dan
ditentukan kestabilan lokal dari titik setimbang bebas penyakit
dan titik setimbang endemik berdasarkan model epidemik tipe
SIRS yang ditambah dengan kompartemen vaksinasi dan
pengobatan, serta akan ditentukan analisis eksistens bifurkasi
mundur model dengan memperhatikan perubahan arah pada kurva
titik setimbang endemik sekaligus akan ditentukan penyelesaian
numerik dari model tersebut dan membuat simulasinya.

4.1 Model Epidemik Transmis Penyakit Menular dengan
Vaksinas dan Pengobatan
Model epidemik yang akan dianalisis menggambarkan
penyebaran penyakit dengan tindakan vaksinasi dan pengobatan
pada tipe SIRS dalam suatu populasi. Dinamika pada populasi
dituliskan dalam suatu sistem persamaan diferensial. Jumlah
individu pada populas susceptible, vaccinated, infected,
treatmented dan recovered pada waktu t masing-masing
dinyatakan dengan S(t),V(t),I(t),T(t) dan R(t). Jumlah
populasi N diasumsikan tetap (konstan) terhadap waktu ¢, artinya
tidak ada populas susceptible baru karena pengaruh kelahiran,
kematian maupun migrasi. Oleh karena itu, model tersebut dapat
dinyatakan dengan S(t) + V(t) + I(t) + T(t) + R(t) = N(t).
Modd epidemik tipe SIRS dengan vaksinasi dan pengobatan
mempunyai asumsi-asumsi sebagai berikut:
a. Populas dibagi menjadi 5 kelompok yaitu:
S adalah populas Susceptible (kumpulan individu yang rentan
terhadap penyakit).
V adalah individu Vaccinated (kumpulan individu susceptible
yang divaksinasi)
I adalah populas Infected (kumpulan individu yang terjangkit
penyakit)

15
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T adaah populas Treatmented (kumpulan individu yang
mendapatkan pengobatan)

R adalah populasi Recovered (kumpulan individu yang
sembuh dari penyakit).

b. A adalah lgju pertambahan populasi. Jumlah populasi yang
lahir dalam suatu populas tiap satuan waktu selalu konstan.
Jumlah populas tersebut akan memasuki kelompok S
(susceptible). BSI adalah laju besarnya populasi susceptible
yang terinfekss dengan [ merupakan konstanta yang
menunjukkan tingkat kontak sehingga terjadi penularan
penyakit. Diasumsikan bahwa populasi susceptible divaksinas
(vaccinated) dengan lgju konstan ¢ dan vaksin berkurang
dengan lgu konstan 6 sehingga populas vaccinated kembali
menjadi susceptible. Dalam hai ini tingkat ketidakefektifan
vaksin dinyatakan dengan o. SelanjutnyacBVI adalah lgju
besarnya populasi vaccinated yang terinfeksi suatu penyakit. u
adalah lgju kematian alami yang terjadi pada setiap populasi.
Diasumsikan bahwa penyakit yang menyebar dalam suatu
populasi adalah penyakit yang tidak mematikan sehingga
dalam modédl ini tidak ada kematian yang disebabkan oleh
penyakit. Jumlah populasi yang mati pada setiap kelompok
proporsiona dengan jumlah populasi pada masing-masing
kelompok. Oleh karena itu, jumlah kematian pada setiap
kdompok S, V, I, T, dan R masing-masing sebesar
uS, uV, ul, uT dan uR.

c. a adaah lgu populas infected yang menjadi populas
recovered. ¥ addah lgu populasi recovered yang kembali
menjadi populasi susceptible. y adalah Igju populasi infected
yang mendapatkan tindakan pengobatan dan berkurang dengan
laju konstan 1 sehingga berubah menjadi 1aju kesembuhan.

Dari asumsi-asumsi tersebut didapatkan diagram kompartemen
model epidemik tipe SIRS dengan vaksinasi dan pengobatan
sebagai berkut:
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Gambar 4.1 Diagram Kompartemen Model Epidemik Tipe SIRS

dengan Vaksinasi dan Pengobatan

Berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 4.1 diperoleh
model epidemik tipe SIRS dengan vaksinasi dan pengobatan

sebagai berikut :

1. Besarnyalgju populasi yang rentan (susceptible) dipengaruhi
oleh pertambahan populasi, sedangkan populasi akan
menurun karena populasi yang rentan terinfeksi oleh virus,
kematian alami populasi, dan banyaknya populasi yang
mendapatkan vaksinasi. Kemudian populasi akan bertambah
karena adanya populasi yang kembali rentan setelah sembuh,
dan populasi yang kembali rentan setelah mendapatkan

vaksinasi.

S"=A—BSI—(u+@)S+YR+ 0V

2. Besarnya lgju populas yang mendapatkan vaksinas
(vaccinated) akan bertambah saat terdapat populas rentan
yang tervaksinasi, sedangkan populas akan menurun
dengan adanya beberapa kejadian, antara lain populas
tervaksinas yang kembali terinfeksi penyakit, kematian
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aami populas tervaksinasi, dan populas tervaksinasi yang
kembali menjadi populas rentan.

V'=@S—aBVI—(u+0)V

. Besarnya lgju populass yang terinfeks (infected)

dipengaruhi oleh populasi rentan yang terinfeksi penyakit
dan akan bertambah karena adanya populas tervaksinas
yang kembali terjangkit. Sedangkan populasi akan menurun
karena kematian alami populasi tervaksinasi, adanya
populasi terinveksi yang sembuh, dan populas terinfeksi
yang mendapatkan pengobatan.

I'= BSI+ oBVI—(u+a+y)l

. Besarnya lgju populasi yang mendapatkan pengobatan

(treatmented) akan bertambah saat terdapat populas
terinfeksi yang mendapatkan pengobatan. Sedangkan
populasi akan menurun apabila ada kematian aami
populasi yang mendapatkan pengobatan dan populasi yang
sembuh karena mendapatkan pengobatan.

T' =yl —(u+mT

. Besarnya lgu populas yang sembuh (recovered)

dipengaruhi oleh populasi terinfekss yang sembuh.
Sedangkan populasi akan menurun karena kematian alami
populasi yang sembuh dan populasi yang kembali menjadi
rentan setelah sembuh dari penyakit.

R'=al — (u+Y)R
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Dari penjelasan di atas maka sistem persamaan model
transmisi penyakit menular dengan vaksinas dan pengobatan
dapat ditulis sebagai berikut:

S"=A—BSI—(u+@)S+YR+0OV  (41)

V'=@S—aBVI—(u+6)V (4.2
I'= BSI+ oBVI—(u+a+vy)l (4.3)
T'=yl—(u+mT (4.9)
R'=al —(u+Y)R (4.5)

4.2 Daerah Penyelesaian M odel

Diasumsikan bahwa nilai parameter pada sistem persamaan
model (4.1), (4.2), (4.3), (4.4), dan (4.5) adalah posistif.

Misal daerah penyelesaian Q didefinisikan sebagai berikut:

Q:{(S,V,I,T,R)ERE|S+V+I+T+R=N,}
$=0,V=0I1=0T=0R=>0
dan N(0) = N, > 0.

Q menyatakan daerah invarian dari model (4.1), (4.2), (4.3),
(4.4), dan (4.5) dengan nilai awal S(0),V(0),1(0),T(0) dan R(0)
di daam Q sehingga S(t),V(t),1(t), T(t) dan R(t) akan berada
di dalam Q untuk semua t > 0. Sehingga dari model (4.1), (4.2),
(4.3), (4.4), dan (4.5) diperoleh:

N'=S"+V' +I'+T' +R'
=A-BSI—(u+@)S+YR+ 6V + @S —aBVI—(u+0)V
+BSI+ oBVI—(p+a+V)I+YI—(u+n)T
+al —(u+Y)R
=A—u(S+V+I+T+R)
=A—puN (4.6)
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N merupakan jumlah dari semua populasi.

Persamaan (4.6) berbentuk persamaan diferensial linear tingkat
satu, maka penyelesaian dari persamaan tersebut adalah sebagai
berikut:

N' ' =A—uN
dN_A N
ac " H
[ [ 47
misal :u = A—uN
du = —udN
1
dN = ——du
u

Bentuk Persamaan (4.7) selanjutnya menjadi

1
J(a>du=f—udt
Inu=—-ut+InC
Inu—-InC = —ut

u
In |E| = —ut
u=_Ce M

Substitusi u = A — uN
A—uN = Ce™#

A C
N(E) =———e
pou

Di sini nilai N(t) berubah terhadap t. Artinya semakin besar nilai
t makanilai Ce™#t semakin kecil.
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Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa N(t)—>%=K untuk

t - 0.

A C
lim N(t) = lim (— - —e"‘t)
t—co t—oo 'u_ 'u

7
=K
Sehingga untuk selang 0 < N(t) < K jumlah populasi terbatas.

4.3 Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit
Titik kesetimbangan bebas penyakit model dapat diperoleh
dengan substitusi R =N—S—V—I—TdenganN—>K=£ ke

Persamaan (4.1), sehingga Persamaan (4.1), (4.2), (4.3), dan (4.4)
menjadi:

S"'=A—BSI—(u+ @)S+ YR+ 6V
=uK—BSI—(u+@)S+yY(K-S-V—-1-T)+6V
= uK — BSI — uS + ¢S + YK — S — YV — I — YT + 6V
=W+ PK-BSI—(u+o+P)S

- -0V - Yl —yT (4.8)
V'=@S—apVI—(u+0)V (4.9)
I' = BSI+ oBVI—(u+a+vy)l (4.120)
T'=vyl—(u+n)T (4.11)

Selanjutnya dengan mengambil S’ =0,V' =0,I' =0, dan
T' = 0 akan didapat:

u+PYK=pSI+@pu+o+yP)S

+@ - 6)V +yYl +yT (4.12
@S =afVI+ (u+6)V (4.13)
BIS+aV)=@w+a+y)l (4.14)

(w+mT =yl (4.15)
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Titik kesetimbangan bebas penyakit adalah suatu keadaan di
mana tidak terjadi penyebaran penyakit menular dalam suatu
populasi sehingga I = 0. Dari Persamaan (4.12), (4.13), (4.14),
dan (4.15) serta substitusi nilai I = 0 maka Persamaan (4.14) dan
(4.15) terpenuhi, sedangkan Persamaan (4.12) dan (4.13) menjadi:

W+ YK =BSI+(u+@+P)S+ @ — )V + I +yT
o WrpK=0+u+e+p)(“EO) v+ w-oy+o+o
e WUtPYeK = (u+e+P)(u+0)V+ 1 —0)pV
o Ut P)eK = (p* +up + mh + ub + 9 + Yo + o — 0p) V
o Ut P)eK = (p* +up + b +ub + Yo +Po) v
e Wp+P)eK=Wu+P)(u+6+e)V

N oK =(u+0+ )V
_ %
= V_u+9+<pK
___ ¢ A
< V_u+9+¢# (4.16)

Selanjutnya, substitusi Persamaan (4.16) ke Persamaan (4.13)
sehingga menjadi:

@S =oBVI+ (u+6)V

_ p A

@¢S—O+(u+9)#+9+(pﬂ
—_rto A
u++ou

Jadi titik kesetimbangan bebas penyakit pada model adalah:

u+6 A [0 A

-7 2 y=— =
T u+0+ou T u+0+ou

4.4 Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Bebas Penyakit

Kestabilan lokal titik kesetimbangan bebas penyakit model
ditentukan oleh nilai eigen matriks Jacobian dari Persamaan
(4.8), (4.9), (4.10), dan (4.12).



23

Misal:

D= (u+Y)K — BSI— (u+ @ +P)S — @p — OV — YI
L= @S—afVI—(u+06)V

G=pBSI+ ofVI—(u+a+vy)l

H=yl—@+nT

Sehingga didapat matriks Jacobian sebagai berikut:

rdoD oD 0D 09D
3 v ol
dL oL 0L 0L
j_|s v oa

G 0G 0G 0G
as w o o
0H O0H O0H O0H
35 v @ ot

—-(u+o+y) 6-9) —BS—y -y
- ¢ ~(u+6) ~opv 0
0 0 BS+ oBV —(u+a+vy) 0

0 0 Y —(u+mn)

Selanjutnya matriks Jacobian di titik kesetimbangan bebas
penyak|tya|tu EO = (So,Vo,Io, To) men]aj|

—(u+o+y) 6-19) —BSo— ¢ -
) —(u+6) =BV 0
0 0 BSo+ aBVog—(u+a+y) 0
0 0 % —(u+mn

Untuk mencari persamaan karakteristiknya, matriks J akan diubah
ke dalam bentuk matriks segitiga atas dengan cara Operasi Baris
Elementer (OBE) sebagai berikut:
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—-(u+o+y) (0-9) —BSo— —v
® —(u+0) —obVo 0
0 0 BSot afVo—(u+a+y) 0
0 0 Y —(u+mn)
Y
R T g ke
@
2T o)
P ©—v) —pSy — -y
(M+(;ﬂ+ll)) ure) s 0O-) gy _e(BSe + W) oY
0 K Lto+ Coutety  pte+y
0 0 BSo+ afVo—(u+a+y) 0
0 0 —(u+mn)

Selanjutnya akan dicari persamaan karakteristik dari matriks
Jacobian di atas tersebut dengan cara menggunakan

[AI =] =0

Sehingga matriks Jacobian menjadi

[ - ~BSo— ¥ —¥
|A+(M;¢+¢)A+( +9)_(p(9_¢) _UBV_<p(ﬁSO+ Y) -y
I 0 H Ltotu  uto+y o+
{ 0 0 A=BSo— aBVo+ (u+a+Yy) 0

0 0 A+ @+mn)

0

Kemudian dari matriks Jacobian tersebut akan didapatkan
persamaan karakteristik sebagai berikut

p(0—Y)
L+o+y
+@+a+V]A+@+n]=0

A+ @+o+P]|A+u+06)— [A—BSy — oV,
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Sehingga akan didapatkan nilai eigen dari akar-akar karakteristiknya
sebagai berikut

M=—Wu+to+y)
o6 —9)
p+o+y
—u+)p+o+y)+0@—-19)
p+o+y
—u* — O —pp — 09 —wp — 6y + 09 —
pto+y

—(U* + 0+ pp + i + Y + @)
uto+y

A3 =(BSo+ afVo— (u+a+y))

Ay =—(u+mn)

Dari penjelasan di atas didapatkan nilai 1; <0, 4, <0, dan
A4 <0 sedangkan untuk A3 = (BSy+ ofVy—(u+a+Yy))
belum dapat ditentukan tandanya. Artinya dapat bernilai positif
ataupun negatif. Sehingga selanjutnya akan dicari bilangan
reproduksi dasar model epidemik SIRS dengan vaksinasi dan
pengobatan (R,) terlebih dahulu. Dalam kasus ini, bilangan
reproduksi dasar dibutunkan untuk mengetahui bagaimana
dinamika penyebaran penyakit yang akan dianalisis lebih lanjut.
Kemudian berdasarkan nilai eigen A; dapat dilakukan analisis
sebagai berikut

Az = (BSo+ afVo— (u+a+y))

karena
u+6 A Q A

Tuv0teoun T utO+tou
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A3 akan bernilai negatif jika

(BSo+ oV —(u+a+y)) <0
S BSo+ afVy) <(u+a+y)

( BSo aBVy )
=) <1
w+a+y) (u+a+y)
p+6 @
B——F—K of—FF1—K
u+0+eo + u+0+eo <1

(u+a+y) w+a+y)

nto K +af L4 K)<1
pt0+ouraty)  Cutotrolra+ty)

BK (u+6+0p)
Ww+o+o)p+ta+t+y)
Jadi bilangan reproduksi dasar (R,,) adalah:
BK (u+6 +09p)
u+o+e)n+a+t+y)

= (s

Dari nilai R,,, maka diperoleh nilai 4;, 1,, 15, dan 4, sebagai berikut:
a Jikanila R, < 1, atau dapat dituliskan dengan

BK (u+6+ap)
pk+0+)(u+a+y)

maka akan diperoleh nilai eigen 1, < 0.1, <0,1; <0, dan
A4 <0, sehingga berdasarkan sifat stabilitas titik kesetimbangan

_ _ [ ut8 A 9 A .
EO - (SOJ VOJIOJTO) - (ﬂ+9+¢ﬂ,ﬂ+9+(ﬂﬂ,0’ 0) Stab”
asimtotik lokal.

b. Jikanilai R, > 1, atau dapat dituliskan dengan
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BK (u+06+0¢p)

>1
w+to+o)u+a+y)

Maka akan diperoleh nila eigen 4, < 0.4, < 0,4; >0, dan
A4 <0, sehingga berdasarkan sifat stabilitas titik kesetimbangan

_ _(_#t0 A @ A . .
Eo = (So.Vorlo, To) = (5=, —5-2,0,0)  ticek stabil

asimtotik lokal.

45Titik Kesetimbangan Endemik

Titik kesetimbangan endemik merupakan suatu keadaan di
mana terjadi infeksi penyakit di dalam suatu populasi tertentu.
Daam ha ini, titik kesetimbangan endemik bisa didapatkan

dengan mengambil nilai % = O,% = O,% = 0 dari Persamaan
(4.9), (4.10), dan (4.12).
Dari Persamaan (4.9)
av 0
dt

= S —ofVI-(u+0)V =0
S_a,b’V1+(,u+6‘)V

(4.17)
2
Dari Persamaan (4.10)
dr_
dat
S BSI+ ofVI—(p+a+y)[=0
+a+y)—opV
st V)~ b (4.18)

B

Selanjutnya dengan menggunakan Persamaan (4.17) dan
Persamaan (4.18), akan diperoleh:
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(:)G,BVI+(M+9)V_(u+a+y)—0,BV
@ B
S BopVI+u+60)V)=o((n+a+y)—opV)
S aBVI+BV(u+6)+opBV =@u+a+y)
S BV(eBl+u+60+op)=pu+a+y)
pu+a+y)
Bl(u + 6 + a9) + apl]

SV = (4.19)

Setelah memperoleh nilai V*, selanjutnya akan dilakukan

subgtitusi nilai V* ke Persamaan (4.10). Sehingga diperoleh:
dl

—=0
dt
S BSI+ oV I—(u+a+y)[=0
p(p+a+y)
[(u+6 +09p)+apl]
pp+a+y)
[(u+ 6+ op) + apl]
_(wtra+lp+6+op)+apl]l—o(pu+a+y))
B [(u+6 +aop)+apl]
<:ﬂ5_0r+a+wKu+9+0¢}+wﬂ—am
B [(u+6+op)+ apl]
o _ At at+VIk+6)+oapl]
Bl(u+ 0 + o) +apl]

S BS+ o —(u+a+y)=0

epS=W+ta+y)—o

= (S

S S

(4.20)

Setelah memperoleh nilai ™, selanjutnya akan dicari nilai T*
dengan menggunakan Persamaan (4.11), seperti berikut ini:

dT_O
dt
Syl-@p+mMT=0
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Y
(u+mn)

Y
(u+n)l

Bu+mn)

I

< pT =0

ST =p

I (4.21)

Setelah memperolen nila S*,V*, dan T* selanjutnya
Persamaan (4.19), (4.20), dan (4.21) akan disubstitusikan ke
Persamaan (4.12), sehingga diperoleh:

wW+PYK=pSI+(u+o+P)S+ @ -0V + Yl +yYT
SWUFHPK=ST+ @+ +PY)S*+ @ - OV + Yl +YT*

(u+a+vy)[(u+0)+opI]
Bl(u+ 6 + o)+ opl]

(u+a+y)[(u+0)+aopl]
Bl(u+6 +o0¢) +apl]

S W+pK=p

+u+o+9)

put+a+y) Y
ﬁ[(u+9+0<p)+0ﬁ1]+¢1+¢(u+n)

+(p —0) I
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(u+a+y)[u+0)+opl]
Bl(u+6+op)+apl]

wut+to+PY)(u+a+y)u+6)+opI]
Bl(u+6+op)+apl]

W-0)puta+y) Bl(u+6+o0p)+apl]

0=p

Bl 0 +top)+ o8l VBt 6+ o)+ o]
BI( + 0 + o) + o]
(u+npBl(u+6+op)+opl]

Blu+6 +0¢) + apl]
Blu+6 +09) +apl]

+ Yyl

—(w+PK

S0={pu+nNu+a+y)+0)+aplll
+u+nNe+e+P)u+a+y)u+0)+apl]
+@+nN@-Oeu+a+y)
+PIl(u+mPlu+ 6 + op) + opl]
+YyIBl(u+ 0 + o¢) + opl]
—(u+PKp+nPlp+ 06 +o9p)

1
TP B T 6 T o) ¥ 0BTl




0=

{oB*((u+m @+ a+y)+u+n) +ypy)}?
+H{p+mne+o+P)(+a+y)op
+YBu+n)(u+0+o¢)+yPyB(u+6+ap)
— W+ YK +nap?}
H{p+nNu+to+P)u+a+y)(u+0)
+u+nN@W-Oe+a+y)

—(p+PK@p+npp+o
1
Blu+ 6 + o) + opl]

+0p)}

{oBlyu+n+y)+@w+nu+a+y)?
+{w+n+y)(u+6+o0)
tow+rnNuta+y)(u+e+y)

31

+U+rnNu+0)Wu+a+y) —ofu+nu+yPK}H

+{(u+n)(u+¢)(u+a+y)(u+9+<p)
B

—(w+to6+op)u+nu +1/J)K}

atau g(I)=AI>?+BI+C=0

dengan

A= oflYpu+tn+y)+@w+nu+a+y)]
B=v¢u+n+y)p+0+op)

to(w+rnuta+y)u+oe+y)

+w+rmu+)wwt+a+y) —ofw+nu+yPK

(4.22)
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w+rmu+yPuta+y)u+o+e)
B

—(w+0+op)(u+n)u+yPK

w+n+P)u+a+y)w+6+9)
_etm uﬁa V) (u D11_g,)

C =

(4.23)

Penyel esaian dari Persamaan (4.22) adalah :
_ —B+VB?—-4AC
B 24

a JlkaR >1makaC <0

i. KarenaC < 0makaVvB2—4AC > 0 dan VB%2 —4AC > B

maka 2= f: ~44C > 0 untuk sebarang B.

ii. Misakan
* B > 0 maka
—B<0dan—\/B2 4AC <0

sehingga—— ZBNBAAC <.

* B = (0 maka
—B —\B2 —4AC _ 0—+4aAC
24 T 24

sehmggaﬂ < 0.

2A
* B < 0 maka

—B = VB dan r < VBZ—44C
sehingga—— 5= ” —4C <.
Dari pemisdan di aas dapat disimpulkan bahwa
—-B—VBZ%2-4AC
2A
Jadi untuk R, > 1 didapatkan satu penyelesaian yang positif.

< 0 untuk sebarang nilai B.
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b. JkaR, =1makaC =0
Persamaan (4.22) menjadi
AI?+BI =0
I(AI+B) =0
I =0ataul = —B/A.
Jadi  untuk R, =1, Persamaan (4.22) mempunyai

penyelesaian tunggal 1 = —%yang bernilai positif jikaB < 0.

c. JkaR, <1makaC >0,
Agar Persamaan (4.22) mempunyai penyelesaian maka
B?2 —4AC =0
(B — 2VAC)(B + 2VAC) = 0
daerah penyelesaiannya adalah
B < —2VAC dan B = 2v/AC
i.ApabilaB < —2VAC,
maka B bernilai negatif, maka—B > 0 danvB2 — 4AC > 0.

_B++/B%—
Sehingga% > 0 untuk B < —2vVAC.

» Karena B bernilai negatif maka —B bernilai positif,
maka—B = VB?
« KarenaVB? > VB% — 4AC,

maka —B > 1/ B* — 4AC.
_B—+/B2—
Sehingga% > 0 untuk B < —2vVAC.
ii. ApabilaB = 2VAC,
maka B bernilai positif, maka —B < 0 dan —vBZ —44c < 0.

_BB?—
Sehingga%w < 0 untuk B = 2vAC.

¢ Perhatikan bahwa



B =B
—B=—B?

dan

JBz > /B2 —44AC
—JB2 < —/B2 —44C
maka

—B < —/B* — 4Ac.

_B++/B%2—
Sehingga% < 0untuk B = 2VAC.

Jadi jika R, <1 maka C >0 dan jika B < —2VAC,
Persamaan (4.22) mempunyai 2 penyelesaian yang positif.
Dan jika B > 2vVAC, Persamaan (4.22) tidak mempunyai
penyelesaian yang positif.

4.6Kestabilan Lokal Titik Kesetimbangan Endemik
Pada titik kesetimbangan endemik, matriks Jacobiannya
adalah sebagai berikut:

—Bl—(u+o+y) (6-v) —BS— ¢ -
= ¢ —opl = (u+6) —oBV 0
Bl opl BS+ opV —(u+a+y) O
0 0 Y —(u+n)
I
~Bs _%Bz
—BI—(u+ ¢ +) @ - BS-y¢ -9
= ® —oBl—(u+6) —opV 0
0 0Bl +Z BS+ M 0
0 0 Y —(+n)

dengan
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272
szﬁ(pl +(M+¢6)'Bl, M= aﬁV—(u+a+y)+%aﬁV
OBE selanjutnya
B ofl +Z
T el ()
—Bl—(+o+y) ©—-19) —BS — ¥ -y
- ¢ —oBl—(u+6) 0BV 0
0 0 BS+ M+ 0 0
0 0 Y —(u+n)
dengan
0= — oBl+7 v
= T opi+urn°F
OBE sdlanjutnya
Y
T L
—Bl—(u+9o+9) ©—-1) —BS— -y
- ¢ —ofl—(u+6) —oBV 0
0 0 BS+M+0 0
0 0 0 —(u+mn)
OBE sdlanjutnya
@
T T
—Bl—(u+o+y) ©—-19) —BS— ¢ -y
= 0 —ofl—(u+60)+w —afV-—-X -Y
0 0 BS+ M+0 0
0 0 0 —(u+mn)
dengan
__e6-y) . __eBStY) ey
Bl+w+o+¥) Bl+u+o+y) Bl+u+o+)

Selanjutnya akan dicari persamaan karakteristik dari matriks
Jacobian di atas tersebut dengan cara menggunakan

[AI =] =0
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A+BI+(u+o+) (CEX")) —BS— 9y -9

0 A+oBl+(u+6)—Ww —apv 0

0 0 A= (BS+ M+0) 0

0 0 0 A+ (u+mn)
=0

Dari matriks Jacobian tersebut maka akan diperoleh persamaan
karakteristik sebagai berikut:

A+Bl+u+o+P)][A+oBl+(u+60)—PlIA—(BS+ M
+M]A+@+n]=0

SA+pI+Ww+e+P)][(A+0Bl+ (u+06)— (6 —¥) ]

BI+ @+ +1)

) U,BI+UB212+('M+9)BI
A—=| BS+ aﬁV—(u+a+y)+%0ﬁV— 4 4 opVv

oBl + (u+6)

A+@+m]=0

Sehingga akan diperoleh nilai eigen dari akar karakteristiknya
sebagai berikut:

M+Bl+@u+o+y)=0

eh=—pl-Wu+te+y)

e =—[pl+W+eo+)]
makal, <0

o6 —P)

12+Jﬁ1+(ﬂ+9)—m=

_ToBIBI+pto+P) —wt+ OBl +uto+P)+ 90 —¢)

=k Bl+ (it +v)
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=4,

:—GBZIZ—WBI—wﬂl—wcfﬁl—uﬁl—ﬂﬁl—uz—Bu—uw—ew—uw—ﬂww—w
Bl+(u+o+)

4,

_ —(aB?I? + uaBl + pofl + YoPl + ufl + 6B + > + Ou + pp + i + 6y + @)
- BL+ 1+ +1)

maka 1, < 0
51 Gﬁ1+aﬁ(;lz+(u +(p9)[31
Az — /?S+oﬁV—(,u+a+y)+$d,BV— RN ET)) oV | =0
o1 _(ptra+Vu+6)+opl] 0 p(p+a+y)
37 [(u+6+09)+apl] [(u+ 6+ 0p)+apll
Bl pu+a+y)
T T 0 T o) + o]
af?I*  (u+6)BI
P e ewraty)
oBl + (u+0) [(u+6+op)+opll
(:)A3=(ﬂ+a+Y)[ﬂ+9+0/31] op(p+a+y)

[(u+ 0 + o)+ opl] [(u+ 0 + o)+ opl]
ofl(p+a+y)
[(u+ 0 + o)+ opl]

[opBl + af?1* + (u+ 0)pIllo(u + a +Y)]
B [6BI + u+0][u+ 6 + op + apl]

—(uta+y)+
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_(ptra+Y)u+0+aplllopl +p+0]

A= [6BI + u+ 0][(u+ 6 + op) + aBI]
[6B] + pu+ 0llop(u + a +Y)]
[eBI + u+ 01[(u + 6 + o) + oBI]
_(u+a+y)[0ﬁ1+u+9][u+9+a(p+aﬁl]
[6BI + u+0][u+ 6 + op + apl]
aBI(n+ a+y)[oBI + u+ 6]
[eBI + u+0][(u+ 6 + o) + opI]
_ lopBl +ap*1” + (u+ O)Bl[o(k + a + V)]
[6BI + u+0][u+ 6 + op + apl]
a
4= [oBI + p + 6(?1;[2;1 ++9\2 op) + oBl] Uu+0+oBlllopl + 1
+ 0]+ [oBl +pu+0lop — [6Bl +u+0][u+ 6 + o + apl]
+ oBI[oBI + u+ 6] — [opBI + aB%1? + (u + 0)BI]o}
a
A= [oBI + u + é‘]‘[a ++9‘2 op) + apl] {u+ 0+ oplllopl +u
+ 0] —[oBl +u+0][u+06+aBIl+apllopfl +u+ 6]
— [o@BI + ap?1? + (u + 8)BI]c}
o2 wraty) (oBI[oBI + u + 6]

37 [eBI + u+ 601[(u + 6 + o) + oBI]
— lopBl + op*I* + (u+ 0)Bl]o}

B (h+a+y)
37 (0Bl 4+ u+0][(u+ 6 + o) + apI]

=1

{~loppl]a}

B (h+a+y)
37 (0Bl 4+ u+0][(u+ 6 + o) + apI]

=Y {—o?BI1}
a?Bl(u+a+y)

B [oBI + u+6][(u+ 6 + op) + opI]

makal; < 0

@/13=
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A+ @+n)=0
S A=—(u+n)
makal, <0

Karena nilai eigen (14,1,,45,dan 4,) bernilai negatif pada
bagian realnya, maka berdasarkan akar karakteristik (nilai eigen
A), titik kesetimbangan bebas penyakit stabil asimtotik lokal.

4.7 KurvaBifurkas
Untuk menggambar suatu kurva bifurkasi, diasumsikan S
sebagai variabel dengan parameter a, u,v,1, 0, 9,1, 0, K bernila
konstan. 8 dipandang sebagai variabel karena S menentukan
besar kecilnya penyebaran penyakit pada suatu populasi.
Diferensia implisit dari (4.22) terhadap § adalah

d d
— (AI? + BI + C) = —(0)

ap ap
@2A1ﬂ+d—A12+Bﬂ+d—Bl+d—C=o
g dp g dp  dp
:»(2A1+B)ﬂ=—<12d—A+1d—B+d—C)
ap g~ dp dp
<=>(2A1+B)ﬂ——12d—'4— b _dc

ap- "apap " ap
dl dA dB dc
T

ag- "\'ag*ap) " ap

dari Persamaan (4.23) diperoleh Z—; < 0, oleh karena itu 5—; dan

< (241 + B)

(2AI + B) bertanda sama jika I % + Z—Z < 0, sehingga kurva

bifurkasi memiliki kemiringan positif jika 2AI + B > 0 atau
I > —B/2A, dan memiliki kemiringan negatif jika 24l + B <0
atau I < —B/2A.

Dari pernyataan di atas dapat disimpulkan bahwa:
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e Jka I >—-B/2A maka kemiringan kurva dI/df positif
sehingga titik kesetimbangan endemik stabil asimtotik lokal.

e Jka I <—-B/2A maka kemiringan kurva dI/df negatif
sehingga titik kesetimbangan endemik tidak stabil asimtotik
lokal.

Berdasarkan kurva bifurkas mundur pada gambar 4.2 tersebut,

ketika B > —2vVAC tidak terdapat titik setimbang endemik.
Bifurkasi mundur terjadi saat R, < 1. Jelas terlihat bahwa ketika

B < —2+AC dan € > 0 terdapat dua titik setimbang endemik,
yang stabil saat I > g digambar dengan garis padat dan tidak
stabil saat I < % digambar dengan garis putus-putus. Saat
R, > 1 hanya ada satu titik kesetimbangan endemik.

Untuk | =~ maka dari Persamaan (4.22) diperolen

AI?+BI+C =0
2

@A(_B) +B<_B)+C—
24 24 B

B? —2B% + 4AC _
44 -
—B2 + 4AC
e—— " "=0
44

—=0
4A

sehingga diperoleh

D=0

© B?—-4AC=0

& B? — 4AC'(1 — R(p) = 0 dengan ¢’ = (u+n)(u+¢)(u;a+v)(u+9+fﬂ)
—B2

—4AC'

=4

o (1-R,) =
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—B2
-R, = -1
¢ —aAc
—B? + 4AC’
S R = -
4AC
B=-2.JAC C=0
I* | i
+ ! !
] EE— Titik kesetimbangan
A T~ endemik (stabil)
B>-2JAC!
E ------------- C <0
24 y €>0 !
i !
LN :
oy ;
: ~ !
: b : Titik kesetimbangan
' e o pa » endemik (tidak stabil)
i s -
0 R, 1 ¢

Gambar 4.2 Bifurkasi Mundur pada Model SIRS dengan
Vaksinasi dan Pengobatan

4.8 AnalissBifurkas

Kurva bifurkasi dalam tugas akhir ini digambar dengan
menggunakan titik kesetimbangan endemik g(I). Diketahui titik
kesetimbangan endemik sebagai berikut:

g)=AI*+BI+C=0
dengan

A= ofp[Ypu+n+y)+@w+nu+a+y)]
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B=9u+n+y)(u+6+op)
+tou+nu+a+y)(w+o+y)
+w+tnNu+)ut+a+y) —apu+mnu+PK

C_(u+n)(u+¢)(u+a+v)(ﬂ+9+<p)

- B [1_R<P]
_ BK (ut6+op)
b+ utaty)

Dalam hal ini koefisen A selalu memiliki nilai positif.
Sedangkan untuk koefisien C bergantung pada nilai R,,. Apabila
R, <1, maka C > 0, selanjutnyajikaR(p > 1, maka C < 0. Jka
R, =1, makanilai C = 0. Sehingga diperoleh

g)=AI*+BI+C=0
— AIZ + Bl + C'(l _ R(p) dengan c' = (u+n)(u+¢)(u;a+v)(u+9+¢)
=AI?+BI+C'(1-1)
= AI? + BI

karena g(I) = 0, maka
0=AI>+BI
0=1I(Al + B)

karenal # 0, maka Al + B = 0, sehingga

Al+ B =0
Al = —B
—B
I'=—

Agar I > 0, makaharudah B < 0 sehingga
Yutn+y)+0+op)tow+nu+a+y)w+oeo+)
+u+nu+)u+a+y) —ofu+n)u+yP)K <0
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B>
(ll}(u+77+v)(u+9+0<p)+0(u+n)(u+a+v)(u+<p+¢)
alp+mn)
+(u+n)(u+9)(u+a+v)>
(+ YK

misal
<IIJ(M+77+Y)(#+9+0<.0)+0(H+TI)(H+6¥+Y)(M+<P+1/})
o(p+1n)
+(u+n)(u+9)(u+a+v)>_ﬁ
(u+ YK e
Jkal > 0 makap > f,.

Selanjutnya pada persamaan g(I) akan terjadi bifurkas
mundur pada saat R, = 1 jika dan hanyajikaA >0 dan B <0
sehingga B2 — 4AC > 0. Karena R, =1 maka C = 0 sehingga
B? > 0. Ketika terjadi bifurkas mundur, terdapat dua titik
kesetimbangan endemik dan g (1) = 0 sehingga diperoleh

. _ —B—VBZ—44C
1= 24

—B +VBZ — 4AC
= 24

dengan I; dan I, masing-masing memiliki sifat stabil dan tidak
stabil. Sehingga, persamaan g(I) memiliki dua penyelesaian
positif, yang artinya terdapat dua titik kesetimbangan endemik
jika dan hanya jika C > 0 atau R, <1 dan B <0, A > 0, serta
B? > 4AC. Dengan terjadinya bifurkas mundur, menunjukkan
bahwa penyakit menular semakin sulit untuk diberantas. Jika
C>0 dan B>0 atau B? <4AC, maka persamaan g(I)
menghasilkan penyelesaian tak real dan tidak terdapat titik
kesetimbangan endemik. Perilaku dari model dinamik dapat
digambarkan dengan persamaan g(I) yang menunjukkan
bifurkasi mundur pada model transmisi penyakit menular dengan
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vaksinasi dan pengobatan. Parameter yang digunakan untuk
menyatakan bifurkasi dalam tugas akhir ini yaitu parameter 5, di
mana nilai f > S, untuk I > 0 sehingga dengan menggunakan
nila parameter a=12,u=0.1,y=0.3,0 =0.2,¢0 =3, =
5,80 = 0.5,K = 3, dan mengambil nilai § = 14, didapatkan saat
nila B di bawah 14 akan terjadi bifurkas maju, dan pada saat
nila § di atas 14 akan terjadi bifurkasi mundur. Parameter ini
hanya berlaku untuk nilai-nilai tertentu dengan nilai parameter
n = 0.1 ditentukan sendiri, dan nilai parameter yang lain
didapatkan dari data sekunder jurnal [2] dan jurna [4]. Di bawah
ini adalah kurva bifurkasi yang dihasilkan dari proses simulasi.

L
n

=
.
n

=2
i

o
w
m

=
w

o
on)
i1

Infected (1)

e
Basic Reproduction Mumber (Ry)
Gambar 4.3 Kurva Bhfurkasi Mundur dengan nilai parameter
a=12,u=01,vy=03,7=01,0=02,¢0 =3,y =5,
60 =05K=3,=26

Pada gambar 4.3 dapat dilihat bahwa telah terjadi bifurkas
mundur ketika R, < 1 sehingga didapat tiga titik tetap, yang
masing-masing terdiri dari titik setimbang bebas penyakit, titik
setimbang endemik stabil, dan titik setimbang endemik tidak
stabil. Selanjutnya ketika R, = 1 terjadi bifurkasi transkritikal,
sedangkan pada titik 0.6976 terjadi bifurkas Sadle Node. Ketika
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R, < 0.6976tidek terjadi penyebaran penyakit atau dalam
keadaan bebas penyakit, sedangkan ketika 0.6976 <R, <1
terdapat dua titik kesetimbangan endemik, yang pertama adalah
satu titik bersifat stabil (biru) dan yang kedua adalah titik yang
bersifat tidak stabil (merah) serta satu titik kesetimbangan bebas
penyakit yang bersifat stabil. Ketika R, > 1 titik kesetimbangan
endemik sangat besar sehingga penularan sulit diatas dan
terdapat juga titik kesetimbangan bebas penyakit yang bersifat
tidak stabil.
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Basic Reproduction Number (Rv)

Gambar 4.4 Kurva Bifurkasi Maju dengan nilai parameter
a=12,u=01y=03,1=01,0=02,¢ =3,y =5,
6 =05K=3,8=13

Gambar 4.4 memperlihatkan kurva bifurkasi maju dengan
nilai R, > 1. Pada gambar tersebut terdapat satu titik setimbang
endemik. Ketika R, =1 terjadi bifurkasi Transkritikal. Ketika
R, <1 tidek terjadi penyebaran penyakit atau disebut bebas
penyakit, sedangkan ketika R, > 1 terdapat titik endemik stabil.
Pada Gambar 4.4 memperlihatkan telah terjadi bifurkas maju
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dengan nilai Ry, >1 dan mengakibatkan nilar A >0, B > 0,
C > 0.

Pada kasus ini perubahan bifurkasi dapat terjadi karena
perubahan nilai R, yang berakibat nilai A, B, dan C berubah
sehingga nilai titik puncaknya juga ikut berubah. Dengan
mengubah nilai parameter dari § =26 menjadi § = 13 pada
Gambar 4.4, maka pada kurva bifurkasi memperlihatkan nilai R,
yang semakin kecil. Ini menunjukkan bahwa telah terjadi
perubahan dari bifurkas mundur menjadi bifurkasi maju yang
disebabkan oleh pemberian tindakan vaksinasi dan pengobatan
yang kurang efektif sehingga dapat mengakibatkan ancaman
penularan penyakit pada individu yang terinfeksi. Oleh karena itu
tindakan pencegahan perlu diberikan supaya vaksinasi dan
pengobatan pada penyakit dapat efektif.

05¢

Infected (I}
o}
o
[hg]

’ Basic1Repr0ducfi0n Numhi!r Rv) ! ’
Gambar 4.5 Kurva Bifurkasi Mundur dengan nilai parameter
a=12,u=01,vy=03,7=01,0=02,¢0 =3,y =5,

60 =05K=3,8=35

Selanjutnya bifurkasi mundur juga terlihat pada Gambar 4.5.
Ini terjadi karena adaindividu yang belum terlepas dari penularan
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penyakit oleh individu lain yang terinfeksi. Pada saat interaks
terjadi antar individu dalam populasi semakin besar, maka dengan
tindakan vaksinasi dan pengobatan yang berkapasitas kecil
mengakibatkan hasil yang kurang efektif sehingga masih terdapat
individu yang terjangkit penyakit.

Dengan menganalisis beberapa nilai parameter yang terdapat
pada Tabel 4.1, diketahui kondisi kapan terjadi bifurkasi maju dan
mundur dengan melihat perubahan pada nilai-nilai parameter.
Beberapa input nilai parameter dan terjadinya bifurkasi maju dan
mundur tercantum pada tabel di bawah ini

Tabel 4.1 Daftar Nilai Parameter dengana = 12,u = 0.1,y =
03,7 =0.1,0=0.2,¢ =3, =5,0 =0.5K = 3 padaMode
Penyebaran Penyakit Menular dengan Vaksinasi dan Pengobatan

No i) Keterangan

35 | Bifurkasi Mundur
33.5 | Bifurkasi Mundur
32 | Bifurkasi Mundur
30.5 | Bifurkasi Mundur
28 | Bifurkasi Mundur
6 | Bifurkasi Mundur
253 | Bifurkasi Mundur
3 Bifurkasi Maju
11 Bifurkasi Maju
10 Bifurkasi Maju

et
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Dari tabel 4.1 dapat dilihat bahwa perilaku dinamik dari
model penyebaran penyakit menular sangat erat hubungannya
dengan parameter ambang batas yaitu nila R, atau bilangan
reproduksi dasar. Banyaknya individu yang terinfeksi akan
meningkat pada saat nilai R, lebih besar dari 1(satu). Ini
mengakibatkan bahwa pengendalian penyakit pada individu yang
terinfeksi semakin sulit. Sehingga pada saat R, = 1, berarti
hanya terdapat satu orang yang terinfeksi penyakit, maka



48

diperlukan tindakan pencegahan atau pemberantasan berupa
vaksinasi dan pengobatan secara efektif dan intensif.

Fenomena bifurkasi maju terjadi pada saat R, > 1, ini
menunjukkan bahwa individu yang terinfeksi diberikan kapasitas
vaksinasi dan pengobatan yang kurang efektif dan tidak cukup
untuk menangani daya infeksi penyakit yang tinggi, sehingga
mengakibatkan jumlah individu yang terinfeksi sedikit demi
sedikit akan semakin meningkat dan penyakit akan menjadi
endemik. Tetapi ketika R, <1, menunjukkan bahwa jumlah
individu yang terinfeks sedikit demi sedikit akan semakin
berkurang sehingga penyakit akan menghilang dalam kurun
waktu tertentu.

49 Simulas Numerik Runge-Kutta

Pada pembahasan yang sebelumnya telah didapatkan titik
kesetimbangan bebas penyakit, titik kesetimbangan endemik,
serta kestabilan asimtotik lokal titik kesetimbangan bebas
penyakit dan kestabilan asimtotik lokal titik kesetimbangan
endemik. Proses selanjutnya akan dilakukan simulasi numerik
untuk memudahkan analisis model. Penyelesaian numerik yang
digunakan adalah metode Runge-Kutta orde empat. Metode
Runge-Kutta orde empat adalah satu dari metode yang banyak
digunakan untuk menyelesaikan persamaan diferensial. Metode
ini memiliki suatu galat pemotongan h*. h adalah langkah waktu
(step size).

Sebelumnyanilai awa dapat dimisalkan sebagai berikut :

S(ty) = So
V(ty) =V
1(ty) = I
T(ty) =Ty

Integrasi numerik dari Persamaan (4.8) — (4.11) dengan
menggunakan metode Runge-Kutta orde empat ditunjukkan
sebagai berikut:



1
Sn+1 - STL + g(kl,s + 2k2’5 + 2k3,s + k4,s)
1
Vier = Vo + g(kw + 2koy + 2ksy + kay)
1
ITL+1 = ITL + g(kl,l + 2k2,1 + 2k3'1 + k4’1)

1
TTL+1 == TTL + g(kllT + ZkZ,T + 2k3,T + k4,T)
dengan

kis=hf(ty Sy VI Ty)
= h ((+P)K = BSpln — (u+ @ +)Sp — (W — OV, —
1/)171 - 1/)Tn)

kl,V =h f(tn' Snl Vru In' Tn)
= h (pSy, — ofVpl, — (u+ 0)V,)

kl,I =h f(tnl S Voo In, Tn)
=h (BSply + ofVpl, — (u+ a+v)L,)

kl,T = hf(tn' Sn' Vru In' Tn)
=h L, —(u+mMT,)
h kl S kl,V kl,l kl,T
as = B (143, S04 =28 Gy + 22 1 4 20, 4 A7)
ks

(s p(s, 4 2) (4 3)
—(u+<p+¢)<5 s )—(w 0 (1 k2v>

—w<fn+%>—w<Tn+k;i>)

h ks kiy ky kit
kZV—hf<t +25 + — > V+TI + — > Tn"'T)
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k k
=h v(1n+i')—(u+n)(Tn+£)
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h' kZS kZ,V kZI kZ,T
k35—hf(t +2 ,Sp +—— > V+T,In+ > ,Tn+7)
k 21
(u+P)K — /3(5+ =23) (1, +21)
ko s kyy
—(u+<p+¢)<5+ )—(w 9)( +7')

b k;'>—¢<Tn+k;J>)

h kZS kZ,V kZ,I kZ,T
k3V—hf<t +2 ,Sp +—— > V-l-T,In‘l'T,Tn‘l'T)



=h <<p<5n+%>—0b’(vn +k;—"’)(1n+%)
~ @+0) (v +%)>

h k k k k
k3,_hf<t +25+25V+ 2V ;’ ;T>

_h(ﬁ(s + )( )"'”B(V‘Fk”)(ln-p%)
_(,U+a+y) )

h kZS kZV kZI kZ,T
k3T—hf<t +25+2 Ve + BN I+2 Tn‘l'T)

- (v(n+ ) - o (14127

Kkas =h f(tnSn+kas Vi + ksy, In + ks, Ty + k1)
= h ((+ WK = B(Sn+ kas) (ln + k)
-(uto+ 'l’)(sn + k3,s) - - 9)(Vn + k3,V)
— (I +Jes) = (T + kar))

Koy =h f(tn Sn+ ks, Vo + kay, In + ks, Tn + ksr)
=h (9(Sn + kss) = OBV + ko) (In + ks1)
—(u+ 9)(Vn + ks,v))

kay =h f(tn Sn+ ks, Vo +kay, In + ks, Ty + kar)
=h (B(Su+ kas)(In + ka) + 0B (Ve + kay) (I + ks
—(u+a+y) (I +ks,))
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kyr=h f(tn:Sn + k3, Vo +ksy, Iy + ks, Ty + k3,T)
=h (Y(In + k3,1) - (ﬂ + n)(Tn + k3,T))
Selanjutnya parameter yang digunakan untuk keadaan bebas

penyakit beserta nilai awal pada setiap populasi ditunjukkan pada
tabel berikut ini:

Tabel 4.2 Nilai Parameter Bebas Penyakit

No | Parameter | Nilai Parameter
1 a 0.1000
2 U 0.1000
3 B 2.0000
4 Y 0.3000
5 n 0.1000
6 o 0.2000
7 ) 0.2000
8 Y 0.1000
9 6 0.5000

10 K 0.1000

Tabel 4.3 Nilai Awa dari Masing-Masing
Sub Populas

No | Sub populasi ketikat = 0 (’}':J'ta'a jei“\;vvg')
1 S 40
2 v 30
3 I 20
4 T 10

Selanjutnya dengan memasukkan nilai parameter serta nila
awal yang terdapat pada Tabel 4.2 dan Tabel 4.3 diperoleh nilai
R, =0.0800. Dengan nilai yang diperoleh, akan dianalisis
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apakah dapat menghasilkan titik kesetimbangan sesuai dengan
pembahasan yang telah dilakukan sebelumnya yaitu jika R, < 1
maka titik kesetimbangan pada saat bebas penyakit. Populas
Susceptible, Vaccinated, Infected, dan Treatmented berturu-turut
dalam keadaan bebas penyakit adalah (0.0750,0.0250,0,0)
pada saat t — oo. Simulasi dalam model ini menggunakan metode
Runge-Kutta. Sehingga didapatkan grafik seperti yang terlihat di
bawah ini :

Paopulation {million)
=
(g}

0 5 10 15 20 25 30
Time (year)

Gambar 4.6 Grafik K estabilan Bebas Penyakit

ketikaR, = 0.0800 < 1, N =300, h = 0.1

Pada gambar 4.6 dapat dilihat bahwa ketika 0 <t < 30
grafik populas  Susceptible, Vaccinated, Infected, dan
Treatmented belum menuju ke arah titik setimbang. Laju
pertumbuhan populasi  Susceptible mengalami  penurunan.
Turunnya populasi Susceptible ini disebabkan lgju kelahiran dan
individu yang hilang kekebalannya lebih kecil dari laju infeksi
yang menyebabkan individu rentan menjadi individu terinfeksi.
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Lgju pertumbuhan populasi Vaccinated mengalami penurunan
seiring dengan turunnya populasi Susceptible, dan kemudian naik
bersama-sama kembali hingga akhirnya stabil di satu titik. Ini
karena kapasitas vaksinasi yang diberikan kepada populas
Susceptible kurang efektif. Laju pertumbuhan populasi Infected
awanya naik, ha ini disebabkan oleh berkurangnya populas
Susceptible dan menjadi populasi Infected. Namun selanjutnya
lgu Infected kembali menurun karena lgju perpindahan menuju
Treatmented lebih besar daripada lgu pertambahan populas
Infected. Kemudian setelah mengalami kenaikan, lgu populas
Treatmented kembali menurun. Ini menunjukkan bahwa kapasitas
pengobatan yang diberikan kepada populasi Infected kurang
efektif.

0.4
— =i
01y SRR NN, - WO P SERRORORE. IS SOOI . MO Wi |
L)
I O DS . R T T i
E’
£
TR C ¢ R (DU RSP, PR (SR L, (U LRI | . 4
o

W T 5;0 Ty
Time (year)

Gambar 4.7 Grafik K estabilan Bebas Penyakit

ketikaR(p =0.0800<1,N =1000,h =0.1

Pada Gambar 4.7 nilai t diperpanjang sampai 100 tahun,
dengan nilai N = 1000,h = 0.1. Dari gambar tersebut dapat
dilihat bahwa populasi Susceptible, Vaccinated, Infected, dan
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Treatmented menunjukkan ke arah titik setimbang dan sudah
stabil pada titik tersebut. Untuk populasi Susceptible, grafik
populasi ini menuju satu titik yaitu S = 0,0750 dan stabil pada
titik tersebut. Hal ini berarti pada titik populasi tersebut sudah
tidak terjadi penyebaran penyakit yang menginfeksi populasinya.
Kestabilan lgu Susceptible diikuti juga oleh kestabilan lgju
populasi Vaccinated di titik V' = 0,0250. Pada populasi Infected,
grafik populasi menuju satu titik yaitu 0 dan konstan pada titik
tersebut. Hal yang sama juga ditunjukkan oleh lgu populas
Treatmented yang konstan pada titik 0. Ini artinya populas
Infected dan Treatmented semakin lama akan semakin habis.

Dari Gambar 4.6 dan Gambar 4.7 didapatkan titik
kesetimbangan bebas penyakit dan grafik ketika populasi tersebut
menuju titik setimbangnya. Berdasarkan hasil numerik tersebut,
tidak terdapat penyebaran penyakit menular karena tidak ada
individu dalam masing-masing populasi yang terinfeksi. Sehingga
dari andlisis yang telah dilakukan, dapat disimpulkan bahwa
grafik ini stabil jika menggunakan h = 0.1 dengan metode
Runge-Kutta. Selanjutnya setelah dilakukan analisis numerik,
ternyata hasil yang didapatkan sama dengan pembahasan
sebelumnya yaitu untuk titik kesetimbangan bebas penyakit
E°® = (0.0750,0.250,0,0) akan stabil asimtotik lokal ketika
R, < 1 dan tidak stabil untuk nilai yang lainnya.

Selanjutnya parameter yang digunakan untuk keadaan
endemik dalam setiap populas ditunjukkan pada tabel berikut ini:

Tabd 4.4 Nilai Parameter Endemik

No | Parameter | Nilai Parameter
1 a 0.4000
2 0.3000
3 B 3.0000
4 y 0.3000
5 n 0.6000
6 o 0.2000
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Sehingga didapatkan grafik seperti dibawah ini :
0.4 . : , .

Fopulation {million)

7 © 0.0500
8 " 0.1000
9 0 0.5000
10 K 0.5000

Simulasi pada keadaan endemik dilakukan dengan cara
memasukkan nilai parameter untuk kondisi endemik pada setiap
populasi dengan metode numerik Runge-Kutta dengan nilai
h = 0.1. Dengan nilai parameter dan nilai awal dari Tabel 4.4 dan
Tabel 4.3 didapatkan R, = 1.4294, diharapkan menghasilkan
titik kesetimbangan yang sesuai dengan pembahasan sebelumnya
yaitu ketika R, > 1 makatitik kesetimbangan pada saat endemik.
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Time (year)
Gambar 4.8 Grafik Kestabilan Endemik

ketikaR, = 1.4294 > 1, N =300, h = 0.1

Pada gambar 4.8 dapat dilihat bahwa ketika 0 <t < 30
grafik populas  Susceptible, Vaccinated, Infected,
Treatmented belum menuju ke arah titik setimbang. Laju

dan
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pertumbuhan populas Susceptible dan Vaccinated mengalami
penurunan kemudian naik kembali. Ini menunjukkan keadaan
tidak stabil karena pengaruh pemberian vaksinas yang kurang
efektif. Lgu pertumbuhan populasi Infected dan Treatmented
awanya naik kemudian turun, hal ini menunjukkan bahwa
kapasitas pengobatan yang diberikan kepada populas Infected
juga kurang efektif.
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a \ : ; : ! : ! : : :
Z015 8 o iy AR R Hmmil i eE e ]
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Gambar 4.9 Grafik Kestabilan Endemik
ketikaR, = 1.4294 > 1, N = 1000, h = 0.1

Pada Gambar 4.9 menunjukkan bahwa lgu pertumbuhan
populasi Susceptible awalnya menurun dan selanjutnya naik.
Setelah mulai bergerak naik, grafik populasi ini mulai bergerak
naik turun, ini menunjukkan bahwa masih terdapat penyebaran
penyakit. Laju populasi SQusceptible mulai mendekati satu titik
setimbang yaitu 0. 3243 dan stabil pada titik tersebut. Sedangkan
untuk populasi Vaccinated mulai mendekati ke arah titik
setimbang yaitu 0.0140, sedangkan untuk Infected mulai
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mendekati titik setimbang yaitu 0.523 serta stabil pada titik
setimbang tersebut dan grafik populasi Treatmented mencapai
0.0144 serta stabil pada titik setimbang tersebut, pada kurun
waktu yang tidak lebih dari 30 tahun. Berdasarkan hasil numerik
tersebut, terdapat penyebaran penyakit menular karena masih
terdapat individu pada setiap populas yang rentan, tervaksinag,
terobati maupun populasi yang terinfeksi.

Sehingga dari andlisis yang telah dilakukan di atas, dapat
dismpulkan bahwa dengan menggunakan metode Runge-Kuitta,
grafik ini stabil jika menggunakan nilai h = 0.1. Pada saat
R, > 1 akan terjadi penyebaran penyakit, hal ini dikarenakan
terdapat individu pada populasi Infected yang menyebarkan
penyakit. Titik kesetimbangan endemik akan stabil pada titik
tersebut untuk masing-masing populasi Susceptible, Vaccinated,
Infected, dan Treatmented. Jadi dapat disimpulkan bahwa untuk
R, >1 ftitik kesetimbangan endemik dari masing-masing
populasi akan stabil asmtotik lokal dan tidak stabil untuk nilai
yang lainnya.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini disimpulkan hasil analisis model epidemik
bertipe SIRS dan solusi numerik dari transmisi penyakit menular
yang ditambahkan dengan kompartemen vaksinasi dan
pengobatan. Selain itu juga diberikan saran atau rekomendasi
sebagai bahan pertimbangan untuk pengembangan pada
penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan hasil analisis model epidemik beserta
simulasinya, diperoleh kesimpulan sebagai berikut:

1. Dari model epidemik transmisi penyakit menular bertipe SIRS
dengan vaksinasi dan pengobatan yang telah dikaji, didapatkan
titik kesetimbangan dan analisis kestabilan yaitu
a. Bilangan reproduksi dasar (R,,)

BK (u+6+o09)
u+0+p)(uta+y)

b. Titik kesetimbangan bebas penyakit

u+6 A 0] A

T uroter " u+btou

Stabil asimtotik lokal terpenuhi jika R, <1 dan tidak
terpenuhi jika R, > 1. Artinya ketika R, kurang dari 1, maka
tidak terjadi penyebaran penyakit.

c. Titik kesetimbangan endemik
yz(u+a+ﬂKu+®+0M]
Blu+6 +o9) +apl]
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—_ pu+ta+y)
Bl(u+ 6+ a<p) + opl]

=B

ﬁ(u+n)

stabil asimtotik lokal terpenuhi jika
R, > 1.

. Fenomena bifurkasi mundur terjadi ketika nilai R, =1 di

mana terdapat satu titik kesetimbangan endemik jika R, > 1
dan terdapat dua titik kesetimbangan endemik jika
R, < 1. Terjadinya bifurkasi mundur menunjukkan bahwa
pada saat R, <1 kapasitas vaksinasi dan pengobatan yang
diberikan kurang efektif sehingga mengakibatkan masih
terdapat individu yang terinfeksi dan penyakit akan berubah
menjadi endemik. Selanjutnya simulasi model transmisi
penyakit menular dengan vaksinasi dan pengobatan
menggunakan metode numerik Runge-Kutta menghasilkan
grafik dari kesetimbangan bebas penyakit dan kesetimbangan
endemik jika nilai h = 0.1, di mana h adalah langkah waktu.

5.2 Saran

Pada penelitian ini tidak dibahas mengenai analisis

kestabilan global dari model transmisi penyakit menular dengan
vaksinasi dan pengobatan. Oleh karena itu, penulis menyarankan
kepada pembaca agar pada penelitian selanjutnya menyertakan
analisis global dari model transmisi penyakit menular dengan
vaksinasi dan pengobatan.



LAMPIRAN A
LISTING PROGRAM M- BIFURKASI

Bifurkasi:

A=Sigma*Beta*(Psi*(Miu+Eta+Gamma)+(Miu+Eta)*(Miu
+Alpha+Gamma)) ;
B=Psi*(Miu+Eta+Gamma)*(Miu+Theta+Sigma*Phi)+Sigm
a*(Miu+Eta)>...

(Miu+Alpha+Gamma)*(Miu+Phi+Psi)+(Miu+Eta)*(Miu+T
heta)*...

(Miu+Alpha+Gamma) -
Sigma*Beta*(Miu+Eta)*(Miu+Psi)*K;

r_0=(-
BA2+4*A* (((Miu+Eta)*(Miu+Psi)*(Miu+Alpha+Gamma)*

(Miu+Theta+Phi))/Beta))/ (4*A*(((Miu+Eta)*(Miu+Ps

i)*. ..
(Miu+Alpha+Gamma)*(Miu+Theta+Phi))/Beta));

R 0=r_0:(1-r_0)/100:1;

for 1=1:1:101

C=(((Miu+Eta)*(Miu+Psi)*(Miu+Alpha+Gamma)*(Miu+T
heta+Phi))/Beta)*. ..
(1-R_0(i));
1_1(i)=(-B+sqrt(B"2-4*A*C))/(2*A);
1_2(i)=(-B-sqrt(B”"2-4*A*C))/(2*A);

end

plot(R 0,1 2,"r",R 0,1_1,"b", "LineWidth",2);
R_a=1:(3-1)/100:3;

for 1=1:1:101
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C=(((Miu+Eta)*(Miu+Psi)*(Miu+Alpha+Gamma)*(Miu+T
heta+Phi))/Beta)*. ..
(-R_a(i));
1_3(1)=(-B+sqrt(B"2-4*A*C))/(2*A);
end
hold on
plot(R_a,l_3,"b", "LineWidth",2);
hold off
xlabel ("Bilangan Reproduksi Dasar (Rv)")
ylabel ("Populasi (1)*")
legend("1_17,"1 27,20, "location”, "eastoutside™);
grid on
axis([r_0-1,R_a(101)+2,0,1_3(101)D;

LAMPIRAN B
LISTING PROGRAM M- RUNGE-KUTTA

X = zeros(4,N+1);
x(1,1)=0.4;
x(2,1)=0.3;
x(3,1)=0.2;
x(4,1)=0.1;

RO =
(Beta*Ka*(Miu+Theta+Sigma*Phi))/(Miu+Theta+Phi)*
(Miu+Alpha+Gamma) ;
K1_x(1,1)= h*KS(1,x)
for i=1:N

K1 x(1,1)= h*KS(i,x);

K1 x(2,1)= h*KV(i,x);

K1 x(3,1)= h*KI(i,x);

K1 x(4,1)= h*KT(i,x);

x(1,i+1)=x(1,1)+(K1 x(1,i1)/2);
x(2,i+1)=x(2,1)+(K1_x(2,i1)/2);
x(3,1+1)=x(3,1)+(K1_x(3,1)72);
x(4,1+1)=x(4,1)+(K1_x(4,1)/2);
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K2 x(1,1)= h*KS(i+1,x);
K2 x(2,1)= h*kKV(i+1,x);
K2 _x(3,1)= h*KI(i+1,x);
K2_x(4,1)= h*KT(i+1,x);

x(1,i+1)=x(1,1)+(K2_x(1,i1)/2);
x(2,i+1)=x(2,1)+(K2_x(2,1)/2);
x(3,1+1)=x(3, 1)+(K2_x(3,1)7/2);
x(4,1+1)=x(4,1)+(K2_x(4,1)/2);
K3 x(1,1)= h*KS(i+1,x);
K3 x(2,1)= h*kKV(i+1,x);
K3 x(3,1)= h*KI(i+1,x);
K3 x(4,1)= h*KT(i+1,x);

x(1,i+1)=x(1,1)+K3_x(1,1);
x(2,i+1)=x(2,1)+K3_x(2,1);
X(3,i1+1)=x(3,1)+K3_x(3,1);
X(4,i+1)=x(4,1)+K3_x(4,1);
K4 x(1,1)= h*KS(i+1,x);
K4 x(2,1)= h*KV(i+1,x);
K4 x(3,1)= h*KI(i+1,x);
K4 x(4,1)= h*KT(i+1,x);

x(1,i+1) = x(1,i) + (1/6)*(K1 x(1,1) +

2*K2_x(1,1) + 2*K3 x(1,i) + K4 x(1,1))
x(2,1+1) = x(2,1) + (/6)*(K1_x(2,i) +

2*K2_x(2,1) + 2*K3 x(2,1) + K4 _x(2,1))
x(3,i+1l) = x(3,i) + (1/6)*(K1 x(3,1) +

2*K2_x(3,1) + 2*K3 x(3,i) + K4 x(3,1))
x(4,i+l) = x(4,i) + (1/6)*(K1 x(4,1) +

2*K2_x(4,1) + 2*K3 x(4,1) + K4 _x(4,1))

end

t = 0:h:N*h;

figure(1)
plot(t,x(1,:),"r",t,x(2,:), k", t,x(3,:),"g",t,x(
4,:),"b","LineWidth®,2);

xlabel ("Time (year)");

ylabel ("Populated (million)*);
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legend("SCE) ", "V(E) ", " 1(D)","T()");
grid on

KS

function [K _S] = KS(t,x)
global Miu Psi Ka Beta Phi Theta
K_S= (Miut+Psi)*Ka-Beta*x(1,t)*x(3,t)-
(Miu+Phi+Psi)*x(1,t)-(Psi-Theta)*x(2,t)-
Psi*x(3,t)-Psi*x(4,t);
end

KV

function [ KV ] = KV( t,x )

global Phi Sigma Beta Miu Theta

K V= Phi*x(1,t)-Sigma*Beta*x(2,t)*x(3,t)-
(Miu+Theta)*x(2,t);
end

Kl

function [ K_ 1 ] = KI( t,x )

global Beta Sigma Miu Alpha Gamma

K_ 1=
Beta*x(1,t)*x(3,t)+Sigma*Beta*x(2,t)*x(3,t)-
(Miu+Alpha+Gamma)*x(3,t);
end

KT

function [ K. T ] = KT( t,x )
global Gamma Miu Eta
K_T=Gamma*x(3,t)-(Miu+Eta)*x(4,t);
End
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