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Abstrak
Opsi merupakan salah satu derivatif keuangan berupa

kontrak untuk membeli (call option) atau menjual (put
option) sebuah aset dengan harga tertentu pada periode
tertentu. Opsi dengan lebih dari satu aset dasar disebut opsi
multi-aset. Pada penelitian ini dibahas mengenai perhitungan
pada salah satu jenis opsi multi-aset yaitu opsi basket.
Penentuan harga opsi bertujuan meminimalisasi resiko dan
memaksimalkan keuntungan dalam berinvestasi di pasar
modal sehingga penting dilakukan sebelum melakukan kontrak
opsi. Harga opsi merupakan suatu kondisi nilai batas pada
persamaan diferensial parsial Black-Scholes. Pergerakan
harga aset mengikuti gerak Brownian yang merupakan salah
satu persamaan diferensial stokastik. Diperoleh solusi analitik
dari model persamaan diferensial parsial Black-Scholes untuk
menentukan harga opsi basket tipe eropa. Berdasarkan
simulasi program dengan software MATLAB, didapatkan
bahwa tingkat suku bunga dan volatilitas mempengaruhi
harga opsi. Tingkat suku bunga yang semakin tinggi
mengakibatkan harga opsi semakin tinggi. Volatilitas yang
semakin tinggi mengakibatkan harga opsi semakin tinggi.
Kata-kunci: harga opsi, opsi basket, model Black-Scholes
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Abstract
Option is one of the financial derivatives in the

form of contracts to buy (call option) or sell (put option)
an asset at certain price for a certain period. Option
with more than one underlying asset namely multi-asset
option. This study discuss the calculation of one type
multi-asset option, namely basket option. Pricing options
aims to minimize risk and maximize profits in capital market
investments so that it is important before making an option
contract. Option price is terminal boundary condition in
Black-Scholes partial differential equation. Underlying asset
price movement is one of stochastic differential equation.
Analytical solutions are obtained from Black-Scholes partial
differential equation model for pricing european basket option.
Based on program simulation using MATLAB software,
it was found that volatility and interest rates affected the
option. The higher interest rates, resulted the greater option
price. The higher volatility, resulted the greater option price.
Keywords: option pricing, basket option, Black-Scholes

model
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BAB I
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan mengenai latar belakang
masalah, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan, dan
manfaat penulisan Tugas Akhir.

1.1 Latar Belakang

Derivatif dapat didefinisikan sebagai suatu produk
keuangan yang nilainya bergantung pada aset yang
mendasarinya (underlying assets). Derivatif merupakan salah
satu contoh inovasi yang sangat penting dalam perkembangan
dunia keuangan. Seiring dengan berkembangnya ekonomi
dan integrasi keuangan dunia yang juga disertai dengan
volatilitas pasar keuangan yang fluktuatif, maka penggunaan
instrumen derivatif dapat berfungsi sebagai alat pengendali
resiko. Resiko yang dihadapi para pelaku pasar modal antara
lain yaitu resiko kurs, resiko harga saham, tingkat suku
bunga, fluktuasi harga komoditas serta hubungan satu sama
lain dari resiko-resiko tersebut. Dengan adanya derivatif,
memungkinkan para investor pasar modal untuk melindungi
diri dari berbagai resiko yang mungkin akan terjadi. Derivatif
digunakan oleh manajemen investasi atau manajemen
portofolio, perusahaan, dan lembaga keuangan serta investor
perorangan untuk mengelola posisi yg mereka miliki terhadap
resiko dari pergerakan harga saham, komoditas, atau suku
bunga [1].

Terdapat berbagai jenis derivatif, salah satu jenis
derivatif yaitu opsi. Opsi atau option merupakan suatu jenis
kontrak antara dua pihak dimana satu pihak memberi hak
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kepada pihak lain untuk menjual atau membeli aset tertentu
pada harga dan periode tertentu. Nilai opsi bergantung pada
asset yang mendasarinya, yang selanjutnya disebut dengan
underlying asset. Pada umumnya, opsi standar mempunyai
hanya satu underlying asset. Opsi yang mempunyai lebih
dari satu underlying asset disebut dengan opsi multi-aset.
Saat ini terdapat banyak jenis opsi multi-aset di pasar
keuangan internasional; seperti rainbow option, basket option,
dan quanto option. Perbedaan jenis dalam opsi multi-aset
bergantung pada fungsi pay-off nya. Berbeda dengan opsi
standar, return atau pengembalian pada opsi multi-aset
bergantung pada dua atau lebih aset yang mendasarinya.

Berdasarkan waktu pelaksanaannya, opsi dibedakan
menjadi dua yaitu opsi tipe eropa dan opsi tipe amerika. Opsi
tipe eropa hanya bisa menggunakan haknya pada saat jatuh
tempo. Sedangkan opsi tipe amerika dapat menggunakan
haknya kapanpun sebelum kontrak opsi memasuki waktu
jatuh tempo [1].

Penetapan harga pada kontrak opsi menjadi sangat
penting karena memungkinkan investor untuk mengevaluasi
berbagai strategi dengan mempertimbangkan faktor penentu
harga opsi. Selain itu, penetapan harga opsi juga bertujuan
agar meminimalisasi resiko sekaligus memaksimalkan
keuntungan dalam berinvestasi di pasar modal.

Pada penelitian ini dilakukan penetapan harga
opsi basket tipe eropa berdasarkan model Black-Scholes.
Model Black Scholes merupakan model yang berguna dalam
menentukan harga opsi. Model Black-Scholes sangat berguna
bagi investor, untuk menilai apakah harga opsi yang terjadi
di pasar sudah merupakan harga yang dianggap fair bagi
opsi tersebut.
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1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan latar belakang masalah, disusun suatu

rumusan masalah yaitu bagaimana mendapatkan solusi
analitik dalam menentukan harga European Basket Call
Option berdasarkan model Black-Scholes.

1.3 Batasan Masalah
Batasan permasalahan yang digunakan antara lain :

1. Aset dasar pada opsi basket adalah sebanyak dua saham

2. Volatilitas aset diasumsikan konstan

3. Hubungan antara kedua aset diasumsikan konstan

4. Tidak terdapat bea transaksi dan pajak

5. Opsi yang digunakan adalah opsi beli.

1.4 Tujuan
Tujuan dari penyusunan Tugas Akhir ini adalah

untuk mendapatkan solusi analitik dalam menentukan harga
European Basket Call Option berdasarkan model Black-
Scholes.

1.5 Manfaat
Manfaat dari Tugas Akhir ini antara lain :

1. Untuk penulis : Sebagai bahan pembelajaran dan
wawasan bidang Matematika Keuangan khususnya
dalam menentukan harga opsi basket tipe eropa

2. Untuk mahasiswa dan pembaca lainnya : Sebagai
wawasan tambahan di bidang Matematika Keuangan.
Juga dapat dijadikan sebagai bahan studi lebih lanjut
sehingga dapat menambah referensi ilmu pengetahuan

3. Untuk pelaku pasar modal : Sebagai informasi
tambahan bagi investor yang akan berinvestasi dalam
pasar modal, khususnya opsi basket.
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1.6 Sistematika Penulisan

Secara keseluruhan, Tugas Akhir ini terdiri dari lima
bab dan lampiran. Secara garis besar, dalam masing-masing
bab dibahas hal-hal berikut :

1. BAB I PENDAHULUAN
Pada BAB I dijelaskan gambaran umum dari penulisan
Tugas Akhir yang meliputi Latar Belakang, Rumusan
Masalah, Batasan Masalah, Tujuan, Manfaat, dan
Sistematika Penulisan.

2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada BAB II diuraikan tentang teori-teori utama
maupun materi penunjang yang terkait dengan
permasalahan dalam Tugas Akhir, diantaranya adalah
penelitian terdahulu, teori opsi, opsi multi-aset, opsi
basket, proses stokastik, model stokastik opsi multi-aset,
gerak Brownian, lemma Ito, persamaan Black-Scholes,
quadratic variation, persamaan difusi, dan distribusi
normal.

3. BAB III METODE PENELITIAN
Pada BAB III dideskripsikan tahapan-tahapan yang
dilakukan dalam pengerjaan Tugas Akhir. Tahapan
tersebut adalah studi literatur; pembentukan model
umum Black-Scholes pada opsi multi-aset; pembentukan
model Black-Scholes pada opsi multi aset jenis opsi
basket; simulasi program; penarikan kesimpulan dan
penulisan laporan Tugas Akhir.

4. BAB IV ANALISA DAN PEMBAHASAN
Pada BAB IV dibahas secara rinci mengenai
pembentukan model umum Black-Scholes pada opsi
multi-aset, dan pembentukan model umum Black-
Scholes pada opsi multi-aset jenis opsi basket dengan
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menggunakan persamaan diferensial difusi beserta
solusi pengerjaannya.

5. BAB V PENUTUP
Pada BAB V berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
analisa dan pembahasan Tugas Akhir serta saran untuk
pengembangan penelitian selanjutnya.





BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dijelaskan mengenai penelitian terdahulu
serta teori-teori penunjang Tugas Akhir, diantaranya yaitu
teori opsi, opsi multi-aset, opsi basket, proses stokastik,
model stokastik opsi multi-aset, gerak Brownian, lemma
Ito, persamaan Black-Scholes, quadratic variation, persamaan
difusi, dan distribusi normal.

2.1 Penelitian Terdahulu

Dalam Tugas Akhir ini, penulis merujuk pada
beberapa penelitian sebelumnya yang sesuai dengan topik
yang diambil. Rujukan pertama adalah yang digunakan
adalah penelitian dari Lishang Jiang pada tahun 2004
dengan judul ”Mathematical Modelling and Methods of Option
Pricing. Pada buku tersebut, Lishang Jiang pada Chapter
7 mendeskripsikan tentang model dan metode penyelesaian
dari penetapan harga opsi multi-aset. Dideskripsikan
pergerakan harga aset dasar dengan menggunakan model
kontinu dari gerak Brownian. Kemudian dibentuk suatu
model matematika untuk penentuan harga opsi dengan
menggunakan persamaan diferensial parsial Black-Scholes,
sehingga didapatkan suatu model harga opsi [2].

Pada rujukan berikutnya yaitu penelitian dari Paul
Wilmott pada tahun 2007 dengan judul ”The Mathematics
of Financial Derivatives. Pada buku tersebut, Paul dalam
Chapter 6 menjelaskan tentang model Black-Scholes yang
merupakan metode yang sering digunakan dalam penetapan
harga opsi. [3]

7
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2.2 Opsi
Opsi adalah sebuah kontrak untuk membeli atau

menjual sejumlah aset dasar (underlying assets) pada tanggal
tertentu untuk suatu aset dasar tertentu. Opsi merupakan
sebuah derivatif keuangan, atau instrumen keuangan yang
diantaranya memungkinkan seseorang untuk melakukan
spekulasi berkaitan dengan naik atau turunnya harga dari
suatu aset yang mendasari. Aset yang dimaksud dapat berupa
saham perusahaan, mata uang, komoditas pertanian, dan
sebagainya. Opsi juga didefinisikan sebagai suatu perjanjian
antara dua pihak yaitu writer sebagai penyusun kontrak
opsi yang seringkali adalah sebuah bank, dan pemegang opsi
(holder) sebagai pembeli opsi dengan harga pasar yang telah
disepakati (premium) [4].

Berdasarkan waktu pelaksanaannya, opsi dapat
dibedakan menjadi opsi eropa (European Options) dan opsi
amerika (American Options). Opsi yang hanya dapat
dilakukan kontraknya pada saat jatuh tempo disebut dengan
opsi eropa. Untuk opsi amerika, kontrak dapat dilakukan
kapan saja hingga tanggal jatuh tempo. Kedua jenis opsi
ini disebut dengan opsi vanilla (Vanilla Options). Selain
itu, terdapat opsi dimana payoff tidak hanya bergantung
pada harga aset selama masa berlaku opsi, disebut dengan
path-dependent option atau biasa disebut dengan opsi eksotik
(Exotic Option).

Berdasarkan fungsinya, terdapat dua jenis opsi, yaitu
put dan call. Opsi put adalah hak untuk menjual sejumlah
aset dasar (underlying asset) dengan harga kesepakatan
(strike price) pada waktu jatuh tempo (maturity date).
Sedangkan opsi call, adalah hak untuk membeli sejumlah aset
dasar dengan harga kesepakatan, pada waktu jatuh tempo [5].

Jika St adalah harga saham di pasar pada waktu
T dan K adalah harga kesepakatan antara penjual dan
pemegang opsi, maka keuntungan akibat menggunakan opsi
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atau umunya disebut nilai payoff untuk kedua jenis opsi diatas
diberikan sebagai berikut [6] :
Untuk opsi beli (Call Option)

C = max(St −K, 0)

dan untuk opsi jual (Put Option)

P = max(K − St, 0).

2.2.1 Istilah Dasar pada Opsi
Beberapa istilah-istilah penting yang mendasari

perdagangan opsi antara lain [7] :

1. Underlying Asset
Opsi yang diperdagangkan dalam pasar opsi hanya
tersedia untuk sekuritas-sekuritas yang merupakan aset
yang mendasari (underlying asset) dan diperdagangkan
dalam pasar modal. Contoh-contoh underlying asset
yaitu komoditas (minyak, gas, emas), saham, mata
uang, obligasi. Underlying asset yang berupa saham
disimbolkan dengan S.

2. Maturity Date
Maturity date adalah waktu jatuh tempo atau batas
waktu dimana opsi tersebut dapat dilaksanakan atau
dieksekusi. Pada saat maturity date telah terlewati,
opsi dinyatakan telah kadaluarsa atau dengan kata lain
tidak dapat dieksekusi. Pada umumnya maturity date
disimbolkan dengan T .

3. Payoff
Payoff adalah keuntungan dari menggunakan (exercise)
opsi. Payoff masih menunjukkan keuntungan kotor dari
selisih harga saham di pasar dengan harga penggunaan
opsi (excercise price).
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4. Strike Price atau Exercise Price
Strike price adalah nilai pembelian atau penjualan yang
telah ditentukan untuk underlying asset ketika opsi
dieksekusi. Nilai tersebut menjadi patokan pada saat
jatuh tempo (maturity date). Pada umumnya strike
price disimbolkan dengan K.

5. Dividen
Dividen merupakan bagian dari keuntungan perusahaan
yang dibagikan kepada para pemegang saham. Dividen
biasanya disimbolkan dengan q.

6. Volatilitas
Volatilitas berarti suatu ukuran yang menunjukkan
seberapa besar nilai berfluktuasi dalam suatu periode
[8]. Volatilitas atas suatu underlying asset merupakan
ukuran tingkat ketidakpastian mengenai pergerakan
underlying asset tersebut di masa yang akan datang.
Jika volatilitas semakin meningkat maka akan semakin
meningkat juga peluang undelying asset untuk
mengalami peningkatan atau penurunan terhadap
suatu opsi.

7. Aset beresiko dan aset bebas resiko
Aset berisiko adalah aset yang memiliki tingkat
keuntungan yang tidak pasti di masa depan. Aset bebas
risiko adalah aset yang memiliki tingkat keuntungan
yang pasti di masa depan.

8. Premi
Premi merupakan nilai yang harus dibayarkan oleh
pembeli opsi kepada penjual opsi.

2.2.2 Keuntungan dari Perdagangan Opsi
Ada beberapa keuntungan dari perdagangan opsi yang

dapat diperoleh antara lain [9] :
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1. Manajemen Risiko
Opsi put dari suatu underlying asset yang dimiliki
oleh investor dapat digunakan untuk melakukan
perlindungan portofolio (hedging) terhadap risiko
penurunan nilai pasar melalui penundaan penjualan
saham yang dimiliki, sehingga dapat menghindari
terjadinya risiko kerugian.

2. Memberikan Waktu yang Fleksibel
Pemegang opsi call maupun opsi put dari sebuah
kontrak opsi dapat menentukan apakah akan
melaksanakan haknya atau tidak hingga masa jatuh
tempo berakhir (maturity date).

3. Menyediakan Sarana Spekulasi
Para investor dapat memperkirakan nilai mengalami
kenaikan dengan pertimbangan untuk membeli opsi call
dan pertimbangan membeli opsi put jika perkiraan
nilai mengalami penurunan. Hal ini dilakukan untuk
memperoleh keuntungan.

2.2.3 Faktor-Faktor yang Mempengaruhi Nilai Opsi
Dalam perdagangan opsi, beberapa faktor yang sangat

mempengaruhi nilai sebuah opsi antara lain [10] :

1. Nilai Strike Price
Nilai suatu strike price dijadikan patokan dalam
menentukan nilai opsi. Nilai suatu opsi put akan
semakin meningkat apabila nilai strike price-nya juga
meningkat. Begitupun untuk nilai opsi call juga akan
mengalami peningkatan. Hal ini menunjukkan bahwa
nilai strike price berbanding lurus dengan nilai opsi put
dan call.

2. Jangka Waktu Jatuh Tempo
Nilai suatu opsi bergantung pada jangka waktu jatuh
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tempo opsi tersebut. Pada jenis opsi amerika, kedua
macam opsinya yaitu opsi call dan opsi put menjadi
lebih bernilai apabila jangka waktu jatuh temponya
semakin meningkat. Dikarenakan opsi amerika dapat
dieksekusi sewaktu-waktu sampai batas maturity date.
Sementara untuk nilai opsi eropa, baik opsi call maupun
opsi put tidak berpengaruh terhadap waktu jatuh
tempo (maturity date). Hal ini dikarenakan opsi eropa
dieksekusi hanya pada saat maturity date.

3. Volatilitas
Volatilitas suatu underlying asset merupakan tolak
ukur tingkat ketidakpastian pergerakan underlying
tersebut dimasa mendatang. Volatilitas yang semakin
meningkat akan mengakibatkan peluang underlying
asset mengalami peningkatan atau bahkan mengalami
penurunan. Semakin besar volatilitas (semakin besar
jarak antara naik turunnya nilai underlying asset), maka
semakin meningkat nilai opsi call dan opsi put.

4. Tingkat Suku Bunga Bebas Risiko
Nilai suatu opsi juga dipengaruhi oleh tingkat suku
bunga bebas risiko. Apabila tingkat suku bunga dalam
perekonomian meningkat, maka akan mempengaruhi
harapan kenaikan nilai suatu underlying asset, misalnya
saham. Nilai opsi call akan meningkat dengan adanya
peningkatan risk free interest rate. Dan sebaliknya, nilai
opsi put akan menurun.

Selain itu, harga opsi juga dipengaruhi oleh kondisi
harga aset [7]. Kondisi tersebut meliputi,

1. At the money
Kondisi at the money pada opsi call ataupun opsi
put yakni apabila harga saham sama dengan harga
kesepakatan (S = K) pada saat transaksi.
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2. In the money
Kondisi in the money pada opsi call yakni apabila harga
saham lebih besar dari harga kesepakatan (S > K) pada
saat transaksi. Dan untuk opsi put, yakni apabila harga
saham kurang dari harga kesepakatan (S < K) pada
saat transaksi.

3. Out of the money
Kondisi out of the money pada opsi call yakni apabila
harga saham kurang dari harga kesepakatan (S < K)
pada saat transaksi. Sedangkan untuk opsi put, harga
saham lebih besar dari harga kesepakatan (S > K) pada
saat transaksi.

2.2.4 Dasar Penentuan Opsi

Penentuan nilai sebenarnya dari suatu opsi merupakan
hal yang penting. Apabila investor dapat menentukan nilai
instrinsiknya, maka nilai pasar juga dapat ditentukan. Nilai
instrinsik adalah perbedaan antara strike price dan nilai pasar
dari underlying asset pada suatu waktu.

Nilai instrinsik opsi call akan positif apabila nilai
saham lebih besar dari nilai kesepakatan (strike price) atau
disebut in the money. Selisih antara nilai saham sebenarnya
dan strike price mempengaruhi besarnya nilai instrinsik.
Apabila nilai saham kurang dari strike price, sesuai dengan
fungsi payoff pada opsi yakni P = max(S −K, 0) maka nilai
instrinsik opsi call bernilai nol (out the money). Sedangkan
nilai saham yang besarnya sama dengan strike price, maka
opsi call dikatakan at the money. opsi call pada saat out the
money maupun at the money akan memiliki nilai instrinsik
sebesar nol, karena opsi call tersebut tidak menguntungkan
jika dilaksanakan [9].
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2.3 Opsi Multi-Aset

Opsi yang mempunyai lebih dari satu aset dasar atau
underlying assets disebut dengan opsi multi-aset. Kontrak
opsi adalah suatu derivatif keuangan. Karena itu, harganya
bergantung pada pergerakan harga aset dasarnya. Pada opsi
multi-aset, pergerakan harga opsi mengikuti suatu persamaan
diferensial parabolik multidimensional [2].

Saat ini terdapat berbagai jenis opsi multi-aset di pasar
keuangan internasional; beberapa diantaranya yakni Rainbow
Option, Basket Option, dan Quanto Option. Perbedaan jenis
pada opsi multi-aset bergantung pada fungsi payoff nya.
Berbeda dengan opsi standar, return atau pengembalian pada
opsi multi-aset bergantung pada dua atau lebih aset yang
mendasarinya. Berikut merupakan jenis-jenis opsi multi-aset
yang umum digunakan [11]:

1. Rainbow Option
Opsi pelangi atau rainbow option adalah istilah yang
digunakan untuk mendeskripsikan derivatif tertentu
yang terkait dengan dua atau lebih aset dasar. Opsi
pelangi memberikan pemilik opsi berupa hak untuk
membeli atau menjual maksimum atau minimum aset
dasar sebagai nilai tetap. Terdapat berbagai jenis opsi
pelangi, diantaranya adalah jenis berikut. Maximum
Call Option, Minimum Call Option, Maximum Put
Option, Minimum Put Option. Pada Maximum Call
Option, investor diberikan sebuah hak untuk membeli
aset beresiko Si dengan harga kesepakatan Ki yang telah
ditentukan pada tanggal jatuh tempo T . Payoff pada
maximum call option diberikan sebagai berikut

Maximum Call Option

f(S1, ..., Sn, T ) = (max {S1, ..., Sn} −K)+.
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Dengan mengasumsikan nilai K1 = K2 = ... = Kn = K,
didapatkan hasil yaitu

Minimum Call Option

f(S1, ..., Sn, T ) = (min {S1, ..., Sn} −K)+

Maximum Put Option

f(S1, ..., Sn, T ) = (K - max{S1, ..., Sn})+

Minimum Put Option

f(S1, ..., Sn, T ) = (K - min{S1, ..., Sn})+

2. Basket Option
Opsi basket atau basket option merupakan istilah opsi
dalam sebuah keranjang (basket) aset. Opsi tersebut
merupakan opsi yang payoff nya bergantung pada nilai
portofolio atau sekumpulan aset. Aset dapat berupa
saham, komoditas, indeks, atau sekuritas keuangan lain.
Pada umumnya, opsi basket digunakan dalam transaksi
mata uang asing. Opsi tersebut dirancang untuk
memberikan portofolio manajer dengan meminimumkan
biaya dan bertujuan melindungi resiko valuta asing.
Payoff pada opsi basket adalah

f(S1, ..., Sn, T ) = (
∑n

i=1 αiSi −K)+,

dengan keterangan sebagai berikut
αi : bobot aset i yang ada dalam keranjang aset
Si : nilai tukar mata uang asing i
K : rata-rata tertimbang pada nilai tukar.
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3. Quanto Option
Opsi quanto atau quanto option adalah kontrak yang
digunakan sebagai lindung nilai aset asing. Opsi
ini merupakan opsi dengan portofolio aset asing yang
berfungsi untuk menghindari resiko aset dan nilai tukar
yang mendasarinya. Sehingga, payoff ditentukan tidak
hanya oleh sekuritas asing tetapi juga oleh pergerakan
nilai tukar. Payoff pada opsi quanto diberikan sebagai
berikut

f(ST , XT , T ) = max (XT , X0)(ST −K)+

f(ST , XT , T ) = (XT −X0)+(ST −K)+ +X0(ST −K)+.

Bagian paling penting dari perdagangan opsi adalah
penentuan harga karena dapat meminimumkan resiko
sekaligus memaksimalkan keuntungan saat berinvestasi.

2.4 Opsi Basket

Opsi Basket merupakan istilah opsi dengan sebuah
keranjang (basket) aset. Adalah opsi yang payoff nya
bergantung pada nilai portofolio atau sekumpulan aset. Aset
dapat berupa saham, komoditas, indeks, atau sekuritas
keuangan lain. Umumnya, opsi basket digunakan dalam
transaksi mata uang asing. Opsi basket dirancang untuk
memberikan portofolio manajer dengan meminimumkan biaya
dengan tujuan melindungi resiko valuta asing. Payoff pada
opsi basket adalah [11]

f(S1, ..., Sn, T ) = (
∑n

i=1 αiSi −K)+,

dengan keterangan sebagai berikut
αi : bobot aset ke-i yang ada dalam keranjang aset
Si : nilai tukar mata uang asing ke-i.
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K : rata-rata tertimbang pada nilai tukar.

Opsi basket umumnya digunakan dalam perdagangan
dua atau lebih mata uang asing [11]. Opsi basket juga
dapat diartikan sebagai opsi portofolio yang merupakan
pengembangan dari opsi saham tunggal pada umumnya.
Opsi basket digunakan untuk investor yang menginvestasikan
dananya pada lebih dari satu aset beresiko. Opsi ini dapat
dihitung secara langsung sebagai sebuah portofolio tanpa
menghitung opsi pada masing-masing saham. Nilai pada opsi
basket akan lebih murah jika dibandingkan pada opsi pada
masing-masing saham, sehingga akan lebih menguntungkan
membeli opsi basket dibandingkan dengan opsi pada setiap
saham [20].

Pada teori portofolio, volatilitas (besaran perubahan
harga yang menunjukkan fluktuasi pasar dalam satu periode
teretentu) pada opsi basket umumnya bernilai lebih kecil jika
dibandingkan dengan masing-masing mata uang. Karena itu,
opsi basket mempunyai premi yang lebih kecil dari jumlahan
pada masing-masing mata uangnya. Dari formula Black-
Scholes multivariate, akan didapatkan formula penetapan
harga untuk opsi basket [2].

2.5 Proses Stokastik

Proses stokastik merupakan sebuah proses yang acak.
Proses stokastik didenisikan sebagai suatu variabel yang
berkembang dari waktu ke waktu dengan cara yang acak
atau tidak pasti, yaitu perubahan keadaan beberapa sistem
dari waktu ke waktu bergantung pada kesempatan [12].
Proses stokastik juga merupakan himpunan variabel acak
dalam bentuk (X(t), t ∈ T ), dimana untuk setiap t ∈ T ,
X(t) adalah variabel acak. Variabel t adalah indeks yang
menginterpretasikan waktu dan X(t) adalah state dari proses
pada saat t.
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Proses stokastik merupakan proses diskrit namun juga
bisa kontinu. Proses dikatakan proses diskrit jika t ∈ T
terbatas atau bisa dihitung, yaitu jika T = 0, 1, 2, ..., n
menghasilkan proses waktu X(0), X(1), X(2), ..., X(n).
Sebaliknya jika proses stokastik dikatakan kontinu jika t ∈ T
tidak terbatas. Artinya jika T = [0, 1) atau T = [0; k] untuk
beberapa nilai k.

Proses stokastik banyak digunakan untuk memodelkan
suatu sistem yang dijalankan pada suatu lingkungan yang
tidak dapat diduga. Nilai saham yang dipengaruhi pergerakan
tingkat suku bunga merupakan salah satu contoh dari proses
stokastik, karena pergerakannya cepat serta tidak pasti
seiring dengan waktu.

2.6 Model Stokastik Opsi Multi-Aset

Perubahan harga saham yang terjadi di pasar
bergerak dengan acak menurut waktu. Perubahan tersebut
diasumsikan mengikuti proses wiener yang merupakan suatu
gerak Brownian, sehingga dapat dikatakan bahwa harga
saham mengikuti gerak Brownian yang bergantung terhadap
waktu. Perubahan harga saham yang mengikuti gerak
Brownian tersebut dapat diformulasikan ke dalam suatu
persamaan diferensial stokastik, dengan solusinya dapat
menentukan model Black-Scholes [21].

Pergerakan harga pada dua atau lebih aset yang
beresiko dapat dideskripsikan sebagai suatu persamaan
diferensial stokastik. Suatu opsi dengan dua atau lebih aset
dasar disebut dengan opsi multi-aset. Terdapat berbagai
jenis opsi multi-aset, dengan masing-masing opsi tersebut
dibedakan oleh fungsi payoff atau fungsi keuntungannya.
Pada penetapan harga opsi multi-aset, mula-mula akan
dibentuk suatu model pergerakan harga pada aset dasar.
Diberikan sebuah model persamaan diferensial stokastik [2]:
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dSi
Si

= µidt+ σidWi, (i = 1, 2, ..., n) (2.1)

dengan keterangan sebagai berikut
Si : harga dari aset ke-i
µi : nilai ekspektasi rate of return saham ke-i
σi : volatilitas saham ke-i yang merupakan standar deviasi
dari return
dWi : gerak Brownian atau proses wiener.

Model umum dari persamaan (2.1) dinyatakan dengan
dS
S yang dibagi kedalam dua bagian. Bagian pertama

yang merupakan bagian deterministik adalah µidt. Notasi µi
merupakan ukuran dari rata-rata pertumbuhan saham ke-i.
Bagian kedua adalah pergerakan saham yang diasumsikan
acak (random) yakni σidWi. Notasi σi didefinisikan sebagai
volatilitas dari saham yang digunakan untuk mengukur
standar deviasi dari return. Notasi Wi dari dWi merupakan
gerak Brownian [20].

Gerak Brownian standar atau disimbolkan dengan
dWi(i = 1, 2, ..., n), memenuhi :

E(dWi) = 0, (2.2)

V ar(dWi) = dt,

Cov(dWi, dWj) = ρijdt.(i 6= j)

Definisi 2.1

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])]

= E[XY −XE[Y ]− Y E[X] + E[X]E[Y ]]

= E[XY ]− E[X]E[Y ]− E[Y ]E[X] + E[Y ]E[X]

= E[XY ]− E[X]E[Y ].
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Dari definisi (2.6) dan persamaan (2.2) maka diperoleh

Cov(dWi, dWj) = E(dWi, dWj), (i 6= j)

sehingga harga opsi multi-aset dapat juga dimodelkan seperti
persamaan dibawah ini

dSi
Si

= µidt+
m∑
j=1

σijdWj , (i = 1, 2, ...) (2.3)

dengan dWi(i = 1, 2, ..., n) merupakan gerak Brownian satu
dimensi yang memenuhi [2]

E(dWi) = 0,

V ar(dWi) = dt,

Cov(dWi, dWj) = 0, (i 6= j).

2.7 Gerak Brownian
Salah satu cara standar untuk memodelkan suatu

proses stokastik dari variabel tertentu dalam waktu kontinu
yang banyak digunakan adalah dengan proses Wiener. Model
ini mengambil namanya dari Norbert Wiener berdasarkan
penelitiannya tentang proses stokastik pada tahun 1923.
Gerak Brownian atau sering disebut juga dengan proses
Wiener, merupakan proses random walk berskala dengan
n memiliki ukuran yang besar. Perubahan nilai saham
yang terjadi berlangsung dengan cepat [12]. Berdasarkan
faktor tersebut dapat dikatakan bahwa perubahan nilai saham
mengikuti suatu gerak Brownian, yang diberikan sebagai
berikut [2]

dSt
St

= µdt+ σdWt, (2.4)

dengan
µ : nilai ekspektasi rate of return saham
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σ : volatilitas
dWt : gerak Brownian.

Gerak brownian merupakan proses stokastik dimana
suatu perubahan terjadi dalam waktu yang cukup singkat.
Brownian motion (Bt, t0) adalah proses yang memenuhi tiga
kondisi yakni [12]:

1. Bt adalah lintasan kontinu dan B0 = 0

2. Untuk s+ t > s : Bt+s−Bs berdistribusi normal dengan
mean 0 dan variansi t.

3. Untuk s < t : Bt hanya dipengaruhi oleh Bs.

Suatu nilai k yang tetap sebarang increment Zk(t) −
Zk(s) = 1√

k
Σtk
i=1Xi, 0 < s < t, mempunyai distribusi yang

hanya bergantung pada t− s, dari interval waktu (s, t] karena
increment tersebut hanya bergantung jumlah k(t− s) dari X,
yang membangun increment tersebut.

Proses Brownian motion dengan lintasan sampel
kontinu yang stasioner dan mempunyai increment identik,
independen, dan normal. Jika t0 − 0 < t1 < t2 < ... < tn
maka variabel acak Zt(i) − Zt(s) ∼ N(0, t(i) − t(i−1)). Nilai
ekspektasi dan varians dari Brownian motion adalah sebagai
berikut:

E
[
Σ | Ztk − Ztk−1 |2 − (tk − tk−1)

]
= 0

ΣE
[
| Ztk − Ztk−1 |2 − (tk − tk−1)

]
= 0

V ar
[
Σ | Ztk − Ztk−1 |2 − (tk − tk−1)

]
= 2 (tk+1 − tk)2

ΣV ar
[
| Ztk − Ztk−1 |2 − (tk − tk−1)

]
= 2 (tk+1 − tk)2

V ar
[
| Ztk − Ztk−1 |2 − (tk − tk−1)

]
≈ 0,
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dengan nilai (tk+1 − tk) → 0, maka mengakibatkan
V ar

[
| Ztk − Ztk−1 |2 − (tk − tk−1)

]
≈ 0. Dapat disimpulkan

bahwa

| Ztk − Ztk−1 |2 − (tk − tk−1) = 0

| Ztk − Ztk−1 |2 = (tk − tk−1)

(dZ)2 = dt.

2.7.1 Gerak Brownian standar
Jika {W (t) | 0 ≤ t <∞} merupakan Brownian

motion dengan parameter volatilitas adalah σ2, maka{
B(t) =

1

σ
W (t), 0 ≤ t <∞

}
adalah suatu Brownian motion

dengan parameter volatilitas 1. Pada Brownian motion
standar, jika terdapat suatu variabel B(t) mengikuti proses
Wiener, maka berlaku 2 sifat, yaitu:

1. Perubahan 4B(t) = Z
√
4t, dengan Z ∼ N(0, 1).

2. B(t) mengikuti proses Markov. Proses Markov adalah
proses stokastik, jika diketahui nilai B(t), maka B(s+ t)
dengan s + t > t tidak dipengaruhi B(u) dengan u <
t. Artinya jika diberikan keadaan saat sekarang dan
keadaan di waktu lampau, maka keadaan mendatang
hanya bergantung pada keadaan waktu sekarang dan
tidak bergantung pada waktu lampau.

2.7.2 Gerak Brownian geometrik
Jika {B(t), 0} adalah Brownian motion dengan drift

µ dan parameter volatilitas σ, maka proses stokastik
{X(t), t ≥ 0}, yaitu

X(t) = X(0)eµt+σB(t)

Berdasarkan definisi tersebut diperoleh turunannya

dX(t) = µX(0)eµt+σB(t)dt+ σX(0)eµt+σB(t)dB(t).
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2.8 Lemma Itô

Lemma Itô merupakan metode yang digunakan untuk
menyelesaikan integral stokastik. Lemma Itô menunjukkan
suatu hubungan antara perubahan nilai derivatives dengan
perubahan nilai opsi. Jika f(P, t), merupakan fungsi
kontinu yang dapat diturunkan secara parsial terhadap proses
stokastik P dan waktu t, selanjutnya didefinisikan persamaan
diferensial stokastik dari variabel P dengan tingkat drift
µ(P, t) dan volatilitas σ(P, t) yaitu

dP = µ(P, t)dt+ σ(P, t)dZ

maka dengan menggunakan Deret Taylor sebuah fungsi f dari
P dan t menjadi [19] :

df(P, t) =

[
µ(P, t)

∂f(P, t)

∂P
+
∂f(P, t)

∂t
+
σ2(P, t)

2

∂2f(P, t)

∂P 2

]
dt+ σ(P, t)

∂f(P, t)

∂P
dZ. (2.5)

2.9 Persamaan Black Scholes

Black-Scholes adalah metode yang dipopulerkan oleh
Fischer Black dan Myron Scholes pada tahun 1973 untuk
menentukan harga teoritis European call option [7]. Asumsi-
asumsi yang digunakan dalam model Black-Scholes adalah [2]:

1. Harga aset dasar mengikuti Geometric Brownian
Motion (GBM)

2. Tidak terdapat dividen dalam aset dasar

3. Tidak terdapat biaya transaksi atau pajak

4. Tidak terdapat arbitrase.
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Model matematika dari penentuan harga opsi dapat diperoleh
menggunakan ∆ - hedging. Hedging merupakan mekanisme
perlindungan portofolio terhadap resiko penurunan harga
pasar sehingga dapat menghindari terjadinya resiko kerugian.

Definisi 2.2
∆-hedging : Diberikan opsi V , yang dperjualbelikan sebanyak
∆ saham pada aset dasar S di sisi yang berlawanan, sehingga
portofolio berikut adalah bebas resiko

π = V −∆S. (2.6)

Mula-mula, dibentuk sebuah portofolio

π = V −∆S,

dengan ∆ menyatakan sejumlah saham pada aset dasar.
Selanjutnya, dipilih ∆ sedemikian hingga π bebas resiko dalam
interval waktu (t, t+dt). Jika portofolio π dimulai dari waktu
t, dan ∆ berada pada interval waktu (t, t + dt), maka nilai π
yang bebas resiko berarti bahwa return dari portofolio pada
(t, t+ dt) adalah

πt+dt − πt
πt

= rdt,

berdasarkan definisi persamaan (2.6) maka

dVt −∆dSt = rπdt = r (Vt −∆St) dt. (2.7)

Diketahui
Vt = V (St, t),

dengan proses stokastik St memenuhi persamaan diferensial
stokastik pada persamaan (2.4). Maka dengan formula Ito,
persamaan menjadi :

dVt =

(
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ µS

∂V

∂S

)
dt+ σS

∂V

∂S
dWt. (2.8)
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Dengan mensubstitusikan persamaan (2.8) ke persamaan (2.7)
akan diperoleh

(
∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ µS

∂V

∂S
−∆µS

)
dt

+

(
σS

∂V

∂S
−∆σS

)
dWt = r(V −∆S)dt (2.9)

Pada persamaan (2.9), sisi kanan adalah bebas resiko, artinya
koefisien pada bagian random (dWt) di sisi kiri harus bernilai
nol sehingga didapat nilai

∆ =
∂V

∂S
. (2.10)

Setelah mendapatkan persamaan (2.10), selanjutnya
dilakukan substitusi ke persamaan (2.9), sehingga diperoleh
persamaan parsial dibawah ini

∂V

∂t
+

1

2
σ2S2∂

2V

∂S2
+ rS

∂V

∂S
− rV = 0. (2.11)

Persamaan (2.11) disebut dengan persamaan Black-Scholes
yang mendeskripsikan pergerakan harga opsi [2].

Nilai opsi call Eropa dapat dihitung dengan
menggunakan risk neutral valuation yaitu menentukan
harga opsi dengan membawanya ke dalam dunia risk-neutral
atau bebas resiko sehingga berlaku

dπ = rπdt. (2.12)

Dengan mengasumsikan tingkat pengembalian yang
diharapkan adalah risk free interest rate, µ = r, kemudian
mencari nilai saat ini dari ekspektasi cash flow saat jatuh
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tempo dengan menggunakan risk free interest rate. Nilai
opsi saat ini merupakan expected value yang didiskon dan
dinotasikan sebagai berikut:

C = e−rTE[payoff ]

= e−rTE[max (S(T )−K, 0)].

Dengan menggunakan risk neutral valuation, diperoleh nilai
opsi call Eropa adalah

C = S(0)N [d1]−Ke−rTN [d2]

dengan,

d1 =

ln

(
S(0)

K

)
+

(
r +

σ2

2
T

)
σ
√
T

d2 =

ln

(
S(0)

K

)
+

(
r − σ2

2
T

)
σ
√
T

.

2.10 Quadratic Variation

Quadratic variation digunakan dalam menganalisa
proses stokastik, seperti gerak Brownian, dan martingales
lain [13]. Quadratic variation adalah perluasan dari gagasan
tentang variasi total dari suatu fungsi, sehingga mempunyai
peranan penting dalam kalkulus stokastik. Diketahui bahwa
lintasan pada partikel yang mengikuti pergerakan Brownian
bersifat kontinu dimana-mana, namun tidak dapat diturunkan
dimanapun (tidak differentiable) [2].

Definisi 2.3
Misalkan π = t1, t2, ..., tn adalah suatu partisi dari [0, T]
dengan 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn = T dan ‖Π‖ =

max
k=0,2,...,n−1

(tk+1−tk).Quadratic Variation dari fungsi f adalah
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[f, f ](T ), didefinisikan dengan

[f, f ](T ) = lim
‖Π→0‖

n−1∑
k=0

|f(tk+1)− f(tk)|2.

Dengan penggunaan mean value theorem, suatu Quadratic
variation dari suatu fungsi f yang differentiable di selang [0,T]
adalah

[f, f ](T ) = lim
‖π→0‖

n−1∑
k=0

|f(tk+1)− f(tk)|2

= lim
‖Π→0‖

n−1∑
k=0

|f ′(t∗k+1)|2(tk+1 − tk)2

≤ lim
‖Π→0‖

‖Π‖
n−1∑
k=0

|f ′(t∗k+1)|2(tk+1 − tk)

≤ lim
‖Π→0‖

‖Π‖
∫ T

0
f ′(t)2dt

≤ 0

Jadi, untuk fungsi yang differentiable di selang [0,T], quadratic
variation adalah [f, f ](T ) = 0. Dengan kata lain, jika terdapat
fungsi f dengan quadratic variation tidak bernilai 0, maka
fungsi tersebut tidak differentiable, seperti yang diberikan
pada teorema berikut

Teorema 2.1 [W,W](T)=T
Bukti
Misalkan π = t1, t2, ..., tn adalah suatu partisi dari [0, T].
Selanjutnya apabila Dk = W (tk+1) dan didefinisikan bahwa

Qπ =
n−1∑
k=0

D2
k sehingga Qπ−T =

n−1∑
k=0

((D2
k)−(tk+1−tk)). Akan

ditunjukkan bahwa lim
‖π→0‖

(Qπ − T ) = 0
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D2
k − (tk+1 − tk) = (W (tk+1)−W (tk))

2 − (tk+1 − tk)
E
[
D2
k − (tk+1 − tk)

]
= E

[
(W (tk+1)−W (tk))

2 − (tk+1 − tk)
]

E
[
D2
k − (tk+1 − tk)

]
= (tk+1 − tk)− (tk+1 − tk)

E
[
D2
k − (tk+1 − tk)

]
= 0. (2.13)

Dari persamaan (2.13), maka didapat

E(Qπ − T ) = E

(
n−1∑
k=0

(D2
k − (tk+1 − tk))

)
= 0. (2.14)

Disamping itu,

var [Qπ − T ] =

n−1∑
k=0

var
[
D2
k − (tk+1 − tk)

]
=

n−1∑
k=0

E
[
D2
k − (tk+1 − tk)

]
=

n−1∑
k=0

E
[
D4
k − 2D2

k(tk+1 − tk) + (tk+1 − tk)2
]

=

n−1∑
k=0

3(tk+1 − tk)2 − 2(tk+1 − tk)2 + (tk+1 − tk)2

=

n−1∑
k=0

2(tk+1 − tk)2 (2.15)

≤ ‖π‖
n−1∑
k=0

2(tk+1 − tk) (2.16)

≤ 2‖π‖T.

Jadi,

lim
‖π→0‖

var(Qπ − T ) = 0. (2.17)
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Dari persamaan (2.14) dan persamaan (2.17) dapat
disimpulkan bahwa

lim
‖π→0‖

(Qπ − T ) = 0,

sehingga [W,W ](T ) = T.
Hasil ini memperlihatkan bahwa paths dari Brownian Motion
Wt tidak terdiferensiasi. Dari hasil pada persamaan (2.13)
dan persamaan (2.15) dapat diketahui bahwa

E
[
{W (tk+1)−W (tk)}2 − (tk+1 − tk)

]
= 0 (2.18)

var
[
{W (tk+1)−W (tk)}2 − (tk+1 − tk)

]
= 2 (tk+1 − tk)2 .

(2.19)

Apabila nilai (tk+1 − tk) sangat kecil, ini berarti bahwa nilai
2 (tk+1 − tk) juga sangat kecil sehingga persamaan (2.19)
menjadi

var
[
{W (tk+1)−W (tk)}2 − tk+1 − tk

]
≈ 0. (2.20)

Dari persamaan (2.18) dan persamaan (2.20) dapat
disimpulkan bahwa

{W (tk+1)−W (tk)}2 − tk+1 − tk,

atau

{W (tk+1)−W (tk)}2 = tk+1 − tk,

yang dapat dinyatakan dengan [2]

dW (t).dW (t) = dt.
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2.11 Persamaan Difusi

Persamaan difusi dapat diilustrasikan sebagai suatu
cairan yang bergerak secara perlahan mengisi sebuah pipa
lurus dan sebuah zat pencemar menyebar pada cairan tersebut
dengan selang [x0, x1] seperti diberikan pada Gambar 2.1.
Zat pencemar tersebut bergerak dari konsentrasi tinggi ke
konsentrasi rendah.

Gambar 2.1: Ilustrasi Persamaan Difusi

Jika u(x, t) adalah konsentrasi (massa per satuan
panjang) dari zat dengan posisi x pada waktu t. Maka massa
zat pada selang tersebut diperoleh dari integral konsentrasi
f(x, t) yaitu M =

∫ x1
x0
u(x, t)dx sehingga,

dM

dt
=

d

dt

∫ x1

x0

u(x, t)dx =

∫ x1

x0

∂

∂t
u(x, t)dx. (2.21)

Perubahan massa pada selang tersebut juga
bergantung pada zat masuk dan zat keluar pada selang
tersebut. Pada hukum Fick menjelaskan bahwa perubahan
massa pada selang [x0, x1] terhadap waktu sebanding dengan
selisih antara zat masuk dan zat keluar, maka perubahan
massa pada selang tersebut adalah

dM

dt
= k

∂

∂x1
u(x1, t)− k

∂

∂x0
u(x0, t) (2.22)

M adalah konstanta massa dari konsentrasi, u(x, t)
adalah konsentrasi pada posisi x, waktu t, dan k adalah
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konstanta. Berdasarkan persamaan (2.21) dan (2.22), akan
didapatkan

∫ x1

x0

∂

∂t
u(x, t)dx = k

∂

∂x1
u(x1, t)− k

∂

∂x0
u(x0, t)∫ x1

x0

∂

∂t
u(x, t)dx = k

∫ x1

x0

∂2

∂x2
u(x, t)dx

∂

∂t
u(x, t) = k

∂2

∂x2
u(x, t). (2.23)

Persamaan (2.23) disebut persamaan difusi. Dengan
solusi umum untuk Persamaan (2.23) [14] , yaitu

u(x, t) =
1√

4πkt

∫ ∞
−∞

e
−(x−y)2

4kt φ(y)dy. (2.24)

2.12 Distribusi Normal

Variabel acak X mengikuti suatu distribusi normal
dengan mean µ dan varians σ2 memiliki fungsi kepadatan
peluang atau Probability Density Function (PDF) [22]:

f(x;µ, σ) =
1√
2πσ

exp


−
[

(x−µ)
σ

]2

2

 (2.25)

untuk −∞ < x < ∞, dengan −∞ < µ < ∞ dan 0 < σ < ∞
dinotasikan dengan X ∼ N(µ, σ2).
Jika Z ∼ N(0, 1), maka fungsi distribusi kumulatif atau
Cumulative Distribution Function (CDF) adalah [22]:

Φ(z) =

∫ z

−∞
φ(t)dt. (2.26)
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Adapun fungsi karakteristik untuk distribusi normal adalah
[21]:

ψ(ξ) = exp

{
iξµ− ξ2σ2

2

}
. (2.27)



BAB III
METODE PENELITIAN

Pada bab ini dijelaskan langkah-langkah pengerjaan
Tugas Akhir secara rinci. Tahapan penelitian yang digunakan
berguna sebagai acuan agar Tugas Akhir ini dapat berjalan
secara sistematis. Terdapat tahapan penelitian ini antara lain:

1. Studi Literatur
Pada tahap ini dilakukan pencarian dan pengumpulan
referensi yang menunjang penelitian. Referensi yang
digunakan adalah buku-buku literatur, jurnal ilmiah,
Tugas Akhir yang berkaitan dengan permasalahan,
maupun artikel dari internet.

2. Pembentukan Model Black-Scholes pada Opsi Multi-
Aset
Pada tahap ini dilakukan proses pembentukan model
umum Black-Scholes opsi multi-aset dengan langkah-
langkah sebagai berikut :

(a) Pembentukan Portofolio
Pada tahap ini dilakukan proses pembentukan
portofolio yang merupakan kumpulan dari aset

(b) Penilaian Opsi
Pergerakan portofolio yang didapat dari proses
pembentukan portofolio, selanjutnya akan dicari
nilai opsinya

(c) Penyertaan Dividen dalam Model
Dilakukan penambahan dividen, yang mana

33
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dividen merupakan pembagian keuntungan antara
perusahaan dengan pemegang saham.

3. Pembentukan Model Black-Scholes pada Opsi Basket
Setelah mendapatkan model Black-Scholes opsi multi-
aset, selanjutnya dilakukan perhitungan untuk mencari
model Black-Scholes untuk opsi multi aset dengan
langkah-langkah sebagai berikut :

(a) Pembentukan Model diawali dengan model
umum Black-Scholes untuk opsi multi-aset yang
selanjutnya dilakukan beberapa transformasi
sehingga model menjadi bentuk persamaan difusi.

(b) Dilakukan penyelesaian model penentuan harga
opsi basket, dengan cara penyelesaiannya
mengikuti penyelesaian difusi.

4. Simulasi Program
Terdapat tiga simulasi program, diantaranya :

(a) Simulasi payoff opsi beli

(b) Simulasi payoff opsi beli dengan tingkat suku bunga
5%, 10%, 15% dan volatilitas 20%

(c) Simulasi payoff opsi beli dengan volatilitas 10%,
20%, dan 30%.

5. Penarikan Kesimpulan
Setelah mendapatkan model harga opsi multi-aset pada
opsi basket tipe eropa, maka selanjutnya dilakukan
suatu penarikan kesimpulan dari pembahasan yang telah
dilakukan sebelumnya. Serta diberikan saran sebagai
bahan masukan untuk penelitian lebih lanjut.

6. Penulisan Laporan Tugas Akhir
Pada tahap terakhir adalah penulisan Laporan
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Tugas Akhir yang meliputi hasil kajian mengenai
permasalahan yang dibahas dalam bentuk laporan
Tugas Akhir.

Adapun diagram alir yang berisi tahapan-tahapan yang
dilakukan pada penelitian Tugas Akhir dapat diberikan pada
Gambar 3.1.

Gambar 3.1: Diagram Alir Metodologi Penelitian





BAB IV
ANALISA DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas mengenai solusi analitik dari
Model Black-Scholes pada opsi basket

4.1 Pembentukan Model Black-Scholes pada Opsi
Multi-Aset

Pada tahap ini dilakukan proses Pembentukan Model
Umum Black-Scholes pada Opsi Multi-Aset dengan langkah-
langkah sebagai berikut :

4.1.1 Pembentukan Portofolio

Portofolio merupakan kumpulan dari aset-aset.
Portofolio dikatakan tidak beresiko karena tidak terdapat
Gerak Brownian, yang mana gerak tersebut menyebabkan
terjadinya perubahan harga. Portofolio dikatakan konstan
sehingga mempunyai pendapatan yang sama dengan saham
pada saham jangka pendek yang bebas resiko. Apabila
pendapatan yang diperoleh lebih tinggi dari portofolio ini,
maka arbitrageur dapat memperoleh keuntungan dengan cara
memilih saham bebas risiko dan menggunakan keuntungan
dari saham bebas risiko ini untuk membeli portofolio. Tetapi
jika pendapatan yang diperoleh lebih kecil maka arbitrageur
dapat memperoleh keuntungan bebas risiko dengan cara
memilih portofolio dan menggunakan keuntungan ini untuk
membeli saham bebas risiko.

Portofolio bebas risiko seperti yang disebutkan pada
persamaan (2.4) yaitu dπ = rπdt, dengan r menyatakan
suku bunga bebas risiko. Selanjutnya akan dibentuk sebuah
portofolio yang terdiri dari opsi dan sejumlah saham.

37
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Terdapat dua aset dasar yaitu saham, yang bernilai konstan.
Pada sub-bab pembentukan portofolio, seperti definisi pada
persamaan (2.6) bahwa nilai portofolio didefinisikan sebagai
hasil pengurangan nilai opsi dengan jumlah saham.

π = V −
n∑
i=1

∆iSi (4.1)

= V −∆1S1 −∆2S2

Terdapat dua buah aset dasar sehingga nilai n adalah 2

π = V −∆1S1 −∆2S2

dengan pergerakan nilai portofolio yaitu

dπ = dV −∆1dS1 −∆2dS2.

Terdapat pembagian dividen (qSdt) sehingga setiap aset dasar
yang dimiliki akan dikurangi sejumlah dividen. Maka dari itu,
didapat pergerakan portofolio sebagai berikut :

dπ = dV −∆1dS1 − q∆1S1dt−∆2dS2 − q∆2S2dt. (4.2)

4.1.2 Penilaian Opsi
Pada perhitungan selanjutnya, akan dicari nilai dari

opsi. Pertama-tama, didefinisikan ∆i = ∂Vi
∂Si

, ∀i=1,2 seperti
yang tertera pada persamaan (2.10) sehingga persamaan (4.2)
menjadi

dπ = dV −∂V1

∂S1
S1 −

∂V2

∂S2
S2 − q

∂V1

∂S1
S1dt

− q
∂V2

∂S2
S2dt. (4.3)

Misalkan V (S, t) menyatakan nilai opsi pada saat t dengan
harga saham adalah S(t). Berdasarkan lemma Ito, apabila
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fungsi f(t,W (t)) merupakan fungsi dari t yang deterministik,
didapat :

df =
∂f

∂t
dt+

∂f

∂W
dW +

1

2

∂2f

∂W 2
dW 2. (4.4)

Teorema 4.1
Diberikan Vt = V (St, t). V terdiferensiasi dengan dua variabel.
Jika proses stokastik St memenuhi persamaan diferensial
stokastik berikut

dSt = µ(St, t)dt+ σ(St, t)dWt,

maka

dVt = (∂V∂t + µ(St, t)
∂V
∂S + 1

2σ
2(St, t)

∂2V
∂S2 )dt

+σ(St, t)
∂V
∂S dWt.

Sehingga dengan menggunakan teorema diatas, didapatkan:

dV (S, t) =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS (t) +

1

2

∂2V

∂S2
dS (t)2 (4.5)

=
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S1
dS1 (t) +

∂V

∂S2
dS2 (t) +

1

2

∂2V

∂S2
1

dS1 (t)2 +
1

2

∂2V

∂S2
2

dS2 (t)2 .

4.1.3 Penyertaan Dividen dalam Model
Perhitungan selanjutnya, akan disertakan dividen

dalam model. Jika S mengikuti gerak brown geometri dengan
disertai pembagian dividen, maka :

dSi (t) = (µ− q)Sidt+ σiSidZ(t) (4.6)

dengan i = 1, 2 maka diperoleh :

dS1 (t) = (µ− q)S1dt+ σ1S1dZ(t) (4.7)

dS2 (t) = (µ− q)S2dt+ σ2S2dZ(t)
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kembali ke persamaan (4.5), sehingga persamaan menjadi :

dV (S, t) =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S
dS (t) +

1

2

∂2V

∂S2
dS (t)2

=
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S1
dS1 +

∂V

∂S2
dS2 +

1

2

∂2V

∂S2
1

dS2 +
1

2

∂2V

∂S2
2

dS2

=
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S1
[(µ− q)S1dt+ σ1S1dZ(t)] +

∂V

∂S2
[(µ− q)S2dt+ σ2S2dZ(t)] +

1

2

∂2V

∂S2
1

[(µ− q)S1dt+ σ1S1dZ(t)]2 +

1

2

∂2V

∂S2
2

[(µ− q)S2dt+ σ2S2dZ(t)]2 (4.8)

Berdasarkan Teorema pada Integral Ito [13], diketahui bahwa
dt2 = 0, dtdZ(t) = 0, dan [dZ(t)]2 = dt mengakibatkan
persamaan (4.8) menjadi

dV (S, t) =
∂V

∂t
dt+

∂V

∂S1
[(µ− q)S1dt+ σ1S1dZ(t)] +

∂V

∂S2
[(µ− q)S2dt+ σ2S2dZ(t)] +

1

2

∂2V

∂S2
1

[
σ2

1S
2
1dZ(t)2

]
+

1

2

∂2V

∂S2
2

[
σ2

2S
2
2dZ(t)2

]
=

[
∂V

∂t
+
∂V

∂S1
(µ− q)S1 +

∂V

∂S2
(µ− q)S2

]
dt+[

1

2

∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1 +

1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2

]
dt+[

∂V

∂S1
σ1S1 +

∂V

∂S2
σ2S2

]
dZ(t) (4.9)
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Selanjutnya, persamaan (4.8) akan disubstitusikan pada
persamaan (4.3) yang merupakan pergerakan nilai portofolio

dπ =

[
∂V

∂t
+
∂V

∂S1
(µ− q)S1 +

∂V

∂S2
(µ− q)S2 +

1

2

∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1

]
dt

+

[
1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2 − qS1

∂V

∂S1
− qS2

∂V

∂S2

]
dt

+

[
∂V

∂S1
σ1S1 +

∂V

∂S2
σ2S2

]
dZ(t)

− ∂V
∂S1

[(µ− q)S1 + σ1S1dZ(t)]

− ∂V
∂S2

[(µ− q)S2 + σ2S2dZ(t)]

dπ =

[
∂V

∂t
+

1

2

∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1 +

1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2 − qS1

∂V

∂S1

]
dt

−qS2
∂V

∂S2
(4.10)

Return dari π yang telah diinvestasikan ke aset bebas resiko,
dapat dilihat sebagai suatu pertumbuhan dari rπdt pada
waktu t. Apabila sisi kanan pada persamaan (4.10) lebih besar
atau lebih kecil dari rπdt , akan menimbulkan efek arbitrasi.
Oleh karena itu, persamaan (4.10) menjadi :

rπdt =

[
∂V

∂t
+

1

2

∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1 +

1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2 − qS1

∂V

∂S1

]
dt

−qS2
∂V

∂S2
. (4.11)

Seperti telah disebutkan pada persamaan (4.1) bahwa nilai
π = V −

∑2
i=1 ∆Si, berikutnya masing-masing sisi dari

persamaan (4.11) dibagi dengan dt. Maka diperoleh :
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r

(
V −

2∑
i=1

∆Si

)
=

(
∂V

∂t
+

1

2

∂2V

∂S2
i

σ2
i S

2
i − qSi

∂V

∂Si

)

r (V −∆S1 −∆S2) =
∂V

∂t
+

1

2

∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1 +

1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2

−qS1
∂V

∂S1
− qS2

∂V

∂S2

0 =
∂V

∂t
+

1

2

∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1 +

1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2

+r∆S1 + r∆S2 − rV1 − rV2

−qS1
∂V

∂S1
− qS2

∂V

∂S2

0 =
∂V

∂t
+

1

2

∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1 +

1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2

+r
∂V

∂S1
+ r

∂V

∂S2
− rV1 − rV2

−qS1
∂V

∂S1
− qS2

∂V

∂S2

0 =
∂V

∂t
+
∂2V

∂S2
1

σ2
1S

2
1 +

1

2

∂2V

∂S2
2

σ2
2S

2
2

+
∂V

∂S1
(r − q)S1 +

∂V

∂S2
(r − q)S2

−rV1 − rV2. (4.12)

Persamaan (4.12) dapat ditulis bentuk umumnya yaitu

∂V

∂t
+

2∑
i,j=1

1

2

∂2V

∂S2
σ2
ijS

2
i +

2∑
i=1

(r − q)Si
∂V

∂S
− rV = 0 (4.13)

Persamaan (4.13) merupakan model Black-Scholes untuk opsi
dengan aset lebih dari satu atau disebut opsi multi-aset.
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4.2 Pembentukan Model Black-Scholes pada Opsi
Basket
Pada pembahasan sebelumnya telah dilakukan

pembentukan model sehingga didapat model Black Scholes
pada opsi multi-aset. Selanjutnya, dilakukan perhitungan
untuk mendapatkan model Black-Scholes pada opsi multi-aset
jenis opsi basket.

4.2.1 Pembentukan Persamaan Difusi
Pembentukan model diawali dengan model umum

Black-Scholes untuk opsi multi-aset yang dilakukan beberapa
transformasi sehingga model menjadi bentuk persamaan
difusi. Mula-mula, diberikan Persamaan Black-Scholes untuk
opsi multi-aset sepert disebutkan pada persamaan (4.13)

∂V

∂t
+

1

2

n∑
i,j=1

aijSiSj
∂2V

∂Si∂Sj
+

n∑
i=1

(r − q)Si
∂V

∂Si
− rV = 0

Terdapat dua buah aset dasar yang berupa dua buah saham
sehingga nilai n = 2, dan persamaan menjadi :

∂V

∂t
+

1

2

2∑
i,j=1

aijSiSj
∂2V

∂Si∂Sj
+

2∑
i=1

(r − q)Si
∂V

∂Si
− rV = 0

Diketahui : aij =
∑m

k=1 σikσjk dengan nilai i, j = 1, ..., n.
Sehingga didapat Si = exi . Tahap berikutnya, dilakukan
substitusi dan diperoleh hasil sebagai berikut

∂V

∂t
+

1

2
σ2

11e
2x1

[
∂2V

∂x2
1

1

e2x1
− ∂V

∂x1

1

e2x1

]
+

1

2
σ2

22e
2x2[

∂2V

∂x2
2

1

e2x2
− ∂V

∂x1

1

e2x2

]
+ (r − q) ex1 ∂V

∂x1

1

ex1

+ (r − q) ex2 ∂V
∂x2

1

ex2
− rV = 0
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∂V

∂t
+

1

2
σ2

11

∂2V

∂x2
1

− 1

2
σ2

11

∂V

∂x1
+

1

2
σ2

22

∂2V

∂x2
2

− 1

2
σ2

22

∂V

∂x2

+ (r − q) ∂V
∂x1

+ (r − q) ∂V
∂x2
− rV = 0

∂V

∂t
+

1

2
σ2

11

∂2V

∂x2
1

+
1

2
σ2

22

∂2V

∂x2
2

− 1

2
σ2

11

∂2V

∂x1
− 1

2
σ2

22

∂V

∂x2

+ (r − q) ∂V
∂x1

+ (r − q) ∂V
∂x2
− rV = 0

∂V

∂t
+

1

2
σ2

11

∂2V

∂x2
1

+
1

2
σ2

22

∂2V

∂x2
2

+
∂V

∂x1

[
−σ

2
11

2
+ r − q

]
+
∂V

∂x2

[
−σ

2
22

2
+ r − q

]
− rV = 0 (4.14)

Dimisalkan bahwa nilai

ξ =

2∑
i=1

αixi = α1x1 + α2x2

sehingga dapat diperoleh

∂V

∂x1
=

∂V

∂ξ

∂ξ

∂x1

=
∂V

∂ξ
α1 (4.15)

∂V

∂x2
=

∂V

∂ξ

∂ξ

∂x2

=
∂V

∂ξ
α2 (4.16)
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∂2V

∂x2
1

=
∂

∂x1

[
∂V

∂x1

]
=

∂

∂x1

[
∂V

∂ξ
α1

]
=

∂

∂ξ

∂ξ

∂x1

[
∂V

∂ξ
α1

]
=

∂

∂ξ
α1

[
∂V

∂ξ
α1

]
=

∂

∂ξ

∂V

∂ξ
α2

1

=
∂2V

∂2ξ
α2

1 (4.17)

∂2V

∂x2
2

=
∂

∂x2

[
∂V

∂x2

]
=

∂

∂x2

[
∂V

∂ξ
α2

]
=

∂

∂ξ

∂ξ

∂x2

[
∂V

∂ξ
α2

]
=

∂

∂ξ
α2

[
∂V

∂ξ
α2

]
=

∂

∂ξ

∂V

∂ξ
α2

2

=
∂2V

∂2ξ
α2

2. (4.18)

Selanjutnya, persamaan (4.15), (4.16), (4.17), (4.18)
disubstitusikan ke persamaan (4.14) seperti yang ditunjukkan
dibawah ini :
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∂V

∂t
+

1

2
σ2

11

∂2V

∂ξ2
α2

1 +
1

2
σ2

22

∂2V

∂ξ2
α2

2 + (r − q − 1

2
σ2

11)

∂V

∂ξ
α1 + (r − q − 1

2
σ2

22)
∂V

∂ξ
α2 − rV = 0

∂V

∂t
+
∂2V

∂ξ2

[
1

2
σ2

11α
2
1 +

1

2
σ2

22α
2
2

]
+
∂V

∂ξ
[

(
r − q − 1

2
σ2

11

)
α1

+

(
r − q − 1

2
σ2

22

)
α2]− rV = 0

∂V

∂t
+
∂2V

∂ξ2

[
1

2
σ2

11α
2
1 +

1

2
σ2

22α
2
2

]
+
∂V

∂ξ
[(rα1 − qα1

−α1σ
2
11

2
) +

(
rα2 − qα2]− α2σ

2
22

2

)
− rV = 0 (4.19)

Payoff pada Opsi Basket yang merupakan rata-rata geometrik
pada n-aset dasar, diberikan seperti dibawah ini :

payoff =

(
i=1∏
n

Sαii −K

)+

dengan
∑
αi = 1, αi ≥ 0. Digunakan i = 2 sehingga syarat

batas menjadi
∑2

i=1 αi = 1. Setelah memasukkan nilai i = 2
pada syarat batas, maka persamaan (4.19) menjadi sebagai
berikut :

∂V

∂t
+
∂2V

∂ξ2

[
1

2
σ2

11α
2
1 +

1

2
σ2

22α
2
2

]
+
∂V

∂ξ

[
r − α1q −

αiσ
2
11

2
− α2q −

α2σ
2
22

2

]
−rV = 0 (4.20)
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persamaan (4.20) juga dapat ditulis bentuk umumnya yaitu :

∂V

∂t
+

1

2
σ̂2
∂2V

∂ξ2
+

(
r − q̂ − 1

2
σ̂2

)
∂V

∂ξ
− rV = 0 (4.21)

dengan

σ̂2 =
n∑

i,j=1

aijαiαj ,

q̂ =

n∑
i=1

α1

(
q +

aii
2

)
− σ̂2

2
.

Pada bentuk umum tersebut, akan dimisalkan D = q̂ − σ̂2

2
sehingga persamaan (4.20) menjadi :

∂V

∂t
+

1

2
σ̂2
∂2V

∂ξ2
+ (r −D)

∂V

∂ξ
− rV = 0

Selanjutnya, persamaan akan dikalikan dengan 2

σ̂2
untuk

mendapatkan bentuk yang lebih sederhana

2

σ̂2

∂V

∂t
+
∂2V

∂ξ2
+ (r −D)

2

σ̂2

∂V

∂ξ
− 2

σ̂2
rV = 0

Setelah mendapatkan bentuk lebih sederhana, berikutnya
dilakukan transformasi selanjutnya yakni t = T − 2τ

σ̂2
sehingga

didapat :

∂V

∂t
=
∂V

∂x

∂x

∂τ

∂τ

∂t
+
∂V

∂τ

∂τ

∂t

= −∂V
∂τ

σ̂2

2
(4.22)
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Hasil dari transformasi diatas adalah sebagai berikut :

− 2

σ̂2

∂V

∂τ

σ̂2

2
+
∂2V

∂ξ2
+ (r −D)

2

σ̂2

∂V

∂ξ
− 2

σ̂2
rV = 0

−∂V
∂τ

+
∂2V

∂ξ2
+ (r −D)

2

σ̂2

∂V

∂ξ
− 2

σ̂2
rV = 0

Misalkan k = 2r

σ̂2
, dan k∗ = (r−D)

σ̂2
maka persamaan (4.22)

menjadi :

−∂V
∂τ

+
∂2V

∂ξ2
+ k∗

∂V

∂ξ
− kV = 0

∂V

∂τ
=
∂2V

∂ξ2
+ k∗

∂V

∂ξ
− kV (4.23)

dengan didapatkannya hasil transformasi seperti persamaan
(4.23), terminal condition dapat diubah menjadi kondisi awal
atau initial condition sebagai berikut :

max
(
eξ − 1, 0

)
= V (ξ, τ)

Jika nilai τ = 0, maka initial condition nya menjadi
V (ξ, 0) = max

(
eξ − 1, 0

)
.

Selanjutnya, dilakukan transformasi kembali untuk
mendapatkan bentuk persamaan difusi. Akan dilakukan
suatu transformasi. Misalkan V = eAξ+Bτu (ξ, τ), maka :

∂V

∂τ
= BeAξ+Bτu+ eAξ+Bτ

∂u

∂τ
(4.24)
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∂V

∂ξ
= AeAξ+Bτu+ eAξ+Bτ

∂u

∂ξ
(4.25)

∂2V

∂ξ2
=

∂

∂ξ

[
∂V

∂ξ

]
=

∂

∂ξ

[
AeAξ+Bτu+ eAξ+Bτ

∂u

∂ξ

]
= A

∂

∂ξ

[
eAξ+Bτu

]
+

∂

∂ξ

[
eAξ+Bτ

∂u

∂ξ

]
= A

[
AeAξ+Bτu+ eAξ+Bτ

∂u

∂ξ

]
+

[
AeAξ+Bτ

∂u

∂ξ
+ eAξ+Bτ

∂2u

∂ξ2

]
= A2eAξ+Bτu+AeAξ+Bτ

∂u

∂ξ
+AeAξ+Bτ

∂u

∂ξ

+eAξ+Bτ
∂2u

∂ξ2
(4.26)

Persamaan (4.23), (4.24), (4.25) disubstitusikan ke persamaan
(4.22) sehingga diperoleh :

BeAξ+Bτu+ eAξ+Bτ
∂u

∂τ
= A2eAξ+Bτu+ 2AeAξ+Bτ

∂u

∂ξ

+eAξ+Bt
∂2u

∂2ξ
+ k∗AeAξ+Bτu

+eAξ+Bτ
∂u

∂ξ
− keAξ+Bτu

Bu+
∂u

∂τ
= A2u+ 2A

∂u

∂ξ
+
∂2u

∂ξ2
+ k∗Au+

∂u

∂ξ
− ku
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∂u

∂τ
=
∂u

∂ξ
(2A+ k∗) +

∂2u

∂ξ2
(1) + u

(
A2 +Ak∗ − k −B

)
(4.27)

Jika persamaan (4.27) harus menjadi persamaan difusi,
mengakibatkan koefisien pada ∂u

∂ξ dan koefisien dari u harus
bernilai nol. Artinya:

−2A− k∗ = 0

A = −k
∗

2
(4.28)

A2 +Ak∗ − k −B = 0

A2 +Ak∗ − k = B (4.29)

dengan mensubstitusikan nilai A yang telah didapat pada
persamaan (4.28) ke persamaan (4.29), didapat :

B = −k
2∗

4
− k

Nilai A dan B yang telah didapatkan kemudian disubstitusikan
ke persamaan (4.27), sehingga menghasilkan persamaan difusi
seperti dibawah ini :

∂u

∂τ
=
∂2u

∂2ξ

dengan u (ξ, 0) = V e

(
k∗
2

)
ξ

Seperti sebelumnya, diketahui nilai V = eAξ+Bτu (ξ, τ).

V (ξ, τ) = e
− k
∗ξ
2

+
(
− k

2∗
4
−k
)
τ
u (ξ, τ) (4.30)
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Jika τ = 0, maka:

V (ξ, 0) = e−
k∗ξ
2 u (ξ, 0)

max
(
eξ − 1, 0

)
= e−

k∗ξ
2 u (ξ, 0)

u (ξ, 0) = max
(
eξ − 1, 0

)
e
k∗ξ
2

u (ξ, 0) = max
(
eξe

k∗ξ
2 − e

k∗ξ
2 , 0

)
u (ξ, 0) = max

(
eξ+

k∗ξ
2 − e

k∗ξ
2 , 0

)
u (ξ, 0) = max

(
eξ(1+ k∗

2
)−eξ(

k∗
2 )

, 0

)
sehingga diperoleh persamaan difusi ∂u∂τ = ∂2u

∂2ξ
dengan kondisi

awal adalah u (ξ, 0) = max
(
eξ − 1, 0

)
e
k∗ξ
2 .

4.2.2 Penyelesaian Persamaan Difusi
Setelah mendapatkan persamaan diferensial difusi,

selanjutnya akan dilakukan solusi penyelesaian model
penentuan harga opsi basket dengan cara penyelesaiannya
mengikuti penyelesaian persamaan diferensial difusi.

Persamaan diferensial difusi mempunyai bentuk umum
sebagai berikut :

∂u

∂τ
=
∂2u

∂2ξ
,−∞ < ξ <∞, t > 0 (4.31)

u (ξ, 0) = θ(ξ).

u (ξ, 0) merupakan sebuah kondisi awal, yaitu pada
saat τ = 0 maka u (ξ, 0) bernilai θ(ξ). Pada u (ξ, τ) yang
merupakan solusi dari persamaan (4.31), berlaku sifat-sifat
sebagai berikut [14] :
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1. Jika u (ξ, τ) merupakan solusi dari persamaan (4.31),
maka u (ξ −m, τ) juga merupakan solusi persamaan
diferensial difusi.

2. Turunan dari fungsi u (ξ −m, τ), seperti uτ , uξ, uξξ juga
juga merupakan solusi persamaan diferensial difusi.

3. Jika uτ dan uξ merupakan solusi, maka uτ + uξ juga
merupakan solusi persamaan diferensial difusi.

4. Integral dari solusi persamaan difusi juga merupakan
solusi difusi.

5. Bentuk
√
ax, at juga merupakan solusi persamaan

diferensial difusi, yang disebut dengan dilatasi.

Persamaan Diferensial Parsial memiliki solusi yang
unik (tunggal) yang berarti jika terdapat lebih dari satu
solusi, maka semua solusi tersebut bernilai sama. [15].

Untuk u (ξ, τ) adalah solusi persamaan diferensial
difusi di persamaan (4.31), misalkan S (ξ, τ) juga merupakan
solusi. Dari sifat-sifat diatas, maka S (ξ −m, τ) juga
merupakan solusi persamaan (4.31).

Berdasarkan sifat pada poin 4 dan sifat ketunggalan
solusi persamaan diferensial parsial, diperoleh hubungan
u (ξ, τ) dan S (ξ, τ) sebagai berikut :

u (ξ, τ) =

∫ ∞
−∞

S (ξ −m, τ) θ(m)dm (4.32)

Mengacu pada sifat-sifat yang telah disebutkan diatas,
persamaan (4.32) menjadi :

u (ξ, τ) =
∂

∂ξ

∫ ∞
−∞

S (ξ −m, τ) θ(m)dm. (4.33)
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Selanjutnya, dimisalkan Q (ξ, τ) = G (p) dengan nilai p = ξ√
4τ

memenuhi persamaan difusi dengan syarat awal

Q (ξ, τ) =
{1,ξ>0

0,ξ<0
(4.34)

dan persamaan difusi diberikan sebagai berikut

Qτ = Qξξ (4.35)

dengan :

∂Q

∂τ
=

∂G

∂τ
=
∂G

∂P

∂P

∂τ

= G′
∂

∂τ

(
ξ√
4τ

)
=
−pG′

2τ

∂Q

∂ξ
=

∂G

∂ξ
=
∂G

∂P

∂P

∂ξ

= G′
∂

∂ξ

(
ξ√
4τ

)
=

(
1√
4τ

)
G′

∂2Q

∂ξ2
=

∂2G

∂ξ2
=

∂

∂ξ

(
∂G

∂ξ

)
=

∂

∂ξ

(
1√
4τ
G′
)

=
G′′√
4τ

1√
4τ

=
G′′

4τ
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selanjutnya persamaan (4.35) dapat ditulis :

Qτ −Qξξ =
−pG′

2τ
− G′′

4τ

0 =
−pG′

2τ
− G′′

4τ

0 = − 1

4τ

[
2pG′ +G′′

]
0 =

dG

dp

[
2p+

d

dp

]
dan dimisalkan nilai v = dG

dp

v

(
2p+

d

dp

)
= 0

dv

dp
= −2pv

−
∫

2dp =

∫
dv

v

ln v = −p2 + C1

v =
dG

dp
= C1e

−p2∫
dG = C1

∫
e−p

2
dp

G = C1

∫
e−p

2
dp+ C2

setelah mendapatkan nilai G, dari hasil persamaan diatas
diketahui bahwa:

G (p) = Q (ξ, τ) = C1

∫ ∞
0

e−p
2
dp+ C2. (4.36)

Q (ξ, τ) mempunyai syarat awal yang diberikan pada
persamaan (4.34). Dari syarat awal dan persamaan (4.36),
maka diperoleh:
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1. Untuk nilai x > 0

Q (ξ, τ) = C1

∫ ∞
0

e−p
2
dp+ C2 = 1 (4.37)

dengan menggunakan Fungsi Kepadatan Peluang atau
Probability Density Function (PDF) dari distribusi
normal standar dengan nilai σ2 = 1 dan µ = 0 seperti
disebutkan pada persamaan (2.25) maka diperoleh :

1√
π

∫ ∞
−∞

e−p
2
dp = 1∫ ∞

0
e−p

2
dp =

π

2

sehingga apabila kembali pada persamaan (4.36),
persamaan menjadi :

Q (ξ, τ) =

√
π

2
C1 + C2 = 1 (4.38)

2. Untuk nilai x < 0

Q (ξ, τ) = C1

∫ ∞
0

e−p
2
dp+ C2 = 0 (4.39)

Q (ξ, τ) = −C1

∫ 0

−∞
e−p

2
dp+ C2 = 0 (4.40)

dengan mengeliminasi persamaan (4.39) dan (4.40),
diperoleh nilai C1 = 1√

π
dan nilai C2 = 1

2 . Selanjutnya

dari nilai C1 dan C2 yang telah didapatkan, maka
kembali pada persamaan (4.36) :

Q (ξ, τ) = C1

∫ ∞
0

e−p
2
dp+ C2 = 1

Q (ξ, τ) =
1√
π

∫ p

0
e−p

2
dp+

1

2
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Persamaan (4.31) dan persamaan (4.35) merupakan
persamaan difusi yang serupa, sehingga dengan sifat
ketunggalan solusi persamaan diferensial parsial, maka solusi
dari Q (ξ, τ) juga merupakan solusi dari u (ξ, τ). Selanjutnya,
dari sifat pada poin (2) yang telah diberikan, berlaku
hubungan S (ξ, τ) dan Q (ξ, τ) yakni :

S (ξ, τ) =
∂

∂τ
Q (ξ, τ)

=
1√
π

∂

∂τ

(∫ p

0
e−p

2
dp

)
=

1√
π

∂

∂p

(∫ p

0
e−p

2
dp

)
∂p

∂τ

=
1√
π

1√
4τ
e−p

2
(4.41)

Dilakukan substitusi S (ξ, τ) pada persamaan (4.32), sehingga
persamaan menjadi :

u (ξ, τ) =

∫ ∞
−∞

1√
4πτ

e−p
2
θ(m)dm (4.42)

kemudian substitusikan syarat awal persamaan (4.31) ke
persamaan (4.42). Sehingga didapatkan solusi dari persamaan
difusi yang diberikan sebagai berikut

u (ξ, τ) =
1

2
√
πτ

∫ ∞
−∞

e
− (ξ−m)2√

4τ u0 (m) dm

dengan

u0 (m) = u (m, 0)

= max

(
e
ξ
[
1+ k∗

2

]
− eξ

[
k∗
2

]
, 0

)
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sehingga dengan mensubstitusikan nilai u0(m), solusi
persamaan difusi menjadi

u (ξ, τ) =
1

2
√
πτ

∫ ∞
−∞

max
(
e

1
2

[k∗+2]m − e
1
2

[k∗]m, 0
)
e−

(ξ−m)2

4τ dm

=
1

2
√
πτ

∫ ∞
0

(
e

1
2

[k∗+2]m − e
1
2

[k∗]m
)
e−

(ξ−m)2

4τ dm

=
1

2
√
πτ

∫ ∞
0

e
1
2

[k∗+2]me−
(ξ−m)2

4τ dm

− 1

2
√
πτ

∫ ∞
0

e
1
2

[k∗]me−
(ξ−m)2

4τ dm (4.43)

= I2 − I1 (4.44)

Untuk memudahkan perhitungan, nilai u(ξ, τ) pada
persamaan (4.44) diatas selanjutnya dibagi menjadi bentuk
I1 dan I2. Berikut solusi penyelesaian untuk I2,

1

2
[k∗ + 2]m− (ξ −m)2

4τ
=

2τm (2 + k∗)−
(
ξ2 − 2mξ +m2

)
4τ

=
−m2 + 2mτ (2 + k∗)− ξ2

4τ

=
−m2 + 2m [τ (2 + k∗)]− ξ2

4τ

=
1

4τ
×−[(m− [τ (2− k∗) + ξ])2

+ [τ (2 + k∗) + ξ]2 − ξ2]

= −1

2

(
m− [τ (2 + k∗) + ξ]√

2τ

)2

+
1

4τ
× [τ2 [2 + k∗]2 + 2ξτ

[2 + k∗] + ξ2 − ξ2]
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1

2
[k∗ + 2]m− (ξ −m)2

4τ
= −1

2

(
m− [τ (2 + k∗) + ξ]√

2τ

)2

+
1

4
× [τ [2 + k∗]2

+2ξ [2 + k∗]]

Dari nilai diatas, jika sisi kanan persamaan disederhanakan
maka akan diperoleh(

τ (2 + k∗)2 + 2ξ (2 + k∗)
)

4
.

Kembali ke nilai I2 pada persamaan (4.43), maka :

I2 =
1

2
√
πτ
e

[τ(2+k∗)2+2ξ(2+k∗)]
4

∫ ∞
0

e
− 1

2

(
m−[τ(2+k∗)+ξ]√

2τ

)2

dm

Untuk penyederhanaan dalam perhitungan, dimisalkan nilai

z′ =
(
m−[τ(2+k∗)+ξ]√

2τ

)
, maka diperoleh nilai I2 adalah :

I2 =
1

2
√
πτ
e

[τ(2+k∗)2+2ξ(2+k∗)]
4

∫ ∞
[τ(2+k∗)+ξ]√

2τ

e−
z2

2

√
2τdz′

= e
[τ(2+k∗)2+2ξ(2+k∗)]

4
1

2π

∫ ∞
d2

e−
z2

2

√
2τdz′

= e
[τ(2+k∗)2+2ξ(2+k∗)]

4 N(d2).
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Untuk I1, dengan cara yang sama seperti I2 maka

k∗m

2
− (ξ −m)2

4τ
=

2τm [k∗]−
(
ξ2 − 2mξ +m2

)
4τ

=
−m2 + 2m [τ (k∗) + ξ]− ξ2

4τ

=
− (m− [τ (k∗) + ξ])2 + (τ (k∗) + ξ)2 − ξ2

4τ

= −1

2

(
(m− [τ (k∗) + ξ])√

2τ

)2

+

(
τ2
(
k2∗
)

+ 2ξτk∗
)

4τ

= −1

2

(
(m− [τ (k∗) + ξ])√

2τ

)2

+

(
τ
(
k2∗
)

+ 2ξk∗
)

4

I1 =
1

2
√
πτ
e

(
τ(k2∗)+2ξ(k∗)

4

)

∫ ∞
0

e
− 1

2

(
(m−[τ(k∗)+ξ2])

√
2π

)2

dm

Misalkan z = m−[τ(k∗)+ξ]√
2τ

, maka :

I1 =
1

2
√
π
e
τ(k2∗)+2ξ(k∗)

4

∫ ∞
[τ(−k∗)−ξ]√

2τ

e
z′2
2

√
2πdz

= e
τ(k2∗)+2ξk∗

4
1√
2π

∫ ∞
d1

e−
z2

2

√
2τdz

= e
τ(k2∗)+2ξk∗

4 N(d1).
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Diperoleh nilai I1 dan I2, sehingga kembali ke persamaan
(4.44)

u (ξ, τ) = I2 − I1

= e
[τ(2+k∗)2+2ξ(2+k∗)]

4 N(d2)

−e
τ(k2∗)+2ξk∗

4 N(d1) (4.45)

Kemudian dilakukan substitusi persamaan (4.45) ke
persamaan (4.30),

V (ξ, τ) = e
− k∗

2
ξ+
(
− k

2∗
4
−k
)
τ
u (ξ, τ)

= e
− k∗

2
ξ+
(
− k

2∗
4
−k
)
τ(

e
[τ(2+k∗)2+2ξ(2+k∗)]

4 N(d2)− e
τ(k2∗)+2ξk∗

4 N(d1)

)

= e
− k∗

2
ξ+
(
− k

2∗
4
−k
)
τ+

[τ(2+k∗)2+2ξ(2+k∗)]
4 N(d2)

−e−
k∗
2
ξ+
(
− k

2∗
4
−k
)
τ+

τ(k2∗)+2ξk∗

4 N(d1)

= eξ+τ(k∗−k+1)N(d1)− eτ(−k)N(d2).

Setelah dilakukan substitusi, tahap terakhir adalah mencari
nilai V (S, t) untuk mendapatkan harga opsi basket tipe eropa

V (S, t) = KV (ξ, τ)

= K
[
eξ+τ(k∗−k+1)N(d1)− eτ(−k)N(d2)

]
= Keξeτ(k∗−k+1)N(d1)−Keτ(−k)N(d2)

= S(t)eτ(k∗−k+1)N(d1)− e−r(T−t)KN(d2)

= S(t)e(T−t)[r−D−r+
ˆ
σ2

2
]N(d1)− e−r(T−t)KN(d2)

= S(t)e−D(T−t)+τN(d1)− e−r(T−t)KN(d2)

= e−q(T−t)S(t)N(d1)− e−r(T−t)KN(d2),
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dengan d1 dan d2 adalah sebagai berikut

d1 =
ξ + τ(k∗)√

2τ

=
ξ +

[
(T − t) σ̂2

2

] [
2(r−D)

σ̂2

]
√

2
(

(T − t) σ̂2

2

)
=

ξ + (T − t)(r −D)√
(T − t)σ̂2

=
ξ + (T − t)(r − q̂ + σ̂2

2 )

σ̂
√
T − t

d2 =
ξ + τ (k∗ + 2)√

2τ

=
ξ +

[
(T − t) σ̂2

2

] [
2(r−D)

σ̂2
+ 2
]

√
2
(

(T − t) σ̂2

2

)
=

ξ + (T − t)(r −D) + (T − t)σ̂2√
(T − t)σ̂2

=
ξ + (T − t)(r − q̂ + σ̂2

2 ) + σ̂2(T − t)
σ̂
√
T − t

Sehingga dari persamaan Black-Scholes pada opsi multi-
aset pada sub-bab sebelumnya, didapatkan model harga opsi
multi-aset jenis opsi basket tipe eropa adalah sebagai berikut

V (S, t) = e−q(T−t)S(t)N(d1)− e−r(T−t)KN(d2) (4.46)
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dengan nilai d1 dan d2 adalah

d1 =
ξ + (T − t)(r − q̂ + σ̂2

2 )

σ̂
√
T − t

,

d2 =
ξ + (T − t)(r − q̂ + σ̂2

2 ) + σ̂2(T − t)
σ̂
√
T − t

= d1 − σ
√
T − t.

4.3 SIMULASI Program
Pada tahap ini dilakukan simulasi program pada Payoff

opsi beli dengan menggunakan software MATLAB. Terdapat
tiga simulasi diantaranya simulasi payoff opsi beli, payoff opsi
beli dengan tiga tingkat suku bunga, dan simulasi untuk payoff
opsi beli dengan tiga tingkat volatilitas.

4.3.1 Simulasi payoff pada opsi beli
Payoff adalah keuntungan akibat meng-exercise atau

menggunakan kontrak opsi. Nilai payoff masih merupakan
keuntungan kotor dari penggunaan opsi (exercise price).
Profit atau keuntungan bersih diperoleh dari nilai payoff
dikurangi dengan harga pembelian opsi.

Keuntungan dari opsi beli dapat diperoleh ketika harga
saham lebih dari harga opsi, hal ini sesuai dengan formula
payoff pada opsi beli yaitu

Payoff = max(S −K, 0). (4.47)

Pada Gambar 4.1 dibawah ini, sisi horizontal
menyatakan aset dasar (S) yaitu sebanyak dua buah saham
(S1 dan S2). Pada sisi vertikal menyatakan harga opsi (V ).
Diketahui harga kesepakatan (K = 55). Pada saat harga
saham adalah 0 sampai dengan 40, harga opsi adalah 0. Hal
ini dikarenakan harga saham kurang dari harga kesepakatan
(K = 55) sehingga nilai payoff bernilai nol seperti tertera
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pada persamaan (4.47). Ketika harga saham adalah 60,
harga opsi adalah 20. Hal ini disebabkan oleh harga saham
lebih besar dari harga kesepakatan (55). Berlaku pula untuk
harga saham berikutnya, sehingga grafik mengalami kenaikan.
Selanjutnya, nilai payoff diperoleh dari selisih harga saham
dengan harga kesepakatan.

Gambar 4.1: Payoff opsi beli dengan dua buah aset dasar

Dua pihak yang terlibat dalam kontrak opsi adalah
pembeli dan penjual opsi. Laba dari pembeli adalah rugi bagi
penjual dan berlaku sebaliknya. Pada opsi beli, apabila harga
saham lebih besar dari harga kesepakatan kontrak, maka
kontrak opsi dapat dilakukan dan mendapatkan keuntungan.
Sedangkan apabila harga saham kurang dari atau tidak lebih
besar dari harga opsi, maka akan lebih murah membeli
saham langsung di pasar dibandingkan menggunakan opsi.
Pemegang kontrak tersebut juga dapat memilih untuk tidak
menjalankan kontrak, artinya payoff bernilai nol.
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4.3.2 Simulasi payoff pada opsi beli dengan tiga
tingkat suku bunga ( 5%, 10%, 15% )

Gambar 4.2: Payoff opsi beli dengan tiga tingkat suku bunga

Pada gambar dua dimensi diatas, sisi horizontal
menyatakan saham (S) dan sisi vertikal menyatakan harga
opsi (V ). Berdasarkan hasil simulasi yang ditunjukkan pada
Gambar 4.2, diperoleh hasil bahwa :

1. Suku bunga 5%
Pada saat tingkat suku bunga sebesar 5% dengan harga
saham sebesar 110, diperoleh bahwa harga opsi adalah
53.003.

2. Suku bunga 10%
Pada saat tingkat suku bunga sebesar 10% dengan harga
saham sebesar 10%, diperoleh bahwa harga opsi adalah
55.7537.
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3. Suku bunga 15%
Pada saat tingkat suku bunga sebesar 15% dengan
harga saham sebesar 110, diperoleh bahwa harga opsi
adalah 58.3820.

Ketika tingkat suku bunga sebesar 5%, 10%, dan 15%
dengan harga saham sebesar 110, harga opsi yang
diperoleh adalah masing-masing 53.003, 55.7537, dan
58.3820. Hal ini berarti bahwa terdapat pengaruh
antara tingkat suku bunga dengan harga opsi. Semakin
besar tingkat suku bunga maka harga opsi juga semakin
besar.
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4.3.3 Simulasi payoff pada opsi beli dengan tiga
tingkat volatilitas ( 10%, 20%, 30% )

Gambar 4.3: Payoff opsi beli dengan tiga tingkat volatilitas

Pada gambar dua dimensi diatas, sisi horizontal
menyatakan saham (S) dan sisi vertikal menyatakan harga
opsi (V ). Berdasarkan hasil simulasi yang ditunjukkan pada
Gambar 4.3, diperoleh hasil bahwa :

1. Volatilitas 10%
Pada saaat tingkat volatilitas sebesar 10% dengan harga
saham adalah 110, diperoleh hasil bahwa harga opsi
adalah 55.7098

2. Volatilitas 20%
Pada saaat tingkat volatilitas sebesar 20% dengan harga
saham adalah 110, diperoleh hasil bahwa harga opsi
adalah 55.7537
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3. Volatilitas 30%
Pada saaat tingkat volatilitas sebesar 30% dengan harga
saham adalah 110, diperoleh hasil bahwa harga opsi
adalah 56.3525

Ketika tingkat volatilitas sebesar 10%, 20%, dan 30%
dengan harga saham sebesar masing-masing 110, diperoleh
harga opsi sebesar 55.7098, 55.7537, 56.3525. Hal ini
berarti bahwa terdapat pengaruh yang relatif kecil antara
tingkat volatilitas dengan harga opsi. Semakin besar tingkat
volatilitas, maka harga opsi juga semakin besar.





BAB V
PENUTUP

Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
tugas akhir ini serta saran untuk penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan analisa dan pembahasan yang telah

disajikan pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa
hal sebagai berikut :

1. Model harga opsi basket tipe eropa untuk call option
atau opsi beli diberikan sebagai berikut :

V (S, t) = e−q(T−t)S(t)N(d1)− e−r(T−t)KN(d2)

dengan

d1 =
ξ + (T − t)(r − q̂ + σ̂2

2 )

σ̂
√
T − t

d2 =
ξ + (T − t)(r − q̂ + σ̂2

2 ) + σ̂2(T − t)
σ̂
√
T − t

= d1 − σ
√
T − t

2. Berdasarkan simulasi dengan tiga tingkat suku bunga,
dapat disimpulkan bahwa tingkat kenaikan suku bunga
berpengaruh pada nilai opsi. Semakin besar suku bunga,
maka nilai call option juga semakin tinggi.

3. Berdasarkan simulasi dengan tiga tingkat volatilitas,
dapat disimpulkan bahwa semakin tinggi tingkat
volatilitas maka harga saham juga semakin tinggi.
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5.2 Saran

Berdasarkan penelitian yang telah dilakukan, saran
yang diberikan untuk penelitian selanjutnya yaitu menentukan
harga opsi basket tipe eropa dengan kondisi lognormalitas
lemah. Kondisi tersebut mempunyai beberapa asumsi.
Dengan opsi yang digunakan adalah Compound Exchange
Option.
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