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ABSTRAK 

 

Inventori atau persediaan dalam proses produksi dapat dikatakan sebagai 

produk jadi yang ditempatkan pada sebuah gudang penyimpanan sebelum dipesan 

oleh konsumen. Produk yang terlalu lama disimpan akan beresiko mengalami 

kerusakan. Sebaliknya, jika perusahaan produksi tidak mempunyai persediaan 

yang mencukupi, maka perusahaan tidak dapat memenuhi permintaan konsumen 

sehingga mengakibatkan hilangannya konsumen. Oleh karena itu, diperlukan 

adanya pengendalian pada sistem inventori agar perusahaan tidak mengalami 

kerugian. Sistem inventori merupakan model dinamis sehingga dapat disajikan 

sebagai permasalahan kontrol optimal. Pada penelitian ini membahas tentang 

konstruksi model sistem inventori yang memperhatikan kerusakan produk dan 

adanya kontrol optimal untuk meminimumkan biaya penalti yaitu biaya yang 

muncul saat banyaknya inventori dan banyaknya produksi tidak sesuai dengan 

yang diinginkan. Penyelesaian kontrol optimal tersebut menggunakan Prinsip 

Maksimum Pontryagin. Pada bagian akhir, solusi yang diperoleh diilustrasikan 

dengan simulasi numerik menggunakan software Matlab berdasarkan metode 

beda hingga. Hasil simulasi menunjukkan untuk semua fungsi permintaan bahwa 

grafik fungsi inventori yang optimal menuju pada inventori yang diinginkan dan 

grafik fungsi produksi yang optimal juga menuju pada produksi yang diinginkan 

sehingga mendapatkan biaya penalti yang minimum.  

 

 

 

Kata kunci : kontrol optimal, metode beda hingga, Prinsip Maksimum 

Pontryagin, sistem inventori. 
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ABSTRACT 

 

Inventory or supply in production can be expressed as finished product 

which  is placed in warehouse before ordered by consumer. An old saved product 

has a deteriorating risk. The other way, if manufacturing industry doesn’t have 

enough supplies, so they can’t fill consumer demands, so that they will loss their 

consumers.  Therefore, need a control for their inventory systems, in order that 

manufacturing industry doesn’t get loss. Inventory system is dynamical model, so 

it can expressed as optimal control problems. In this research, the inventory 

system model is constructed with considering deteriorating product and the 

existence of optimal control is to minimize penalty cost, which is a cost when the 

inventory level and production level are not following goal rates. Optimal control 

is solved by Maximum Pontryagin Principle. In the final section, the result is 

describing by numerical simulation with Matlab software according to finite 

difference method. It’s simulation result shows for all of demand function that 

optimal inventory function graphic follows inventory goal rate and optimal 

production function graphic follows production goal rate, so that minimum 

penalty cost function is obtained. 

  
 

 

Keywords : finite difference method, optimal control, Pontryagin Maximum 

Principle, inventory system. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

   

1.1 Latar Belakang  

Untuk mengatasi persaingan pasar yang semakin ketat di zaman 

globalisasi ini, perusahaan harus mampu meningkatkan kualitas perusahaannya. 

Salah satu cara perusahaan meningkatkan kualitasnya agar dapat bertahan dalam 

pasar yaitu dengan melakukan manajemen inventori produksi. Manajemen 

inventori produksi adalah bagaimana mengatur perubahan permintaan konsumen 

pada sebuah produk barang jadi, sehingga perusahaan tersebut harus membuat 

perencaaan dalam memproduksi barang agar sesuai dengan banyaknya permintaan 

dengan cara menempatkan produk dalam suatu tempat sebelum dipesan oleh 

konsumen. Produk yang terlalu lama disimpan akan beresiko mengalami 

kerusakan. Sebaliknya, jika perusahaan tidak mempunyai persediaan yang 

mencukupi, maka perusahaan tidak dapat memenuhi permintaan konsumen 

sehingga mengakibatkan hilangannya konsumen. 

Pada beberapa literatur telah dibahas banyak model tentang inventori, 

salah satu model inventori yang paling sederhana yaitu model Economic Order 

Quantity (EOQ). Pada model ini permintaan konsumen adalah konstan sepanjang 

waktu. Sehingga untuk kasus yang lebih nyata, model ini kurang cocok. Model 

inventori yang permintaan konsumennya berubah ubah seiring berjalannya waktu 

tidak dapat diramalkan atau diperkirakan, sehingga diperlukan pengendalian 

invetori dengan mengontrol banyaknya inventori dan meminimumkan biaya 

inventori total.  

Banyak penelitian yang membahas tentang kontrol opimal dalam 

manajemen inventori. Sethi dan Thompson (2000) membahas kontrol optimal 

model inventori dengan biaya dinamis tetapi tanpa memperhatikan kerusakan 

produk. Khemlnitsky dan Gerchak (2002) menggunakan kontrol optimal untuk 

menyelesaikan sistem inventori dimana permintaan bergantung pada banyaknya 

inventori. Bounkhel dan Tadj (2005) membahas kontrol optimal inventori dengan 

memperhatikan produk yang rusak. Hedjar dkk (2007) membahas kontrol optimal 
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model inventori periodik dengan mengasumsikan tingkat kerusakan produk adalah 

konstan.  

Pada penelitian ini,  permasalahan inventori akan diselesaikan dengan 

memperhatikan tingkat kerusakan produk. Dengan perusahaan menentukan 

banyaknya inventori yang diinginkan dan banyaknya produksi yang diinginkan 

maka akan dihitung biaya penaltinya yaitu biaya yang muncul ketika keduanya 

menyimpang dari yang diinginkan (goal rates).  Sistem inventori diselesaikan 

dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. Dari penyelesaian tersebut 

didapatkan keputusan optimal untuk mengatur inventori. Pada bagian akhir, solusi 

yang diperoleh diilustrasikan dengan simulasi numerik menggunakan software 

Matlab dengan tujuan untuk mengetahui grafik fungsi inventori dan fungsi 

produksi  mengikuti goal rates.  

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan, pokok permasalahan 

yang dikaji dalam tesis ini sebagai berikut. 

1. Bagaimana mengembangkan model sistem inventori dengan 

memperhatikan kerusakan produk dalam bentuk masalah kontrol optimal. 

2. Bagaimana menentukan produksi dan inventori yang optimal dari model 

sistem inventori dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin.  

3. Bagaimana analisa simulasi grafik fungsi inventori, fungsi produksi, dan 

fungsi biaya penalti setelah dilakukan kontrol optimal dengan 

menggunakan software Matlab. 

 

1.3 Batasan Masalah 

Penulisan tesis ini difokuskan pada pembahasan dengan beberapa batasan 

masalah sebagai berikut.  

1. Perusahaan menentukan banyaknya inventori yang diinginkan dan 

banyaknya produksi yang diinginkan. 

2. Produk yang diproduksi adalah sejenis. 

3. Tingkat kerusakan  terjadi setelah produk masuk dalam inventori (gudang 

penyimpanan).   
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4. Tidak ada perbaikan pada produk yang rusak.  

5. Semua permintaan konsumen dapat dipenuhi.  

6. Adanya biaya penalti yaitu biaya yang dikenakan apabila banyaknya 

inventori dan banyaknya barang yang diproduksi menyimpang dari yang 

diinginkan. 

7. Model yang digunakan dalam penelitian ini adalah model inventori 

kontinu. 

 

1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah 

sebagai berikut. 

1. Mengembangkan model sistem inventori produksi dengan memperhatikan 

kerusakan produk dalam bentuk masalah kontrol optimal. 

2. Menentukan produksi dan inventori yang optimal dari model sistem 

inventori produksi dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin.  

3. Menganalisa simulasi grafik fungsi inventori, fungsi produksi, dan fungsi 

biaya penalti setelah dilakukan kontrol optmal dengan menggunakan 

software Matlab. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Memberikan informasi untuk penelitian selanjutnya tentang kontrol 

optimal sistem inventori. 

2. Memberikan informasi kepada perusahaan produksi bahwa dengan 

mengetahui banyaknya permintaan  dapat ditentukan banyaknya 

persediaan dan banyaknya barang yang harus diproduksi agar perusahaan 

tidak menanggung kerugian.  
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BAB 2 

KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI 

  

2.1 Model Sistem Inventori 

Persediaan atau inventori dalam konteks produksi, dapat diartikan sebagai 

sumber daya menganggur (idle resource). Sumber daya menganggur ini belum 

digunakan karena menunggu proses lebih lanjut. Keberadaan sumber daya 

menganggur ini dalam suatu sistem mempunyai alasan tertentu. Alasan utamanya 

adalah karena sumber daya tertentu tidak bisa didatangkan ketika sumber daya 

tersebut dibutuhkan. Sehingga, untuk menjamin tersedianya sumber daya tersebut 

perlu adanya persediaan yang siap digunakan ketika dibutuhkan (Ginting, 2007). 

Keuntungan melakukan inventori yaitu: yang pertama adalah perusahaan 

dapat segera memenuhi permintaan konsumen; yang kedua adalah penggunaan 

gudang untuk menyimpan kelebihan produksi selama periode sedikitnya 

permintaan konsumen untuk dijual pada periode tingginya permintaan konsumen 

(Sethi & Thompson, 2000). 

Pengendalian pengadaan persediaan perlu diperhatikan karena berkaitan 

langsung dengan biaya yang harus ditanggung perusahaan sebagai akibat adanya 

persediaan. Oleh sebab itu, persediaan yang ada harus seimbang dengan 

kebutuhan, karena persediaan yang terlalu banyak akan mengakibatkan 

perusahaan menanggung risiko kerusakan dan biaya penyimpanan yang tinggi di 

samping biaya investasi yang besar. Tetapi jika terjadi kekurangan persediaan 

akan berakibat terganggunya kelancaran dalam proses produksinya (Ristono, 

2009). 

Sebuah perusahaan memproduksi produk yang homogen dan mempunyai 

gudang penyimpanan. Berikut ini adalah model inventori kontinu: 

 

  
 ( )   ( )   ( )   (   ( ))  (2.1) 

dengan notasi yang didefinisikan sebagai berikut: 

 ( )  : banyaknya inventori pada waktu     

 ( )  : banyaknya produksi pada waktu   
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 ( )  : banyaknya permintaan pada waktu   

 (   ( ))  : banyaknya barang yang rusak pada waktu   

(Bounkhel & Tadj, 2005). 

Dari persamaan (2.1) dapat diformulasikan permasalahan kontrol optimal 

dengan satu variabel state yaitu banyaknya inventori ( ( )) dan satu variabel 

kontrol yaitu banyaknya produksi ( ( )) untuk    . Permasalahan tersebut 

adalah untuk meminimumkan fungsi tujuan yaitu sebagai berikut: 

   
 ( )  

 (   )  ∫  (   ( )  ( ))  
 

 

 (2.2) 

dengan   

 (   ( )  ( ))      {
 

 
[ ( )   ̂]

 
 

 

 
[ ( )   ̂]

 
}, 

dan    ( )      ( )   ̂  ( )    

dengan notasi sebagai berikut: 

  : waktu perencanaan produksi 

  : tingkat diskon (konstan tak negatif) 

   : banyaknya inventori saat     

  : biaya penalti penyimpanan  

  : biaya penalti produksi  

 ̂ : banyaknya inventori yang diinginkan  

 ̂( ) : banyaknya produksi yang diinginkan pada waktu  . 

Fungsi obyektif (2.2) adalah menghitung besarnya biaya penalti yang 

dikenakan ketika banyaknya inventori dan banyaknya produksi menyimpang dari 

yang diinginkan (goal level). Nilai 
 

 
 menunjukkan bahwa bobot yang menyatakan 

tingkat kepentingan dari biaya-biaya penalti adalah sama. Masalah optimasi 

tersebut dapat diselesaikan dengan Prinsip Maksimum Pontryagin (Bounkhel & 

Tadj, 2005). 

 

2.2 Biaya-Biaya Inventori 

Tujuan dari manajemen persediaan adalah memiliki persediaan dalam 

banyaknya yang tepat, pada waktu yang tepat, dan dengan biaya yang rendah. 

Karena itu, kebanyakan model-model persediaan menjadikan biaya sebagai 
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parameter dalam mengambil keputusan. Biaya dalam sistem persediaan secara 

umum dapat diklasifikasikan sebagai berikut: 

1. Biaya pembelian (Purchasing cost) 

Biaya pembelian dari suatu item adalah harga pembelian setiap unit item 

jika item tersebut berasal dari sumber eksternal atau biaya produksi perunit bila 

item tersebut berasal dari internal perusahaan atau diproduksi sendiri oleh 

perusahaan. 

2. Biaya pengadaan (Procurement cost) 

Biaya pengadaan dibedakan atas 2 jenis sesuai asal-usul barang, yaitu 

biaya pemesanan (ordering cost) bila barang yang diperlukan diperoleh dari pihak 

luar (suplier) dan biaya pembuatan (setup cost) bila barang diperoleh dengan 

memproduksi sendiri. 

a. Biaya pemesanan 

Biaya ini pada umumnya meliputi pemrosesan pesanan, biaya ekspedisi, biaya 

telepon, pengeluaran surat menyurat dan foto kopi, biaya pengepakan dan 

penimbangan, biaya pemeriksaan penerimaan, biaya pengiriman ke gudang, dan 

sebagainya. 

b. Biaya pembuatan 

Biaya ini meliputi biaya menyetel mesin, biaya mempersiapkan gambar benda 

kerja, dan sebagainya. 

3. Biaya penyimpanan (Carrying cost) 

Biaya penyimpanan merupakan biaya yang timbul akibat disimpannya 

suatu item. Biaya penyimpanan terdiri dari biaya-biaya yang bervariasi secara 

langsung dengan kuantitas persediaan.  Biaya-biaya yang termasuk sebagai biaya 

penyimpanan adalah biaya memiliki persediaan, biaya gudang, biaya kerusakan, 

biaya kadaluarsa, biaya asuransi, serta biaya administrasi dan pemindahan. 

4. Biaya kekurangan persediaan (Shortage cost) 

Biaya ini timbul jika persediaan tidak mencukupi permintaan produk atau 

kebutuhan bahan. Biaya–biaya yang termasuk biaya kekurangan persediaan 

adalah kehilangan penjualan, kehilangan langganan, biaya pemesanan khusus, 

terganggunya proses produksi, tambahan pengeluaran kegiatan manajerial, dan 

sebagainya. 
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5. Biaya sistematik 

Biaya ini meliputi biaya perancangan dan perencanaan sistem persediaan 

serta ongkos-ongkos untuk mengadakan peralatan (misalnya komputer) serta 

melatih tenaga yang digunakan untuk mengoperasikan sistem produksi 

(Ginting, 2007). 

 

2.3 Kontrol Optimal 

Tujuan utama dari permasalahan kontrol optimal yaitu untuk mencari nilai 

kontrol yang akan dimasukkan ke dalam model atau sistem dan memenuhi 

kendala. Pada waktu yang sama, dapat ditentukan nilai yang optimal (yaitu 

maksimum atau minimum) berdasarkan fungsi tujuan (fungsi obyektif). Formulasi 

masalah kontrol optimal terdiri dari deskripsi secara matematis suatu model atau 

sistem, menentukan fungsi tujuan dan kendala atau syarat batas yang berlaku. 

Pada umumnya fungsi obyektif pada masalah kontrol optimal dapat 

diformulasikan sebagai berikut 

 ( ( ))   ( (     ))  ∫  ( ( )  ( )  )  
  

  

 

 

(2.3) 

dengan sistem (plant) dinyatakan oleh persamaan berikut, 

 ̇( )   ( ( )  ( )  ) (2.4) 

serta kondisi batas   

 (  )     

 (  )      

 Kontrol   ( ) merupakan kontrol optimal, jika disubstitusikan ke dalam 

sistem (2.4) akan diperoleh state yang optimal   ( ) dan pada saat yang sama 

mengoptimalkan fungsi obyektif (2.3) yang kemudian dinotasikan dengan 

 (  ( )) atau      State optimal   ( ) dibatasi oleh kondisi batas, yaitu kondisi 

awal (  ) dan kondisi akhir (  ). 

 Fungsi obyektif  ( ( )) pada persamaan (2.3) secara umum dapat 

dinyatakan sebagai bentuk Bolza. Pada saat     maka persamaan (2.3) disebut 

bentuk Lagrange, sedangkan pada saat     persamaan (2.3) disebut bentuk 
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Meyer. Dengan waktu akhir tetap atau bebas, dan keadaan (state) akhir seluruhnya 

atau sebagian bebas atau tetap (Naidu, 2002).  

 

2.4 Prinsip Maksimum Pontryagin 

Prinsip maksimum digunakan untuk memperoleh kontrol terbaik pada 

sistem dinamik dari state awal hingga state akhir, yaitu dengan memaksimalkan 

indeks performasi dengan kontrol  ( ) terbatas pada ( ( )   ). Permasalahan 

ini telah dikembangkan oleh L. S. Pontryagin dan rekan kerjanya pada tahun 1956 

yang diaplikasikan untuk semua masalah kalkulus variasi. Sehingga, prinsip ini 

disebut Prinsip Maksimum Pontryagin (Naidu, 2002). 

Menurut Bryson dan Ho (1975), Prinsip Maksimum Pontryagin 

menyatakan secara informal bahwa persamaan Hamiltonian akan dimaksimalkan 

sepanjang   yang merupakan himpunan kontrol yang mungkin (Bryson & Ho, 

1975). Hasilnya juga dapat dinamakan Prinsip Minimum Pontryagin karena 

mempunyai pengertian yang sama antara meminimalkan dan memaksimalkan 

dengan mengalikan (  ) pada indeks performasi. Langkah-langkah 

menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan menggunakan Prinsip Maksimum 

Pontryagin adalah sebagai berikut.  

Diberikan persamaan state (2.4)  dimana  ̇ merupakan vektor yang 

merepresentasikan sistem, fungsi obyektif (2.3), dan kondisi batas  (  )     dan 

 (  )    . Maka langkah-langkah penyelesaiannya adalah sebagai berikut. 

Langkah 1 :  membentuk fungsi Pontryagin 

 ( ( )  ( )  ( )  )   ( ( )  ( )  )    ( ) ( ( )  ( )  ) 

Langkah 2 :  meminimumkan   terhadap semua vektor kontrol  ( )  

(
  

  
)
 
   

dan diperoleh 

  ( )   (  ( )   ( )  ) 

Langkah 3 :  menggunakan hasil dari langkah 2 ke dalam langkah 1 dan 

menentukan    yang optimal. 

  ( )(  ( )  (  ( )   ( )  )   ( )  )    (  ( )   ( )  ) 
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Langkah 4 :  menyelesaikan sekumpulan    persamaan  

 ̇ ( )   (
  

  
)
 
 dan   ( )   (

  

  
)
 
 

dengan kondisi awal    dan kondisi akhir  

[   
  

  
]
  

    [(
  

  
)
 
   ( )]

  

 

      

Langkah 5 : untuk memperoleh kontrol optimal, solusi   ( )   ( ) dari langkah 4 

disubstitusikan ke dalam ekspresi kontrol optimal    pada langkah 2 

(Naidu, 2002). 
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BAB 3 

METODE PENELITIAN 

  

Pada bagian ini diuraikan beberapa metode penelitian yang digunakan 

untuk mencapai tujuan penelitian. 

1. Studi Literatur 

Pada tahap ini, dikumpulkan berbagai informasi tentang inventori, biaya-

biaya inventori, kontrol optimal, prinsip maksimum Pontryagin, metode 

beda hingga, dan hal lain yang berkaitan dengan penelitian ini. Berbagai 

informasi tersebut didapatkan dari berbagai sumber pustaka yaitu buku, 

jurnal, dan internet.  

2. Mengembangkan model  

Pada tahap ini dilakukan pengembangan model sistem inventori pada 

persamaan (2.1).  Model sistem inventori yang dikontruksi merupakan 

model sistem inventori yang memperhatikan tingkat kerusakan barang 

yaitu  ( ). 

3. Menentukan formulasi masalah kontrol optimal 

Pada tahap ini, ditentukan formulasi masalah kontrol optimal yang 

meliputi sistem inventori, fungsi obyektif, serta kondisi syarat batas yang 

harus dipenuhi. 

4. Menyelesaikan permasalahan kontrol optimal 

Pada tahap ini, dilakukan penyelesaian kontrol optimal. Metode yang 

digunakan dalam penyelesaian kontrol optimal ini adalah Prinsip 

Maksimum Pontryagin.  

5. Pembuatan Program Simulasi 

Pada tahap ini, dicari solusi dari permasalahan kontrol optimal yaitu 

meminimumkan biaya penalti total. Dengan memanfaatkan persamaan 

sistem, fungsi obyektif, serta kondisi syarat batas yang harus dipenuhi, 

maka dibuat simulasi berupa grafik fungsi permintaan, fungsi produksi, 

fungsi inventori, dan biaya penalti total dengan menggunakan software 

Matlab. Beberapa parameter akan dijadikan sebagai masukan pada 
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program simulasi. Parameter-parameter tersebut adalah   (waktu rencana 

produksi),    (tingkat diskon),   (banyaknya inventori awal),   (biaya 

penalti penyimpanan),   (biaya penalti produksi),  ( ) (tingkat 

kerusakan),  ̂ (banyaknya inventori yang diinginkan), dan  ( ) (fungsi 

permintaan).  

6. Analisis Hasil Simulasi 

Pada tahap ini, dilakukan analisis dan pembahasan terhadap hasil dari 

running simulasi yang berupa grafik fungsi permintaan, fungsi produksi, 

fungsi inventori, dan biaya penalti total. Dengan mengubah parameter-

parameter pada program simulasi, maka akan dianalisis bagaimana 

perubahan grafik tersebut. 

7. Publikasi Artikel 

8. Penyusunan Tesis 
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BAB 4 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

BAB 4 HASIL DAN PEMBAHASAN 

4.1 Pengembangan Model Inventori dengan Kerusakan Produk 

Sebuah perusahaan memproduksi sebuah produk dan diasumsikan bahwa 

waktu perencanaan produksi yaitu  . Pada penelitian ini, dilakukan 

pengembangan model sistem inventori pada persamaan (2.1).  model sistem 

inventori yang dikembangkan merupakan model sistem inventori yang 

memperhatikan tingkat kerusakan barang. Model sistem invetori ini dapat 

diilustrasikan berdasarkan diagram kompartemen pada Gambar 4.1. 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Diagram kompartemen model sistem inventori 

Diasumsikan produk mengalami kerusakan pada gudang penyimpanan 

dengan tingkat kerusakan yaitu      , untuk      . Kerusakan produk erat 

kaitannya dengan inventori, dimana kerusakan produk menyebabkan banyaknya 

inventori berkurang. Model ini terdiri dari satu variabel kontrol yaitu banyaknya 

produksi dan satu variabel state yaitu banyaknya inventori. Berikut ini adalah 

model inventori produksi dengan kerusakan produk: 

 

  
                         (4.1) 

Semua fungsi diasumsikan sebagai fungsi yang differentiable dan kontinu. 

Karena permintaan terjadi pada     , produksi terjadi pada     , dan kerusakan 

produk terjadi pada         , sehingga persamaan (4.1) merupakan persamaan 

dinamik inventori produksi. Pada persamaan tersebut,                , dan      

adalah fungsi terhadap waktu. Laju banyaknya inventori bergantung pada 

banyaknya produksi, banyaknya permintaan konsumen, dan tingkat kerusakan 

produk. Jika banyaknya produksi tinggi maka laju banyaknya inventori juga 

Perusahaan 
Produksi 

Gudang 
Penyimpana

n 

Konsumen 
𝐷 𝑡  𝑃 𝑡  

𝜃 𝑡 𝐼 𝑡  
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meningkat dan sebaliknya. Jika permintaan konsumen meningkat maka laju 

banyaknya inventori menurun dan sebaliknya. Untuk mendapatkan fungsi 

obyektif dari persamaan tersebut, diasumsikan bahwa perusahaan menentukan 

banyaknya inventori yang diinginkan dan banyaknya produksi yang diinginkan. 

Biaya penalti terjadi jika banyaknya inventori dan banyaknya barang yang 

diproduksi menyimpang dari yang diinginkan. 

Model dikatakan sebagai permasalahan kontrol optimal dengan fungsi 

obyektif. 

   
      

       ∫  (           )  
 

 

 (4.2) 

dengan 

 (           )  
 

 
    { [      ̂]

 
  [      ̂   ]

 
} (4.3) 

dengan kondisi batas 

              ̂       ̂           (4.4) 

dengan 

     : banyaknya inventori pada waktu     

     : banyaknya produksi pada waktu   

     : banyaknya permintaan pada waktu   

     : tingkat kerusakan (deterioration rate) pada waktu t 

  : biaya penalti penyimpanan 

  : biaya penalti produksi 

  : waktu perencanaan produksi  

  : tingkat diskon  

   : banyaknya inventori pada      

 ̂ : banyaknya inventori yang diinginkan  

 ̂    : banyaknya produksi yang diinginkan pada waktu t 

Fungsi obyektif pada persamaan (4.2) adalah menghitung besarnya biaya 

penalti yang dikenakan ketika banyaknya invetori dan banyaknya produksi 

menyimpang dari yang diinginkan. Nilai 
 

 
 menunjukkan bahwa bobot yang 

menyatakan tingkat kepentingan dari biaya-biaya penalti adalah sama. Masalah 
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optimal kontrol tersebut dapat diselesaikan dengan menggunakan Prinsip 

Maksimum Pontryagin. 

 

4.2 Penyelesaian Kontrol Optimal 

Digunakan Prinsip Maksimum Pontryagin untuk menyelesaikan 

permasalahan kontrol optimal pada persamaan (4.2). Prinsip Maksimum 

Pontryagin melibatkan fungsi Hamiltonian sebagai berikut. 

                      (           )       (           ) (4.5) 

Dimana  (           )                     dan   adalah fungsi 

adjoint yang berhubungan dengan kendala persamaan diferensial. Diasumsikan 

        adalah solusi optimal pada permasalahan kontrol optimal ini, kemudian 

                       (                )  untuk           (4.6) 

Persamaan state-nya adalah sebagai berikut  

 

  
     

 

  
 (                  ) (4.7) 

Persamaan co-state-nya adalah sebagai berikut  

 
 

  
     

 

  
 (                  )  (4.8) 

Persamaan (4.5) dapat dinyatakan menjadi persamaan (4.9) sebagai berikut. 

                     
 

 
    { [      ̂]

 
  [     

 ̂   ]
 
}       (                  )  (4.9) 

Sehingga pertidaksamaan (4.6) ekivalen dengan 
 

  
 (                  ) dapat 

dinyatakan menjadi persamaan (4.10) sebagai berikut.  

 

  
 (                  )     

 

  
 (                  )       [      ̂   ]          

         [      ̂   ]  (4.10) 

Persamaan (4.10) dapat dinyatakan menjadi persamaan (4.11) sebagai berikut. 

     
    

 
     ̂    (4.11) 

Persamaan (4.8) dapat dinyatakan menjadi persamaan (4.12) sebagai berikut. 
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 (                  )  

 

  
 (                  )       [      ̂]            

 

  
         [      ̂]           (4.12) 

Dengan menyubtitusikan persamaan (4.11) ke persamaan (4.1) didapatkan 

 

  
     

    

 
     ̂                   (4.13) 

Dari persamaan (4.13) didapatkan 

    

 
     [  ̇    ̂                 ]  (4.14) 

dan 

  ̈   
 ̇   

 
     

    

 
      ̇̂     ̇     ̇              ̇    (4.15) 

Subtitusikan persamaan (4.12) ke persamaan (4.15) dan didapatkan 

   ̈   
    [      ̂]          

 
     

    

 
      ̇̂     ̇    

 ̇              ̇    (4.16) 

Subtitusikan persamaan (4.14) ke persamaan (4.16) 

  ̈   [      ̂]
 

 
     [  ̇    ̂                 ]

  [  ̇    ̂                 ]   ̇̂     ̇   

  ̇              ̇    (4.17) 

Berdasarkan asumsi bahwa semua permintaan konsumen dapat dipenuhi, maka 

banyaknya produksi yang diinginkan merupakan jumlahan dari banyaknya 

permintaan konsumen dan banyaknya produk yang rusak pada gudang 

penyimpanan. Banyaknya produksi yang diinginkan dapat dinyatakan dengan 

persamaan  ̂              ̂. 

Sehingga persamaan (4.17) menjadi 

  ̈       ̇   (
 

 
               ̇   )      

 

 
 ̂        ̂

       ̂   ̇    ̂ (4.18) 
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Dengan menerapkan kondisi awal yaitu        , dan kondisi akhir yaitu 

      ̂   , akan didapatkan solusi optimal yang nilainya bergantung pada 

bentuk fungsi permintaannya.  

 Persamaan (4.18) merupakan persamaan diferensial orde dua. Dengan 

menggunakan kondisi batas (4.4) maka akan diperoleh fungsi inventori     . 

Persamaan tersebut tidak dapat diselesaikan secara analitik, sehingga dilakukan 

perhitungan numerik dengan metode beda hingga.  

Langkah untuk menyelesaiakan permasalahan tersebut, yaitu pertama 

untuk periode waktu [   ], dipilih     dan membagi interval tersebut menjadi 

subinterval dengan titik akhir adalah titik mesh           untuk   

          , dan               . Dengan memilih rentang   , 

digunakan algoritma matriks untuk penyelesaian sebuah sistem linear dengan 

ukuran matriks    . 

Misalkan suatu perusahaan merencanakan produksinya selama 10 bulan 

(    ), dengan suku bunga adalah 1% perbulan (   .01), dan banyaknya 

inventori saat awal periode produksi adalah 4 unit (    ). Biaya penalti yang 

akan ditanggung perusahaan jika banyaknya inventori dan banyaknya barang yang 

diproduksi jauh dari yang diinginkan terdiri dari dua biaya yaitu holding cost 

sebesar 1 (   ) dan biaya produksi sebesar 1 (   ). Banyaknya inventori 

yang diinginkan adalah tetap , yaitu sebesar 10 ( ̂    ), sedangkan tingkat 

kerusakan produk saat berada pada gudang penyimpanan berupa fungsi      

           .  

Dari permasalahan tersebut, dipilih        menghasilkan sistem dari persamaan 

di atas dalam bentuk matriks tridagonal   dengan ukuran         , dan matriks 

  dengan ukuran       berikut 

        

dimana 

  

[
 
 
 
 
 
                 
                       

                       
      
                       
                 ]
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[
 
 
 
 
 

  

  

  

 
    

  ]
 
 
 
 
 

   

dan    

  

[
 
 
 
 
 
      
      

 
      
      
       ]

 
 
 
 
 

 

Karena elemen-elemen matriks    dan   sudah diketahui, maka vektor 

solusi        yang mempunyai ukuran       dapat ditentukan dengan 

menggunakan metode eliminasi Gauss. Solusi optimal untuk banyaknya inventori 

yaitu dapat dilihat pada simulasi numerik sub bab 4.3. 

 

4.3.1 Menentukan Produksi Optimal 

Terdapat langkah-langkah untuk menentukan produksi yang optimal 

secara analitik. Langkah pertama adalah dari persamaan (4.18) dapat dinyatakan 

menjadi persamaan (4.19) yaitu sebagai berikut 

  ̈      ̇   (
 

 
               ̇   )           (4.19) 

dimana  

      
 

 
 ̂        ̂        ̂   ̇    ̂ 

Dengan kondisi batas (4.4), permasalahan (4.19) dapat dikatakan sebagai 

two-point boundary value problem. Hal tersebut dikarenakan terdapat dua kondisi 

batas yaitu kondisi awal (       )   dan kondisi akhir (      ̂). 

Penyelesaian persamaan (4.19) dapat diselesaikan dengan menggunakan metode 

persamaan karakteristik yaitu 

      (
 

 
               ̇   )    
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Dari persamaan karakteristik tersebut, didapatkan dua akar dengan tanda yang 

berlawanan yaitu 

   
 

 
(  √    (

 

 
               ̇   ))     

   
 

 
(  √    (

 

 
               ̇   ))     

Sehingga didapatkan  

        
       

          (4.20) 

Dimana       merupakan solusi partikular dari persamaan (4.19). Kondisi batas 

(4.4) digunakan untuk menentukan konstanta    dan    . Dari kondisi awal 

didapatkan  

               

Dan dari kondisi akhir yaitu       ̂   , dimana        ̇        

        , maka didapatkan 

          
         

      ̇                
           

   

           

 ̂                
                

      ̇        

           

              
                

      ̇                  

  ̂    

Dengan memisalkan nilai    dan    yaitu 

            

    ̂      ̇                    

akan diperoleh sistem dua persaman linier berikut ini 

         

            
                

       

yaitu yang mempunyai solusi tunggal 
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Pernyataan   disimpulkan dengan menggunakan pernyataan optimal dari I dengan 

persamaan (4.1). Karena optimal dari   atau disebut juga    adalah positif, jadi  

          {      } (4.21) 

dimana  

          
         

      ̇             
   

        
              (4.22) 

 

4.3.2 Menentukan Inventori Optimal 

Banyaknya inventori yang optimal atau dapat dinyatakan sebagai       ditentukan 

secara langsung dari persamaan (4.1) yaitu sebagai berikut 

 

  
                            

 

  
                            

Misalkan                 , maka penyelesaian persamaan tersebut adalah: 

 

  
                   

∫
 

     

 

  
      ∫       ∫   

        ∫            (4.23) 

         
 ∫       (4.24) 

dimana    adalah kostanta sembarang. Pandang    sebagai fungsi dari  , dan akan 

dicari sehingga persamaan (4.24) merupakan penyelesaian persamaan (4.1). 

Persamaan (4.23) diturunkan terhadap  , sehingga 

 

     

      

  
      

 

  

   
  

  

      

  
           

     

  

   
  

 (4.25) 

Bagian kiri dari persamaan (4.25) sama dengan bagian kanan persamaan (4.1) 

yaitu      , maka 
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       (4.26) 

Subtitusikan persamaan (4.24) ke persamaan (4.26), sehingga menjadi 

   
 ∫      

  

   
  

        

     ∫               

   ∫ ∫           

 

 

      (4.27) 

Persamaan (4.27) disubtitusikan ke persamaan (4.24) sehingga menjadi 

      (∫ ∫           

 

 

     )   ∫        

         
 ∫       ∫(          )       

 

 

     

Karena kondisi awal        , maka      , sehingga didapatkan 

         
 ∫       ∫(          )       

 

 

    (4.28) 

 

4.3 Simulasi Numerik 

Simulasi numerik pada permasalahan kontrol optimal menggambarkan 

pengaruh beberapa parameter terhadap nilai fungsi obyektif pada persamaan (4.2). 

Simulasi numerik ini menggunakan software Matlab. Dengan menerapkan kondisi 

batas (4.4) dan menggunakan metode beda hingga (finite difference method) maka 

didapatkan solusi optimal yang nilainya bergantung pada bentuk fungsi 

permintaan konsumen. 

4.3.1 Permintaan konsumen meningkat 

Misalkan untuk kasus pertama, suatu perusahaan merencanakan 

produksinya selama 10 bulan (    ), dengan suku bunga adalah 1% perbulan 

(   .01), dan banyaknya inventori saat awal periode produksi adalah 4 unit 

(    ). Biaya penalti yang akan ditanggung perusahaan jika banyaknya 

inventori dan banyaknya barang yang diproduksi jauh dari yang diinginkan terdiri 
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dari dua biaya yaitu holding cost sebesar 1 (   ) dan biaya produksi sebesar 1 

(   ). Banyaknya inventori yang diinginkan adalah tetap , yaitu sebesar 10 

( ̂    ), sedangkan tingkat kerusakan produk saat berada pada gudang 

penyimpanan berupa fungsi                 . Permintaan konsumen yang 

terjadi pada perusahaan ini berupa fungsi             .  

 

Gambar 4.2 Fungsi permintaan bentuk kuadrat 

Gambar 4.2 menggambarkan grafik fungsi permintaan bentuk kuadrat. 

Grafik tersebut menunjukkan bahwa permintaan konsumen semakin meningkat 

terhadap fungsi waktu. Dengan permintaan yang digambarkan oleh grafik 

tersebut, didapatkan grafik fungsi inventori yang ditunjukkan oleh Gambar 4.3 

dan grafik fungsi produksi yang ditunjukkan oleh Gambar 4.4. 

 

Gambar 4.3 Fungsi inventori kasus pertama 
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Gambar 4.4 Fungsi produksi  kasus pertama 

Gambar 4.3 dan Gambar 4.4 menunjukkan bahwa banyaknya inventori dan 

banyaknya barang yang diproduksi menuju yang diinginkan. Hal tersebut, 

membuat biaya penalti menjadi minimum. Hubungan antara             dan 

      dapat dilihat pada Gambar 4.5.  

 

Gambar 4.5 Hubungan fungsi             dan       kasus pertama 

Gambar 4.5 menunjukan hubungan antara fungsi permintaan yang 

berbentuk persamaan kuadrat dengan banyaknya inventori yang optimal dan 

banyaknya produksi yang optimal. Gambar tersebut menunjukkan bahwa saat 

      , grafik fungsi produksi di atas grafik fungsi permintaan sehingga 
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banyaknya inventori meningkat, sedangkan saat       , grafik fungsi produksi 

sama dengan grafik fungsi permintaan, sehingga banyaknya inventori tetap. 

Banyaknya barang yang diproduksi dan banyaknya inventori mempengaruhi biaya 

penalti. Berikut ini adalah grafik fungsi biaya penalti yang dijelaskan pada 

Gambar 4.6. 

 

Gambar 4.6 Fungsi biaya penalti kasus pertama 

 Fungsi biaya penalti pada Gambar 4.6 menunjukkan bahwa pada selang 

waktu         grafik meningkat, sedangkan pada       grafik menuju nilai 

yang tetap. Pada Gambar 4.7 dijelaskan pengaruh      pada grafik fungsi biaya 

penalti. 

 

Gambar 4.7 Fungsi biaya penalti terhadap perubahan      kasus pertama 

 Gambar 4.7 menunjukkan bahwa terdapat perbedaan fungsi biaya penalti 

untuk      yang berbeda yaitu        yang artinya tidak tingkat kerusakan 

pada inventori,           yang artinya tingkat kerusakan adalah konstan 
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sebesar     ,                  yang artinya tingkat kerusakan bergantung 

pada waktu. Pada Gambar tersebut, untuk        menghasilkan biaya yang 

paling tinggi diantara ketiganya, sedangkan untuk           menghasilkan 

biaya yang paling rendah.   

 

4.3.2 Permintaan konsumen musiman 

Misalkan untuk kasus kedua, suatu perusahaan merencanakan produksinya 

selama 10 bulan (    ), dengan suku bunga adalah 1% perbulan (   .01), 

dan banyaknya inventori saat awal periode produksi adalah 4 unit (    ). Biaya 

penalti yang akan ditanggung perusahaan jika banyaknya inventori dan banyaknya 

barang yang diproduksi jauh dari yang diinginkan. terdiri dari dua biaya yaitu 

holding cost sebesar 1 (   ) dan biaya produksi sebesar 1 (   ). Banyaknya 

inventori yang diinginkan adalah tetap , yaitu sebesar 10 ( ̂    ), sedangkan 

tingkat kerusakan produk saat berada pada gudang penyimpanan berupa fungsi 

                . Permintaan konsumen yang terjadi pada perusahaan ini 

berupa fungsi               . 

 

Gambar 4.8 Fungsi permintaan bentuk sinus 

Gambar 4.8 menggambarkan grafik fungsi permintaan bentuk sinus. 

Grafik tersebut menunjukkan bahwa permintaan konsumen kadang meningkat dan 

menurun terhadap fungsi waktu. Permintaan tersebut dapat dikatakan sebagai 

permintaan musiman yaitu permintaan yang berulang setiap periode dikarenakan 

faktor cuaca, libur, atau kecenderungan perdagangan. Dengan permintaan yang 

digambarkan oleh grafik tersebut, didapatkan grafik fungsi inventori yang 
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ditunjukkan oleh Gambar 4.9 dan grafik fungsi produksi yang ditunjukkan oleh 

Gambar 4.10. 

 

Gambar 4.9 Fungsi inventori pada kasus kedua 

 
Gambar 4.10 Fungsi produksi pada kasus kedua 

Gambar 4.9 dan Gambar 4.10 menunjukkan bahwa banyaknya inventori 

dan barang yang diproduksi menuju yang diinginkan. Hal tersebut, membuat 

biaya penalti menjadi minimum. Hubungan antara             dan       dapat 

dilihat pada Gambar 4.11. 
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Gambar 4.11 Hubungan fungsi             dan       kasus kedua 

Gambar 4.11 menunjukan hubungan antara fungsi permintaan yang 

berbentuk persamaan sinus dengan banyaknya inventori yang optimal dan 

banyaknya produksi yang optimal. Gambar tersebut menunjukkan bahwa saat 

    grafik fungsi produksi diatas grafik fungsi permintaan, sehingga banyaknya 

inventori meningkat, sedangkan saat     grafik fungsi produksi sama dengan 

grafik fungsi permintaan, sehingga banyaknya inventori tetap. Banyaknya barang 

yang diproduksi dan banyaknya inventori mempengaruhi biaya penalti. Berikut ini 

adalah grafik fungsi biaya penalti yang dijelaskan pada Gambar 4.12. 

 

Gambar 4.12 Fungsi biaya penalti kasus kedua 

Fungsi biaya penalti pada Gambar 4.12 menunjukkan bahwa pada selang waktu 

      grafik meningkat, sedangkan pada     grafik menuju nilai yang 

tetap. Pada Gambar 4.13 dijelaskan pengaruh      pada grafik biaya penalti. 
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Gambar 4.13 Fungsi biaya penalti terhadap perubahan      kasus kedua 

Gambar 4.13 menunjukkan bahwa terdapat perbedaan fungsi biaya penalti untuk 

     yang berbeda yaitu        yang artinya tidak tingkat kerusakan pada 

inventori,           yang artinya tingkat kerusakan adalah konstan sebesar 

    ,                  yang artinya tingkat kerusakan bergantung pada 

waktu. Pada Gambar tersebut, untuk        menghasilkan biaya yang paling 

tinggi diantara ketiganya, sedangkan untuk           menghasilkan biaya yang 

paling rendah. 

Misalkan untuk kasus ketiga suatu perusahaan merencanakan produksinya 

selama 10 bulan (    )  dengan suku bunga adalah 1% perbulan (   .01), 

dan banyaknya inventori saat awal periode produksi adalah 4 unit (    ). Biaya 

penalti yang akan ditanggung perusahaan jika banyaknya inventori dan banyaknya 

barang yang diproduksi jauh dari yang diinginkan terdiri dari dua biaya yaitu 

holding cost sebesar 1 (   ) dan biaya produksi sebesar 1 (   ). Tingkat 

inventori yang diinginkan adalah tetap , yaitu sebesar 10 ( ̂    ), sedangkan 

tingkat kerusakan produk saat berada pada gudang penyimpanan berupa fungsi 

                . Permintaan konsumen yang terjadi pada perusahaan ini 

berupa fungsi                . 
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Gambar 4.14 Fungsi permintaan bentuk cosinus 

Gambar 4.14 menggambarkan grafik fungsi permintaan bentuk cosinus. 

Grafik tersebut menunjukkan bahwa permintaan konsumen kadang meningkat dan 

kadang menurun. Permintaan tersebut juga dapat dikatakan sebagai permintaan 

musiman yaitu permintaan yang berulang setiap periode dikarenakan faktor cuaca, 

libur, atau kecenderungan perdagangan. Dengan permintaan yang digambarkan 

oleh grafik tersebut, didapatkan grafik fungsi inventori yang ditunjukkan oleh 

Gambar 4.15 dan grafik fungsi produksi yang ditunjukkan oleh Gambar 4.16. 

 

Gambar 4.15 Fungsi inventori pada kasus ketiga 
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Gambar 4.16 Fungsi produksi pada kasus ketiga 

Gambar 4.15 dan Gambar 4.16 menunjukkan bahwa banyaknya inventori 

dan banyaknya barang yang diproduksi menuju tingkat yang diinginkan. Hal 

tersebut, membuat biaya penalti menjadi minimum. Hubungan antara      

       dan       dapat dilihat pada Gambar 4.17 berikut. 

 

Gambar 4.17 Hubugan fungsi             dan       kasus ketiga  

Gambar 4.17 menunjukan hubungan antara fungsi permintaan yang 

berbentuk persamaan cosinus dengan banyaknya inventori yang optimal dan 

banyaknya produksi yang optimal. Gambar tersebut menunjukkan bahwa saat 

    grafik fungsi produksi diatas grafik fungsi permintaan sehingga banyaknya 

inventori meningkat, sedangkan saat     grafik fungsi produksi sama dengan 

grafik fungsi permintaan, sehingga banyaknya inventori tetap. 
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Banyaknya barang yang diproduksi dan banyaknya inventori 

mempengaruhi biaya penalti. Berikut ini adalah grafik fungsi biaya penalti yang 

dijelaskan pada Gambar 4.18 berikut. 

 

Gambar 4.18 Fungsi biaya penalti kasus ketiga 

Fungsi biaya penalti pada Gambar 4.18 menunjukkan bahwa pada selang 

waktu       grafik meningkat, sedangkan pada     grafik menuju nilai 

yang tetap. Pada Gambar 4.19 dijelaskan pengaruh      pada grafik biaya penalti. 

Gambar 4.19  menunjukkan bahwa terdapat perbedaan fungsi biaya penalti 

untuk      yang berbeda yaitu        yang artinya tidak tingkat kerusakan 

pada inventori,           yang artinya tingkat kerusakan adalah konstan 

sebesar     ,                  yang artinya tingkat kerusakan bergantung 

pada waktu. 

 

Gambar 4.19 Fungsi biaya penalti terhadap perubahan      kasus ketiga 
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 Pada Gambar tersebut, untuk        menghasilkan biaya yang paling 

tinggi diantara ketiganya, sedangkan untuk           menghasilkan biaya yang 

paling rendah. 

 

4.3.3 Permintaan konsumen menurun 

Misalkan untuk kasus keempat, suatu perusahaan merencanakan 

produksinya selama 10 bulan (    ), dengan suku bunga adalah 1% perbulan 

(   .01), dan banyaknya inventori saat awal periode produksi adalah 4 unit 

(    ). Biaya penalti yang akan ditanggung perusahaan jika banyaknya 

inventori dan banyaknya barang yang diproduksi jauh dari yang diinginkan terdiri 

dari dua biaya yaitu holding cost sebesar 1 (   ) dan biaya produksi sebesar 1 

(   ). Banyaknya inventori yang diinginkan adalah tetap , yaitu sebesar 10 

( ̂    ), sedangkan tingkat kerusakan produk saat berada pada gudang 

penyimpanan berupa fungsi                 . Permintaan konsumen yang 

terjadi pada perusahaan ini berupa fungsi             . 

 

Gambar 4.20 Fungsi permintaan bentuk eksponensial 

Gambar 4.20 menggambarkan grafik fungsi permintaan bentuk 

eksponensial. Grafik tersebut menunjukkan bahwa permintaan konsumen semakin 

menurun terhadap fungsi waktu.. Dengan permintaan yang digambarkan oleh 

grafik tersebut, didapatkan grafik fungsi inventori yang ditunjukkan oleh Gambar 

4.21 dan grafik fungsi produksi yang ditunjukkan oleh Gambar 4.22. 
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Gambar 4.21 Fungsi inventori pada kasus keempat 

 

Gambar 4.22 Fungsi produksi pada kasus keempat 

Gambar 4.21 dan Gambar 4.22 menunjukkan bahwa banyaknya inventori 

dan banyaknya barang yang diproduksi menuju yang diinginkan. Hal tersebut 

membuat biaya penalti menjadi minimum. Hubungan antara             dan 

      dapat dilihat pada Gambar 4.23. 
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Gambar 4.23 Hubungan fungsi             dan        kasus keempat 

Banyaknya produksi dan banyaknya inventori mempengaruhi biaya 

penalti. Berikut ini adalah grafik fungsi biaya penalti yang dijelaskan pada 

Gambar 4.24 berikut. 

 

Gambar 4.24 Fungsi biaya penalti kasus keempat 

  Fungsi biaya penalti pada Gambar 4.24 menunjukkan bahwa pada selang 

waktu       grafik meningkat, sedangkan pada     grafik menuju nilai 

yang tetap. Pada Gambar 4.25 dijelaskan pengaruh      pada grafik biaya penalti. 
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Gambar 4.25 Fungsi biaya penalti terhadap perubahan      kasus keempat 

Gambar 4.25 menunjukkan bahwa terdapat perbedaan fungsi biaya penalti 

untuk      yang berbeda yaitu        yang artinya tidak tingkat kerusakan 

pada inventori,           yang artinya tingkat kerusakan adalah konstan 

sebesar     ,                  yang artinya tingkat kerusakan bergantung 

pada waktu. Pada Gambar tersebut, untuk        menghasilkan biaya yang 

paling tinggi diantara ketiganya, sedangkan untuk           menghasilkan 

biaya yang paling rendah. 

 

4.3.4 Permintaan konsumen tidak pasti 

Misalkan untuk kasus kelima, suatu perusahaan merencanakan 

produksinya selama 10 bulan (    ), dengan suku bunga adalah 1% perbulan 

(   .01), dan banyaknya inventori saat awal periode produksi adalah 4 unit 

(    ). Biaya penalti yang akan ditanggung perusahaan jika banyaknya 

inventori dan banyaknya barang yang diproduksi jauh dari yang diinginkan terdiri 

dari dua biaya yaitu holding cost sebesar 1 (   ) dan biaya produksi sebesar 1 

(   ). Banyaknya inventori yang diinginkan adalah tetap , yaitu sebesar 10 

( ̂    ), sedangkan tingkat kerusakan produk saat berada pada gudang 

penyimpanan berupa fungsi                 . Permintaan konsumen yang 

terjadi pada perusahaan ini berupa fungsi      yang ditampilkan pada Gambar 

4.26. 
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Gambar 4.26 Fungsi permintaan tidak pasti 

Gambar 4.26 menunjukkan bahwa permintaan konsumen tidak menentu 

sepanjang waktu. Dengan permintaan yang digambarkan oleh grafik tersebut, 

didapatkan grafik fungsi inventori yang ditunjukkan oleh Gambar 4.27 dan grafik 

fungsi produksi yang ditunjukkan oleh Gambar 4.28. 

 

Gambar 4.27 Fungsi inventori pada kasus kelima 
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Gambar 4.28 Fungsi produksi pada kasus kelima 

Gambar 4.28 dan Gambar 4.29 menunjukkan bahwa banyaknya inventori 

dan banyaknya barang yang diproduksi menuju yang diinginkan. Hal tersebut 

membuat biaya penalti menjadi minimum. Hubungan antara             dan 

      dapat dilihat pada Gambar 4.30. 

 

Gambar 4.29 Hubungan fungsi             dan        kasus kelima 

Banyaknya produksi dan banyaknya inventori mempengaruhi biaya 

penalti. Berikut ini adalah grafik fungsi biaya penalti yang dijelaskan pada 

Gambar 4.30 berikut. 
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Gambar 4.30 Fungsi biaya penalti kasus kelima 

  Fungsi biaya penalti pada Gambar 4.30 menunjukkan bahwa pada selang 

waktu         grafik meningkat, sedangkan pada       grafik menuju nilai 

yang tetap. Pada Gambar 4.31 dijelaskan pengaruh      pada grafik biaya penalti. 

 

Gambar 4.31 Fungsi biaya penalti terhadap perubahan      kasus keempat 

Gambar 4.31 menunjukkan bahwa terdapat perbedaan fungsi biaya penalti 

untuk      yang berbeda yaitu        yang artinya tidak tingkat kerusakan 

pada inventori,           yang artinya tingkat kerusakan adalah konstan 

sebesar     ,                  yang artinya tingkat kerusakan bergantung 

pada waktu. Pada Gambar tersebut, untuk        menghasilkan biaya yang 

paling tinggi diantara ketiganya, sedangkan untuk           menghasilkan 

biaya yang paling rendah. 
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BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

   

5.1 Kesimpulan 

Berdasarkan tujuan tesis pada Bab 1 dan pembahasan pada Bab 4, maka 

dapat diambil kesimpulan sebagai berikut. 

1. Hubungan antara banyaknya permintaan, banyaknya produksi, dan 

banyaknya inventori sangat berkaitan. Saat banyaknya produksi lebih 

besar daripada banyaknya permintaan konsumen, maka produk masuk ke 

dalam inventori. Saat inventori sudah penuh, produksi hanya memenuhi 

permintaan konsumen dan memenuhi inventori sebagai pengganti 

inventori yang rusak pada gudang. 

2. Hasil simulasi menunjukkan bahwa untuk semua permintaan konsumen, 

grafik fungsi biaya penalti menuju nilai yang tetap. Hal tersebut 

dikarenakan grafik fungsi inventori menuju inventori yang diinginkan dan 

grafik fungsi produksi menuju produksi yang diinginkan.  

3. Biaya penalti bernilai minimum saat banyaknya inventori dan banyaknya 

barang yang diproduksi mencapai nilai yang optimal. Hasil simulasi 

menunjukkan, untuk tingkat kerusakan produk ( ( )) yang berbeda, dapat 

disimpulkan bahwa semakin besar tingkat kerusakan produk maka 

semakin rendah biaya penaltinya. 

 

5.2 Saran 

Pada penulisan selanjutnya, hal yang dapat dikembangkan dari tesis ini 

adalah model sistem inventori dengan pengunaan data permintaan konsumen yang 

sesungguhnya (studi kasus), pengaruh fungsional dari tingkat kerusakan produk 

terhadap fungsi biaya penalti, dan penambahkan kontrol perbaikan produk yang 

rusak. 
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1 Listing program fungsi P, fungsi Q, fungsi R, dan fungsi Teta 

Berikut ini adalah Listing program untuk fungsi P, Q, R, dan Teta yang dipanggil 

pada Listing program utama 

fungsiP.m 

1 

2 

function y = fungsiP(rho) 
y=rho; 
 

fungsiQ.m 

1 

2 

 

function y = fungsiQ(hc,K,rho,x,teta_dot)  
y=(hc/K)+((fungsiTeta(x))^2)+(rho*(fungsiTeta(x)))-teta_dot; 

 

fungsiR.m 

1 

2 

3 

function y = fungsiR(rho,x,I_topi,hc,K,teta_dot) 
y=-((hc/K)*I_topi)-(((fungsiTeta(x))^2)*I_topi)-

(rho*(fungsiTeta(x))*I_topi)+teta_dot*I_topi; 
 

fungsiTeta.m 

1 

2 

 

function y = fungsiTeta(x) 
y=0.01+0.001*x; 
 

 

Lampiran 2 Listing program utama 

program_utama.m 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

clear all; 
clc; 

  
%parameter masukan 
rho=0.01; 
a=0; 
T=10; 
b=T; 
I0=4; 
I_topi=10; 
alpha=I0; 
beta=I_topi; 
%h=0.1; 
hc=1; 
K=1; 
n=100; 
h=(b-a)/(n+1); 
disp('fungsi permintaan konsumen'); 
disp('1. fungsi kuadrat'); 
disp('2. fungsi sin'); 
disp('3. fungsi cos'); 
disp('4. fungsi eksponensial'); 
disp('5. permintaan random'); 
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24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

53 

54 

55 

56 

57 

58 

59 

60 

61 

62 

63 

64 

65 

66 

67 

68 

69 

70 

71 

72 

73 

74 

75 

76 

77 

78 

79 

80 

pilih=input('masukkan pilihan nomor permintaan: '); 

     
for i=1:n 
    I_topi2(i)=10; 
end 
I_topi2; 

 
for i=1:n 
    x=a+i*h; 
    teta(i)=fungsiTeta(x); 
end 
teta; 
teta_dot=0.001; 

  
%mencari elemen matriks A 
for i=1:n 
    x=a+i*h; 
    A(i,i)=2+h^2*fungsiQ(hc,K,rho,x,teta_dot);  
end 
for i=1:n-1 
    x=a+i*h; 
    A(i,i+1)=-1+((h/2)*fungsiP(rho)); 
end 
for i=2:n 
    x=a+i*h; 
    A(i,i-1)=-1-((h/2)*fungsiP(rho)); 
end 
A; 

  
%mencari elemen vektor b 
x=a+h; 
b(1,1)=-

h^2*fungsiR(rho,x,I_topi,hc,K,teta_dot)+(1+((h/2)*fungsiP(rh

o)))*alpha; 
for i=2:118 
    x=a+i*h; 
    b(i,1)=-h^2*fungsiR(rho,x,I_topi,hc,K,teta_dot); 
end 
xn=a+n*h; 
b(n,1)=-h^2*fungsiR(rho,xn,I_topi,hc,K,teta_dot)+(1-

((h/2)*fungsiP(rho)))*beta; 
b; 

  
%menggabungkan vektor b ke dalam matriks A 
for i=1:n 
    A(i,n+1)=b(i); 
end 
A; 

  
%proses eliminasi gauss 
% Inputan : 
%    ut : elemen-elemen diagonal utama 
%    bw : elemen-elemen diagonal bawah 
%    at : elemen-elemen diagonal atas 
for i = 1:n 
    ut(i) = A(i,i); 
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end 
for i = 1:n 
    if i ==1 
        bw(i) = 0; 
    else 
        bw(i) = A(i,i-1); 
    end 
end 
for i = 1:n 
    if i <= n-1 
        at(i) = A(i,i+1); 
    else 
        at(i) = 0; 
    end 
end 

  
z = zeros(n,1);    
w = z; 
y = ut(1); 
w(1) = b(1)/y; 
for i=2:n 
    z(i-1) = at(i-1)/y; 
    y = ut(i) - bw(i)*z(i-1); 
    w(i) = ( b(i) - bw(i)*w(i-1) )/y; 
end 
for j=n-1:-1:1 
   w(j) = w(j) - z(j)*w(j+1); 
end 
I=w; 

  
I_dot(1)=(I(2)-I0)/(2*h); 
I_dot(n)=(I_topi-I(n-1))/(2*h); 
for i=2:(n-1) 
    I_dot(i)=(I(i+1)-I(i-1))/(2*h); 
end 
I_dot; 

  
for i=1:n 
    x(i)=a+i*h; 
end 
x; 

  
switch pilih 
    case 1 
        disp('Permintaan berupa fungsi kuadrat yaitu'); 
        disp('aa*x^2+bb*x+cc'); 
        disp('masukkan aa,bb,dan cc'); 
        aa=input('aa: '); 
        bb=input('bb: '); 
        cc=input('cc: '); 
        for i=1:n 
            x(i)=a+i*h; 
            D(i)=aa*x(i)^2+bb*x(i)+cc; 

P_topi(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambda(i)=K*exp(-rho*x(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
            P(i)=P_topi(i)+(exp(rho*x(i))*lambda(i))/K; 
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        End 

Pbaru(1)=P(1); 
        P_topibaru(1)=P_topi(1); 
        for i=2:n 
            xbaru(i)=a+i*h; 
            P_topibaru(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambdabaru(i)=K*exp(-rho*xbaru(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
Pbaru(i)=P_topibaru(i)+(exp(rho*xbaru(i))*lambda

baru(i))/K; 
        end 

 

     
    case 2 
        disp('Permintaan berupa fungsi sinus yaitu'); 
        disp('aa*sin(bb*x)+cc'); 
        disp('masukkan aa,bb,dan cc'); 
        aa=input('aa: '); 
        bb=input('bb: '); 
        cc=input('cc: '); 
        for i=1:n 
            x(i)=a+i*h; 
            D(i)=aa*sin(bb*x(i))+cc; 

P_topi(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambda(i)=K*exp(-rho*x(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
            P(i)=P_topi(i)+(exp(rho*x(i))*lambda(i))/K; 
        End 

Pbaru(1)=P(2); 
        P_topibaru(1)=P_topi(2); 
        for i=2:n 
            xbaru(i)=a+i*h; 
            P_topibaru(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambdabaru(i)=K*exp(-rho*xbaru(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
Pbaru(i)=P_topibaru(i)+(exp(rho*xbaru(i))*lambda

baru(i))/K; 
        end  

         
    case 3 
        disp('Permintaan berupa fungsi cosinus yaitu'); 
        disp('aa*cos(bb*x)+cc'); 
        disp('masukkan aa,bb,dan cc'); 
        aa=input('aa: '); 
        bb=input('bb: '); 
        cc=input('cc: '); 
        for i=1:n 
            x(i)=a+i*h; 
            D(i)=aa*cos(bb*x(i))+cc; 

P_topi(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambda(i)=K*exp(-rho*x(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
            P(i)=P_topi(i)+(exp(rho*x(i))*lambda(i))/K; 
        End 

Pbaru(1)=P(2); 
        P_topibaru(1)=P_topi(2); 
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        for i=2:n 
            xbaru(i)=a+i*h; 
            P_topibaru(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambdabaru(i)=K*exp(-rho*xbaru(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
            

Pbaru(i)=P_topibaru(i)+(exp(rho*xbaru(i))*lambda

baru(i))/K; 
        end 

        
    case 4 
        disp('Permintaan berupa fungsi eksponensial yaitu'); 
        disp('aa*exp(bb*x)+cc'); 
        disp('masukkan aa,bb,dan cc'); 
        aa=input('aa: '); 
        bb=input('bb: '); 
        cc=input('cc: '); 
        for i=1:n 
            x(i)=a+i*h; 
            D(i)=aa*exp(bb*x(i))+cc;  

P_topi(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambda(i)=K*exp(-rho*x(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
            P(i)=P_topi(i)+(exp(rho*x(i))*lambda(i))/K; 
        End 

Pbaru(1)=P(2); 
        P_topibaru(1)=P_topi(2); 
        for i=2:n 
            xbaru(i)=a+i*h; 
            P_topibaru(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambdabaru(i)=K*exp(-rho*xbaru(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
Pbaru(i)=P_topibaru(i)+(exp(rho*xbaru(i))*lambda

baru(i))/K; 
        end 

case 5 
        disp('Permintaan acak'); 
        disp('D=[7 9 7 4 5 3 3 8 6 7 6 5 8 5 6 9 6 6 4 3 6 1 

10 6 8 10 7 2 8 2 9 8 3 4 2 0 1 1 0 9 10 3 8 3 

2 4 1 6 1 0 8 4 7 3 8 9 2 2 5 1 9 5 9 4 1 4 5 6 

9 4 1 5 9 3 9 6 1 2 4 2 2 8 3 8 3 5 3 6 9 0 4 8 

0 9 7 10 7 8 4 1]'); 
        D=[7 9 7 4 5 3 3 8 6 7 6 5 8 5 6 9 6 6 4 3 6 1 10 6 

8 10 7 2 8 2 9 8 3 4 2 0 1 1 0 9 10 3 8 3 2 4 1 

6 1 0 8 4 7 3 8 9 2 2 5 1 9 5 9 4 1 4 5 6 9 4 1 

5 9 3 9 6 1 2 4 2 2 8 3 8 3 5 3 6 9 0 4 8 0 9 7 

10 7 8 4 1]; 
        for i=1:n 
            x(i)=a+i*h; 
            P_topi(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambda(i)=K*exp(-rho*x(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
            P(i)=P_topi(i)+(exp(rho*x(i))*lambda(i))/K;         

end 
        Pbaru(1)=P(2); 
        P_topibaru(1)=P_topi(2); 
        for i=2:n 
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            xbaru(i)=a+i*h; 
            P_topibaru(i)=teta(i)*I_topi+D(i); 
            lambdabaru(i)=K*exp(-rho*xbaru(i))*(I_dot(i)-

teta(i)*I_topi+teta(i)*I(i)); 
Pbaru(i)=P_topibaru(i)+(exp(rho*xbaru(i))*lambda

baru(i))/K; 
        end 
end 

 
it=0; 
Jjum(1)=0; 
i=1; 
    while (i<=n)  
       Jlama(i)=0.5*exp(-rho*x(i))*(hc*(I(i)-

I_topi)^2+K*(P(i)-P_topi(i))^2); 
       Jjum(it+1)= Jlama(i)+Jjum(it+1); 
       Jbaru(i)=Jjum(it+1); 
       i=i+1;     
    end  
Jbaru; 

  
%Output Gambar 
disp('Plot'); 
figure(1); 
plot(x,D,'red','LineWidth',1.5); 
xlabel('waktu'); 
ylabel('D(t)'); 
grid on; 
title('Fungsi Tingkat Permintaan'); 

  
figure(2); 
plot(x,I,'blue','LineWidth',1.5); 
hold on 
plot(x,I_topi2,'red--','LineWidth',1.5); 
hold off 
axis ([0 12 0 11]) 
legend('I(t)','Itopi') 
xlabel('waktu'); 
ylabel('I(t)'); 
grid on; 
title('Fungsi Tingkat Inventori'); 

  
figure(3); 
plot(xbaru,Pbaru,'Green','LineWidth',1.5); 
hold on 
plot(xbaru,P_topibaru,'blue--','LineWidth',1.5); 
legend('P(t)','Ptopi'); 
hold off 
xlabel('waktu'); 
ylabel('P(t)'); 
grid on; 
title('Fungsi Tingkat Produksi'); 

  
figure(4); 
plot(x,D,'red','LineWidth',1.5); 
hold on 
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plot(x,I,'blue','LineWidth',1.5); 
hold on 
plot(x,P,'green','LineWidth',1.5); 
hold off 
legend('D(t)','I(t)','P(t)'); 
xlabel('waktu'); 
ylabel('D I P'); 
grid on; 
title('Fungsi Tingkat D I P'); 

  
figure(5); 
plot(x,Jbaru,'green','LineWidth',1.5); 
xlabel('waktu'); 
ylabel('J(P,I)'); 
grid on; 
title('Fungsi Biaya Penalti'); 
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