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METODE TRANSFORMASI DIFERENSIAL UNTUK
MENYELESAIKAN PDB NONLINIER BRATU

Nama Mahasiswa . AFIFAH DWI KURNIAWATI
HASIBUAN
NRP 1211 100 045
Jurusan . Matematika
Dosen Pembimbing . Dra. Sri Suprapti H., M.Si
Abstrak

Pada kasus fenomena alam banyak ditemukan model
nonlinier. Salah satunya yaitu persamaan diferensial biasa (PDB)
nonlinier Bratu yang diturunkan dari model pengapian bahan
bakar padat dalam teori pembakaran termal. Sebuah rumus baru
telah dikembangkan berdasarkan dari metode transformasi
diferensial untuk menyelesaikan persamaan tersebut. Namun
metode ini masih kurang sederhana dalam menghitung
transformasi differensial dari bentuk nonliniernya. Sehingga pada
Tugas Akhir ini digunakan sebuah  metode transformasi
diferensial dengan polinomial baru untuk menyelesaikan PDB
nonlinier Bratu. Hasil simulasi grafik menunjukkan metode
transformasi diferensial sangat dekat dengan solusi eksaknya serta
galatnya cukup kecil. Nilai galat semakin kecil saat nilai orde
semakin besar. Kemudian dari hasil simulasi konvergensi
didapatkan 30 < o, <1 wuntuk syarat u(0)=u'(0) =0
sehingga solusi numerik dari persamaan Bratu konvergen ke
eksaknya, namun untuk syarat u(0) =u'(0) =m solusi
numeriknya tidak konvergen ke eksaknya sehingga sebaiknya
dipilih nilai —m? <A < Ay.

Kata kunci: Metode Transformasi Diferensial, PDB Nonlinier
Bratu, Konvergensi, Parameter A.
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DIFFERENTIAL TRANSFORM METHOD FOR SOLVING
ODE NON-LINEAR BRATU

Name : AFIFAH DWI KURNIAWATI
HASIBUAN
NRP ;1211 100 045
Department :  Matematika
Supervisor . Dra. Sri Suprapti H., M.Si
Abstact

In the case of natural phenomena are found nonlinear
models. One of them is a model of ordinary differential equations
(ODE) of nonlinear Bratu derived from solid fuel ignition models
in the theory of thermal combustion. A new formula was
developed based on differential transform method for solving it.
However, this method is less simple in calculating the differential
transform of nonlinear form. So in this Final Project used a
differential transform method with new polynomial for solving
Bratu equation. Results of the simulation graph showing
differential transform method is very close to the exact solution as
well as the error is quite small. The smaller the error value when
the value of the larger order. After that, the convergence of
simulation results obtained 30 < o, <1 for the condition
u(0) = u'(0) = 0, so the numerical solution of Bratu equation
converge to the exact solution, but for the condition u(0) =
u'(0) = m, the numerical solution of Bratu equation do not
converge to the exact solution so that the value of 72 <1<
A should be selected.

Keywords: Differential Transform Method, Bratu Nonlinear
ODE, Convergence, A Parameter.
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan mengenai latar belakang dari
permasalahan yang dibahas pada Tugas Akhir ini. Kemudian dari
permasalahan tersebut dirangkum ke dalam suatu rumusan
masalah. Selanjutnya untuk menyelesaikan permasalahan pada
Tugas Akhir ini diberikan juga batasan masalah guna
mendapatkan tujuan yang diharapkan dan manfaat yang
diperoleh. Adapun sistematika penulisan Tugas Akhir ini
diuraikan pada akhir bab ini.

1.1 Latar Belakang Masalah

Di dalam berbagai bidang ilmu pengetahuan dan teknik model
nonlinier merupakan salah satu hal yang penting, namun pada
kenyataannya model nonlinier masih sulit untuk dipecahkan baik
secara numerik maupun analitik. Salah satu bentuk model
nonlinier yaitu pada masalah nilai eigen eliptik nonlinier yang
timbul dalam berbagai ilmu pengetahuan dan teknik seperti
perpindahan panas radiatif, teori pembakaran, dan nanoteknologi
[1].

Persamaan Bratu merupakan kasus khusus dari persamaan
masalah nilai eigen eliptik nonlinier yang diberikan dalam bentuk
u' (x) + 1™ =0,0<x < 1. (1.1)
Persamaan Bratu diturunkan dari penyederhanaan model
pengapian bahan bakar padat pada teori pembakaran. Terdapat
beberapa metode baik analitik maupun numerik yang telah sukses
diterapkan oleh para peneliti dalam menyelesaikan persamaan
Bratu. Wazwaz [2] menggunakan metode dekomposisi adomian
untuk mendapatkan solusi eksak persamaan Bratu, Batiha [3]
menggunakan metode iterasi variational untuk mendapatkan
solusi numerik persamaan Bratu, Abukhaled [1] menyelesaikan
persamaan Bratu menggunakan metode Spline, dan metode
wavelet Legendre digunakan untuk menyelesaikan persamaan
Bratu oleh [4] serta Chang [5] mengembangkan sebuah metode
alternatif untuk menyelesaikan transformasi diferensial satu
dimensi dari fungsi nonlinier yang diterapkan pada persaman

1
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Bratu. Namun metode ini memerlukan diferensiasi, manipulasi
aljabar dan perhitungan yang lebih sulit untuk transformasi
diferensial pada fungsi nonlinier [6], sehingga pada Tugas Akhir
ini digunakan pendekatan yang lebih efisien dalam menggunakan
metode transformasi diferensial untuk menyelesaikan persamaan
diferensial biasa nonlinier Bratu. Fungsi nonlinier digantikan oleh
polinomial transformasi diferensial kemudian fungsi linier
digantikan dengan fungsi transformasinya yang diperoleh dari
sifat-sifat dasar metode transformasi diferensial. Dengan
demikian, persamaan Bratu dapat dengan mudah dipecahkan
dengan perhitungan yang lebih sederhana untuk setiap fungsi
nonlinier.

1.2 Rumusan Masalah
Berdasarkan dengan latar belakang yang ada, permasalahan

yang dibahas dalam Tugas Akhir ini antara lain:

1. Bagaimana menyelesaikan PDB nonlinier Bratu menggunakan
metode transformasi diferensial.

2. Bagaimana mendapatkan hasil simulasi grafik perbandingan
antara metode transformasi diferensial dengan solusi eksaknya.

3. Bagaimana mendapatkan hasil konvergensi pada solusi yang
diperoleh dari persaman Bratu.

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah yang diberikan dalam Tugas Akhir ini
diantaranya sebagai berikut:

Nilai syarat awal PDB nonlinier Bratu yang diselesaikan
adalah u(0) = u’(0) = 0 dan u(0) = u'(0) = .

1.4 Tujuan
Berdasarkan rumusan masalah yang telah dijelaskan di atas,

maka tujuan dari Tugas Akhir ini diantaranya sebagai berikut:

1. Menyelesaikan PDB nonlinier Bratu menggunakan metode
transformasi diferensial.

2. Mendapatkan hasil simulasi grafik perbandingan antara
metode transformasi diferensial dengan solusi eksaknya.

3. Mendapatkan hasil konvergensi dari solusi yang diperoleh
pada persamaan Bratu.



1.5 Manfaat

Manfaat dari penulisan Tugas Akhir ini adalah sebagai rujukan
(acuan) untuk menyelesaikan PDB nonlinier Bratu dengan
menggunakan metode yang lebih sederhana, efektif, dan akurat
bagi para pengguna.

1.6 Sistematika Penulisan

Penulisan Tugas Akhir ini secara keseluruhan disusun atas
lima bab dan lampiran. Secara garis besar masing-masing bab
akan membahas hal-hal sebagai berikut:

BAB | PENDAHULUAN

Bab ini berisi tentang gambaran secara umum dari Tugas
Aknhir ini yang meliputi latar belakang permasalahan, perumusan
masalah, batasan masalah, tujuan dan manfaat serta sistematika
penulisan.

BAB Il TINJAUAN PUSTAKA

Bab ini berisi tentang dasar teori serta materi pendukung
yang digunakan penulis dalam mengerjakan Tugas Akhir ini,
antara lain persamaan diferensial tak linier, deret Taylor dan
Maclaurin, metode transformasi  diferensial, persamaan
fungsional, operator, dan barisan rekursif.

BAB Il METODE PENELITIAN
Bab ini menjelaskan tentang alur penyelesaian dan metode
yang digunakan penulis dalam mengerjakan Tugas Akhir ini.

BAB IV ANALISA DAN PEMBAHASAN

Bab ini menyajikan formulasi dan penyelesaian berupa
solusi eksak dan numerik dari PDB nonlinier Bratu serta
penjelasan mengenai hasil simulasi yang diperoleh.
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BAB V PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan berdasarkan hasil pembahasan
sebelumnya dan saran untuk mengembangkan penelitian
sebelumnya.

LAMPIRAN



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dijelaskan mengenai tinjauan pustaka yang
menjadi landasan atau dasar teori dan materi pendukung lainnya
antara lain persamaan diferensial tak linier, deret Taylor dan
Maclaurin, metode transformasi  diferensial, persamaan
fungsional, operator, dan barisan rekursif.

2.1 Persamaan Diferensial Tak Linier

Persamaan diferensial adalah suatu persamaan yang
mengandung turunan dari satu atau beberapa variabel tak bebas
terhadap satu atau beberapa variabel bebas. Berdasarkan tipe
persamaan diferensial dibagi menjadi dua yaitu persamaan
diferensial biasa dan persamaan diferensial parsial.

Persamaan diferensial biasa adalah suatu persamaan
diferensial yang memuat turunan dari satu atau lebih variabel tak
bebas terhadap satu variabel bebasnya. Berdasarkan kelinierannya
persamaan diferensial biasa terbagi menjadi linier dan tak linier.

Persamaan diferensial biasa linier orde n dengan y variabel tak
bebas dan x variabel bebas adalah persamaan berbentuk

n n-—1

d d
() T+ s () g + 1(x)—+

+ao(x)y G (x) (2.1)

dengan a,, tidak sama dengan nol.

Persamaan diferensial biasa dikatakan tak linier, dilihat dari

variabel tak bebas vy, yaitu

1 Variabel tak bebas y dan turunannya berderajat lebih dari satu

2 Terdapat perkalian variabel tak bebas y dan (atau) juga
turunannya

3 Terdapat fungsi-fungsi transenden dari y  dan (atau)
turunannya [7].

Contoh 2. 1 1

[de] v dx =



2.2 Deret Taylor dan Deret Maclaurin
Jika fadalah jumlah dari deret pangkat dengan interval
konvergensia—r*<x<a+r*,(r* >0):

f0) =) enGx=ay,
n=0
a—-r'<x<a+r’.
Deret ini disebut deret Taylor f(x) di sekitar x = a.Jika
koefisien c,, diberikan oleh rumus

f'(a) (@ FM(a)
C0=f(a),C1= 1 ,C2= 21 ) e nzT

maka didapatkan

Q)
feo= Y Loy
n=0

PEERY]

n!
_ J) )
=fl@+— G- +—-x-a)?+ ..
(D)
+fn—'(a)(x —a)" +. (2.2)
Untuk kasus khusus a = 0 deret Taylor menjadi

NAKOIN
X

n=0

_ f'(0 O] TARI)
=fO+—x+——x*++—=x"+ (23
Deret persamaan (2.3) dikenal dengan deret Maclaurin [8].

Contoh 2.2.1:

Hampiri fungsi f(x) = sinx ke dalam deret Taylor di sekitar
a=0

Penyelesaian:

Didapatkan turunan f (x) sebagai berikut

f(x) = sinx,
f'(x) = cosx,
f"(x) = —sinx,
f""(x) = —cosx,

f®(x) = sinx,



dan seterusnya.
Maka, berdasarkan persamaan (2.3), sin x dihampiri dengan deret
Maclaurin sebagai berikut:

cos(0) et sin(0) 4 cos(0) X

. _ . 2 3
sinx = sin(0) + 1 T + o1 +
x3 x> x7
Sinx = x = gr g op

Deret Taylor dan deret Maclaurin sangat penting dalam
memperoleh suatu hampiran atau aproksimasi pada nilai
penyelesaian dari suatu masalah nilai awal (MNA) pada nilai-nilai
dari x tertentu.

2.3 Metode Transformasi Diferensial

Transformasi diferensial untuk turunan ke-k dari fungsi u(x)
didefinisikan sebagai berikut [6] :

1 [ak
Ui = = [ u(x)]xzxo (2.4)

dengan u: R - R mempunyai turunan yang kontinu terhadap x
dan U(k) adalah fungsi transformasi yang disebut fungsi-T.
Invers dari transformasi diferensial U (k) didefinisikan

o0

u(x) = Z(x — x0)* U(k). (2.5)
Dari persﬁr?aan (2.4) dan (2.5) didapat
d —x )k ( gk
u(x) = Z (x kTO) {dxk u(x)} lx = xq (2.6)
k=0

yang menyatakan konsep dari transformasi diferensial yang
diturunkan dari ekspansi deret Taylor, tetapi metode ini tidak
menyelesaikan turunan secara simbolik. Fungsi u(x) dapat
dinyatakan dengan deret berhingga dan persamaan (2.5) dapat
ditulis sebagai



u(x) = z(x — x0)* U(k). 2.7
k=0

Berdasarkan (2.4) dan (2.5) dapat ditentukan sifat-sifat operasi
dari transformasi diferensial yang diberikan pada Teorema 2.3.1.

Teorema 2.3.1 [6,9]

Jika  f(x),g(x),u(x) fungsi dari x dan F(k),G(k),U(k)
masing-masing transformasi diferensial dari fungsi-fungsi
tersebut, maka untuk konstanta a dan bilangan bulat tak negatif
m, memenuhi sifat-sifat berikut ini:

i Jikau(x) = f(x) £ g(x), maka U(k) = F(k) £
G (k).
ii. Jikau(x) =a g(x), maka U(k) = a G(k)

i, Jikau() = 2 maka U(k) = (k + DG + 1),
v. Jikau(o) = S22 maka Uk) = (k + 1)(k +

2)...(k + m)G(k + m).

Bukti :
i.  Turunan ke-k dari persamaan u(x) = f(x) + g(x)
adalah

du(x) d*f(x) + d*g(x)
dxk — dxk — dxk -
Dengan mengalikan kedua ruas dengan % maka diperoleh
Tdu(x) 1d*f(x)  1d"g(x)
k! dx* k! dxk T k! dxk
U(k) = F(k) £ G(k)
ii.  Turunan ke-k dari persamaan u(x) =a g(x) adalah
du(x)  (d*g(x)
dxk - N\ Taxk )
Jika kedua ruas dikalikan dengan % maka diperoleh
Ld*u(x) 1 (d"g(x)
Kdxk YR\ dxk




U(k) = aG(k)
dg(x)

iii.  Turunan ke-k dari persamaan u(x) = Ty adalah
d u(x) d**'g(x)
dxk  dxk+ti

Jika kedua ruas dikalikan % maka diperoleh

1 (d*u(x)\ 1 d**1g(x)
F( dxk >_F< dxk+1 >

Selanjutnya mengalikan % pada ruas kanan didapatkan
1 (d*u(x) 1 (d*¥*g(x)\ /k +1
F( dx* > B F( Aok ><k + 1)
l(d’%(x)) — kit 1) <dk+1g(x)>
k'\ dxk k(k+ 1)!\ dxk+1
1 (dku(x) dk+1g(x)>

K\ dxk )z(k+1)(k+1)!< dxk+t

Uk)=(k+1G6k+1)
iv.  Turunan ke-k dari persamaan u(x) = d%ﬁfc) adalah

d
d u(x) _d"*"mg(x)
dxk dxktm
Jika kedua ruas dikalikan % maka diperoleh

1 (d*u(x)\ 1 [(d*"™g(x)
F( dxk >_F< dxk+m )

Selanjutnya ruas kanan dikalikan dengan
(k+1)(k+2)...(k+m—1)(k+m)

(k+1)(k+2)..(k+m—1)(k+m)’
l(dku(x)) _ l(dk"'mg(x)) ((k+1)(k+2)...(k+m—1)(k+m))

maka diperoleh

k'\ dxk /= kI\ dxk+m (k+1)(k+2)...(k+m—1) (k+m)
1 (d*u(x) _
F( dxk ) = k+D)Ek+2)..(k+m-1(k+
1 dk+mg(x)
m)
(k+m)!\ dxk+m

Uk) = (k + D(k + 2) ... (k + MG (k +m).

Sehingga Teorema 2.3.1 terbukti.
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2.4 Persamaan Fungsional

Persamaan fungsional adalah sebuah persamaan untuk fungsi-
fungsi atau nilai-nilai yang tidak diketahui. Dengan demikian,
untuk menyelesaikan sebuah persamaan fungsional dapat
diartikan mencari semua fungsi yang memenuhi persamaan. Salah
satu persamaan fungsional dasar yaitu

fiR->R, f(x+y) = f(x)+ f(¥) (2.8)
Persamaan diatas disebut persamaan fungsional Cauchy [10].
f(x), f(y) adalah fungsi-fungsi yang dicari dari persamaan
fungsional (2.8).

2.5 Operator
Definisi 2.5.1 [11] Misal ¥V dan W dua ruang vektor atas F.
Transformasi linier dari V ke W adalah pemetaan T:V — W yang
memenuhi syarat berikut ini:
1. Untuk setiap x,y € V, berlaku T(x + y) = T(x) + T(y).
2. Untuk setiap ¢ € Fdan x € V, berlaku T(cx) = cT (x).
Definisi 2.5.2 [11] Misal V ruang vektor atas FF. Transformasi
linier T: V — V disebut operator linier pada V.
Operator nonlinier adalah sebuah operator yang tidak
memenuhi syarat dari pemetaan atau transformasi linier.

2.6 Barisan Rekursif

Barisan rekursif adalah suatu barisan yang didefinisikan
dengan cara rekursif atau induktif yaitu menentukan nilai x; dan
membentuk sebuah rumus untuk x,,; (n = 1) dalam suku x,, .
Secara umum, dapat ditentukan x; dan membentuk rumus untuk
memperoleh x,, ., dari x4, x5, ... X,,.

Contoh 2.6.1:

Barisan Fibonnaci F := (f,,) diberikan oleh definisi induktif
h=1LAh=1 frm=foath, 22)

Sehingga diperoleh barisan F yaitu (1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...)
[12].



BAB Il
METODOLOGI PENELITIAN

Pada bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis yang
dilakukan dalam proses pengerjaan Tugas Akhir. Metode
penelitian dalam Tugas Akhir ini terdiri atas tujuh tahap, antara
lain studi literatur, penurunan model persamaan diferensial biasa
nonlinier Bratu, mencari solusi eksak persamaan diferensial biasa
nonlinier Bratu, mencari solusi numerik persamaan diferensial
biasa nonlinier Bratu, simulasi konvergensi dan numerik
persamaan diferensial biasa nonlinier Bratu serta penarikan
kesimpulan dan saran.

3.1 Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan analisis model dan identifikasi
permasalahan dengan mencari dan mempelajari literatur-literatur
seperti jurnal, paper, dan buku-buku serta artikel dari internet
yang berhubungan dengan model matematika persamaan
diferensial biasa nonlinier Bratu dan solusi untuk penyelesaian
model tersebut dengan menggunakan metode transformasi
diferensial.

3.2 Penurunan Model Persamaan Diferensial Biasa
Nonlinier Bratu
Pada tahap ini dilakukan penurunan rumus pada model
pengapian bahan bakar padat dalam teori pembakaran termal
untuk mendapatkan persamaan diferensial biasa nonlinier Bratu.

3.3 Mencari Solusi Eksak Persamaan Diferensial Biasa
Nonlinier Bratu
Pada tahap ini dicari solusi eksak dari persamaan diferensial
biasa nonlinier Bratu dengan menggunakan metode transformasi
diferensial.

11
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3.4 Mencari Solusi Numerik Persamaan Diferensial Biasa
Nonlinier Bratu
Pada tahap ini dicari solusi numerik dari persamaan diferensial
biasa nonlinier Bratu dengan menggunakan metode transformasi
diferensial.

3.5 Simulasi Konvergensi

Tahap simulasi ini dilakukan untuk mendapatkan hasil
numerik dari perhitungan o¢,. Nilai o digunakan untuk
menunjukkan bahwa solusi numerik dari persamaan diferensial
biasa nonlinier Bratu dengan menggunakan metode transformasi
diferensial konvergen ke solusi atau nilai eksaknya.

3.6 Simulasi Numerik PDB Nonlinier Bratu Menggunakan
Metode Transformasi Diferensial
Tahap simulasi ini dilakukan untuk mendapatkan grafik
perbandingan antara solusi atau penyelesaian numerik dari
persamaan diferensial biasa nonlinier Bratu menggunakan metode
transformasi  diferensial dengan solusi eksaknya, serta
menganalisa nilai galat yang terjadi.

3.7 Kesimpulan dan Saran

Setelah dilakukan analisa dan pembahasan maka dapat ditarik
sebuah kesimpulan dan saran sebagai bahan masukan atau
pertimbangan untuk pengembangan penelitian lebih lanjut.

3.8 Skema Penelitian

Skema penelitian bertujuan untuk memudahkan dalam
pengerjaan Tugas Akhir agar lebih sistematis. Skema penelitian
yang digunakan disajikan pada Gambar 3.1.
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Studi Literatur

|

Penurunan Model Persamaan Diferensial Biasa
Nonlinier Bratu

A\ 4
Mencari Solusi Penyelesaian PDB
Nonlinier Bratu

A\ 4 A\ 4
Solusi Eksak PDB Solusi Numerik PDB
Nonlinier Bratu Nonlinier Bratu

v
Simulasi Konvergensi

v

Simulasi Numerik PDB Nonlinier Bratu Menggunakan Metode
Transformasi Diferensial

;

Penarikan Kesimpulan
dan Saran

Gambar 3.1 Skema Penelitian
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“ Halaman ini sengaja dikosongkan”



BAB IV
ANALISA DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas metode transformasi diferensial dengan
polinomial baru, analisis konvergensi, penurunan rumus PDB
nonlinier Bratu pada model pengapian bahan bakar padat serta
solusi penyelesaian dari PDB nonlinier Bratu. Pembahasan
dimulai dengan menganalisis metode transformasi diferensial
dengan polinomial baru. Kemudian dilanjutkan dengan
menganalisis metode yang digunakan untuk menunjukkan
konvergensi dari solusi PDB Nonlinier Bratu. Selanjutnya
penurunan model matematika pada pengapian bahan bakar padat
untuk mendapatkan PDB nonlinier Bratu. Berikutnya
menyelesaikan PDB nonlinier Bratu menggunakan metode
transformasi diferensial dengan polinomial baru. Setelah itu, pada
akhir pembahasan diberikan analisis hasil simulasi dari grafik
perbandingan antara solusi eksak dan numerik serta konvergensi
dari solusi PDB nonlinier Bratu.

4.1 Metode Transformasi Diferensial dengan Polinomial
Baru

Berikut ini dijelaskan mengenai langkah-langkah atau cara
penyelesaian suatu persamaan diferensial menggunakan metode
transformasi diferensial dengan polinomial baru.

Misalkan terdapat persamaan diferensial berikut ini
M(u(®)) = g(©), (4.1)
dengan M adalah operator umum diferensial nonlinier yang
menyertakan bentuk linier dan nonlinier. Bentuk linier dipecah

menjadi £ + R, dengan L didefinisikan £ = % dan R adalah

operator linier sisa. Kemudian bentuk nonlinier didefinisikan V.
Sehingga persamaan (4.1) dapat ditulis sebagai

M(u(t)) = L(u(t)) + R(u(t)) + N(u(t)) = g(t), (4.2)

Penyelesaian £(u(t)) dari persamaan (4.2), didapatkan

15
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L(u(t)) =— R(u(t)) — N(u(t)) + g(b). (4.3)

Masing-masing fungsi dari kedua ruas pada persamaan (4.3)

ditransformasikan menggunakan sifat-sifat dasar transformasi

diferensial yang diberikan pada Teorema 2.3.1 kecuali fungsi

N (u(t)) ditransformasikan menggunakan rumus polinomial

baru. Sehingga didapatkan fungsi transformasinya sebagai berikut

1. Dengan menggunakan sifat iv pada Teorema 2.3.1 diperoleh
fungsi transformasi dari £(u(t)) yaitu

T(L(u(t))) =T (dnu(t))

atn
=k+Dk+2)...(k+n)UKk +n) (4.4)
2. Fungsi transformasi dari R(u(t)) yaitu
T(R(u®) ) = R(UK)). (4.5)
3. Fungsi transformasi dari g(t) yaitu
T(g(®) = GU). (4.6)

4. Fungsi transformasi dari V' (u(t)) yaitu
T (¥ (u®)) = ¥(UW) =D (U(0), ... UK), @D

dengan Dy, adalah rumus polinomial baru yang diperoleh dari
Teorema 4.1.1 di bawah ini.

Teorema 4.1.1 [6] Jika (u(t)) adalah fungsi nonlinier,

maka fungsi transformasi diferensial dari N (u(t)) dihitung
sebagai berikut

N(U()) = Dy (U(0), ..., U(K)),

dengan U (k) adalah fungsi tranformasi diferensial dari u(t) dan
Dy adalah  polinomial-polinomial yang dapat dihitung
menggunakan rumus

(4.8)

,i=1,23,..
A=0

1 9k 5
D, (U(0), ..., U(k)) = o 37 [N (ZA‘U(L‘))
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Bukti :

Misalkan terdapat fungsi nonlinier V' (u) dengan ' merupakan
bentuk atau suku nonlinier. V' (U) adalah fungsi transformasi dari
IV (u) yang didefinisikan sebagai berikut

NU) =N (2 U(i)) (4.9)
i=0

Dari persamaan_ (4.9), fungsi transformasi V'(U) dapat dibentuk
kembali ke dalam deret pangkat dengan variabel peubah bebas A.
Persamaan (4.9) menjadi

N(UQW) =N (Z AiU(i)> (4.10)
i=0

Deret (4.10) mempunyai interval konvergensi p. Di sisi lain,

N (i AiU(i)> =N zk:/liU(i) + N( i /liU(i)>
i=0 i=0

i=k+1

N (U(Q)) diturunkan sampai ke- k diperoleh

k

d ok Rr
SENUMDNazo = o W (2 iy (")) (4.12)

A=0

Karena solusi penyelesaian metode transformasi diferensial dapat
dinyatakan dengan deret berhingga maka persamaan (4.11)
menjadi

k

9 ok w4
S NUWac = 5 ZIOA‘U(L') (4.12)
= i

=0
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Karena terdapat turunan sampai ke- k dari V' (U(1)) maka
M(UW) dapat dibentuk  menjadi  deret  Maclaurin.

NUw) = Z aAkN(Um)

2 aAkN(Z O’VU(‘))A o)l

_N(U(O))+< (Zmu(g) )A
=0

<§ WN(Z/PU(O) ) /12 +
=0
1 93 >
= (Zmu(g) PR
i =0

<k' = <2Muo)> 0> R

Sehingga dengan mengambil A = 1, M (U(2)) menjadi

1
] /NI
N(UW) = n(U(0) +5N<;,1 U(L)) +

A=0
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4‘57;;15]V~<:E:A}U(1)>
=0
=0

Atau V(U (1)) ekivalen dengan bentuk

o1 ok S
NUD) =Y = [N <2 mua)ﬂ
k=0 i=0 o

NWU) = 2 Dy (U(0), ..., U(K))
k=0

Sebagai akibatnya diperoleh fungsi transformasi diferensial dari
N (u) yaitu

NU) = Z D, (U(0), ..., U(K)) (4.13)
k=0

Karena
U= 2 U(k)
k=0

maka persamaan (4.13) menjadi

N (Z U(k)) = 2 Dy (U(0), ..., U(K))
k=0 k=0

2 NUKk)) = 2 D (U(0), ..., U(K)),
k=0 k=0
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N(UK)) = Di(U(0), ..., U(K)).

Jadi, terbukti bahwa fungsi transformasi dari V" (uw) atau NV (u(t))
dapat dihitung menggunakan rumus polinomial Dy.

Selanjutnya masing-masing fungsi transformasi dari L(u(t)),
R(u@®),M(u(t)), dan g(t) dituliskan kembali sehingga
persamaan (4.3) menjadi

L(u(t)) =— R(u(t)) — N(u(t)) + g(t)

(k+ Dk +2)..(k+ )UKk +n) = —R(UK)) — (4.14)
D (U(0), ..., U(K)) + G (k).

Dari persamaan (4.14) didapatkan U (k + n) yaitu

1
(k+ Dk +2)..(k+n) R (4.15)

— Di(U(0), ..., UK)) + G(K)}

Ulk+n) =

U(k +n) merupakan nilai koefisien dari deret pangkat yang
dicari untuk mendapatkan penyelesaian dari suatu persamaan
diferensial. Selanjutnya, persamaan diferensial yang diselesaikan
menggunakan metode ini adalah persamaan diferensial biasa
nonlinier Bratu.

4.2 Analisis Konvergensi
Misalkan terdapat persamaan diferensial yang dinyatakan
dalam bentuk persamaan fungsional didefinisikan sebagai berikut

u(t) = F(u)). (4.16)

Dengan F merupakan operator nonlinier. Bentuk penyelesaian
dari metode transformasi diferensial yaitu

n
Sn =u0+u1+u2 +"'+un = Eu(k)(t_to)k (417)
k=0
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Dengan menggunakan barisan rekursif maka didapatkan
Spie1 = F(Sp). (4.18)

Persamaan (4.18) dibentuk menjadi persamaan fungsional
sehingga didapatkan

S = F(S). (4.19)
Definisi 4.2.1 [6]

Untuk setiap k € N U {0}, didefinisikan

||uk+1||
ugll # 0
w | Tt i 20,

0, lluell =0

(4.20)

Dengan [lugll = U)ok + UKt + -+ U(k)t,~ .

U(k) yang diperoleh dari (4.15) dan n = jumlah partisi untuk
t € [0,1]

Teorema 4.2.1 [6]

Jika F sebuah operator dari ruang Hilbert H ke dalam # dan u
adalah solusi eksak dari (4.16). Deret solusi

(00 (00

Yue= Y v- ),
k=0

k=0 =

dengan U(k) yang diperoleh dari (4.15), konvergen ke u, jika
30 < o < 1, sehingga

untuk Yk € N U {0} berakibat

g1 Il <ocpe gl

Bukti:

Akan ditunjukkan bahwa barisan dari S,, seperti persamaan (4.17)
atau dapat dituliskan {S,, };—, adalah barisan Cauchy dalam ruang



22

Hilbert. Barisan {S,,};-, dikatakan barisan Cauchy jika untuk
sebarang € > 0 terdapat N sedemikian hingga

IS, — Simll < € jikan,m = N atau dengan kalimat lain
IS,, = S|l = 0 saat n,m — co.

Sehingga ditunjukkan bahwa limy, ,,; o, [I1S, — Si |l = 0. Jika

1Sn+1 = Sull = Nnsall Soc Nl <oc? gl < -+
<o, ™ lug -

untuk setiap n, m € N,n > m, maka didapatkan

”Sn I Sm” . ”(Sn i Sn—l) 4 (Sn—l KT Sn—Z)
+ ) (Sma1 — Sm)l
< ISp = Sp—1ll + 1Sp—1 = Sp—zll + -+
+ ”Sm+1 = Sm”
o™ Nluoll +oc™ = Nlug Il + -+ +0¢, ™ [lugl
< (o™ 400 M2 4 e o ™) [l |
1 —cgnm

1 _O(k

=og M lluoll-

Jadi, terdapat «; yang berada pada interval 0 <o«; < 1 sehingga
limy, -0 ll1Sy, — S|l =0. Dengan demikian, {S,};-, adalah
barisan Cauchy di ruang Hilbert /. Karena ruang Hilbert adalah
ruang hasil kali dalam yang lengkap maka setiap barisan Cauchy
di H mempunyai limit atau konvergen sehingga mengakibatkan
3S,S e H, lim S, =S,

n—oo
Jadi, S = X5— o u, konvergen.

Menyelesaikan ~ persamaan  (4.16)  ekivalen  untuk
menyelesaikan persamaan (4.19) sehingga jika F operator kontinu
maka

F&) =F(lim $,) = im F(5,) = limS,.,, =5,

n—-oo
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S tidak lain merupakan penyelesaian dari persamaan (4.16) juga.
Dengan demikian, Teorema 4.2.1 terbukti atau 3 0 <o, < 1
sehingga deret solusi }.7>_, u; konvergen ke nilai eksaknya.

4.3 Penurunan Rumus PDB Nonlinier Bratu Pada Model
Pengapian Bahan Bakar Padat
Diberikan model pengapian bahan bakar padat sebagai berikut
[13]:
0, — A8 = 8e?, (x,t) € 02 x (0,0) (4.21)
dengan kondisi batas awal

6(x,0)=0,x€N

8(x,t) = 0,(x,t) € 32 X (0, ) (4.22)

N c R3dengan batas halus /2. Batas halus adalah jika tiap titik
x € 00 maka terdapat fungsi yang mempunyai turunan kontinu
pada titik tersebut. Model tersebut didapatkan dari
penyederhanaan model matematika dalam prinsip-prinsip
konservasi dasar pada teori pembakaran.

Berkaitan dengan model steady state atau keadaan tunak yaitu
keadaan di mana suatu sistem berada dalam kesetimbangan atau
tidak berubah lagi seiring waktu, didapatkan model

_Ah = Se?
AY = 6e¥ ,x eN (4.23)

Y(x) = 0, x € 9N.

Dengan A merupakan operator Laplace dan & merupakan
parameter skalar Frank-Kamentski yang mencirikan keadaan awal
sistem. Bergantung pada nilai &, reaksi bisa meledak dan bisa
juga Dberlangsung perlahan-lahan. Nilai dari parameter §
memisahkan reaksi yang lambat dan reaksi yang menyebabkan
ledakan yang selanjutnya disebut kondisi kritis.

Selanjutnya persamaan diferensial parsial pada persamaan
(4.23) disederhanakan dengan menggunakan teknik simetrisasi.
Persamaan diferensial parsial yang didefinisikan pada domain 2
memiliki sifat simetri tertentu. Jika 0 adalah sebuah bola di
dalam R™ yang berpusat di 0, maka menurut hasil penelitian
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Gidas , Ni, dan Nirenberg [14] semua penyelesaian atau solusi
dari persamaan (4.23) adalah radial simetri.

Lebih tepatnya , untuk 2 = {x € R™ : |x| < R} = Bg, misalkan
u € C2(2, R) merupakan penyelesaian positif dari

—Au = f(u),x €N

u=0 x€ 9oN (+30)

dengan f € C! (R, R) maka u adalah radial simetris dan radial
menurun. Jika r = |x|, maka u =u(r) dan u'(r) < 0 untuk
r € (0,R). Ini berarti bahwa setiap penyelesaian positif dari
persamaan (4.24) adalah penyelesaian dari

u' + nT_lu’ + f(u)=0, 0<r<R

(4.25)
u'(0) =0, u(R) =0

dengan menyamakan persamaan (4.23) dan (4.24) maka dapat
diperoleh u= v ,f(u) = 6e¥ . Sehingga bentuk persamaan
(4.23) ekivalen dengan bentuk persamaan dari

o ”T‘1¢'+5e‘l’=0,0<r<R (4.26)
P'(0) =0 pR) =0

Pada keserbaragaman domain khusus, untuk Q2 = B; ¢ R"
maka persamaan (4.26) ekivalen untuk penyelesaian positif
Y(r) € €?[0,1] dari

P+ 2y 4 sev =0 0<r<1 (4.27)

N
dengan syarat batas
Y'(0)=0, ¥p(1)=0.

Karena persamaan Bratu yang diturunkan berdimensi satu maka,
n = 1 sehingga persamaan (4.27) menjadi

P+ 8e¥=0,0<r<1 (4.28)
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dengan syarat batas
Y'(0) = 0, Y(1) =0.

Jika Yy =u, § =24, dan r =x maka diperoleh persamaan
diferensial biasa (PDB) nonlinier Bratu yang timbul dalam model
pengapian bahan bakar padat pada teori pembakaran sebagai
berikut

u'+ le*=0 0<x<1 (4.29)

dengan syarat
u'(0)=0 u(0)=0.

4.4 Solusi Persamaan Diferensial Biasa Nonlinier Bratu
Menggunakan Metode Transformasi Diferensial
Diberikan masalah nilai awal PDB nonlinier Bratu (x € [0,1])

u” (x) + 1e¥™ = 0, 1konstan (4.30)
dengan syarat
u(0) = u' (0) = 0. (4.31)

dengan menggunakan sifat dari metode transformasi diferensial
maka bentuk transformasi dari persamaan (4.30) adalah

u’ (%) + 1e*® = 0

u' (x) = —Ae¥®

T 1o

(k+ 1) (k + 2)U(k + 2) = =AD;(U(0), U(1), ..., U(K)),k = 0,1,2, ... (4.32)
dengan D, merupakan rumus polinomial yang digunakan untuk
mendapatkan fungsi transformasi dari bentuk nonlinier M (u) =
e*™) Untuk syarat awal (4.31) dengan x, = 0 ditransformasikan
menjadi

1 [d*
Uk) = =l [ﬁ u(X)LZO

0!

u) = [57 u(O)]x:O: w(0) = 0
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U@ =~ (0)=0

Sehingga diperoleh syarat awal yang telah ditransformasikan
yaitu

Uu)=U1)=0 (4.33)
Kemudian, k = 0,1,2, ..., disubstitusikan ke persamaan (4.32)
didapatkan

Untuk k = 0, maka

(k + 1)k +2)U(k + 2) = —21D, (U(0), U(1), ..., U(K))

0+ 1)(0 +2)U(0 + 2) = —AD,(U(0))

2U(2) = — AD,(U(0)) (4.34)
Menghitung D, (U(0))

k
D (U(0),U(D),...,U(k)) = F W [J\f <Z Al U(i))‘
i3 =0

o] 0/10 (Z Alu(L))

Do(U(0)) = NM(2°U(0))
Do (U(0)) = N(U(0))

— oU®©
0

Do(U(0)) =

=e
Si
Sehingga nilai dari Do (U(0)) disubstitusikan ke persamaan
(4.34) menjadi
202)=—-2
A
U(Z) = —E
Untuk k = 1, maka
(k+ 1)k +2)U(k +2) = —21D, (U(0), U(D), ..., U(K))
1+ DA +2)UA +2) =-1D,(U(0),U(D))
6 U(3) = —1AD,(U(0),U(1)) (4.35)
Menghitung D, (U(0), U(1))
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D, (U0, UM) =5 (w [ (21%))

d
D,(UO), UMW) = == [V (@2°U(0) +AlU(1))h 0

a
D,(U(0), UW) = o [N (U(0) + AW (1)]x=0

D,(U(0),U(1)) = U(mr (U(0) + AUD)]=0
D,(U(0),U(1)) = UWN'(U(0))

D,(U(0),U(1)) =0

Nilai D, (U(0), U(1)) disubstitusikan ke persamaan (4.35)
diperoleh

UR) =0.

Untuk k = 2, maka

(k + Dk +2)U(k +2) = —1D, (U(0), U(D), ..., U(K))

2+ 12 +2)U2+2) =-AD,(U(0),U(1), U(2))

12U(4) = — 2D, (U(0),U(1),U(2)) (4.36)
Menghitung D, (U(0), U(1) U(Z) )

D,(U(0),U(1),U(2)) = E W (2 A‘U(L))

= 5 W [NV (A°U(0) + A1U(1) + 22U (2)) =0

= 55 [(U(1) + 2AU )N (U(0) + AU(1) + 22U(2))]50

= ~ [20@N (U(0) + AU(D) + 22U (D)

+ (U + 2AU0(2))(U(1) + 22U ()N (U(0)
+AU(D) + 22U(2)] _,

=§ QRUN'(U0)) + UMU@N"(U(0))

=URN' (V) + sU@2N"(U(0))

A

= _2 U
2
A

T2
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Nilai dari D,(U(0),U(1),U(2)) disubstitusikan ke persamaan
(4.36) diperoleh

120(4) =-2.-2

AZ

Untuk k = 3, maka
(k + Dk +2)U(k +2) = —1D, (U(0),U(D), ..., U(K))
B+1)(B+2)UB+2)=-21D;(U0),U(1),U(2),U(3))

20 U(5) = —AD5(U(0),U(1),U(2),U(3)) (4.37)
Menghitung D5 (U(0), U(1), U(Z) U(3))

D3(U(0),U(D),U(2),U(3)) = 5 W (2 A‘U(L))

D3(U(0),U(D),U(2), U(33))

= 3 B — [V (A°U(0) + 2*U(1) + 22U(2)

+ 23U3)]=0
D5(U(0),U(1),U(2),U(3)) =
UBN'(U(0) + UUER)N"(U(0)) +
= PN (U(0)
D3(U(0),U(1),U(2),UB)) = UB) e’ @ + u(1)U(2)e?® +
= (U(1))%e’©@
D5(U(0),U(1),U(2),U@B)) =0
Nilai dari D3 (U(0),U(1),U(2),U(3)) disubstitusikan ke
persamaan (4.37) diperoleh
U(s) = 0.

Untuk k = 4, maka

(k + Dk +2)U(k + 2) = —AD, (U(0), U(1), ..., U(K))
4+1)(4+2)U@+2) =—-2D,(U(0),U(1),U(2),U(3),U(4))
30 U(6) = —AD,(U(0),U(1),U(2),U(3),U(4)) (4.38)
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Dengan cara yang sama  didapatkan  hasil  dari

D,(U(0),U(1),U(2),U(3),U(4)) sehingga persamaan (4.38)
menjadi

30U(6) = -1 (U(4)N’(U(0))

2
o8 <(U(1)U(3)) + &) N”(U(O)))

2
A U 2 ) VAT o)
30 U(6) = A(ZQLe +2e )
30U(6) = — 2 (%)
13
) Lo

Dan seterusnya untuk k yang lain dapat dihitung melalui simulasi
Matlab untuk memudahkan perhitungan. Maka berdasarkan hasil
yang diperoleh diatas didapatkan

A
U(Z) — —E
UB3)=0
/12
U()=0
U =- =
:U(k)

Dari sifat transformasi diferensial

u@) = ) (x—x)* UK),
k=0

karena x, = 0

maka

o0

Dy L Z 2 Uh),

u(x) = IEJ:(%)+ UDx + URx2+U@B)x + -
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dengan mensubstitusikan nilai U(0),U(1),U(2), ... yang telah
dihitung sebelumnya maka didapat solusi hampirannya adalah

T _ % 6
u(x) x + x oo Xt (4.39)

Menurut persamaan (4.28) dan (4.29) parameter A sama dengan
6 sehingga A adalah parameter Frank-Kamentski. Terdapat A,
yang merupakan nilai kritis untuk membedakan antara kejadian
eksplosif ~ (ledakan) dan noneksplosif termal. Nilai 4, telah
dihitung sebelumnya oleh [15] sebesar 3.513830719. Terdapat
penyelesaian untuk A < A, , namun untuk A > A, maka akan
terjadi ledakan termal. Oleh sebab itu, dievaluasi nilai A saat
A < A. Masing-masing nilai A yang dipilih disubstitusikan ke
persamaan (4.39).
Untuk 4 = Zmaka

2

u(x) = —x% + x - —x5+..

45
atau ekivalen dengan
1 1
u(x)——Z[Zx — Ex + Ex -
yang dekat dengan bentuk
u(x) = —2 In (cosh(x)) (4.40)
sehingga persamaan (4.40) tidak lain merupakan solusi eksak dari
PDB nonlinier Bratu untuk nilai 4 = 2.
Untuk 4 =-2, maka
Il e

u(x)———x + x T A A
180 i
u(x) S ( 2) 2 oL ( 2) (_2) X6 +
180
u(x) = x? + x +—x
1 1 1
ulx) = -2|—-=x?> - —x*——x — ..

2 12 45
atau ekivalen dengan fungsi

u(x) = —2In (cos(x)) (4.41)
dimana (4.41) merupakan solusi eksak untuk 4 = —2.

Untuk 4 = 1, maka
A 22 23
u(x) =-2x% + Dyt — L x6 4
24 180
u(x) ———x + 3 x - —xb+
180
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Untuk 4 = —1, maka

Sebagai tambahan, syarat awal PDB Nonlinier Bratu yang lain
juga diselesaikan, Misalkan,
" (x) + 2e*® = 0, 1konstan
dengan syarat

u(0) =0danu’' (0) =m. (4.42)
Maka dengan menggunakan cara yang sama didapatkan

(k + D)k + 2)U(k + 2) = —=AD, (U(0),U(1), ..., U(k)),k =0,1,2,...  (4.43)
dimana syarat pada persamaan (4.42) telah ditransformasikan
menjadi

U)=0danU(1) ==
Selanjutnya k = 0,1,2, ... disubstitusikan ke persamaan (4.43)
didapatkan

Untuk k = 0, maka

(k+ 1)k +2)U(k +2) = —21D, (U(0), U(D), ..., U(K))

(0 +1)(0 +2)U(0 + 2) = —AD,(U(0))

2U(2) = — 2D, (U(0)) (4.44)
Menghitung D, (U(0))

k! aAk

(o).

Do(U(0)) = NM(2°U(0))
Do (U(0)) =N (U(0))
0
= eO =
Sehingga nilai dari Do (U(0)) disubstitusikan ke persamaan
(4.44) menjadi
202) =—2

D (U(0), U(D), ... U(k))———l]\f Z/VU(l) ‘

A=0

Do(U(0)) =

o! 6/10
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A
U(Z) = —E

Untuk k = 1, maka

(k + 1)k +2)U(k +2) = —1D, (U(0), U(D), ..., U(K))

1+ DA +2)U +2) =-1D,(U(0),U(D))

6 U(3) = —1AD,(U(0),U(1)) (4.45)
Menghitung Dl(U(O) U(1))

D, (U, UM) =5 (w [ (21%))

ad
D,(U(0),U(D) = —= [V (@2°U(0) +AlU(1))h 0

c’)
D,(U(0), U(D)) = == [N (U(0) + AW (1)]x=0

D, (U(0),U(1)) = U(1)N (U(0) + AU ()=
D,(U(0),U(1) = UMN'(U(0))

D,(U(0),U(1)) = eV @ =1

Nilai D, (U(0), U(1)) disubstitusikan ke persamaan (4.45)
diperoleh

6 U(3) = —1D,(U(0),U(1))

6URB)=—Am
UQ3) = _/%n

Untuk k = 2, maka

(k + Dk + 2)U(k + 2) = —1D, (U(0), U(D), ..., U(K))

2+ 12 +2)U2+2) =-AD,(U0),U(D),U(2))

12U(4) = — 2D, (U(0),U(1),U(2)) (4.46)
Menghitung D, (U(0), U(1) U(Z) )

D,(U(0),U(1),U(2)) = E W (2 A‘U(L))

== m [V (2°U(0) + A*U (1) + 22U (2)]1=0
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=371
= % [2u@)v'(U(0) + AU(D) + 22U(2))
+ (U +24U0(2))(U(D) + 24U )N (U(0)
+AU(D) +22U(2))], _,

:§ QRUIN'(U0)) + UMU@N"(U(0))

=U@N' (V) + sU@)2N"(U(0))

= _Aou© 4 Louy2
” 2

(U) + 220NN (U(0) + AU(1) + 22U (2) =0

<

Nilai2 dari2 D,(U(0),U(1),U(2)) disubstitusikan ke persamaan
(4.46) diperoleh

1204 =-1.(-2+5)

i) L A2 A

(4) = Y92

Untuk k = 3, maka
(k+ Dk +2)U(k +2) = —21D, (U(0),U(D), ..., U(K))
B+1)(B+2)UB+2)=—-21D;(U0),U(1),U(2),U(3))
20U(5) = —AD5(U(0),U(1),U(2),U(3)) (4.47)
Menghitung D5 (U(0), U(1),U(2),U(3))

193 S
D5(U(0),U(1),U(2),U(3)) = W [N (2 A‘U(i))
i=0

A=0

D3(U(0),U(D), U(2), U(33))

=3 W[N(AOU(O) + 21U + 22U(2)
+ 23U(3))]=0
D3(U(0),U(1),U(2),U(3)) =
uBN'(U(0) + UUR)N"(U)) +
~ (U (U(0))
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D3(U(0),U(1),U(2),UR)) = U®B) e’ @ + Uu(1)U(2)e?® +
5 U eV®

DAMMUU)MDUGD——E——+—=
Nilai dari D;(U(0),U(1), U(Z) U(3)) dlsubstltu5|kan ke
persamaan (4.47) diperoleh

20 U(5) = —AD3(U(0),U(1),U(2),U(3))

—4An+m3

—4Am+m3

20U(5) = —A( )

42°m—An3
ues) = 120
Berdasarkan hasil yang diperoleh diatas:
u(n) =1

A
U(Z) = —g
T

A Am?
LT

4A°m — A
_U(S) ~u_ 920
U (k)

dengan menggunakan sifat transformasi diferensial maka
didapatkan solusi hampirannya

A A A% W=
A2 e s S R Y A
ulx) = mx Zx 6x+<24 24>x+

422m—Am3 5
( 120 )x N 4 (4.48)

Sama seperti sebelumnya nilai A juga dievaluasi yaitu saat A < 4

diambil A = —nz sedangkan untuk A > 2, dipilih 1 = 2.

Untuk A = —m2, maka persamaan (4.48) menjadi

5
u(x)—r[x+—x+ x+ x+ x+

atau ekivalen dengan bentuk
u(x) = —In (1 — sinmwx)
Untuk 2 = 72, maka persamaan (4.48) menjadi
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n? 3 S
ux) =mx ——x?—— x3+— x5 +...
2 6 40

4.5 Simulasi Konvergensi

Untuk mendukung keakuratan dari metode yang digunakan
maka ditunjukkan konvergensi dari solusi yang didapatkan.
Konvergensi diperoleh melalui perhitungan «; yang didefinisikan
pada Definisi 4.2.1.
Dari Definisi 4.2.1, untuk setiap k € N U {0}, maka

”uk+1”
—= ull #0
wo | L Tl # 0,

0, llugll = 0

dan Teorema 4.2.1 diberikan bahwa
untuk Vk € N U {0},
letges1 Il < o Nl (4.49)

Dengan menggunakan persamaan (4.49) didapatkan
s Il < o Nttger I < o< ? g (4.50)

Persamaan (4.50) dapat ditulis kembali menjadi
g2l < oci? Il (4.51)

untuk vk € N U {0}.
Sehingga dari persamaan (4.51) dapat dibentuk rumus baru dalam
perhitungan o, yaitu

lug+2ll IIukII * 0,
K= [l (4.52)
o ) llugll = 0

Selanjutnya digunakan rumus pada (4.52) dalam perhitungan
untuk mendapatkan hasil konvergensi.

Pada Teorema (4.2.1) diberikan rumus

U = U(k)(t — ty)k (4.53)
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Karena variabel bebas yang digunakan pada PDB Nonlinier Bratu
(4.30) adalah x maka persamaan (4.53) dapat ditulis menjadi

D= UG -1k (454)
k=0

k=0 =
Persamaan (4.54) dapat ditulis kembali ke dalam bentuk

Uy + Uy + -+ u =U0)x° + U(D)x + -+ U(k)xk  (4.55)

Dari (4.55) diperoleh

uy = U(0)x?°
o= U (1)E" (4.56)
u, = UQR)x?
w, = U(k)xk

Jika 3 0 <, < 1 maka deret solusi

oo (00

Y =) UG - x0)*
k=0

k=0
konvergen ke u (nilai eksaknya). Nilai oc; diperolenh melalui
rumus pada (4.52).

Berikutnya diberikan contoh dalam perhitungan oc, untuk
menunjukkan konvergensi. Misalkan untuk nilai A = 2, batas
maksimum k atau N = 4 dan x, = 0 maka berturut-turut nilai dari
U(0), U(1),U(2),U(3),U(4) yang telah dihitung sebelumnya
yaitu

U ) =0
Uu(l) =0
U2 = -1
U =0
1
U4) = 3
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Nilai masing-masing U(0) sampai U(4) disubstitusikan ke
rumus (4.56) sehingga diperoleh
u, = U0)x°=0
u, =UM)x1=0
u, =UQ)x* = —x* (4.57)
u; =URBx3=0

u, = U(@)x* = %x“'

Jika nilai x € [0,1] dan diasumsikan nilai x dibagi menjadi 5
partisi dengan panjang interval 0.25 maka didapatkan

xo =0,
x, = 0,25,
x, = 0,5,
x3 = 0,75,
x, =0,1,

Masing-masing nilai xg, x4, ... x, disubstitusikan ke dalam
masing-masing persamaan (4.57) sehingga didapatkan vektor
baris dari nilai u;, yang bentuk umumnya yaitu

we = [U)xo* UMRx* UKx* Ul)xsk UKx, ] (4.58)

Karena batas maksimum k =4 maka masing-masing k =
0,1,2,3,4 disubstitusikan ke persamaan (4.58) didapatkan

Untuk k = 0, maka
U = [U(k)xok U(k)x1k U(k)xzk U(k)x3k U(k)x4k]
Uy = [U(O)xoo U(O)x10 U(O)x20 U(O)x30 U(O)x40]

karena U(0) = 0, maka
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uo =00 0 0 0 0]

lluoll =0

Untuk k = 1, maka

= [UDx' UDx' UDx' UMt UDx,']
karena U(1) = 0, maka

uy =100 0 0 0 O]

llusll =0

Untuk k = 2, maka

u = [UQx* UDx? UQR)x* UR)x* U@)x,
=151 Jd R E1002 1. xh 2 [lllosd) L xi 2|

= [-1.02 —-1.(0.25)%2 -1.(0.5)2 —1.(0.75)% —1.12]

= [0 —-0.0625 —0.25 —0.5625 -—1]

llusll = /02 + (—0.0625)2 + (—0.25)2 + (—0.5625)2 + (—1)2
=1.17593

Untuk k = 3, maka

u; = [UBx® URx® UBx3 URBxs® UR)x,l
Karena U(3) = 0, maka

u; = [0 0 0 0 0]

llusll =0

Untuk k = 4, maka

u, = [U@xe* U@)x* U@)xy,* U@d)xst UM@)x,*]
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1 1 1 1 1

' g ot g

1., 7 1 1 1
= |=0* —(0.25)* —(0.5)* = (0. 4—4"]
g0° (029" Z(05)* Z(0.75)* =1

= |0 0.000651 0.010417 0.052734 —]

[[uyll =0.175122
sehingga didapatkan nilai masing-masing «,, dengan k = 0,1,2.

Untuk k = 0, maka

g2l
[l |l

’::Zz /117593 karena dari Definisi 4.2.1, «,= 0 jika
0

|uk” = 0 maka diperoleh «c,= 0

k=

Untuk k = 1, maka

[zl
[l |l

sl _ 0 0
1 luq 1.17593

Untuk k = 2, maka

0(k=

g2l
(ol

k=
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o= J||u4|| :J0.175122 03859
T 1.17593

Jadi, diperoleh nilai ;= 0,;= 0, dan «,= 0.3859. Masing-
masing nilai berada pada interval 0 <«;,< 1 sehingga solusi
numerik untuk 2 = 2 dan N = 4 konvergen ke nilai eksaknya.

Selanjutnya perhitungan o, disimulasikan pada Matlab. Hasil
simulasi perhitungan o, pada contoh diatas diberikan pada
Gambar 4.1 untuk nilai A =2 dan N = 4 dengan sumbu x
menyatakan indeks ke- k dan sumbu y menyatakan nilai o
dengan k = 0,1,2.

Nilai o, untuk us)

[nks]
08
07
08
& 05
04 "
03
02

a1

0

0 2 4 [ 8 10
k

Gambar 4.1 Hasil Numerik Perhitungan oc;, untuk A = 2 dan N =4

Dari Gambar 4.1 menunjukkan bahwa hasil simulasi
perhitungan o, dengan k = 0,1,2 sama dengan hasil perhitungan
secara analitik untuk 4 = 2 dan N = 4. Begitu juga untuk N yang
lain, misalkan N=10 dengan A = 2, maka diperoleh nilai o
dengan k = 0,1,2,..8 sebagai berikut
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Bl cx, itk ufx)

(k]

08

oy

(1]

04

03

oz

ot

i R e 10
k

Gambar 4.2 Hasil Numerik Perhitungan o, untuk A = 2 dan N=10

Dari hasil simulasi pada Gambar 4.2 diperoleh nilai 4= 0,
;=0,%,=0.3859 ,x3=0,x,= 0.50775 ,x5= 0, xc=
0.54803 ,x,= 0, dan xg= 0.5684 . Sehingga nilai o¢; berada
pada interval 0 <«;< 1 mengakibatkan solusi numerik yang
didapat konvergen ke hasil eksaknya. Hasil yang sama juga akan
didapatkan ketika nilai x dipartisi menjadi n bagian yang lain
dengan x € [0,1]. Misalkan n = 21, dengan N=10, A = 2 hasil
simulasi yang didapatkan yaitu

»
Rt 1z, unluk ufx)

i " L . L " L
s 4 B 8 1
13

Gambar 4.3 Hasil Numerik Perhitungan oc;, untuk n =21, 1 = 2 dan
N=10
Dari hasil simulasi pada Gambar 4.3 diperoleh o;= 0,
;= 0,0,=0.3608,x3=0,0¢,= 048181 ,x5= 0, xXc=
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0.5266 ,x,= 0, dan xg= 0.55156, sehingga 0 <o; < 1 yang

berakibat solusi numeriknya konvergen juga ke solusi eksaknya.
Untuk nilai A yang lain yaitu A = -2, 1=-1, dani1=1

yang digunakan pada syarat  pertama persamaan Bratu,

didapatkan hasil simulasi konvergensinya sebagai berikut

Untuk 4 = —2, maka

09

o8

0E

o 05

03

02

4 B 8 10
k

Gambar 4.4 Hasil Numerik Perhitungan oc;, untuk n =21, 4 = —2 dan
N =10

Nilai «; yang diperoleh pada hasil simulasi Gambar 4.4 sama

ketika A = —2.

Untuk 4 = —1, maka

el o untuk u(:‘]
1

oa
0g
07
0f
A 05
04 +
0a
02
01

Gambar 4.5 Hasil Numerik Perhitungan oc;, untuk n =21, 4 = —1 dan
N =10



43

Nilai «; yang diperoleh dari hasil simulasi pada Gambar 4.5
yaItU O(O: O, 0(1= 0 ,0(2= 025513, 0(3= 0 ,0(4= 034069 ,0(5=
0,xg= 0.37236,¢;,= 0, dan xg= 0.39001.

Untuk 4 = 1, maka
i Milai a, untuk ulx)

1 ¥ T
n9r
08
07F
Nbr
o 05k
04
03f
o2k

0.1

1] + L + ! . 1 . :
1 2 4 B 8 10
k

Gambar 4.6 Hasil Numerik Perhitungan oc; untuk n =21,2 =1
dan N =10

Nilai «; yang diperoleh pada hasil simulasi Gambar 4.6 sama
ketika 4 = —1 . Sedangkan untuk syarat yang kedua dari
persamaan Bratu dengan A = —m? dan A = 2 diperoleh hasil
simulasi konvergensinya

Nilai oy untuk u(x)

181
16} *
14F *

121

08
06
041

02r

L L L L
[1} 2 4 5} 8 10
k

Gambar 4.7 Hasil Numerik Perhitungan o, untuk n =21, A = —2 dan
N =10
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Nilai o, untuk u(x)
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Gambar 4.8 Hasil Numerik Perhitungan cc, untuk n =21, 2 = 2 dan
N =10

Dari Gambar 4.7 diperoleh «3=0, o«;=1.0622 , x,=
1.1329, 0¢3= 14349, «,= 1.5129,x5= 1.6013, xz= 1.6981,
;= 1.6981 , dan xg= 1.7319 sedangkan dari Gambar 4.8
diperoleh 4= 0, ;= 1.0622, ;= 0, 3= 1.1115, x,=0,
o= 0.79404 , «z= 1.5532, ;= 1.4694 , dan ocg= 1.1381,
sehingga terdapat o> 1 yang mengakibatkan solusi numerik
yang didapatkan tidak konvergen ke solusi eksaknya.

Untuk A = 2 hasil numeriknya tidak konvergen ke eksaknya
dikarenakan dipilih nilai 4 > 4, = 3.513830719 [15], namun
untuk nilai A yang lain yaitu A = —2, 1 = —1, dan A = 1 tampak
dari Gambar 4.4 sampai dengan Gambar 4.6 diperoleh 0 <« < 1
sehingga solusi numeriknya konvergen ke eksaknya. Hal tersebut
juga dikarenakan dipilih nilai 2 < ;.

4.6 Simulasi Numerik dan Analisa Galat

Berikut ini diberikan grafik perbandingan antara hasil numerik
menggunakan metode transformasi diferensial dengan solusi
eksaknya. N merupakan orde/pangkat tertinggi dari solusi
penyelesaian numerik yang berupa deret.
Untuk 1 =2 dan N=10 didapatkan grafiknya yaitu sebagai
berikut
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Perhandingan Metode Transformasi Diferensial dengan Solusi Eksak

+  Metode Transformasi Diferensial
Eksak
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x

Gambar 4.9 Grafik Perbandingan Metode Transformasi Diferensial
dengan Solusi Eksak untuk 4 = 2 dan N = 10

Pada Gambar 4.9 menunjukkan bahwa hasil yang diperoleh dari
perhitungan dengan metode numerik transformasi diferensial
mendekati solusi eksaknya. Selanjutnya diuji juga untuk N yang
lain yaitu

Untuk 4 = 2, N =5 maka

Perbandi Metode Ti fi i Dife ial Baru dengan Solusi Eksak

Oy T T T T T T T T
+  Metode Transformasi Diferensial Baru
01k Eksak

o2k

03k

o4k

a5k

e

s

o8k

-08
0

Gambar 4.10 Grafik Perbandingan Metode Transformasi Diferensial
dengan Solusi Eksak untuk 2 =2dan N=5
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Untuk 4 = 2, N =3 maka

Perbandi Metode Transfi i Dif ial Baru dengan Solusi Eksak

0
+  Metode Transfarmasi Diferensial Baru
DA Eksak

L L L L L L L L L
[1} o1 02 03 04 05 06 07 08 09
E

Gambar 4.11 Grafik Perbandingan Metode Transformasi
Diferensial dengan Solusi Eksak untuk A = 2dan N =3

Dari Gambar 4.9 sampai dengan Gambar 4.11 dapat
disimpulkan bahwa semakin nilai N kecil maka grafik solusi
numeriknya semakin menjauh dari grafik eksaknya atau dengan
kata lain nilai galatnya semakin besar. Hal itu dibuktikan dengan
hasil RMSE (Root Mean Square Error) dengan nilai 4 dan
masing-masing N yang telah diujikan sebelumnya yaitu A = 2
untuk N = 10, N =5 N = 3 dengan x € [0,1] dan n = 21
diberikan pada Tabel 4.1.

Tabel 4.1 Nilai RMSE dengan 4 = 2 untuk N=10, N=5,dan N=3

Root Mean Square | N=10 N=5 N=3
Error (RMSE) 0.00028611 | 0.011044 0.049486

Dari Tabel 4.1 dapat disimpulkan bahwa semakin kecil N maka
galatnya semakin besar dan berakibat juga kebalikanya. Untuk
A = =2, grafik perbandingan solusi numerik dengan eksaknya
berikut ini
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Perhandil Metode Ti fi i Difi ial Baru dengan Solusi Eksak

*  Metode Transformasi Diferensial Baru
Eksak
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Gambar 4.12 Grafik Perbandingan Metode Transformasi
Diferensial dengan Solusi Eksak untuk A = —2 dan N =10

Dari Gambar 4.12 menunjukkan bahwa grafik solusi
numeriknya mendekati ke grafik solusi eksaknya. Kesimpulan
yang sama juga akan diperoleh yaitu nilai N semakin kecil maka
grafik numeriknya menjauhi grafik eksaknya atau galatnya
semakin besar begitu juga sebaliknya. Untuk nilai A =1 dan
A= —1 tidak dapat ditunjukkan grafik perbandingannya karena
belum ada solusi eksaknya namun solusi numeriknya tetap
konvergen ke hasil eksaknya.

Sedangkan untuk syarat yang kedua dari persamaan Bratu
ketika A = —m? diperoleh grafik perbandingan antara solusi
numerik dan eksaknya sebagai berikut
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Perbandingan Metode Transf i Dift ial Baru dengan Solusi Eksak

+  Metode Transformasi Diferensial Baru ||
Eksak
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Gambar 4.13 Grafik Perbandingan Metode Transformasi
Diferensial dengan Solusi Eksak untuk A = —m?

Gambar 4.13 menunjukkan bahwa grafik perbandingan antara
kedua solusi berbeda jauh hal ini dapat diartikan terjadi peristiwa
ledakan saat x = 0.5 sehingga dari hasil simulasi konvergensinya
diperoleh solusi numeriknya tidak konvergen ke hasil eksaknya.

Untuk A2 = w2 tidak dapat ditunjukkan grafik perbandingan
karena belum ada solusi eksaknya, namun dari hasil konvergensi
sebelumnya didapatkan juga solusi numeriknya tidak konvergen
ke eksaknya. Sehingga sebaiknya diambil nilai —72? < A < A,
untuk syarat yang kedua dari persamaan Bratu agar
penyelesaiannya konvergen ke solusi eksaknya serta peristiwa
ledakan dapat dihindari.



BAB V
KESIMPULAN DAN SARAN

Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh

berdasarkan pembahasan dan hasil simulasi serta saran untuk
penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan keseluruhan hasil analisa yang telah dilakukan

dalam penyusunan Tugas Akhir ini, dapat diperoleh kesimpulan
sebagai berikut :

1.

2.

Metode transformasi diferensial dapat digunakan untuk
menyelesaikan persamaan diferensial biasa nonlinier Bratu.
Hasil simulasi grafik menunjukkan metode transformasi
diferensial sangat dekat dengan solusi eksaknya serta nilai
galatnya sangat kecil. Nilai galat akan semakin kecil saat orde
atau pangkat tertinggi dari solusi deret yang didapatkan
semakin besar.

Untuk nilai A < A, pada syarat yang pertama, diperoleh
30< x; <1 sehingga solusi numerik penyelesaian
persamaan Bratu konvergen ke eksaknya, namun untuk syarat
yang kedua saat A = —m? dan A= m? solusinya tidak
konvergen ke eksaknya sehingga sebaiknya dipilih
nilai —m%2 <1 < A, dengan 1, =3.513830719  agar
penyelesaiannya konvergen ke eksaknya serta peristiwa
ledakan dapat dihindari.

5.2 Saran

Dalam Tugas Akhir ini telah dibahas penyelesaian persamaan

diferensial nonlinier Bratu untuk masalah nilai awal, namun
terdapat hal-hal lainnya yang belum dibahas yaitu:

1. Menyelesaikan persamaan Bratu dengan menggunakan
syarat awal yang lain.

2. Analisa kestabilan nilai A.

3. Estimasi galat dari solusi yang didapatkan.
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Untuk penelitian yang akan datang, dapat membahas hal-hal
tersebut.
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LAMPIRAN

Listing program untuk mendapatkan konvergensi dan grafik
perbandingan antara solusi numerik dari metode transformasi
diferensial dengan solusi eksak.

= Listing program untuk syarat u(0) =0 dan u'(0) =0
dengan 1 =2,1=-2,A=—-1,dani1 =1
M-file dengan judul simulasil.m

clc; clear all; close all;

disp ('
__________________ V);
disp (' ");
disp (' Metode Transformasi Diferensial
Dibandingkan Dengan Analitik');
di¥spi( " AIS;
disp (' Nama Mahasiswa = Afifah Dwi
Kurniawati Hasibuan');
disp (' NRP = 1211100045");
disp (' Dosen Pembimbing = Dra.Suprapti
H.,M.si'");
disp("' ");
disp ('
")
disp(' ");

Jawab = input ('Apakah anda ingin lanjut program
(Y/N)2 ','s');

while Jawab=='Y"
clc; clear all; close all;

disp ('

=== ");

disp (' ");

53
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disp (' Metode Transformasi Diferensial
Dibandingkan Dengan Analitik');

disp(' ");

disp (' Nama Mahasiswa = Afifah Dwi
Kurniawati Hasibuan');

disp (' NRP = 1211100045");

disp (' Dosen Pembimbing = Dra.Suprapti
H.,M.si'");

disp(' ");

disp ('
===1);

p = input ('Masukkan nilai lambda = '");

N = input ('Masukkan banyak N(orde tertinggi)

S
I

input ('Masukkan banyak n(partisi) = ");

if k==
U= 0;
for a=0:k-1
U = U+lambda”a*Y (a+l);
end
D = exp(Y(1));
else
U= 0;
for a=0:k-1
U = U+lambda”a*Y (a+l) ;
end
Diff N = Turunan N(U,k);
D = (l1/factorial (k-
1)) *subs (Diff N, {lambda}, {0});
end
Y (k+2) = (-p/ (k*(k+1)))*D;

end
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vy 0
for k
Yy

’

I o

:N
VY T Y5k Hd )| 5
end

pretty(y)

x new =linspace(0,1,n);
for i=l:length (x new)
y new (i) = subs(y,{x},{x new(i)});
end
y new=double (y new) ;

figure (1) ;

if p>0

y = -p.*log(cosh(x new));
else

y = p.*log(cos(x_new));
end

plot(x new,y new, 'r*',x new,y);

title ('Perbandingan Metode Transformasi
Diferensial Baru dengan Solusi

Eksak', 'fontweight', 'b'");

xlabel ("x")

ylabel ("u(x)"');

legend ('Metode Transformasi Diferensial
Baru', 'Eksak');

error=y-y new
RMSE = sqrt(mean((y - y new)."2))
%Konvergensi
for i=1l:length(Y)
for j=l:length (x new)
yk(i,3)=Y(1)*(x_new(j) " (i-1));

end

end

for i=l:size(yk,1)-2

norm yk(i) = norm(yk(i,:));
if norm yk(i) == 0

alpha(i) = 0;
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else alpha (i) = sqgrt(
norm(yk(i+2,:))/norm yk(i));
end

end
norm yk, alpha

figure (2)

k = 0:N-2;

plot (k,alpha, '*");

set (gca, 'XTick',0:2:20)

set (gca, 'XTickLabel',{'0',"'2','4"','6"','8','10","
12','14','16"','18"','20"'})

xlabel (k")

ylabel ('\alpha k')

axis ([0 20 0 17)

title('Nilai \alpha k untuk u(x)"')

Jawab = input ('Apakah anda ingin lanjut program
(Y/N)yz ', 's'");

end

disp(' ");

disp ('>>>>>>>>>>>>>>>TERIMA
KASTH< <LK LKLL))

= Listing program untuk syarat u(0) =0 dan u'(0) =m
dengan A = —m,dani =m
M-file dengan judul simulasi2.m

clc; clear all; close all;

disp ('

")
disp(' '"):
disp (' Metode Transformasi Diferensial
Dibandingkan Dengan Analitik');
disp(' ");
disp (' Nama Mahasiswa = Afifah Dwi
Kurniawati Hasibuan');
disp('  NRP = 1211100045");
disp (' Dosen Pembimbing = Dra.Suprapti

H.,M.si'");
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disp(' ");
disp ('
")
disp(' ");
Jawab = input ('Apakah anda ingin lanjut program

QAN 2 S ;

while Jawab=='Y"
clc; clear all; close all;

disp ('
N\ ')I

disp(' ');

disp (' Metode Transformasi Diferensial
Dibandingkan Dengan Analitik');

disp(' ");

disp (' Nama Mahasiswa = Afifah Dwi
Kurniawati Hasibuan') ;

disp (' NRP = 1211100045");

disp (' Dosen Pembimbing = Dra.Suprapti
H.,M.si'");

disp(' ");

disp ('
e\ e

p = input ('Masukkan nilai lambda = ');

N = input ('Masukkan banyak N(orde tertinggi)

3
Il

input ('Masukkan banyak n(partisi) = ");

syms lambda x;
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U= 0;
for a=0:k-1
U = U+lambda”a*Y (a+1l);
end
D = exp(Y(1l));
else
U= 0;
for a=0:k-1
U = U+lambda®a*Y (a+1l) ;
end
Diff N = Turunan N(U,k);
D = (l1/factorial (k-
1)) *subs (Diff N, {lambda}, {0});
end
Y (k+2) = (-p/(k*(k+1l)))*D;
end
Y
y = 0;
for k=0:N
y =y + x k*Y (k+1);
end
pretty (y)

x new =linspace(0,1,n);
for i=1:1length(x new)
y new (i) = subs(y,{x},{x new(i)});
end
y_new=double (y_new) ;

figure (1) ;

y eksak = -log(l-sin(3.14*x new));
plot(x new,y new, 'r*',x new,y);
title ('Perbandingan Metode Transformasi
Diferensial Baru dengan Solusi
Eksak', 'fontweight','b');
xlabel ("x")
ylabel ('u(x) ") ;
legend ('Metode Transformasi Diferensial
Baru', 'Eksak');
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error=y-y new
RMSE = sqrt(mean((y - y new)."2))
%$Konvergensi
for i=1l:length (Y)
for j=1:length(x_new)
vk (i,3)=Y (i) * (x_new(3)~(i=1));

end
end
for i=l:size(yk,1)-2
norm_yk (i) = norm(yk(i,:));
if norm yk(i) ==
alpha(i) = 0;
else alpha (i) = sqgrt(
norm(yk(i+2,:))/norm yk(i));
end
end

norm vk, alpha

figure (2)

k = 0:N-2;

plot (k,alpha, "*'");

set (gca, 'XTick',0:2:20)

seit (gag ~ - XTd:-ckiEbelNt, { 10N ~28 14 Il 671 8" ¥ T0/" !
120 /TG Ve /), "8\, L2001

xlabel ('k'")

ylabel ('\alpha k')

axis ([0 20 0 117)

title('Nilai \alpha k untuk u(x)")

Jawab = input ('Apakah anda ingin lanjut program
(Y/N)? ', 's'");

end

disp(' '");

disp ('>>>>>>>>>>>>>>>TERIMA
KASTH<<<KLKLKLLKLLLLLLLLLLLL ) ;
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