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Abstrak
Model Black-Scholes tidak mampu merepresentasikan
keadaan pasar yang sebenarnya karena volatilitasnya dianggap
konstan. Oleh karena itu model Black-Scholes dikombinasikan
dengan regime-switching. Disini, dijabarkan solusi analitik
dari European put option disertai dividen dengan regime-
switching menggunakan transformasi Fourier dan invers
Fourier.  Dari hasil simulasi, dapat dilihat bahwa nilai
FEuropean put option mengalami penurunan baik ketika time
to expiry, harga saham, dan interest rate meningkat. Ketika
suatu parameter laju dari suatu state semakin besar maka
nilai European put option disertair dividen dengan regime-
switching dari state tersebut konvergen ke FEuropean put
option disertar dividen dengan regime-switching dari state
lainnya. Kombinasi volatilitas dari kedua state menyebabkan
nilai European put option disertar dividen dengan regime-
switching berada diantara nilai Furopean put option dengan
model Black-Scholes klasik (tanpa regime-switching) disertai
dividen.
Kata-kunci: Model  Black-Scholes, regime-switching,
FEuropean put option, transformasi Fourier,
mwvers Fourier.
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Abstract

The Black-Scholes cannot represent the reality of the
financial market because of its constant volatility. Therefore,
the Black-Scholes model is combined with a regime-switching.
Here, an analytical solution of Furopean put option with
dividend in o regime-switching using Fourier transform and
its inversion is derived. The simulation results show that
FEuropean put option wvalues decrease as time to expiry,
stock price and interest rate increase. As a rate parameter
of a state increases, the FEuropean put option wvalue with
dividend in regime-switching of this state converges to the
FEuropean put option value with dividend in regime-switching of
another state. The combination between two volatilities causes
Furopean put option values with dividend in regime-switching
lie in between the two classical Black-Scholes option values.

Key-words: The Black-Scholes model, regime-switching,
FEuropean put option, Fourier Transform,
Fourier inversion.
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BAB 1
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan hal-hal yang melatarbelakangi
permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir ini.
Kemudian permasalahan tersebut disusun kedalam suatu
rumusan masalah. Lalu diberikan juga batasan masalah
untuk mendapatkan tujuan yang diinginkan serta manfaat
yvang dapat diperoleh. Adapun sistematika penulisan Tugas
Akhir diuraikan pada bagian akhir bab ini.

1.1 Latar Belakang

Saat ini sudah banyak perdagangan yang terjadi di
pasar saham. Salah satunya yang banyak diperdagangkan
adalah sekuritas. Sekuritas adalah suatu kontrak keuangan
yang menyatakan bahwa pemegangnya adalah pemilik yang
sah dari suatu aset. Sekuritas yang nilainya bergantung
aset yang mendasarinya disebut sekuritas derivatif. Dari
macam-macam sekuritas derivatif yang diperdagangkan di
pasar saham, yang paling populer adalah option.

Option (opsi) adalah kontrak antara holder dan writer
yvang memberikan hak, bukan kewajiban, kepada holder
untuk membeli atau menjual aset dengan harga tertentu
(strike price) dan pada waktu tertentu (expiration date /
maturity date) sesuai dengan kesepakatan [1]. Terdapat dua
jenis option, yaitu call option dan put option. Call option
adalah suatu kontrak yang memberikan hak kepada holder
untuk membeli aset dasar dengan harga tertentu dan pada
waktu tertentu, sementara put option adalah suatu kontrak
yang memberikan hak kepada holder untuk menjual aset



dasar dengan harga tertentu dan pada waktu tertentu. Ada
banyak option yang ada di pasar saham, salah satunya adalah
FEuropean option, yang mana hanya bisa diexercise pada
expiration date.

Model yang sering digunakan untuk mengevaluasi
nilai option adalah model Black-Scholes dimana volalitasnya
diasumsikan konstan. Asumsi ini tidak bisa merepresentasikan
realita keadaan pasar saham yang mana volatilitasnya
mengikuti proses stokastik, sehingga dibutuhkan sebuah
model yang lebih realistis menggambarkan keadaan pasar.
Salah satu konsep yang digunakan untuk mengatasi masalah
ini adalah model Black-Scholes dengan regime-switching.
Pada penelitian yang dilakukan oleh Badran dkk [2],
dijelaskan mengenai solusi analitik dari European put option
tanpa dividen dengan regime-switching menggunakan
transformasi  Fourier. Dalam perspektif ekonomi,
regime-switching menggambarkan perubahan pilihan dan
kepercayaan investor terhadap harga aset seiring dengan
perubahan keadaan ekonomi sehingga proses regime-switching
mampu menggambarkan keadaan pasar yang lebih realistis
sesuai dengan keadaan ekonomi, baik saat keadaan ekonomi
sedang lesu maupun sedang bertumbubh.

Berdasarkan permasalahan di atas, dalam Tugas Akhir
ini penulis menjabarkan solusi analitik Furopean put option
disertai dividen dengan regime-switching menggunakan
transformasi Fourier.

1.2 Rumusan Masalah
Berkaitan dengan latar belakang di atas, disusun suatu
rumusan masalah yang dibahas dalam Tugas Akhir ini yaitu:

1. Bagaimana solusi analitik dari Furopean put option
disertai dividen dengan regime-switching menggunakan
transformasi Fourier.



2. Bagaimana analisis hasil simulasi dari solusi analitik
European put option disertai dividen dengan regime-
switching menggunakan transformasi Fourier.

1.3 Batasan Masalah
Batasan masalah yang digunakan dalam Tugas Akhir ini
antara lain:

1. Regime-switching terjadi pada dua state, yaitu ekonomi
sedang lesu dan ekonomi sedang bertumbuh.

2. Dividen yang digunakan adalah kontinu.
3. Tidak ada biaya pajak dan transaksi.
4. Simulasi menggunakan software Matlab.

1.4 Tujuan
Tujuan yang dicapai dari penulisan Tugas Akhir ini antara
lain:

1. Mengetahui solusi analitik dari European put option
disertai dividen dengan regime-switching menggunakan
transformasi Fourier.

2. Mendapatkan analisis hasil simulasi dari solusi analitik
European put option disertai dividen dengan regime-
switching menggunakan transformasi Fourier.

1.5 Manfaat
Manfaat dari Tugas Akhir ini adalah:

1. Dapat dijadikan salah satu metode dalam mengestimasi
harga Furopean put option dengan dividen.

2. Diperoleh pengetahuan mengenai penerapan regime-
switching dan transformasi Fourier dalam menentukan
nilai Furopean put option disertai dividen.



1.6 Sistematika Penulisan
Penulisan Tugas Akhir ini disusun dalam lima bab, yaitu:

1. BAB I PENDAHULUAN
Pada Bab ini dijelaskan gambaran umum dari penulisan
Tugas Akhir yang meliputi latar belakang, rumusan
masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat, dan
sistematika penulisan.

2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA
Pada Bab II diuraikan tentang penelitian terdahulu
mengenai harga sekuritas derivatif dengan regime-
switching, option(opsi), dividen, proses stokastik,
Model Black-Scholes, syarat batas persamaan diferensial
parsial untuk Furopean put opton, Lemma Ito,
transformasi Fourier, dan Greek.

3. BAB III METODE PENELITIAN

Dalam bab ini dijelaskan tahapan-tahapan yang
dilakukan dalam pengerjaan Tugas Akhir. Tahapan-
tahapan tersebut antara lain studi literatur,
pembetukan pasangan persamaan diferensial parsial
Black-Scholes disertai dividen dengan regime-switching,
transformasi Fourier pada persamaan diferensial parsial
Black-Scholes disertai dividen dengan regime-switching,
dan mendapatkan solusi analitik Furopean put option
disertai dividen dengan regime-switching. Selanjutnya
dilakukan simulasi dan analisis terhadap hasil yang
didapat.

4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Pada Bab IV dibahas secara detail bagaimana
memperoleh solusi analitik  Furopean put option
disertai dividen dengan regime-switching dan penjelasan
mengenai analisa hasil simulasi yang diperoleh.



5. BAB V PENUTUP
Bab ini berisi kesimpulan akhir yang diperoleh dari
Tugas Akhir serta saran untuk pengembangan penelitian
selanjutnya.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diuraikan tentang penelitian terdahulu
mengenai harga sekuritas derivatif dengan regime-switching,
option(opsi), proses stokastik, model Black-Scholes, syarat
batas persamaan diferensial parsial untuk European put opton,
dan transformasi Fourier.

2.1 Penelitian Terdahulu

Penelitian tentang penentuan harga sekuritas derivatif
dengan regime-switching telah dilakukan oleh beberapa orang.
Naik [3] adalah orang pertama yang menjabarkan tentang
penentuan harga Furopean option dengan volatilitas yang
diasumsikan bergerak antara dua state secara acak. Di Masi
dkk [4], menjelaskan mengenai mean-varians hedging dari
FEuropean option dimana drift dan volatilitasnya mengikuti
proses regime switching.

Guo [5] menjelaskan tentang solusi tertutup (closed-form
solution) dari European call option yang bebas arbitrage
dengan dua state ekonomi. Hasil dari Guo [5] ini lebih baik
dibandingkan dengan hasil yang dikemukakan oleh Naik [3]
karena drift, volatilitas dan dividen diasumsikan bergantung
pada state ekonomi. Sementara itu Sepp dan Skachkov [6]
menjelaskan tentang penentuan harga FEuropean call option
dengan regime-switching dua state menggunakan transformasi
Laplace, namun invers Laplace tidak mampu diselesaikan
secara analitik. Kemudian Badran dkk [2], menjabarkan
tentang solusi analitik Furopean put option tanpa dividen
dengan regime-switcing dua state menggunakan transformasi
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Fourier. Tidak seperti Sepp dan Skachkov [6], Badran dkk [2]
mampu menyelesaikan invers Fourier secara analitik.

2.2  Option(Opsi)

Option (opsi) adalah kontrak antara holder dan writer
yang memberikan hak, bukan kewajiban, kepada holder untuk
membeli atau menjual aset dengan harga tertentu (strike
price) dan pada waktu tertentu (ezpiration date / maturity
date) sesuai dengan kesepakatan.

2.2.1 Komponen Dalam Option
Ada beberapa komponen yang mendasari kontrak option,
yaitu [7]:

1. Underlying asset. Option yang diperdagangkan
dalam pasar option hanya tersedia untuk sekuritas-
sekuritas tertentu dan indeks-indeks yang disetujui.
Sekuritas-sekuritas  tersebut  (disebut aset yang
mendasar / underlying asset) diperdagangkan dalam
pasar modal dan dipilih oleh oganisasi clearing sesuai
dengan persyaratan tertentu.

2. Maturity date / Expiration date. Maturity date
adalah tanggal batas option untuk diezercise sebelum
menjadi kadaluarsa. Maturity date ditentukan oleh
organisasi clearing.

3. Strike price. Strike price adalah harga pembelian
atau penjualan yang telah ditentukan untuk saham yang
mendasari jika option diexercise. Organisasi clearing
menentukan strike price untuk semua option yang
terdaftar dalam pasar option.

4. Premi . Premi option ditentukan oleh perjanjian
antara holder dan writer. Premi tidak ditentukan oleh
organisasi clearing.



2.2.2 Mekanisme Option
Pada dasarnya ada dua jenis option, yaitu:

1. Call Option. Call option memberikan hak kepada holder
untuk membeli aset dasar dengan harga tertentu dan
pada waktu tertentu [8]. Ada dua pihak dalam call
option, yaitu pembeli opsi beli (call option buyer / long
call) dan penjual opsi beli (call option seller / short
call).

2. Put Option. Put option memberikan hak kepada holder
untuk menjual aset dasar dengan harga tertentu dan
pada waktu tertentu [8]. Ada dua pihak dalam put
option, yaitu pembeli opsi jual (put option buyer / long
put) dan penjual opsi jual (put option seller / short put).

Ketika hak untuk membeli atau menjual tersebut telah
digunakan oleh pemiliknya, dikatakan bahwa option telah
diezercise. Saat ini option yang diperdagangkan tidak hanya
terbatas pada saham (stock option) saja tetapi juga option
pada indeks saham (stock index option) dan lainnya.

Banyak option yang diperdagangkan di pasar saham,
seperti Buropean option, American option, Asian option dan
barrier option, namun yang sering diperdagangkan adalah
European options dan American options. Pebedaan dua
option ini yaitu pada waktu ezercise option. American option
dapat diexercise sewaktu-waktu sampai batas expiration date
sedangkan FEuropean option hanya pada expiration date saja.

2.2.3 Faktor-faktor yang mempengaruhi harga
option
Ada beberapa hal yang mempengaruhi harga option,
antara lain :

1. Harga aset yang mendasarinya / Underlying asset.
Underlying asset adalah faktor terpenting yang
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mempengaruhi harga option karena harga aset tersebut
dijadikan acuan dalam menentukan harga option. Harga
call option akan semakin tinggi jika harga aset yang
mendasarinya semakin tinggi. Dan sebaliknya harga
put option akan semakin tinggi jika harga aset yang
mendasarinya semakin rendah.

. Jangka waktu jatuh tempo. Jangka waktu jatuh tempo

mempengaruhi harga option. Semakin panjang jangka
waktu jatuh tempo, maka makin tinggi harga call
option, sedangkan harga put option semakin rendah.

. Suku bunga bebas resiko / Risk free interest rate. Jika

tingkat suku bunga dalam perekonomian mengalami
kenaikan, maka berpengaruh pada harapan kenaikan
harga atas underlying asset (dalam hal ini saham).
Dengan asumsi semua variabel tetap, maka harga
put option akan menurun apabila risk free interest
rate mengalami peningkatan. Dan sebaliknya, harga
call option akan selalu meningkat seiring dengan
peningkatan risk free interest rate.

. Volatilitas.  Volatilitas atas wunderlying asset adalah

ukuran tingkat ketidakpastian mengenai pergerakan
underlying asset tersebut dimasa datang. Jika
volatilitas semakin meningkat maka akan semakin
meningkat pula peluang underlying asset mengalami
peningkatan atau malah mengalami penurunan.
Semakin besar volatilitas (semakin bergerak naik
turun) semkin tinggi nilai call option dan put option.

. Dividen. Dividen adalah pembagian laba kepada

pemegang saham berdasarkan banyaknya saham yang
dimiliki [9]. Dividen akan menurunkan harga European
call option dan menaikkan harga Furopean put option.
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Moneyness. Moneyness merupakan perbedaan antara
harga aset saat ini dengan strike price. Call option akan
mempunyai nilai (in the money) jika strike price lebih
rendah dari harga aset tersebut. Sementara put option
akan mempunyai nilai jika strike price lebih tinggi dari
harga aset tersebut.

2.2.4 Keuntungan perdagangan option
Ada beberapa keuntungan dalam perdagangan option,
yaitu :

o

Menejemen Resiko. Put option memberi kesempatan
investor yang memiliki saham untuk melakukan hedge
(melindungi atau menjaga nilai saham tersebut)
melalui penundaan penjualan saham yang dimilikinya
terhadap kemungkinan kejatuhan harga sehingga dapat
menghindari resiko kerugian.

. Memberikan Waktu Untuk Memutuskan. Pemegang

option mempunyai kesempatan memutuskan apakah
akan mengezercise option dan menjual/membeli aset
dasar atau tidak sampai pada maturity date.

Menyedikan Sarana Spekulasi. Para investor dapat
memperoleh keuntungan jika dapat memprediksi harga
naik dengan pertimbangan membeli call option, dan
sebaliknya jika memprediksi harga cenderung turun
dapat mempertimbangkan untuk membeli put option.

Daya (Laverage).  Option memberikan kesempatan
untuk mendapatkan pengembalian lebih tinggi daripada
melakukan investasi secara langsung.

. Diversifikasi. Dengan melakukan perdagangan option

dapat memberikan kesempatan pada investor untuk
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melakukan diversifikasi portofolio yang bertujuan
memperkecil resiko investasi portofolio.

6. Penambahan Pendapatan. Pemegang saham dapat
memperoleh tambahan yaitu dengan menerbitkan call
option atas saham mereka sehingga mereka akan
menerima premi dari option tersebut.

2.3 Proses Stokastik

Proses stokastik adalah himpunan variabel acak dalam
bentuk {X(s),t € T,s € S} dengan T adalah beberapa
himpunan indeks yang disebut parameter space dan S adalah
ruang sampel dari peubah acak yang disebut state space.
Untuk setiap ¢ tertentu, X;(s) menyatakan suatu peubah acak
yang didefinisikan pada S. Untuk setiap s tertentu, Xi(s)
berhubungan dengan fungsi yang didefinisikan pada T yang
disebut lintasan sampel (sample path).

Karena {X,(s) adalah suatu variabel acak, maka tidak
diketahui secara pasti pada keadaan mana proses tersebut
akan berada pada saat t. Himpunan semua nilai yang mungkin
dari X;(s) disebut ruang keadaan dari proses tersebut. Secara
singkat proses stokastik adalah himpunan peubah acak yang
menggambarkan dinamika dari suatu proses.

2.3.1 Persamaan Diferensial Stokastik

Perubahan harga aset merupakan salah satu contoh
proses stokastik, karena perubahannya seiring waktu dengan
cara yang tidak pasti. Fluktuasi harga aset dinyatakan
secara matematis dengan persamaan diferensial stokastik.
Persamaan diferensial stokastik untuk harga saham yang
disertai dividen diberikan oleh [10]:

dS(t) = (nx, — D)S(t)dt + ox, SO)AW (1),  (2.1)

dimana X; adalah rantai Markov dengan state berhingga,
p adalah drift, D adalah dividen, o adalah volatilitas, S(t)
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adalah harga saham pada saat ¢, dan W (t) adalah proses
Wiener atau biasa disebut Brownian Motion. p dan o
diasumsikan konstan.

2.3.2 Rantai Markov Waktu Kontinu
Suatu proses stokastik dengan state X;,t > 0 pada state
space S dikatakan rantai Markov waktu kontinu jika [11] :

P(X(s+1t)=j]X(s) =4,X(u),0 <u<s)=P(X(s+1)
=jlX(s) =1i),t,s 2 0,i,j €8

Pada rantai Markov (diskrit maupun kontinu), terdapat
proses jumping pada beberapa state. Oleh karena itu, regime-
switching merupakan salah satu rantai Markov, karena terjadi
Jumping antar state.

2.4 Model Black-Scholes

Model Black-Scholes atau yang juga dikenal dengan model
Black-Scholes-Merton adalah salah satu konsep yang paling
penting dalam dunia pasar finansial. Model ini dikembangkan
pertama kali oleh Fischer Black, Robert Merton dan Myron
Scholes pada tahun 1973. Pada model Black-Scholes, harga
sekuritas diasumsikan mengikuti Brownian Motion dan bebas
dari arbitrage [11]. Nilai Furopean put option dengan model
Black-Scholes klasik disertai dividen diberikan oleh [8]:

BS(S,t) = Be " TN (—d2) — Se PTON(—d1) (2.2)

dengan BS(S,t) adalah nilai European put option, E adalah
strike price, v adalah interest rate, S adalah harga aset dasar,
T adalah maturity date, D adalah dividen, N(.) adalah cdf
distribusi normal dan
In(S/E) + (r — D+ 10?)(T — t)

aa
d2 = d1 —O'\/T—t.

d =
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2.5 Syarat Batas Persamaan Diferensial Parsial
Untuk mengestimasi harga FEuropean put option, ada
syarat-syarat batas yang harus diperhatikan. Syarat batas
untuk FEuropean put option disertai dividen dengan strike
price E > 0 dan ezpiration date T > 0 diberikan oleh [10]:

V(0,t) = Be (Tt (2.3)
V(S,t) = 0 untuk S — oo :
V(S,T) = maz{E - S,0}. (2.5)

2.6 Lemma Ito
Lemma Ito sangat bermanfaat untuk menghitung nilai
option dalam hal manipulasi variabel random yang digunakan.
Persamaan diferensial dengan konsep Lemma Ito untuk option
disertai dividen dinyatakan sebagai berikut [10]:
1% oV 1 , ,0*V oV
(2.6)

2.7 Transformasi Fourier

Transformasi Fourier pertama kali diperkenalkan oleh
seorang matematikawan dan sejarawan dari Prancis bernama
Jean Baptist Joseph Fourier. Transformasi Fourier adalah
transformasi fungsi-fungsi yang bernilai riil atau kompleks
ke fungsi-fungsi yang bernilai kompleks. Definisi matematis
transformsi Fourier adalah sebagai berikut [12]:

Definisi 2.7.1

Misalkan [ |f(x)|dz adalah sebuah fungsi konvergen
dan f(z) kontinu sepotong-sepotong pada setiap interval
berhingga, maka transformasi Fourier dinyatakan oleh

o0

Flf @)} @) = / e f(@)de = fw), (27)

— 00
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sementara invers transformasi Fourier dinyatakan sebagai
berikut

f(z) X /OO e f(w)dw. (2.8)

Seperti halnya transformasi yang lain, transformasi

Fourier juga memiliki sifat-sifat. Berikut adalah beberapa
sifat dari transformasi Fourier:

1. Sifat penjumlahan
Misalkan f(z) dan g(x) adalah fungsi, maka

F{f(2) + 9(z)}(w) = F{f(2)}(w) + F{g(2) }(w).

2. Sifat linear
Misalkan f(z) adalah fungsi dan a konstan, maka

Faf(2)}(w) = aF{f(z)}(w).

3. Sifat turunan
Diberikan f(™(z) adalah turunan ke-n dari fungsi f(z),
maka

F{ (@)} w) = (w)"F{f(@)}w).  (2.9)

2.8 Greek

Greek adalah salah satu cara memanajemen resiko dalam
perdagangan option, yaitu dengan memperhatikan perubahan
nilai option terhadap waktu exercise, harga saham, interest
rate dan volatilitas [8]. Ada 5 macam Greek, yaitu:

1. Theta (O)
Theta adalah laju perubahan nilai option terhadap

waktu exercise. Secara matematis ditulis © = %.

2. Delta (A)
Delta adalah laju perubahan nilai option terhadap harga

saham. Secara matematis ditulis A = %.
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3. Gamma (I")

Gamma adalah laju perubahan nilai Delta option

terhadap harga saham. Secara matematis ditulis I' =
dA
@.

. Rho (p)

Rho adalah laju perubahan nilai option terhadap waktu

interest rate. Secara matematis ditulis p = %.

. Vega (v)

Vega adalah laju perubahan nilai option terhadap

volatilitas. Secara matematis ditulis v = %.



BAB III
METODE PENELITIAN

Dalam bab ini diuraikan langkah-langkah sistematis yang
dilakukan dalam proses pengerjaan Tugas Akhir.

3.1 Studi Literatur

Pada tahap ini dilakukan pengumpulan teori-tori
pendukung yang menunjang, yaitu mengenai option, dividen,
proses stokastik, model Black-Scholes, persamaan diferensial

parsial Black-Scholes, regime-switching, transformasi Fourier
dan Greek.

3.2 Pembetukan Pasangan Persamaan Diferensial
Parsial Black-Scholes Disertai Dividen dengan
Regime-Switching

Pada tahapan ini, dibentuk sebuah pasangan persamaan
diferensial parsial Black-Scholes disertai dividen yang
bergantung pada dua state, yaitu ekonomi sedang lesu dan
ekonomi sedang bertumbuh dengan menggunakan konsep
nilai ekspektasi, asumsi risk-neutral dan syarat batas nilai

FEuropean put option.

3.3 Transformasi Fourier Pasangan Persamaan
Diferensial Parsial Black-Scholes Disertai
Dividen dengan Regime-Switching

Dalam tahapan ini, pasangan persamaan diferensial
parsial Black-Scholes disertai dividen dengan regime-switching
diubah menggunakan variabel non-dimensial. Selanjutnya,
diterapkan transformasi Fourier pada pasangan persamaan

17
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diferensial parsial Black-Scholes disertai dividen dengan
regime-switching agar menjadi persamaan diferensial biasa.

3.4 Tahap Penyelesaian

Pada tahapan ini, pasangan persamaan diferensial
biasa yang diperoleh dari subbab 3.3 dipisahkan untuk
diselesaikan dengan menggunakan metode yang berlaku dalam
penyelesaian pasangan persamaan diferensial biasa. Untuk
memperoleh solusi analitik Furopean put option disertai
dividen dengan regime-switching, digunakan invers Fourier
pada penyelesaian persamaan diferensial biasa. Penyelesaian
invers Fourier dilakukan dengan menerapkan teorema residu
Cauchy, Lemma Jordan dan sifat-sifat yang berlaku pada
bilangan kompleks.

3.5 Analisis Hasil Simulasi

Pada tahap ini dilakukan analisis terhadap hasil simulasi
dari solusi analitik Furopean put option disertai dividen
dengan regime-switching.

3.6 Penarikan Kesimpulan

Tahap akhir dalam penelitian ini adalah penarikan
kesimpulan dari hasil analisis dan pembahasan yang telah
dilakukan mengenai solusi analitik Furopean put option
disertai dividen dengan regime-switching menggunakan
transformasi Fourier.



BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini dibahas solusi analitik Furopean put option
disertai dividen dengan regime-switching. Pembahasan
dimulai dengan pembentukan pasangan persamaan diferensial
parsial Black Scholes untuk European put option. Kemudian
dilanjutkan dengan pengubahan pasangan persamaan
diferensial parsial Black-Scholes dengan regime-switching
menggunakan variabel nondimensional.  Lalu, dilakukan
transformasi Fourier pada pasangan persamaan diferensial
parsial Black-Scholes dengan regime-switching. Setelah itu,
hasil dari transformasi Fourier dipisahkan untuk diselesaikan
kemudian dilakukan invers Fourier untuk memperoleh
penyelesaiannya. Terakhir, diberikan analisis hasil simulasi
dari solusi analitik Furopean put option disertai dividen
dengan regime-switching menggunakan transformasi Fourier.

4.1 Pembetukan Pasangan Persamaan Diferensial
Parsial Black-Scholes Furopean Put Option
disertai dividen dengan Regime-Switching

Misalkan X; adalah rantai Markov waktu kontinu yang
menggambarkan perubahan state yang terjadi, yaitu keadaan
ekonomi lesu dan keadaan ekonomi bertumbuh. Maka secara
matematis ditulis sebagai berikut:

(4.1)

1, jika ekonomi bertumbuh
Xt — . .
2, jika ekonomi lesu.

Perubahan yang terjadi pada dua state ini yang disebut
dengan regime-switching (Lihat Gambar 4.1).

19
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A1

Gambar 4.1: Proses jumping antara dua state

Dari Gambar 4.1, terlihat bahwa laju perubahan dari state
1 ke state 2 adalah \12 dan laju perubahan dari state 2 ke state
1 adalah X9;. Konsekuensinya, peluang state 1 tetap berada
pada state 1 atau menjadi state 2 adalah 1 — A\jodt dan Ajadt
dan peluang state 2 tetap berada pada state 2 atau menjadi
state 1 adalah 1 — Aoijdt dan Ao1dt. Misalkan posisi awal
keadaan ekonomi adalah state 1, maka besarnya perubahan
harga option adalah sebagai berikut:

v L V(S dt) = VA(S(),1), p=1— At
=\ VB(S(t 4 ).t + dt) = Vi(S(£),1), p = e,

Jika diasumsikan

VA(S(t + dt), t + dt) — Vi(S(t),t) = dV;
Va(S(t+dt),t +dt) — Vi(S(t),t) = dVa + Vo — 14,

maka

[ an p=1- dt
o= { Vs + Vs~ Vi, p=Apadt. (4.2)

Sekarang, dibentuk sebuah portofolio dari option dan
sejumlah —A underlying asset. Nilai dari portofolio ini adalah

=V —AS. (4.3)
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Sementara besarnya perubahan nilai portofolio bila terjadi
pembayaran dividen adalah

dll =dV — AdS — DSAdt.

Dengan menggunakan nilai dV seperti pada Persamaan (4.2),
maka besarnya perubahan nilai portofolio menjadi

o _ | dVi—AdS - DsAdt C p=1— Adt
- dVo + Vo — Vi — AdS — DSAdL, p = Aadt.

Kemudian dicari nilai ekspektasi dari dll, yaitu sebagai
berikut:

E[d] = (dVi — AdS — DSAdt)(1 — Aadt)
+(dVa + Va — Vi — AdS — DSAdE)Ajadt
= dVi — AdS — DSAdt — \yadVidt + A1pAdSdt
FAdVRAS + AiaVadt — A1 Vidt — AdSAadt.

Selanjutnya, diterapkan konsep risk-neutral untuk
menghitung nilai option. Konsep risk-neutral mengasumsikan
bahwa investor tidak meminta return ekstra dari investasinya.
Akibatnya, investor berekspektasi keuntungan / profit dari
portofolio adalah sebanyak perubahan dari dana yang
diinvestasikan (II), secara matematis ditulis E[dIl] = dII.
Sehingga

dIl = dVi — AdS — DSAdt+ \odt(dVa — dVi+ Vo — V7). (4.4)
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Dengan mensubstitusikan Persamaan (2.1) dan Persamaan
(2.6) pada Persamaan (4.4), diperoleh

—A{(— D)Sdt + 0,SdW} — DSAdt + Aadt

X { <025%dW + [(u ~D)ST2 + 503 e
vy

+%] dt>2— (alS%dW + (- D)SS
%SV; + a{;ﬂdt) +Vp— Vl}.

Karena dWdt = 0 dan dt? = 0 [10], maka

dll = als(avl—A>dW+ uS(%‘g—A)

08
DSﬁ + 5015 552 + ot + Ai2(Va = W1)

1
+§O'%52

dt.

Untuk menghilangkan randomness dalam random walk ini,
dipilih

ovi
A=—
S’
sehingga diperoleh
1, ,0?V1 0V, oVvy
dIl = [2015 g7 + g~ DS+ Al Vl)]dt. (4.5)

Agar portofolio yang dihasilkan bebas arbitrage, maka dIl =
rlldt, sehingga

1 0*vy oV A%
i 1 9202 _ —
rlldt [2015 552+ 5 DSBS + A2(Va Vl)]dt
= a0 g PG HAelle - ).
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Dengan menggunakan (4.3) dan memilih kembali A = 88‘2,1,
diperoleh
My _oVi 1 ,0°Va Vi
(Vi-5%) = G + 315" 5z — DS 5g + AalVe =)
Wi 1 500V Vi
o 2018 g T DS Gg Vi = e - V).
(4.6)

Persamaan (4.6) adalah persamaan diferensial parsial Black-
Scholes disertai dividen dengan regime-switching.

Sementara untuk kasus posisi awal keadaan ekonomi pada
state 2, dengan cara analog seperti posisi awal pada state 1,
diperoleh persamaan diferensial parsial Black-Scholes disertai
dividen dengan regime-switching sebagai berikut:

8t 052

A%
+(r=D)S5g —rVe = An (Vo= V1) (4.7)

Sehingga bila Persamaan (4.6) dan Persamaan (4.7) masing-
masing dikombinasikan dengan syarat batas (2.3), (2.4),
(2.5), terbentuk pasangan sistem persamaan diferensial parsial
(PDP) Black-Scholes untuk FEuropean put option disertai
dividen dengan regime-switching sebagai berikut:

oVi
+ (r — )Sﬁ

ot 2717 592
—rVi = A2(V1 — Vo)

(i, 1,0

(4.8)
V1(0,t) = Ee (T
limg 00 Vl(Sa t) =0
Vi(S,T) = maz{E — S, 0},
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1 2
8@1;'2 + 20%52%;22 +(r— D)S%‘;2
—rVa = A1 (Vo — V1)
(4.9)
V2(0,t) = Ee~"(T=1)
limg_,00 V2(5,8) =0
L Va(S,T) = max{E — S,0}.
4.2 Transformasi Fourier Pasangan Sistem

Persamaan Diferensial Parsial Black-Scholes
FEuropean Put Option Disertai Dividen dengan
Regime-Switching
Agar pasangan sistem PDP Black-Scholes FEuropean
put option disertai dividen dengan regime-switching bisa
ditransformasi Fourier dengan lebih mudah, maka pasangan
sistem PDP harus dinormalisasi dengan menggunakan
variabel non-dimensional. Misalkan diberikan variabel non-
dimensional sebagai berikut [2]:

eV (S, t S o?
Qj(vaj): JZ(? )7 ZL‘:1H<E>, Tj:?](T_t%

(4.10)
untuk j = 1,2,  Faktor eksponensial dalam g;(x,7;)
digunakan untuk menjamin bahwa g;(x, 7;) terintegral dalam
Transformasi Fourier.

SV;
Karena z = ln(%), maka e¥ = % akibatnya ¢; = E72]
2,
sehingga diperoleh V; = Esqu. Sementara untuk turunannya
adalah g—g = % dan % - _%.

a. Mengubah PDP
Di dalam pasangan PDP Black-Scholes FEuropean put
option disertai dividen dengan regime-switching, terdapat
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PDP
oV 1 2 5, 0%V} ov;
D)S——— = P— 4.11
Ot i) 597 +(r—D)S 39 Vi = XNis(Vi=Vi), ( )
dengan j = 1,2,j # k. Komponen-komponen aavj g‘g dan
02VJ

diubah dengan menggunakan variabel non-dimensional

pada Persamaan (4.10).

A%
i. M bah —2L
1 enguna. ot

o, (5w)

ot ot

= -2 (4.12)

ov;
M bah —
ii. Menguba 59

S a%
— E28<SJ)

(4.13)
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1 dg; (1)

= E2<585+ CIPTS )

- PR 0(3)

, S2 9x  §2V
_ %(%_%). (4.14)
92V
iii. Mengubah 3 S2
ry 25 )
el 29 1 gy
= Bl-5(52 ~0) * 5 (5506
~59)]
[ (5-0) + (545
5 95)]
x
o
2 Oa.: 0%q;  0qg;
- w205 -0)+ (545
_ g;(?q;—sgth%) (4.15)
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Dengan mensubstitusikan Persamaan (4.12), (4.14), dan
(4.15) PDP pada Persamaan (4.11), PDP menjadi

o290, 1 920, da.
_ 059 L 2(99 599 , (%%,
2 or; 27 (Ga7 —3%0 +20) + = D)) — 0

—7¢j = Aju(gj — dr)
Kedua ruas dalam Persamaan (4.16) dibagi dengan —;

sehingga diperoleh

8qj+<32qa'_ %+2qj)+<2—§—w)(%—qj>

Cn Ox? Ox o 7? Ox
2r 2k
50 =5 (4 — a).
J 95
. 2r 2D 2k
Misal ~y; = gt 0; = — dan B, = U—%, maka
j j j
0q; (92qj 0q; 0q;
- — 1 _ 3”714 2.) ._5.<73_ .)_ s
or;j + <3m2 Ox +20;) + (5 = %) gr )i
= Bik(aj — qx),
0q;  0%q 94q;
*aT_jJF@*( 570 =3) 5, — (2 + Bik — 6 = 2)g5
= —Bjkqk (4.17)
b. Mengubah Syarat Batas PDP
i. Mengubah syarat batas V;(0,t) = Ee """, Karena
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S =0 maka x — —oo (karena x = In(S/E))
Vi(0,t) = Ee Y

et Be—r(T—t)

lim ¢ = lim ———

T——00 T——00 E

= 0. (4.18)

ii. Mengubah syarat batas limg_, V;(S,t) = 0. Karena
S — oo maka x — 00

lim V;(S,t) = 0
i Vi(5:0)
$11_>H010 g = 0. (4.19)

ili. Mengubah Syarat Batas V;(S,T) = maxz{E — S,0}.
2

o“
Karena t =T maka 7; = 0 (karena 7; = ?](T —t))

V}(S’T) = (E_S)+

e® . +
yw0) = CE=9
e (E — Ee*)™
E
= (e —e*)T. (4.20)

Sehingga dari Persamaan (4.17), (4.18), (4.19), dan (4.20),
diperoleh pasangan sistem PDP yang baru yaitu sebagai
berikut:

0q; 82qj dq;
Y, 2 S5 —3) 2

orj  Ox? + (05 =05 =3) Ox
— (29 + Bjk — 65 — 2)q5 = —Bjkar

_|_

(4.21)
lim, oo gj(z,75) =0
hmm—mo Qj(.’L‘, Tj) =0
q]'(ﬂi,O) = (ex - 62$)+’
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dengan j =1,2,j # k.

Pasangan sistem PDP yang sudah dinormalisasi tersebut
diubah ke ruang Fourier dengan menggunakan transformasi
Fourier. Transformasi Fourier pada Persamaan (2.7) dengan
fungsi ¢;(x, 7j) didefinisikan sebagai berikut:

o

Flgj(75)Hw) = / e g (7Y = Gy, 75) 1 = 1,2,

—00

Tujuan mengubah PDP ke ruang Fourier adalah untuk
menyederhanakan bentuk persamaan diferensial parsial
menjadi persamaan diferensial biasa (PDB). Berikut adalah
transformasi Fourier pada komponen-komponen PDP dalam
Persamaan (4.21).

i. Transformasi Fourier pada %
aTj
Untuk j =1
Iq1 * i On
“H4l _ wz 711 g
}-{ 87'1 /oo ¢ 871 .
d .
= d—ql(w,ﬁ). (4.22)
T1
Untuk j =2
9q; * i Og2
24 — iwz 242 g
F{ 87’2 /_Ooe 87’2 v
_ / ¥ iwn 00T,
- — 00 87’1 67'2 '
o2
Dari Persamaan (4.10), diketahui 7; = EJ(T —1),j =

0
1,2. Karena n sebanding dengan E, maka — =
T2

87'2
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2
L _ %1 _ A Akibatnya,
) U%
)
f{ 8q2 — / A —wx q2
. —iwT BQQ
_ Ai i (w, 1) (4.23)
8q]

ii. Transformasi Fourier pada

ox
aq] } / —zwx 8(]] d

Dengan menggunakan sifat transformasi Fourier (2.9),
dengan n = 1, diperoleh

da:
F{EY = iwgi(w,m) ,j=1,2. (4.24)
ox
0? 9%q;
iii. Transformasi Fourier pada
Ox?
aQQJ} / fzw:va d; Z 1 .
0x?

Dengan menggunakan sifat transformasi Fourier (2.9),
dengan n = 2, diperoleh

2,.
FIOLY = (g

= —Wj(w,m),j =12 (4.25)
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Sehingga dengan mensubstitusikan (4.22), (4.23) , (4.24), dan
(4.25) pada PDP (4.21), untuk j = 1, PDP menjadi

d . . . .
- djl(n(w,ﬁ) — W (w, 1) +iw(y — 01 — 3)di(w, 1)
— (27 + P12 — 01 — 2)Gi(w, 1) = —Pi2g2(w, T1)

d . . . .
& Tﬁql(w’ 1) + Wi (w, 1) — iw(n — 61 — 3)Gi(w, 71)

+ (271 + Bi2 — 01 — 2)G1(w, 1) = Pr2ga(w, 1)

d
<~ { + [w2 — iw('yl — 51 — 3) + (2’}/1
d7'1

+ B2 — 01 — 2)]}(11(00,71) = Br2¢2(w, 1)

d
& | — + Blg(w)

g qi(w, 1) = Bi2ga(w, 11), (4.26)
]

dengan Bia(w) = w? —iw(y1 — 61 — 3) + (271 + Bia — 51 — 2).
Dengan cara yang sama, untuk j = 2, diperoleh

d
A— + Bgl(w)

o Go(w, 1) = Parqi(w, 1), (4.27)

dengan Boi(w) = w? —iw(ye — da — 3) + (272 + P21 — J2 — 2).

Selanjutnya, ditinjau syarat batas PDP yang baru.
Dua syarat batas PDP yang baru, lim,, .q = 0
dan lim, ,,g; = 0 digunakan sebagai jaminan bahwa
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fungsi g;(x, 7;) adalah fungsi yang konvergen sehingga fungsi
tersebut dapat ditransformasi Fourier (sesuai Definisi (2.7.1)).
Sementara untuk syarat batas ¢;(z,0) = (e®—e**)T dilakukan

transformasi Fourier.

Diketahui gj(z,0) = (e®—e**)T, j = 1,2, artinya g;(x,0) =
0 untuk 0 < z < oo dan g;(,0) = e*—e?® untuk —oo < z < 0.
Berikut adalah proses transformasi Fourier untuk g¢;(z,0) =

(e — et j=1,2.

F{gj(x,0)}

[eS)
/ e—iwx(ecc _ €2x>+dx
—00

0 .
/ efzum(em o CZI)dl’

—00

m .
+ / e "“T0dx
0

0
/ [e(l—iw):v _ e(2—iw)z]dl,

—00

0
lim [e(l—iw)x - 6(2—iw)x]dx
p—— J,

li 0  (1—iw)p
p—1>IEloo[1 - iw(e c )
_ 1 0 _(2—iw)p
2 — iw(e ¢ )
1 1
(=0 = 5=, (1= 0]
1 1
1—iw 2—w
1 .
= qo- (4.28)

(1 —iw)(2 —iw)

Kemudian, Persamaan (4.28) dikombinasikan dengan
Persamaan (4.26) dan Persamaan (4.27) menghasilkan
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dgi(w, T . .
qlc(ll) + B12qdo = P12do
T1 71=0
dga(w, T . .
A(Bc(il) + Ba14o = B214o-
T1 71=0

Sehingga diperoleh pasangan sistem PDB sebagai berikut:

d . .
d - + Bia(w )] q1(w, 1) = Praga(w, 1)

dqy(w, T . .

qlgl 1> + Bi2(w)qo = B124o,
T1 T71=0
d . .

Aal—1 + Bo1(w) | 2w, 1) = B21q1(w, 1)
o (w )~ 0) = ) o (4.30)
dgs(w, Ty N .

B = .
el BN + Ba1(w)qo = P10

4.3 Tahap Penyelesaian
Untuk memperoleh ¢ (w, 71), PDB pada Persamaan (4.29)
disubstitusikan ke dalam PDB pada Persamaan (4.30),

diperoleh
41) = Bo1q1

Ai + Ba1(w) (141 + Bu(w)d) Bo1G1

d

B
dT1 + 12( )

[ d 1/ 1
A T Pn) (/312

dr Bi2 B2

Ady + [AB12(w) + B21(w)]¢1 + [Bi2(w) Bar (w)
— B12B21]¢1 = 0.
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Misal, ¢ = ™™, maka didapat

Am?e™ + [AB12(w) + Bai(w)|me™™ + [Bia(w)Ba1 (w)
— B12021]e™™ =0,

(Am2 + [ABlg (w) + Bgl(w)]m + [Blg(w)Bgl(w)
— B12f321])e™™ = 0.

Karena ™™ # 0, maka Am? + [AB1y(w) + Ba(w)lm +
[Bia(w)B21(w) — B12821] = 0 sehingga

[AB12(w) + Ba1(w)]

mia = —

2A
N V[AB12(w) + Ba1(w)]? — 4A[Bi2(w) Bai (w) — B12521]
2A

__Buw) Baw)
N 2 24

+ VA2B%, + B3, — 2AB13(w)Bo1(w) + 4612821

2A

__BipWw)  Baw)
B 2 24

i V[ABi2(w) — Ba1]? + 481281

2A ’

Solusi homogennya adalah ¢ = Cie™™ + (™2™ dengan
(', Cy konstan. Untuk mendapatkan C7 dan Cs, digunakan
solusi homogen, turunan solusi homogen, dan Persamaan
(4.29). Turunan dari solusi homogen adalah ¢, = mCje™ ™ +
moCoe™1™ | sehingga

G1(w,0) =C1+ Cy = qgo
41(w,0) = m1Cy 4+ maCa = Biago — Bia(w)do.
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C; dalam ¢ (w,0) disubstitusikan ke C; dalam ¢i(w,0),
diperoleh

(myp —mg)Cy = (my1 — 12+ Bia(w))qo
cy = —WP12mmiz BuW) o g
mi — mo

Kemudian nilai Cy pada Persamaan (4.31) disubstitusikan ke
dalam ¢ (w,0), didapat

(612 —my — Bia(w)) .
q0

Ci = qo+
mi — Moy
12 — — B
_ (Br2-ma - BuW) . (4.32)
(m1 —ma)

Sehingga diperoleh bentuk ¢ (w, 71) sebagai berikut:
_ Goi[Bi12 —ma — Bia(w)]e™™

qu (W,Tl) -
mi1 — My
—[B12 = m1 — Bia(w)|e™* ™}
mi — ma '

Karena dari Persamaan (4.28)
1
1—iw)(2 —iw)’

~

QOZ(

maka

{[B12 — ma — Bia(w)]e™™
(1 — i) (2 — i) (m1 — ma)
—[B12 — m1 — Bia(w)]e™ ™}
(1 —iw)(2 —iw)(my —ms)

qi(w,m) =

(4.33)

Dengan cara yang sama untuk memperoleh ¢i(w,7),
didapatkan bentuk ¢2(w, m2) sebagai berikut
{[B21 — Amy — By (w)]e™™
A(l —iw)(2 — iw)(my — ma2)
—[B21 — Amy — By (w)]e 272}

Al —iw)(2 —iw)(my —mg)

Go(w, m2) =

(4.34)
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Bentuk ¢j(w,7;) dituliskan dalam bentuk yang lebih
mudah terlebih dahulu agar dapat diselesaikan.  Disini
dituliskan tahap penyelesaian untuk ¢j(w,71), sementara
untuk ¢o(w, 2) diselesaikan dengan cara yang sama dengan
q1(w, 71).

Bentuk ¢j(w,71) sesuai Persamaan (4.33) adalah sebagai
berikut:

{[B12 — ma — Bra(w)]e™™
(1 —iw)(2 — iw)(m1 — ma)

—[B12 — m1 — Bia(w)]e™ ™}
(1 —iw)(2 —iw)(my —ms)

qu(w, Tl) =

Misalkan 12 — Bio(w) =1, r = (1 —iw)(2 —iw), m1 = a+y
_BIZ(w) _ Bgl(w)

dan my = a — y, dengan a = dan y =

2 2A
_ 2
V/[ABia(w) 2i21] + 45125217 maka
= (a— )] n — 1= (a 4+ y)leleyn
q = 2y
B ) e (e ) i
2ry
=@ — ) sy ),
N 2ry
h B YTl 4 =Y
— arif (Y71 _ Y71
e {Qy(e e )+ o } (4.35)
l—a
dengan h =

e

Sekarang,  bentuk a,h, dan y disederhanakan.
Penyederhanaan ini agar diperoeh bentuk ¢j(w,71) yang
mudah untuk diselesaikan. Pertama, bentuk dari a
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disederhanakan sebagai berikut:

_Blg(w) B Bgl(w)
2 2A
_ABlg(w) + Bgl(w)
24
[A(w? —iw(y1 — 01 — 3) + (271 + P12 — 01 — 2))
24
+H(w? —iw(y2 — 92 = 3) + (292 + B21 — 02 — 2))]
2A
(A4 1D)w? 4+ (A+ 1)3iw — (A +1)2 — iw(Ay; + 72)
24
+2(Ay1 +72) + (AB12 + B21) + (=1 +iw)(Ad1 + 02)]
2A

A+1
= ! 2—; )[w2+3iw—2—iw7++2'y+

+iwdy — 0y + B4,

A Ab1+ 9
dimana v4 = M, + = A0+ 0 dan fy =

4 A+1 A+1
W. Akibatnya, €™ menjadi

A+1
e = exp{f( 2—; )Tl[w2+3iw727iw7++2'y+

+iwdy — 04 + 5+]}~

Misal 7, = (gzl)ﬁ, maka

€™ = exp{—74 [w? 4 3iw — 2 —iwyy + 274 +iwdy — 64 + B4}
(4.36)
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Kemudian, penyederhanaan h adalah sebagai berikut:

h:l—a

r

P12 — Bia(w) + 3122("‘)) n 32211£1w)

(1 —iw)(2 —iw)
Bia(w) | Bai(w)
B P12 5+t 9a

—w? — 3iw + 2
2AB12 — AB12(w) + Boi(w)

2A(—w? — 3iw + 2)
2AP12 — Alw? —iw(y — 01 — 3) + (2v1 + Bi2 — 61 — 2)]

2A(—w? — 3iw + 2)
+w? —iw(y2 = 05 — 3) + (292 + Ba1 — G2 — 2)]
2A(—w? — 3iw + 2)
(—A+Dw? + (—A+1)3iw — (—A+1)2
2A(—w? — 3iw + 2)

+(iw —2)(Ay1 — y2) + +(1 — iw)(Ad; — d2) + AB12 + P21

2A(—w? — 3iw + 2)
; : Ay — 2
2 _9_ _
{w + 3iw — 2 — (iw 2)( 11 )
2A(—w? — 3iw + 2)
o (Ad — b9 A2 + B
-0-i (=) - (A=)
2A(—w? — 3iw + 2)

= (—A+1)

Ay — Adp — 6
Karena % = 0 dan ﬁ
ABi2 + B2
——= = maka

A-1

= 0 dan misalkan a4 =
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(A—1)[-w? - 3iw+ 2+ ay]

h pu—
24 (—w? = Biw + 2)
A-1 oy
oA _(w—’_&-)-i—l . (4.37)
2

Sementara untuk penyederhanaan y adalah sebagai berikut:

V[AB12(w) — B21]? + 4812521

vo= 24
_ ({Alw? —iw(y1 — 61 — 3) + (271 + Brz — 01 — 2)]
2A
—[w? —iw(y2 — 62 — 3) + (2v2 + Po1 — 62 — 2)]}?
2A
+4B12621) 1/
2A
B {(A—1Dwa + (A —1)3iw — (A —1)2 —iw(Avy1 — 72)
N 24
+2(Ay1 — 72) — (1 —iw)(Ady — 82) + (ABr12 — Ba1) }?
2A
+4B12621) 1/
2A
{(A - 1)2([w2 + 3iw — 2 — (iw — 2) (%)
- 24
(A0 — 02 ABi2 — Bar 4512321 | 1/2
_(1_“")( A1 )+( A1 >]2+ (A—1)2)}

2A



40

Karena L__W = 0 dan % = 0 dan misalkan
_ ApBie — B o 4P12821
a-=—1 dan p “A-12 maka
3in2 1
_1)2 20 - 2 2
) \/(A DA[(w+5) +7+a 2+
yo= 24
_ (A—l)\/ 3iye 1 5. 2
= 5 [(w+2) +4+a_] + 2.

. 3in2 1 2 )
Misal g(w) = \/Kw + 5) + 1 + Oé_} + p?, diperoleh

y=""Dg), (4.38)

Sehingga bentuk dari ¢ (w, 71) menjadi

Gilw,m1) = exp{—74[w?®+ 3iw — 2 — iwyy + 274
+iwdy — 04 + By}
eg(w)T— — 679(“’)7—

x{ [ O;Z_ 1 +1 29(@)
—(w+ 5)2 - 9
+ 3 1 (4.39)

A-1

dengan 7_ = T].
Kemudian, dilakukan invers transformasi Fourier seperti
yang diberikan oleh Persamaan (2.8) untuk memperoleh

q1(x,7) sehingga diperoleh bentuk invers Fourier dari
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Persamaan (4.39) yaitu

.
o D+ T4 Ty = =BTy

2T

[ et exp(ory (w0 + 5 )

qlz,m) =

y { ( a?:; . eg(w)TQQ_(j;g(w)T
—(w+ 5)2 -
+ ;Eiw();:?j ;(i) Tl} }dw. (4.40)
2 4

Untuk mengevaluasi integral kompleks pada Persamaan
(4.40), dibentuk lintasan kompleks dengan menggunakan
bagian integral dari Persamaan (4.40). Misalkan integral dari
Persamaan (4.40) dipandang dalam bentuk

[ e

—00

3
Terlihat bahwa lingkaran berpusat pada w = 51, m =z +

Y474 — 0474 dan

f@) = esp{-mlw+ 50

9@ _ gmg(w)r

o
x{ - +1
31 1 2(@))
_ N2 _ = g
(w+2) 1

31 1

2 [_ )2 _
(w+ 2 ) 1
dimana m menyatakan kuadran dari lingkaran. Apabila m >
0 maka digunakan lingkaran yang berada di kuadran pertama

eg(w)‘r— + efg(w)T—
+ } )
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dan kedua, sementara untuk m < 0 digunakan lingkaran pada
kuadran ketiga dan keempat.

Selanjutnya, ditentukan range sudut lingkaran yang
digunakan untuk mengevaluasi integral kompleks pada
Persamaan (4.40). Misalkan

w + % — Reie’
maka
i 31 i
f(Re? — 5)‘ = Jexp{—[(Re?)?|}}
1 o
g 0 _ 3 - +1
{29(R€’9 — 30 | —(Rei)2 — 1

—

X [eg(Reie_%)n . e_g(Rew_%)L

+

i 1
2 {—(3610)2 _ Z}
Dengan memisalkan

Qt

1
P - .
1 —(Rew)

 2g(Ret® — 30

2_l+1
4

dan
1

2[—(Rei9)2 _ ﬂ ’
bentuk | f(Re™® — &)| menjadi
3i

5)

Py =

e L e Ll |
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Apabila digunakan aproksimasi

o 3 o1 2
g(Rew—EZ) = \/[R26219+4+0é} + p?

~ |R2€2i9’
akibatnya

%)

F(Re” = 5

_ ‘€7R262i97_+ {Pl |:6R262i97__ B €7R262197__}

+P2 |:€R262i97_7 I €7R262i97'7:| }‘

(P + Py)| e mbetn

IN

_p2,2i6 . p2,2i0
+(P2—P1)‘€ Ree*" 1y —R%e*""1_

— (P2_|_Pl)‘e—(T+—Tf)R2(cos29+isin26))

+(P2 _ Pl) ‘e*(T++T_)R2 (cos 20+ sin 20) ’ )

Karena dalam bilangan kompleks berlaku |e?®| = e%, maka

3i

(R =)

— (P2_}_Pl)’e*(T_A,_*T_)RQCOSQO‘

Py~ Pyfe-tovire)
Pehatikan bahwa 7 — 7_ dan 74 + 7_ selalu positif. Agar
f(Re® —3) — 0 saat R — 0, maka cos20 > 0. Nilai

cos 260 > 0 pada kuadran pertama dan keempat, sehingga 6
yang memenuhi adalah

T T 3 3T
——<20< =, d - — < 20
5 < < 5 an, 5 < < 5
3 3
@—E<6<E, dan, ——W<0< il (4.41)

4 4 4 4
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Dari hasil (4.41), dibentuk lintasan kompleks seperti pada
Gambar 4.2. Gambar 4.2(a) digunakan untuk mengevaluasi
Persamaan (4.40) jika z+~y4 7 —01 7+ > 0, sementara Gambar
4.2(b) digunakan untuk mengevaluasi Persamaan (4.40) jika
T+ Y41y — 0414 < 0.

Gambar 4.2: Kontur kompleks untuk menghitung Persamaan
(4.40)

Dalam kedua lintasan tersebut, w = —i adalah titik
dimana ¢j(w, ;) tidak analitik, oleh karena itu digunakan
teorema residu Cauchy yang dinyatakan sebagai berikut [13]:

Teorema Residu Cauchy. Misalkan f(z) analitik di semua
titik di lintasan tertutup Cr kecuali di titik zi, k = 1,2,...,n
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yang berada di dalam lintasan Cr, maka

(2)dz = 2mi¥]_ Res., f(2).
Cr

¢1(w, 1) analitik di semua titik di lintasan tertutup Cgr
kecuali pada pole w = —i. Sehingga dengan mengaplikasikan
teorema residu Cauchy, integral pada invers Fourier dapat
diekspresikan dalam bentuk residu pada w = —i dan integral
real tunggal.

Pada Gambar 4.2(a), GA adalah garis sepanjang sumbu-
z. AB dan FG lengkungan dari lingkaran yang berpusat

3
pada w = —51 dengan jari-jari R menuju tak hingga dan BD
dan DF adalah garis yang menghubungkan ujung lengkungan

dengan pusat lingkaran. Pada Gambar 4.2(b), BA adalah
garis sepanjang sumbu-z. BC dan EA lengkungan dari
lingkaran yang berpusat pada w = L dengan jari-jari
R menuju tak hingga dan CD dan DFE adalah garis yang
menghubungkan ujung lengkungan dengan pusat lingkaran.
Sementara untuk integral pada lengkungan AB dan FG

dalam Gambar 4.2(a) dan integral pada lengkungan BC' dan
EA dalam Gambar 4.2(b), digunakan Lemma Jordan [13].

Lemma Jordan. Misalkan f(z) adalah fungsi analitik pada
semua titik dalam lintasan Cgr yang berbentuk setengah
lingkaran dengan z = Re', (0 < ¢ < 7), dan misal untuk
setiap z pada Cr terdapat sebuah bilangan konstan positif Mp
sedemikian hingga |f(2)| < Mgp dan limp_,ooc M = 0, maka
untuk setiap bilangan konstan positif a berlaku

lim (2)e'%dz = 0.
R—00 Cr

Dengan menggunakan Lemma Jordan, integral pada
lengkungan AB dan F'G dalam Gambar 4.2(a) dan integral
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pada lengkungan BC dan EA dalam Gambar 4.2(b) menuju
nol saat R — oo. Sehingga dengan menerapkan teorema
residu Cauchy, untuk x + y474 — 7.0+ > 0,

1 i 1

5 GAe T4 (w, 1) dw :%IFDe“"xq](w,ﬁ)dw—l—
1

%fDB 6““’"(1](&) T1)dw —

iRes,—_i{e™“ ¢ (w,m)}. (4.42)

Sementara x + vy 74 — 7404 < 0,

1 op - 1

% A elwqu (W7Tl)dw = % fCD ezwxq,\]_(w,T]_)dw +

1 .
%IDE e g (w, 11)dw —
iRes,—_i{e™*q (w,m)}. (4.43)

Untuk kedua kondisi (z+~474 — 7404 > 0 dan x4+ vy474 —
T4+04 < 0), residu pada w = —i adalah sebagai berikut

Resy—_i{e“"q}y = (w41i)e exp{—7i[yL + 1]} x
eOHT— _ oo T
lerim
ea+7_ _|_€ a+7'_
w + z }
eOHT—
LT BT x{ : }
—i
eT T+
= £ (4.44)

1

Selanjutnya, adalah menyelesaikan integral non-trivial
pada Persamaan (4.42) dan (4.43). Digunakan kembali bentuk
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invers pada Persamaan (4.40),

.
e 24T T = =BTy

2

g / TS expl (w0 + 5 )
Ch 2

qz,m) =

g(w)T— _ ,—g(w)T—

X{ C?; T+l - 5 (e)

_ %N . — gl\w
(w+5) =7
eg(w)T* + e_g(w)T*

3 7 (W

_ Ay N
2[ w+3) 4]

Perhatikan untuk kondisi x + y474+ — 7404+ > 0. Bentuk

integral kontur pada DB dan FD diselesaikan sebagai berikut.
1. Pada DB )

31 4 4
Misalkan w + — = pei™/4 maka dw = e™/*dp = —(1 +
5 =P p ﬂ(
i)dp. Akibatnya
im/4

exp{i(pe"™" — 5)@ + Ty — T04) — T (pe ™)}

= exp{i [P(l—;z) - 321} (@ + Ty — T4 04) —ip’Ty

/141 3 .
IGXP{[U)( 5 )+§}($+T+V+—T+5+)—ZP2T+
i —1 3 .
= exp{ [P<T> + 5] (@ +Tye — T464) —ipTy
3
ZeXP{§($+T+7+—T+5+)}

1—1 .
X eXP{P(7) (z+ Tyyy —704) —ip°Ty }
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Untuk |—F—— +1| adalah
—(w+ )
T 1| = e
—(w+5) —(peim/t) — <
= G4
—ip2 — 1
Ty
Dan untuk g(w) adalah
3, 1
glw) = \/[(w+2l)+4+a_]2+,ﬂ

= \/[ip2 + (i +a)]? + p?

1 |
- J—w (g a2 22+ o)

= Z1. (4.45)
Sehingga
1 iwe - 1 3x — Ty — 0y T
— dv = — S
o BAG q1aw o exp{ 9 4 T4+ B+}

S i— .
/ 6P(%)($+T+W+—T+5+)—zp2r+
0

eZlT_ o 67217—_

o
X + 1}
{ [—i/ﬂ —1 27,

€Z17L + e—Z17L } 1 +Z
2(—ip? — )
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2177 A e = 47T1\/§ exp{ S T+W2+ — 740 - %r — BTy}
/OO e[_%(x+7+7+_7+6+)_ip27—+]
’ Qi (BT — BTy DT gl
{ (—ip? — $) 21 N Z
+6Z1:Z,:26_?T}(1 +4)dp.

Misalkan fi(p) = e VEE@TTEIE ) gan f2lp) = PPy —
%(:p + 7494 — 7+04), diperoleh

! e“rqdw = 1 Zromngmmeds T g
2 DB 47T\/§
/OO fl (p)efif2(p) { aJr(eZlT7 B le_ZlTi)
0 (~ip — )2
eZm', o e—ZlT, N eZlT, 4 e—ZlT, }
Al —ip? — %
(1 +1)dp. (4.46)

31 A
2. Pada FD Misalkan w + Ez = pe’™/* maka dw =

) 1
eSmilAdy = ﬁ(_l + i)dp. Dengan cara yang sama seperti
pada DB, diperoleh

1 e“rqdw = 1 Bommemeds Thogony
2 FD 47T\/§
/oo fl (p)eif2(P) { O[JF(BZWL _16_Z2Ti)
0 (ip* — 1) Z2
eZQT_ _ e*ZQT_ N eZQ’T_ 4 e*ZQT_ }
Zo ip? — 1

x (i — 1)dp, ' (4.47)
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dengan

1 1
Zy = \/p4 (g Fa-)? = 2ip%(p ta)+pt (448)

Dengan mengkombinasikan Persamaan (4.46) dan (4.47),
diperoleh bentuk 5= [, e qidw + 5= [ €“d1dw yaitu

1 Be-rmyvy -7y dy T4
— = —B47+
— e 2 a X
47t+/2
o fl(p)e_ib(p)a T— —Z1T— . T . —ZT—
~ filp)e if2(p _z z . 7 -1
= (e T — ) + (17T —ie” 2T
Za(ip? — *)
if2(p)
fl( )Z [(6217—, _ 6—Z1fr,) + (Z-eZlT, _ ie—Zﬂ:)]
1
filp)el20) 7 z z
e e B e )
2
—if2(p)
fl( ) T [(ele_ +e*Z1T_)+(Z'ele_ _‘_,L'efZlT_)]
—Zp —1
etf2(p)
fli(p; - [( €Z27—, _e—ZQT,) + (ieZQT, +,L'6—Z2T7)]}'
1

(4.49)

Agar Persamaan (4.49) lebih mudah diselesaikan, Z; dan
Zy pada Persamaan (4.45) dan (4.48) harus diubah terlebih
dahulu menjadi bentuk yang lebih sesuai, yaitu

1 1
Z1 = \/—P4+(4+0¢)2+2i02(4+0‘)+ﬂ2
1 L1 A
logZy = ilog[—p +(1—|—a )+ 2ip%( i ) + (£]0)
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Misalkan z = re®. Bila diambil logaritma dengan basis

bilangan natural dari kedua sisi maka

logz = log re'?
= logr + loge®
— Inr+ifloge

= Inr+i6. (4.51)

Dengan menggunakan sifat logaritma pada bilangan kompleks
seperti pada Persamaan (4.51), bentuk log Z; pada Persamaan
(4.50) menjadi

1 1 1 1
logZ1 = 5|n{l(; +0a-)? = + w2 +4p'(; +a)?)
20%(5 + a-
—H’tan_l( 1 £ (4+a ) )}
(a2 —pttp?

1 1 1
= W{[(5 +a)" = p'+pP +4pN(; + o)}

—l—itan_l((l 20°(5 + o) )

2 Tpa )2—ph4p2
Misal, M (p) = {[(§ + ) —p* 4+ 122+ 4p* (L + )2} dan

1 Ly K

o(p an— <i ) maka

log Z1 = InM(p)+id(p)
7, = ™ M (p)+id(p)
= M(p)e' (4.52)
6Z17', — eM(p)e“#(P%—f

M (p)T—[cos $(p)+isin¢(p)]
M (p)7— cos ¢(p)+iM (p)7— sin é(p)
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Misalkan X (p) =  M(p)t—cos¢(p) dan Y(p) =
M (p)7—sin ¢(p), maka
21— X(p)+iY(p)
= XY ), (4.53)

Dan dengan cara yang sama seperti pada Z1, maka Zs menjadi

Zy = M(p) cos ¢(p) — iM (p) sin ¢(p) (4.54)

ZoT_

dan e menjadi

eZ2m= = X(P) =V (p), (4.55)

Untuk menyelesaikan Persamaan (4.49), maka integran
pada integral dalam Persamaan (4.49) dibagi menjadi 3 bagian
sebagai berikut.

(i) Bagian I

—if2(p)
fIZ(lp()_eip2 _p 104)""[ eT— _ e—er,) + (ieZlq—, _ et )]
w e—ZzT, _ engr, 1.6227_7 _ i@_Z2T—
Zy(ip? = §) ( )+ ( ).
(4.56)

(ii) Bagian II
—ifa(p)
fl(p); [(ele_ _ ele‘l'_) + (Z'€Z1T_ o Z'eleT_”
1

fl( )Z;b [( —ZoT— eZQT,) + (ieZQT, o ie—ZgT,)].
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(iii) Bagian III
filp)e —if2(p)

_Zp _l [(6Z177+€—Z1T7)+(7:6217'7+ie—Z1T7)]

f1( Je Zfz(ﬂ

[( eZ27'_ . 67227'_) + (ieer_ _i_iefZgT_)].
p [e—

(4.58)

Persamaan (4.52), (4.54), (4.53) dan (4.55) disubstitusikan
pada Persamaan (4.56), (4.57), dan (4.58). Berikut adalah

penyelesaian ketiga bagian tersebut. a) Penyelesaian Bagian
I

S (P)age_li{z(p)@_w(p) {(eXP eV (P) _ =X ()= (p))
(—ip* = 3)M(p)
+ (ieX Pl () _ je=X(0)e=iY(P))} _ fi(p)ae'P20)eiole)
(ip? — DM(p)
{(e= XY (P) _ oX(P) o=V (P)y 4 (1eX (P (P) _ jo=X(P)eiV (P))}

_ %{e—m(p)m(p))(€X<p>ez'Y<p> X))
(p* + 15)M(p)

[(iPQ _ %) + (_p2 _ %)] _ e(ifQ(p)+i¢(p))(eX(p)e—iY(p)
. 1 i
— e XY (PN[(i 2 + = 2 1
XD D) [(ip? + ) + (2 = DI}

a L vy o 01
_ M{exw [ty gz L1 )
16

— iR+ Y () (2 %' n % n p2)}

X () [e—i<f2<p)+¢<p)+y<p))(i o i1 2

B O ) J pz)} }
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Misal R = f2(p) + ¢(p) — Y (p) dan S = fa(p) + &(p) + Y (p),

maka

fi(p)a —iR(; i1
1+(p){eX(p) [e Rijp2 L = )

(o' + 15)M 4 4
iR 2 b1 2}_—X(p)[—i5~2_1_1_2
eHipT =TT e e (" =y =1 —F7)
. ) 1
—els(ip2—7+7+p2)}}.
4 4

Karena dalam bilangan kompleks berlaku e’ = cos(¢) +
isin(¢) dan e~ = cos(¢)) — isin(¢), diperoleh

M eX) | (cos R — isin i2—;—f—
(p4+116)M(p){ 7 |cos i 7

1
— (cos R+ isin R)(ip* — i + 1 +p2)}

—e X0 [(cosS — isin S)(ip* — oo )

I I
(cos S +isin S)(ip 4+4—|—p )}}

- G o ) s~ (4 ) eni]

—e X [(2/}2 — %) sin§ — <2p2 + %) coS S]}

__ filp)a 1y .
= mwm (202 = 5) sin(f2(0) + 6) = Y ()

e X0 (202 = ) sin(hal) + 6(0) + Y (0))

(27 + 5) coslal) + 6(0) + Y ()]} (4.59)
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b) Penyelesaian Bagian II

fl (p) eiifQ (P) eild)(p)

M(p)
+ (ieX(p)eiY(p) _ ie—X(p)e—iY(p))]

eX(P) Y (p) _ e—X(p)e—iY(p))

_ fi(p)ell2e) (e XY () _ X(0) =Y (0))

M(p)
+ (ieX P eV () _ je=X(P) 1Y (P))]
_ D) X i1 6D)-Y (0)) | jeila(p)+000)-Y (0)

~ M(p)
+ €200 =Y () _ jilf2(p)+0(p) =Y (p))]

+ e~ X[ f2(p)+6(p)+Y ()
+ je (20 +(p)+Y (p)) 4 (ilf2(p)+6(p)+Y ()
— iet2(P) ()Y ()]}

Seperti pada penyelesaian bagian I, misalkan R = fa(p) +
d(p) =Y (p) dan S = fa(p) + é(p) + Y (p), maka

fl( ) X(p)j,—iR | ;,—iR iR _ . R
+ e +e —e

iy e |

+ e X [efis +ie ™ 45 — ieis]}

_ f1(p)

X()[cos R —isin R + i(cos R — isin R
(& COS 7 S111 2(COS 7811
M) ( )

+ cos R+isin R —i(cos R+ isin R)] — e X(P[cos S — isin §

+i(cos S —isinS) + cos S + isin S —i(cos S + isin S)|}
2f1( )
M(p)

S 1eX P sin R + cos R — e X (P[sin S + cos S]}
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= XD sin (o) + 0(0) — Y ()
+cos(fa(p) + d(p) — Y (p))] — e~ P[sin(f2(p) + d(p) + Y (p))
+ cos(fa(p) + ¢(p) + Y (p))]}- (4.60)

c¢) Penyelesaian Bagian 111

—if2(p) A A
filp)e z) [(eX(P) eV (P) 4 ¢=X(P) =Y (p)y
+ (ieX(’)) Y(p) 4 ie—X(p)e—iY(p))]

fl( Je ZfQ(p (_e—X(p)eiY(p) _ eX(p)e—iY(p))
ip? — 7
+ (ieX(p)e—iY(p) + ie—X(p)eiY(p))]
_f 14(P>a1+ {e—z’mp)(exw)eiwp) X0 =iY (o))
(r* + 15)
[(ip? — i) +(=p? — i)] — e 2(0) (X (P) =Y (p)

Fe KOO 1) + (0 - )]}

4
f1) X[ =ity 2 L1 o
g e Mle “MeNs SN T — = = = —
_ilfa) =Y 2 L L o
e (ip 1Tt )}

1 X0 [e—i(fz(p)+Y(p))(ip2 _ i - - )

il Lo Lo
e (ip 1T te )} }
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Misalkan T' = fa(p) — Y(p) dan U = fa(p) + Y (p), maka

(/)44-% 4

— e (ip* — 1 + i +p2)] 1 X(0) [e—w(wz B % _ i _ )
= L)

= (p{l—i—(p)llﬁ){eX(p) [(COST —isinT)(ip? — % _ % — )

— (cosT +isinT)(ip* — i + % +p2)]

+ e~ X0 [(cosU —isinU)(ip® — i _ i )

— (cosU +isinU)(ip? — % + % +p2)}}

- G o

(207 + 5) costalo) + Y ()]} (4.61)

Sehingga dengan menggunakan Persamaan (4.44), (4.59),
1 )
(4.60), dan (4.61), penyelesaian untuk o Joa € qi(w, m1)dw
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pada Persamaan (4.42) adalah sebagai berikut

TV 4 1 ew T+_5+T+/°° fl(;l))a+
AT/2 o | (p*+15)M(p)

< {X 0 (2% = ) sin(halp) + 6() ~ Y (0))
— (207 + 5) coslalo) + 60) ~ ¥ (0))]

X026~ 3) sin(alo) + 6(0) + ¥ (0)
(2p2 +3) cos(Falo) + 0(0) + Y ()]}

<)>{e Alsin(f2(p) + 6() — Y (0))

il
T cos(f2(p) + 6p) — Y (p))] — e X@sin(falp) + 6(p) + Y (o))
T cos(falp) + 8(p) + Y (p))]} + 1P

" (' + 16>
1
(0[5
(2p +5) cos(ap) - <>>}

-

(2p2 + %) cos(fa(p) + Y(p»} }}dp.

Sln

l\D\>—~

1 .
Karena TIGA e“?qi(w,m)dw = qi(x,71), maka dengan
T

mengembalikan variable z, ¢i(z,71), T4, V4, 04, B+ dan oy
ke bentuk semula diperoleh bentuk V;(S,t) sebagai berikut

pertr-n 4 _L_ g, (oot o

1
472
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X/"o{ 2f1$ﬂ)(>\12+)\21)

0 | 0"+ H)M(p)(oF — o3)

x {X0) [(2p2 —5) sin(ia(o) + 6(0) — Y ()
— (26 4+ 5) conlalp) + () — Y (o >>]

e X0 [(2/} —%) sin(f ) +Y(p))
— (202 + )COS(fz(p) 6(p) + Y (p >>]}
+ 2O X0 sin () + 6(0) — Y ()

M(p)
+ cos(fa(p) + ¢(p) — Y(p))] — e X Wsin(f2(p) + ¢(p) + Y (p))
(

+cos(fa(p) + 6(p) + Y (9)]} + (pflj )16)
o =)
(gp +5) coslfalp) - <>>}

- o

1
- (2p2 +5) cos(falp) + Y(p))} }}dp, (4.62)
dengan
T = ln(%)
SVi(S,t
q(z,m) = 1];2 )
A+1 o2 + o2
o= 24 ) - (T
Aty A
T+ =

A+1 _U%+U%
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Ady + 09 4D

o0 = A+1 o} + 03

5, Ap1o + betas _ 2(A12 + Aa1)
A+1 O'% + U%

a, — A612 + beta21 _ 2(A12 + )\21) )
A-1 0? — 03

1mmmmmam@)+v—mau@<ou+%u—
7404 < 0), dapat dihitung dengan cara yang sama pada
kondisi ln(%) +(r—D)(T—t) > 0(z+~vy474 — 7464 > 0) dan
diperoleh hasil seperti pada Persamaan (4.62). Jadi rumus
Vi(S,t) pada Persamaan (4.62) dapat digeneralisasi untuk
semua ln(%) + r(T — t) dengan mendefinisikan ulang fungsi
fi(p) dan fa(p) sebagai berikut

fi(p) — el (B)re-mir)
fa(p) = /212(0% + o) (T —t) — \%‘ln(g) +(r—D)(T - t)‘,

Sementara itu dengan cara yang sama pada penyelesaian
¢i(w,71), diperoleh penyelesaian ¢o(w,72) adalah V5(S,t),
yang bentuknya sebagai berikut

Ee—r(T—t) + 1 \/SiE (T+D+)\12+>\21+ 1+02)(T—t)
Amt/2

) (=1D)2f1(p) (M2 + A21)
XA L&+¢mmmﬁ—%>

< [ X0 (25— ) sin(falp) + 6() + Y ()




— (207 + 5) costhalo) + 6(0) + ¥ ()]
= X0 (27 - 3) sin(halp) + 9lp) — Y (1)
— (207 + 5) coslalo) + 60) ~ Y ()]}
+ X0 in( ) + 6(0) + Y (0)
+cos(fa(p) + 6(p) + Y (p))] — X Pfsin(fa(p) + 6(p)
(

fl()
+ cos(f2(p) + d(p) — ())]}+(p n

16
x {0 [ (26 = 3 sin(alo) + Y (0)

)
= )

— (207 + 3 ) cos(al) + ¥ (o)

+X0 [ (22— ) sin(fal) ~ V(o))

— (2% + %) cos(fa(p) = Y (p))] }}dp.
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—Y(p))

(4.63)

Dengan generalisasi, diperoleh bentuk V;(S,t), j = 1,2, yaitu

o'2+02
perttn L gp (oot )

Amt/2

2 [ (=1)7722f1(p) (M2 + A21)
/ {<p T L)M(p)(0? — o)

< {0 (2% ) sin(halo) + 6(0) — ¥i(0)
~ (207 + 5) costhalo) + 6(p) — Vi(0))
= e 00 (22 = ) sinlfalp) + 6(0) + Yi(0))
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- (2;;2 + 1) cos(f2(p) + ¢(p) + Yj(p))] }

2
2f1((§)) (5 Ofsin(falp) + 6(0) — Yi(0))
T cos(f2(p) + 6lp) — Yy (o)) — e 5P sin(fa(0) + 6(p) + V()
(

f1(p)
+ cos( fa(p) + (%*Y(»”+(M+T®

< {0 (202 1) sin(falo) — ¥3(0)
— (207 + 5) costhalo) ~ ¥;(0))]

£ 0 (202~ ) sin(falo) + ¥3(0)

1
— (207 + 5 ) cos(falp) + Y3 ()| }}dp, (4.64)
dengan
T = U%;U%(T—t), a_:2(2-1%2__:‘§21)
o AXpAy
SRR
1 1 1
M(p) = {l(;+a)*=p" + @7 +4p"(; + )’}
1 29 tan)
o(p) = 5tan <(i+a)2—p4+u2>
Xj(p) = (=1)7""M(p)r— cos¢(p)

= (
= (=1)""M(p)r_sin¢(p)
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filp) =

) = C@ T -0-Lfn(2) +rr o).

4.4 Analisis Hasil Simulasi

Pada pembahasan ini, dianalisis hasil simulasi dari nilai
option dengan formula Furopean put option disertai dividen
dengan regime-switching (Persamaan (4.64)) dan formula
Black-Scholes (BS) klasik dengan dividen (Persamaan (2.2)).

1. Theta

Nilai parameter yang digunakan untuk simulasi adalah
sebagai berikut: S = $90, £ = $100, » = 0.1, D = 0.05,
o1 = 0.2, o2 = 0.3, dan )\12 = )\21 = 1 dan hasil
simulasi ditunjukkan oleh Gambar 4.3 dan Tabel 4.1.
Dari Gambar 4.3 dan Tabel 4.1, terlihat bahwa nilai
European put option (Vi,Va, BS1, BS2) pada awalnya
mengalami peningkatan namun kemudian mengalami
penurunan ketika time to expiry (1" — t) bertambah.

Tabel 4.1: Perbandingan B.S1, Vi, Vo dan BSs terhadap T —t

T—t BS; 1% Vs BSs
0 10 10 10 10
2 9.3126 | 11.2617 | 12.3701 | 13.6363
4 7.9275 | 10.6815 | 11.3422 | 12.7872
6 6.4651 | 9.4356 | 9.8769 | 11.1258
8 5.1725 | 8.0958 | 8.4076 | 9.3731
10 4.0941 | 6.8397 7.0671 7.7562
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Perbandingan Milai Pot-Option
T T T

Milai Option (§)

Walktu Exercise (T-1)

Gambar 4.3: Nilai Option vs Time to expiry (T —t)

2. Delta

Nilai parameter yang digunakan untuk simulasi adalah
sebagai berikut: T — ¢ = 1, E = $100, » = 0.1,
D = 0.05, g1 = 0.2, g9 = 0.3, dan )\12 = /\21 =1 dan
hasil simulasi ditunjukkan oleh Gambar 4.4 dan Tabel
4.2. Dari Gambar 4.4 dan Tabel 4.2, terlihat bahwa
nilai Furopean put option (V1,Va, BS1, BS2) mengalami
penurunan (bahkan menuju nol) ketika harga saham (.5)
meningkat.

Tabel 4.2: Perbandingan BSy, Vi, Vo dan B.Ss terhadap S

S BS; Vi Va BS,
90 9.6818 10.7514 | 12.2179 | 12.9951
140 0.2162 0.5533 | 1.1179 | 1.4695
200 | 5.9327e-04 | 0.0136 | 0.0493 | 0.0775
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Perbandingan Milai Put-Option
juin} T T T

T

w1
a0 ———2 A
——-B51
B52 [

70 B

a0

B0 B

50 - B

Milai Option ()

40 .
ot -

ar T 1
e
Rt

a L I L I I B = L L
0 20 40 =] 20 100 120 140 160 180 200
Stock Price (S)

Gambar 4.4: Nilai Option vs Harga Saham (5)

3. Rho

Nilai parameter yang digunakan untuk simulasi adalah
sebagal berikut: S = $90, £ = $100, T — ¢ = 1,
D = 0.05, g1 = 0.2, g9 = 0.3, dan )\12 = /\21 =1 dan
hasil simulasi ditunjukkan oleh Gambar 4.5 dan Tabel
4.3. Dari Gambar 4.4 dan Tabel 4.3, terlihat bahwa
nilai Furopean put option (Vq,Va, BSy, BS2) mengalami
penurunan ketika interest rate (r) meningkat.

Tabel 4.3: Perbandingan BSy, Vi, Vo dan BSs terhadap r
r BSy %] Vs BSs
0.1 | 9.6818 | 10.7514 | 12.2179 | 12.9951
0.15 | 7.0362 | 8.1098 | 9.5764 | 10.3531
0.2 |4.9348 | 5.9616 | 7.3690 | 8.1177
0.25 | 3.3308 | 4.2670 | 5.5628 | 6.2590
0.3 | 2.1583 | 2.9721 4.1172 4.7417
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Perbandingan Milai Put-Option
T

Milai Option (5)

0.1 015 0.2 0.25 0.3
Interest Rate i)

Gambar 4.5: Nilai Option vs Interest Rate ()

4. Perubahan Nilai Option terhadap A

Pertama, perhatikan perubahan nilai option bila Ajo =0
dan A2 = 1. Nilai parameter yang digunakan untuk
simulasi adalah sebagai berikut: S = $90, £ = $100,
T—t=1,r=0.1,D = 0.05 01 = 0.2, 0o = 0.3, dan
Xo1 = 1. Hasil simulasi untuk A3 = 0 ditunjukkan
oleh Gambar 4.6 dan untuk Ao = 1 ditunjukkan
oleh Gambar 4.7. Dari Gambar 4.6 dan Gambar 4.7
terlihat bahwa ketika nilai Ao; semakin besar, maka
nilai V5 semakin mendekati nilai V7. Sementara itu
dengan nilai parameter yang sama, bila \o; = 0 dan
A21 = 1 maka nilai V7 semakin mendekati nilai V5
ketika nilai Ao semakin besar. Hasil simulasi untuk
Ao1 = 0 ditunjukkan oleh Gambar 4.8 dan untuk \o; =1
ditunjukkan oleh Gambar 4.9.



67

Ferbandingan Milai Put-Option
T T T
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Gambar 4.6: V7 dan V5 untuk A2 =0
Perbandingan Milai Put-Option
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Gambar 4.7: V7 dan V5 untuk Ao =1

Pada grafik hasil simulasi ketiga Greek, yaitu Theta, Delta,
dan Rho (Gambar 4.3, Gambar 4.4, dan Gambar 4.5), dapat
dilihat bahwa nilai Furopean put option yang dihasilkan dari
Persamaan (4.64) berada di antara nilai European put option
yang diperoleh dari model Black-Scholes klasik (tanpa regime-
switching) disertai dividen yang diberikan oleh Persamaan
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Ferbandingan Milai Put-Option
T T T
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Gambar 4.8: V] dan V5 untuk Ay; =0
Perhandingan Milai Put-Option
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Gambar 4.9: V7 dan V5 untuk Ao =1

(2.2) (BS1 < Vi < Vo < BS3). Hal ini disebabkan
oleh hasil kombinasi volatilitas dari kedua state (o1 dan o9,
dimana o1 < o2). Perbedaan antara nilai V; dengan BS;
menyatakan pertambahan nilai option akibat volatilitasnya
(01) dikombinasikan dengan volatilitas state yang nilainya
lebih besar (02). Sementara perbedaan antara nilai V5 dengan
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BSs menyatakan penurunan nilai option akibat volatilitasnya
(02) dikombinasikan dengan volatilitas state yang nilainya
lebih kecil (o7).



Halaman ini sengaja dikosongkan.



BAB V
PENUTUP

Pada bab ini, diberikan kesimpulan yang diperoleh dari
Tugas Akhir serta saran untuk penelitian selanjutnya.

5.1 Kesimpulan

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah disajikan
pada bab sebelumnya, dapat disimpulkan beberapa hal
sebagai berikut :

a. Diperoleh solusi analitik European put option disertai
dividen dengan  regime-switching  menggunakan
transformasi Fourier yang diberikan oleh Persamaan

(4.64).

b. Berdasarkan hasil simulasi dapat dilihat bahwa nilai
European put option disertai dividen dengan regime-
switching cenderung mengalami penurunan ketika time
to ezpiry bertambah, mengalami penurunan (bahkan
menuju nol) ketika harga saham meningkat, dan
mengalami penurunan ketika interest rate meningkat.

c. Berdasarkan hasil simulasi dapat dilihat bahwa ketika
suatu parameter laju dari suatu state semakin besar
maka nilai Furopean put option disertai dividen dengan
regime-switching dari state tersebut konvergen ke
European put option disertai dividen dengan regime-
switching dari state lainnya.

d. Kombinasi volatilitas dari kedua state menyebabkan
nilai FEuropean put option disertai dividen dengan
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regime-switching berada diantara nilai Furopean put
option dengan model Black-Scholes klasik (tanpa
regime-switching) disertai dividen.

5.2 Saran

Pada Tugas Akhir ini belum dijabarkan solusi analitik
FEuropean put option disertai dividen dengan regime-switching
jika interest rate antara kedua state berbeda. Oleh sebab itu,
penulis menyarankan agar penelitian dapat dilanjutkan pada
pembahasan tersebut.
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