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Abstrak

Statistik Hotelling sering digunakan dalam pengendalian
kualitas proses. Peta kendali Statistik Hotelling pada dasarnya
mempunyai tujuan utama untuk peningkatan dan pemeliharaan
kualitas dengan menstabilkan proses tersebut. Beberapa pendekatan
berbeda pernah diusulkan untuk memperkirakan kontribusi peubah
terhadap Statistik Hotelling. Pendekatan sebelumnya menggunakan
Principal Component Analysis (PCA), menginterpretasikan hasil yang
berasal dari analisis peubah laten (peubah unobserved). Pada Tugas
Akhir ini dibahas mengenai pendekatan berdasarkan Nearest in
Control Neighbor (NICN) terhadap titik pengamatan. Untuk
mendapatkan kontribusi peubah Statistik Hotelling diggunakan
perhitungan ¢; = |x;; yiev — x;;|- Perbandingan yang diperoleh adalah
hasil perhitungan peta kendali Statistik Hotelling menggunakan
prinsip NICN terkendali secara mean proses setelah pengamatan out
of control dihilangkan dan dapat diketahui peubah yang merupakan
penyebab pengamatan out of control, sedangakan menggunakan
Statistik Hotelling biasa tidak dapat diketahui peubah yang
merupakan penyebab pengamatan out of control.

Kata kunci: NICN, Pengendalian Kualitas Proses, Peta
Kendali, Statistik Hotelling.
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Latar Belakang Batasan V\ N
Masalah Masalah an f\

Berdasarkan latar belakang tersebut, dapat dirumuskan permasalahan sebagai berikut :

3.Bagaimana perbandingan hasil
1. Bagaimana mendapatkan model. perhitungan Statistik Hotelling dan
pendekatan untuk memperkirakan Statistik Hotelling menggunakan
kontribusi peubah terhadap prinsip NICN?
Statistik Hotelling?

2. Bagaimanahasil perhitungan
Statistik Hotelling dan Statistik
Hotelling menggunakan prinsip
Nearest In/ Control'Neighbor
(NICN) berdasarkan data studi
kasus dari literatur?

Dini Prihartati 1211100107 | Kajian Pendekatan untuk Memperkirakan Kontribusi Peubah Terhadap Statistik Hotelling



Latar Belakang \, Rumusan > 3
Masalah Masalah Y . R

Batasan permasalahan yang akan dibahas dalam penelitian Tugas Akhir ini terbatas, antara lain:

A
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Latar Belakang®

Masalah

Berdasarkan permasalahan tersebut, tujuan dari usulan Tugas Akhir ini adalah:

1. Mencari model pendekatan baru untuk
memperkirakan kontribusi peubah terhadap
Statistik Hotelling.

2. Mendapatkan hasil perhitungan Statistik
Hotelling dan Statistik Hotelling berdasarkan
prinsip NICN menggunakan data studi kasus dari
literatur.

3. Mendapatkan perbandingan hasil perhitungan
Statistik Hotelling dan Statistik Hotelling
menggunakan prinsip NICN.
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Manfaat yang diperoleh-dari Tugas Akhir ini adalah sebagai
rujukan untuk mengetahui kontribusi peubah terhadap Statistik
Hotelling. Besar kontribusi berguna dalam mengidentifikasi
peubah penyabab out of control, sehingga dapat digunakan sebagai
acuan untuk proses perbaikan kualitas proses di masa yang akan
datang.
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A. Nearest In Control Neighbor (NICN)

Algoritma Nearest In Control Neighbor (NICN) adalah sebuah metode untuk
melakukan klasifikasi terhadap objek berdasarkan data yang jaraknya paling
dekat dengan objek tersebut. Dengan meminimumkan Mahalanobis Distance
yang digunakan sebagai fungsi objektif akan diperoleh titike NICN yang
minimum [8]. Berikut adalah rumus Mahalanobis Distance :

d; = (xnien = 20)"S ' (Xygeny — %); i = 12,1 (1)
dengan
d? : Mahalanobis Distance
ST . Nilai invers dari matriks varian kovarian sample

xXyicy - Vektor tetangga terdekat

X : Vektor pengamatan /
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B. Pengali Lagrange

Sebagaimana dijelaskan dalam buku Desineni S. Naidu [6], langkah optimasi menggunakan Pengali Lagrange dalam
proses optimasi adalah sebagai berikut:

1.  Fungsi Lagrange Pembentukan
Fungsi pengali Lagrange didefinisikan sebagai berikut:
L= L{x (£),x2(6), %1 (£), %2 (6), A(0), 1)
Dengan fungsi objektif dan batas batas kendala (constrain)
V(%1 (1), x2(t), %1 (£), X, (£), £)

g(xl (t)ixZ (t), J.Cl (t): xz (t), t) =0
dan kondisi titik akhir

x1(tg) = x10;  x2(to) = x30 X1 (tf) = X155 X2 (tf) = Xof
sehingga diperoleh fungsi Lagrange dengan A(t) adalah pengali Lagrange sebagai berikut:
L=V (x1(t), x2 (), %1 (6), %, (£), ) + A(£) g (x4 (£), %2 (1), %1, (), %2 (), ) 2)

2. Nilai optimum dari Persamaan (2) dapat dicari dengan memformulasikan masing-masing derivatif parsial
pertamanya sama dengan nol, yaitu:
(612) d (E)L)
ax1 . dt ax1

(6£) d (0[3)
aXZ ” dt axz

(BL) d (612) %
or), de\gi/

0

0 3)
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C. Turunan Parsial Matriks Terhadap Vektor

/Suatu fungsi linear f terbentuk dari x” Ax dimana A adalah matriks simetri dan x merupakan vektor
kolom dituliskan sebagai berikut:

y=f(x)=x"Ax = ) xxa;
2,
Untuk menghitung turunan parsial dari y = f(x) terhadap vektor kolom x berdasarkan Terorema yang
di ambil dari buku Miscallaneous Concepts Of Matrix Algebra [7].

dy

0x
a 1
i |=a+4aT)x = 24x 4
ox dy

ox

dengan
=~ 2 7
Y = a12Xq + aA12X1X) e + alpxlxp + ar1X1Xy + ArrX>
2
Tt ApXoX, + Ap1X1X, F ApaXaXy ot Gpp Xy T
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ﬁﬁ
) - v ,,\\/‘V ] 7
y ;é é 7< % el “<ri \ ) 4

D. Besar Kontribusi dan Batas Standar Kontribusi

/ Besar kontribusi masing-masing peubah dapat dihitung dengan rumusan
sebagai berikut [8]:

Cij = |xij,NICN o xij| (5)

dengan
Cij - Kontribusi sampel ke-i pada peubah ke-j
x;i nicy - NICN sampel ke-i pada peubah ke-j

Xii . Nilai data sampel ke-i pada peubah ke-j

]

Untuk menunjukkan peubah penyebab out of control maka dihitung batas
standar kontribusi titik NICN. Batas standar kontribusi tersebut digunakan sebagai
pembanding yang diperoleh menggunakan informasi dari mean (¢ ), standar

deviasi (s; ) dari peubah NICN dan estimator (£) [8], yaitu: /

T, =61 as; (6)
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Untuk mengkaji koefisien korelasi sampel dari data hasil pengukuran, diberikan oleh persamaan [6]:

n(Zl 1xl]xlk) (2 1xl])(21 1xlk)

TX'Xk -

(7)

J

\/"(Zl 1% %) _(Z?zlxij) \/"(Z?=1xik2)—(z?=1

xik)z

Jika terdapat peubah sebanyak p, didefinisikan matriks korelasi sampel () sebagai berikut:

Txix1  Txix, = TX1X,

Txx1  Txoxy = TXoX,
()| 2 : - ]

X1 TpXy - Txox,

Hipotesa:
Hy: p = 0 (Tidak terdapat korelasi antar peubah)
Hy: p #+ 0 (Terdapat korelasi antar peubah)
Menghitungan statistik uji menggunakan persamaan:

DY

j<k k=1

(1 = r)z

dimana:
7, . Rata-rata dari elemen yang bukan elemen diagonal
utama pada kolom k pada matriks korelasi sampel.
7 . Rata-rata keseluruhan dari elemen matriks segitiga
bawah yang bukan diagonal utama pada matriks ~  korelasi sampel
- Nilai koefisien korelasi Ly dimana j #k

p : Banyaknya peubah

(8)

)

Daerah penolakan adalah jika statistik uji T > X(Zpﬂ)(p_z)(a) maka H, ditolak, dengan kata lain dapat disimpulkan
2

bahwa terdapat korelasi yang signifikan antar peubah.
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Berikut merupakan pengujian distribusi normal multivariat.
Hipotesa:
H, : Data berdistribusi normal multivariat
H, : Data tidak berdistribusi normal multivariat
Dihitung nilai jarak kuadrat dengan rumus:
di= (x; =X) S (xp=X); i =1,2,...,n (10)
dan dihitung nilai )((Zp.i_o,s) = il=1s2,)0. 8

dengan
| p . Banyak peubah
| n :Banyak sampel
d? :Mahalanobis Distance
S~ :Nilai invers dari matriks varian kovarian sample
X 1 Vektor rata-rata peubah
x; : Vektor sampel ke-i

‘ Data dikatakan berdistribusi normal multivariat atau dapat dikatakan gagal menolak H,, apabila terdapat
\" minimal 50% nilai d? < X(Zp;O,S) dan hasil dari scatter plot berupa garis lurus [8].
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“

Multivariat < |
Statistik |
Hotellin

Jika data dalam pengamatan tidak terdapat subgrup atau data bersifat induvidu maka digunakan |
peta kendali statistik Hotelling individu. sebagai berikut [6]:

T= e EXYS L X)) i 120 (11)
dengan
n : Banyak sampel yang terkendali secara variance
T,% : Statistik hitung peta kendali Statistik Hotelling
$~1 :Nilai invers dari matriks varian kovarian sample
X  :Vektor rata-rata peubah

x; . Vektor sampel ke-i
Batas kendali untuk individual Statistik Hotelling dengan sampel kurang dari 100, dapat di

rumuskan sebagai berikut:

pn+ 1)(n— 1)) Q) (12)

BKA=< g
n‘ —np
BKB =0

p merupakan banyak peubah, dengan n — sampel menggunakan distribusi F.

Dini Prihartati 1211100107 | Kajian Pendekatan untuk Memperkirakan Kontribusi Peubah Terhadap Statistik Hotelling



1.Pendahuluan PACIETENEENCEE Y 3. Hasil Pembahasan ZM NG (il 5.Daftar Pustaka
-\ stribusi

M N IS ‘IH e ({--/\‘!W D A\//-ﬁ]h
N 0 ..\‘ \ " // i Kas r,{/» . /M‘ v
IO L Ay ot
\ N & 4 \/ﬁ > ;>N &

Penelitian yang telah dilakukan oleh Sanchez (2012), tetangga terdekat dari titik
pengamatan tersebut diperoleh berdarkan prinsip NICN yang dinyatakan sebagai masalah
optimasi. Teori optimasi yang digunakan adalah pengali Lagrange. Dengan meminimumkan
Mahalanobis Distance dapat diperoleh titik NICN yang minimum. Fungsi objektif dalam
penyelesaian masalah optimasi ini yaitu:

min(xyiey — )T Y71 xeyien — %) (13)

dengan fungsi kendala
Xyicn' R~ Xyen = BKA

BKA — xyjen' R Xyieny = 0 (14)
dengan
xyien - Vektor tetangga terdekat xy;cn
. Vektor sampel x
1 : Matriks invers varian kovarian sampel
. Matriks invers korelasi
BKA : Batas kendali atas Statistik Hotelling Pesamaan (11)
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(7 /—) T?\ 7~ & 1)) A= \\ ‘\(
: / < , . é’\ v & NV 98\

de
o)
Pada kasus optimasi parameter Statistik Hotelling, diasumsikan i = R, jika data yang digunakan
data sampel dengan matriks varian kovarian sampel 1. Fungsi Lagrange yang terbentuk merujuk pada
Persamaan (2) adalah

L= (xyieny — ) P (xyen — 2)+A(BKA — xyien R xyicw)
dapat ditulis juga sebagai:

T.; — v 1
L=xyen ¥ eyen + xTp T — 2xT Yooy on
T
—A(xyien” R 1xNICN — BKA)

Karena parameter optimum yang dicari adalah xp;cy maka dihitung turunan parsial pertama

terhadap peubah xp;cy dan pengali Lagrange. Pada kasus ini tidak terdapat xpy;cy , merujuk pada
Persamaan (3), sehingga

0L |y aad ¥ _
ameN ( '] oA )
Menggunakan Persamaan (4), diperoleh
oL
ol 2 xyien — 2ART xyyey — 297 x =0 (15)
0L T
Y = Xnien R Xyicy —BKA =0 (16)
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pla =y LRl

Nilai tetangga terdekat dari titik pengamatan disebut titik NICN, dipilih berdasarkan prinsip jarak Mahalanobis
dan diasumsikan 3 = R. Persamaan (15) dapat ditulis dengan

oL

OxXNicn

= ZRflxNICN -l ZARilxNICN - 2R71x =0

2(1 . A)R_lxNICN < ZR_lx =

(1= DxyjenR™' = xR

sedemikian hingga

(1= Dxyen = x

X

XNICN = m

Jika dimisalkan
1

1-2

maka xy;-y dinyatakan dalam vektor sampel dan pengali Lagrange yaitu:

b=

Xnien = bx. (17)
Dengan mensubsitusikan Persamaan (17) ke Persamaan (16),

bx"R™1bx — BKA =0
b?(x"R™'x) = BKA

dengan
xTR™'x = BKA (18)
maka
b%(T2) = BKA
, BKA
b= 72 (19)

Nilai optimum Statistik Hotelling dihitung menggunakan Persamaan (13) dengan titik NICN yang diperoleh
menggunakan Persamaan (17). Besar kontribusi peubah Statistik Hotelling dan batas standar kontribusi masing-
masing peubah dihitung berdasarkan Persamaan (5) dan Persamaan (16).
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Pendekatan ﬂm B&J S@ﬂ“
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' {{,!f’”]_!!ﬁ“ 9% Multivariat '
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/ V W W Statistik R
X L) S o/ QLT A

Pada peta kendali Statistik Hotelling batas kendali yang digunakan adalah
sesuai dengan Persamaan 12, dengan p = 4, n = 20, dan F; g5 416 = 3,01

4(21)(19)
202 — (20)(4)

BKA = < )3,01 = 15,02

BKB =0
dan nilai median sebesar 3,61. Pada peta kendali Statistik Hotelling tidak terdapat
data yang out of control atau dengan kata lain peta kendali Statistik Hotelling
telah terkendali secara mean proses sehingga tidak perlu penghapusan

\pengamatan out of control /
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, Studi Kasus )

1. Dihitung = T2 masing-masing sampel menggunakan

Persamaan (18). Misal untuk sampel pertama, Tabel 1. Hasil Perhitungan Tahap 1 dan Tahap 2

4,9211 2,5000 0,0000 0,2842]r4 ; T2, B ; T2, b.
TZ—[4 3 1 2]|>2000 23974 04461 06703]3 1 18,7947 09084 11 735324 04593
0,0000 04461 3,8493 1,0280)|1 2 346518  0,6690 12 454375 05843
0,2842 0,6703 1,0280 0,9847]'2 3 75,8499  0,4522 13 108,2379  0,3785
= 18,7947 4 90,4754  0,4140 14 27,9869  0,7444
Nilai T2 sampel ke-2 s.d. sampel ke-20 dapat dilihat pada 5 85,9226 0,4249 15 43,8894 0,5945
Tabel 1 6 72,0825 0,4639 16 53,3314 0,5393
acaw 4R R _ 7 450839  0,5865 17 50,0233 0,5568
2. Dihitung nilai b yang memuat nilai pengali Lagrange 8  104,7003 03849 18 816751 04358
menggunakan Persamaan (19). Untuk sampel pertama, 9 146441 10291 19 51,6784 05478
10 26,4238 0,7661 20 78,8796 0,4434

hasil perhitungan b; s.d. b,, dapat dilihat pada Tabel 1.
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: N

« Studi Kasus

Tabel 2. Nilai kontribusi masing-masing peubah dan nilai T2
Ci1 Ciz Ci3 Cia i

o~

3. Dihitung xy;cy Optimum, merujuk pada Persamaan (17),

3,2168  1,6084  2,6807  1,6084 5,5116
2,4808  2,0673 12404  1,0337 2,3375
6,1511  4,9209 12302 1,8453 11,3796
0,0583 ~ 0,0874 0,0437 ~ 0,0991 0,0022

4. Dihitung nilai minimum Statistik Hotelling berdasarkan
Persamaan (13). Terdapat Nilai T2, yang melebih BKA
12,05 yaitu pada pengamatan ke-13 dengan nilai

10 09354 09354 0,7016 0,7016  0,6921

Trin = 15,12 dapat dilihat pada Tabel 2. 11 32444 32444 32444 21629  7.2262
12 27024 18709 00000 08315 22515
13 55931 49716 31073 31073 151259
14 10223 12778 02556 02556 0,835
15 16221 24332 12166 20277 52154
16 27643 32250 09214 18429 58703
17 11079 19943 26590 ~ 17727 40255
18 28211 31032 39496 16927  7.2109
19 31651 24869 04522 11304 33391
20 44526 27829 16697 16697 63258

TC=0_052 = 15,02. Nilai yang dihitamkan merupakan titik yang out of

control.

untuk pengamatan pertama, 1 03663 02747 00916  0,1832 0,0761
4 3,5735 2 16549 13239 0,6619  1,1584 1,9361
3 43824 38346 16434 21912 8,4077
3 2,6801

Xniena = 0,9084 11~ 10.8934 4 46877 35158 29298 = 2,3438 9,3041
’ 5 51762 4,0259 11503  1,7254 8,2240

2 1,7867 6

7

8

9
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Uji Distribtsi L
Pendekatan Uji Korelasi Normal \)
Multivariat: )7
Gy
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D@\; @ ‘ ,j'/; “ | r Studi Kasus >

Tabel 3. Data oleh De Maesschalck (Sanchez , 2012)

i Xl X, A X, X,
1 4,00 3,00 1,00 2,00 4,00
2 500 4,00 2,00 3,50 5,00
3 800 7,00 3,00 4,00 8,00
4 . 8,00 6,00 5,00 4,00 8,00
5 9,00 7,00 2,00 3,00 9,00
6 6,00 3,00 5,00 3,00 6,00
7 600 5,00 3,00 2,50 6,00
8 10,00 8,00 2,00 3,00 10,00
9 200 3,00 1,50 3,40 2,00
10 4,00 4,00 3,00 3,00 4,00
11 6,00 6,00 6,00 4,00 6,00
12 650 4,50 0,00 2,00 6,50
13 9,00 8,00 5,00 5,00 9,00
14 4,00 5,00 1,00 1,00 4,00
15 4,00 6,00 3,00 5,00 4,00
16~ 6,00 7,00 2,00 4,00 6,00
17 250 4,50 6,00 4,00 2,50
18 5,00 5,50 7,00 3,00 5,00
19 7,00 5,50 1,00 2,50 7,00
20 -~ 8,00 5,00 3,00 3,00 8,00
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Berdasarkan Analisis dan pembahasan yang telah dilakukan dapat diperoleh kesimpulan:

1. Pendekatan untuk memperkirakan kontribusi peubah Statistik Hotelling menggunakan
Cij = |xij,NICN — Xijj |

2. Dari hasil perhitungan Statistik Hotelling menggunakan data studi kasus dari literatur
sebanyak 20 pengamatan dan empat peubah, peta kendali terkendali secara mean proses
tanpa penghapusan pengamatan yang out of control dengan BKA' sebesar 15.02.
Perhitungan Statistik Hotelling berdasarkan prinsip NICN terkendali secara mean proses
setelah satu pengamatan out of control dihilangkan dengan BKA sebesar 17.57.

3.  Perbandingan yang diperoleh adalah perhitungan menggunakan Statistik Hotelling biasa
tidak dapat diketahui peubah yang merupakan penyebab dari pengamatan out of control,
sedangkan hasil perhitungan Statistik Hotelling menggunakan prinsip NICN dapat
diketahui peubah yang merupakan penyebab pengamatan out of control. Peubah tersebut
dapat dijadikan acuan dalam proses perbaikan selanjutnya.
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