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OPTIMASI DAYA TRANSMISI PADA PENDULUM TERBALIK
BERODA DENGAN KONTROL LINEAR QUADRATIC GAUSSIAN

(LQG) MELALUI KANAL NIRKABEL

Nama : Zuhair
NRP : 06111640000112
Departemen : Matematika FSAD ITS
Dosen Pembimbing : 1. Subchan, Ph.D.

2. Dr. Tahiyatul Asfihani, S.Si., M.Si.Abstrak
Pada kontrol melalui jaringan nirkabel, dibutuhkan daya transmisi
untuk mengirim data baca sensor dari plant ke pengontrol. Tingkat
kesuksesan pengiriman data (PSR) merupakan faktor penting pe-
nentu performa kontrol, dan berbanding lurus dengan daya transmisi
yang digunakan. Oleh karena itu, semakin baik performa kontrol,
semakin tinggi pula daya transmisi yang dibutuhkan. Namun, wire-
less sensor node (WSN) yang terpasang pada plant pada umumnya
memiliki sumber daya yang terbatas. Agar WSN dapat menghe-
mat daya dan menjaga performa kontrol, optimasi daya transmisi
dibutuhkan. Mekanisme optimasi daya transmisi diuji pada plant
berupa pendulum terbalik beroda dengan WSN yang mengirimkan
data baca sensor ke pengontrol melalui kanal nirkabel dengan noise
Gaussian. Gabungan dari Kalman filter dan Linear Quadratic Regu-
lator (LQR), dikenal sebagai Linear Quadratic Gaussian (LQG),
digunakan untuk mendapatkan estimasi state dan kontrol optimal.
Selain itu, digunakan power scheduler (PS) optimal untuk memi-
nimumkan daya transmisi dengan tetap menjaga performa kontrol.
Algoritma aproksimasi digunakan untuk mempermudah simulasi
pemrograman dinamis yang digunakan pada PS. Hasil dari Tugas
Akhir ini adalah daya transmisi yang dibutuhkan terkait perubahan
jarak antara WSN-pengontrol dan waktu sleep mode adalah mini-
mum, dengan tetap menjaga plant stabil di sekitar kondisi acuan.
.
Kata Kunci :Kanal Nirkabel, Kontrol LQG, Optimasi Daya

Transmisi, Pendulum Terbalik Beroda.
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TRANSMISSION POWER OPTIMIZATION ON WHEELED INVERTED
PENDULUM USING LINEAR QUADRATIC GAUSSIAN (LQG)

CONTROL VIA WIRELESS CHANNEL

Name : Zuhair
NRP : 06111640000112
Department : Mathematics FSDA-ITS
Supervisors : 1. Subchan, Ph.D.

2. Dr. Tahiyatul Asfihani, S.Si., M.Si.

Abstract
In a wireless networked control system (W-NCS), power is required
to transmit sensor reading to the controller. It should be noted that
the packet success rate (PSR) is an essential factor in control per-
formance, and PSR is directly proportional to transmission power.
Hence it requires much power to have perfect control performance.
However, in most cases in wireless sensor network scenarios, each
node is attached to a limited power battery; therefore, the scheme
that can harvest the energy while maintaining control performance
is needed. In this study, such a scheme is tested on a wheeled in-
verted pendulum that is attached by the transmitter, which transmits
the sensor data through a lossy wireless channel. The combination
of Kalman filter and Linear Quadratic Regulator (LQR) that is
known as Linear Quadratic Gaussian is used as the backbone of the
scheme to estimate the state and decide the optimal control. In addi-
tion, the optimal power scheduler is introduced to minimized power
usage while maintaining control performance. The approximate
approach is applied to ease the computing cost of dynamic pro-
gramming that is used in the optimal power scheduler. The results
showed that the scheme worked perfectly, wherein power usage is
low, and the stability of the dynamic system is well maintained.
.
Key Words : LQG Control, Transmission Power Optimization,

Wheeled Inverted Pendulum, Wireless Channel.
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BAB I
PENDAHULUAN

Pada bab ini dipaparkan latar belakang masalah, alasan
pemilihan kontrol LQG dan plant berupa pendulum terbalik beroda
pada subbab 1.1. Untuk mempermudah penyelesaian masalah,
dikonstruksi rumusan masalah pada subbab 1.2. Batasan masalah
yang digunakan dalam Tugas Akhir ini ditunjukkan pada subbab
1.3, tujuan Tugas Akhir pada subbab 1.4, dan manfaat Tugas Akhir
pada subbab 1.6.

1.1 Latar Belakang

Internet di masa depan bertujuan mengintegrasikan teknologi
komunikasi yang heterogen, kabel maupun nirkabel, dalam rangka
membangun konsep Internet of Things (IoT) [1]. Walaupun terdapat
banyak cara dalam membangun IoT, jaringan sensor nirkabel paling
banyak digunakan [2]. Sebab, jaringan sensor nirkabel memiliki
banyak keunggulan dibanding jaringan konvensional, seperti, biaya
yang lebih rendah, skalabilitas, keandalan, akurasi, portabilitas, dan
mudah digunakan pada berbagai aplikasi yang berbeda [3]. Jaringan
sensor nirkabel didefinisikan sebagai jaringan dengan perangkat
berukuran kecil, disebut wireless sensor node (WSN), yang secara
spasial terdistribusi dan bekerja secara kooperatif untuk mengan-
tarkan informasi yang dikumpulkan dari data yang dimonitor ke
pengontrol melalui tautan nirkabel [3]. Dengan kemajuan teknologi,
WSN semakin pintar, murah, dan kecil dalam segi ukuran, sehingga
jangkauan pengaplikasinnya semakin meluas.

Dalam konteks IoT, WSN merupakan komponen yang pen-
ting untuk dikaji [2]. Pada umunya, WSN sangat kecil dan membu-
tuh daya yang kecil pula. Namun, node ini hanya dilengkapi dengan
sumber daya yang terbatas dan tidak mungkin diganti dengan sum-
ber daya yang lebih besar [4]. Selain itu, daya pada WSN sebagian
besar digunakan untuk komunikasi. Oleh karena itu, kontrol daya
yang efisien pada komunikasi nirkabel merupakan hal yang penting.

1
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Salah satu cara efektif untuk menghemat daya pada node sensor
nirkabel adalah melakukan kontrol pada daya transmisi.

Gambar 1.1. Arsitektur Umum NCS

Gambar 1.2. Blok Diagram NCS

Hal ini berhubungan dengan network control systems (NCSs).
NCSs adalah sistem yang terdistribusi secara spasial dengan ko-
munikasi antara sensor, aktuator, dan pengontrol melalui jaringan
digital bersama, sebagaimana terlihat pada Gambar 1.1 [5]. Pada
gambar, blok encoder mengubah pengukuran dari sistem pada plant
ke “simbol” yang dapat ditransmisikan melalui jaringan nirkabel
ke pengontrol. Kemudian, dari hasil pengukuran yang diterima, pe-
ngontrol akan mengirimkan kontrol input melalui kanal komunikasi
ke aktuator. Blok decoder melakukan pemetaan aliran simbol yang
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diterima dari jaringan ke continuous actuation signal yang akan
diterima oleh plant.

Blok diagram NCS ditunjukkan pada Gambar 1.2. Pada gam-
bar, untuk waktu k, plant akan mengirimkan informasi state sistem
xk ke sensor. Pengukuran tidak dilakukan pada semua variabel
state sehingga hanya keluaran sistem yk yang akan dikuantifikasi.
Secara garis besar, quantizer akan mengubah pengukuran ke bentuk
diskrit, zk, detail proses ini tidak diperhatikan. Hasil kuantifikasi
akan dikodekan menjadi codeword yang ditransmisikan melalui
lossy channel wireless. Pada kanal nirkabel ini ada kemungkinan
paket informasi tidak berhasil diterima pengontrol sehingga hasil
penerjemahan oleh decoder adalah zkγk, dengan γk = 1 jika zk
diterima, atau γk = 0 jika zk tidak diterima. Kemudian, dilakukan
estimasi full state sistem plant, x̂k. Selanjutnya dari estimasi ini pen-
gontrol akan mengirim kontrol input uk ke plant melalui kanal yang
diasumsikan ideal. Untuk blok quantizer sampai dengan lossy wire-
less channel merupakan bagian dari power scheduler (PS). Bagian
ini bertujuan menentukan besar daya transmisi yang akan digu-
nakan untuk mengirimkan data baca sensor dari plant ke pengontrol
melalui lossy wireless channel.

Digunakan plant berupa pendulum terbalik beroda yang akan
mengirimkan data baca sensor melalui lossy wireless channel ke
pengontrol. Oleh karena itu, WSN terpasang pada plant untuk
berkomunikasi dengan pengontrol. Sedangkan, pengontrol akan
mengirimkan input ke plant agar sistem menjadi stabil di perseki-
taran kondisi acuan tertentu melalui kanal komunikasi yang diang-
gap ideal. Dalam Tugas Akhir ini, daya transmisi yang dibutuhkan
WSN dioptimasi dengan tetap menjaga performa kontrol.

Pendulum terbalik beroda dipilih karena selain tidak terlalu
kompleks, ketakstabilan dinamika pendulum terbalik beroda dapat
menggambarkan sistem kontrol yang dibutuhkan pada NCS secara
umum [6][7][8][9]. Pendulum terbalik beroda merupakan sistem
nonlinear multivariabel yang menjadi objek penting dalam eksperi-
men dan investigasi teroritis pada area teori kontrol dan robotika [8].
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Ketakstabilan sistem ini menyebabkan pendulum tebalik beroda
umum digunakan untuk investigasi, verifikasi, dan validasi ide kon-
trol yang baru digagas [10].

Pada Tugas Akhir ini, sistem dinamik dari pendulum terbalik
beroda dinyatakan dalam persamaan state linear setelah dilinearisasi
di sekitar kondisi setimbang. Hanya dua dari empat variabel state
sistem pendulum terbalik beroda yang diukur. Digunakan LQG
yang merupakan gabungan dari Kalman filter dan LQR untuk men-
dapatkan estimator dan keputusan optimal. Digunakan PS optimal
untuk mendapatkan daya transimisi optimal pada NCS. Daya trans-
misi optimal yang dimaksud adalah daya minimum yang digunakan
WSN terkait dengan perubahan jarak antara plant dan pengontrol,
dan waktu sleep mode dengan tetap menjaga performa kontrol pada
NCS, yaitu, plant berada di persekitaran kondisi acuan.

1.2 Rumusan Masalah

Untuk menyelesaikan masalah yang telah dipaparkan, dibuat
rumusan sebagai berikut:

1. Bagaimana merancang estimator optimal pada pendulum ter-
balik beroda dalam NCS.

2. Bagaimana merancang kontrol optimal pada pendulum terba-
lik beroda dalam NCS.

3. Bagaimana mendapatkan daya transmisi optimal pada NCS.

1.3 Batasan Masalah

Batasan masalah dalam Tugas Akhir ini adalah, sebagai
berikut:

1. Noise dalam pengiriman data dari WSN ke pengontrol di-
anggap berdistribusi Gaussian dengan kanal komunikasi dari
pengontrol ke aktuator pada plant adalah ideal.
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2. Digunakan jenis pengiriman nirkabel dari sensor ke pe--
ngontrol adalah standar IEEE 802.15.4 yang sesuai dengan
additive white Gaussian noise (AWGN).

3. Digunakan cyclic redundancy check (CRC) untuk mendeteksi
eror pada pengiriman data, paket diterima pengontrol dari
plant dengan one-step delay, dan paket yang tidak berhasil
diterima tidak ditransmisikan ulang.

1.4 Tujuan

Tujuan umum Tugas Akhir ini adalah didapat daya transmisi
minimal pada NCS plant pendulum terbalik beroda dengan kendala
performa kontrol tertentu. Sedangkan, tujuan khusus dari Tugas
Akhir ini adalah:

1. Didapat estimator optimal pada pendulum terbalik beroda
dalam NCS.

2. Didapat kontrol optimal pada pendulum terbalik beroda dalam
NCS.

3. Didapat daya transmisi optimal pada NCS.

1.5 Manfaat

Manfaat dari Tugas Akhir ini adalah NCS dapat menghemat
daya transmisi dengan tetap menjaga performansi pada permasala-
han kontrol melalui kanal nirkabel. Selain itu, Tugas Akhir ini
diharapkan dapat menjadi rujukan penelitan tentang kontrol plant
melalui kanal nirkabel dengan daya optimal.





BAB II
TINJAUAN PUSTAKA

Di awal bab ini dibahas penelitian terdahulu yang terkait
dengan kontrol pada pendulum terbalik beroda, kontrol pada kanal
nirkabel, daya transmisi dan packet dropout, dan kontrol daya trans-
misi. Selanjutnya dibahas teori yang digunakan pada pengerjaan
Tugas Akhir ini, yaitu, network control systems, jaringan sensor
nirkabel, komunikasi pada kanal nirkabel, vektor dan matriks acak,
kontrol LQG, optimasi daya transmisi dengan kontrol LQG, dan
pendulum terbalik beroda.

2.1 Pembahasan Penelitian Terdahulu

Penelitian mengenai pemodelan kontrol pendulum terbalik
beroda telah dilakukan oleh Shehu dkk. (2015) [10]. Dalam peneli-
tian tersebut pengukuran dilakukan pada dua dari empat variabel
state dan menggunakan linear quadratic regulator (LQR) untuk
mendapatkan pengontrol optimal. Namun, tidak digunakan Kalman
filter untuk mendapatkan estimator optimal dan kontrol tidak di-
lakukan melalui kanal nirkabel.

Selain itu, Music dkk. (2018) melakukan penelitian ten-
tang kontrol pendulum beroda pada kanal nirkabel [7]. Namun
demikian, penelitian tersebut tidak mempertimbangkan daya trans-
misi yang dibutuhkan untuk melakukan komunikasi antara plant
dan pengontrol. Sebab, dalam penelitian tersebut, komunikasi di-
lakukan melalui wireless local area network (WLAN) bukan low
rate wireless personal area (LR-WPAN) sehingga tidak diperlukan
optimasi daya transmisi. Namun,sistem menjadi tidak fleksibel dan
membutuhkan daya yang besar.

Berdasarkan penelitian Sinopoli dkk. (2004) dan Schenato
dkk. (2007), diketahui bahwa daya transmisi dipengaruhi oleh rasio
sinyal terhadap noise dan packet dropout [11][12]. Packet dropout
dapat menyebabkan ketakstabilan pada estimasi dalam permasala-
han kontrol. Namun demikian, dalam penelitan tersebut belum

7
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digabungkan antara pengontrol dan mekanisme daya transmisi.
Sedangkan, kontrol daya transmisi dengan estimator telah

dibahas oleh Wu dkk. (2015), Ren dkk. (2018), dan Leong dkk.
(2011) [13][14][15]. Namun, dalam desain yang dibuat hanya meng-
gabungkan umpan balik keluaran dan mekanisme daya transmisi,
bukan pengontrol dan mekanisme daya transmisi. Pada tahun 2018,
telah dilakukan penelitian mengenai kontrol LQG pada jaringan
sensor nirkabel oleh Soleymani dkk. [16]. Namun, penelitian terse-
but hanya mengkonstruksi bentuk umum kontrol sistem dinamik
pada kanal nirkabel, tanpa pengimplementasian pada plant tertentu.
Selain itu, dalam penelitian tersebut pembuktian mengenai lemma
yang dikonstruksi tidak dipaparkan secara jelas, sehingga pengem-
bangan teori dan pengimplementasiannya pada plant tertentu tidak
mudah.

2.2 Network Control Systems (NCSs)

NCSs adalah sistem yang terdistribusi secara spasial de-
ngan komunikasi antara sensor, aktuator, dan pengontrol melalui
jaringan digital bersama [5]. Secara umum sistem ini memiliki
arsitektur yang fleksibel yang mengurangi biaya instalasi dan pe-
rawatan karena menggunakan multipurpose shared network untuk
menghubungkan elemen-elemen yang tersebar secara spasial. NCSs
merupakan irisan antara teori kontrol dan komunikasi. Pada umum-
nya, teori kontrol berfokus pada sistem dinamik yang terhubung
melalui “kanal ideal”, sedangkan teori komunikasi mempelajari
transmisi informasi melalui “kanal taksempurna”.

Menurut Hespanha dkk. (2007), beberapa hal yang mem-
bedakan antara NCSs dan sistem kontrol yang lain adalah sebagai
berikut [5]:

1. Band-Limited Channels: jaringan komunikasi hanya dapat
membawa informasi dalam satuan waktu dalam jumlah yang
terbatas.
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2. Sampling dan Delay: untuk mentransmisikan continuous-
time signal melalui jaringan, sinyal harus di-sampling, dikode-
kan ke format digital, ditransmisikan melalui jaringan, dan
terakhir diterjemahkan oleh penerima. Delay antara sampling
dan penerjemahan pada penerima dipengaruhi oleh network
access delays (waktu yang dibutuhkan jaringan untuk mene-
rima data) dan transmission delays (waktu selama data transit
di dalam jaringan). Selain itu, tergantung juga pada kondisi
jaringan seperti antrean dan kualitas kanal.

3. Packet Dropout: perbedaan signifikan antara NCSs dan kon-
trol digital standar adalah kemungkinan data yang hilang saat
transit pada jaringan. Packet dropout diakibatkan eror trans-
misi pada fisik tautan jaringan atau buffer overflows karena
kongesti. Hal ini lebih sering terjadi pada jaringan nirkabel
daripada jaringan kabel.

4. Arsitektur Sistem: Gambar 1.1 menunjukkan arsitektur umum
dari NCS. Pada gambar, blok encoder mengubah pengukuran
ke “simbol” yang dapat ditransmisikan melalui jaringan. En-
coder memutuskan kapan melakukan sampling pada continu-
ous-time signal yang ditransmisikan dan apa yang harus
dikirim melalui jaringan. Sebaliknya, blok decoder melakukan
pemetaan aliran simbol yang diterima dari jaringan ke conti-
nuous actuation signal.

2.3 Sistem Dinamik

Sistem dinamik berdasarkan waktu diskrit yang digunakan
dalam Tugas Akhir ini memenuhi persamaan state linear berikut,

xk+1 = Fxk +Buk + wk (2.1)

untuk waktu k ∈ N+ dan kondisi awal x0 dengan xk ∈ Rn meru-
pakan state pada sistem, F matriks state,B matriks input, uk ∈ Rm
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merupakan kontrol input, wk ∈ Rn merupakan noise Gaussian de-
ngan mean nol dan kovarian R1 � 0. Untuk setiap step waktu,
keluaran sistem diukur melalui WSN, dengan pengukuran sensor,

yk = Hxk + vk (2.2)

dengan yk ∈ Rp merupakan keluaran sistem, H matriks keluaran,
dan vk ∈ Rp merupakan noise Gaussian dengan mean nol dan
kovarian R2 � 0. Selain itu, x0, wk, dan vk saling independen, dan
(F,B) terkontrol dan (F,H) teramati.

Pengukuran dikuantisasi oleh high-resolution quantizer ke
codewords dengan panjang tetap `. Dimodelkan quantizer keluaran,

zk = yk + nk (2.3)

dengan nk diasumsikan Gaussian white noise dengan mean nol
dan kovarian Λ dengan Λ � 0. Diasumsikan setiap pengukuran
codeword dibawa oleh single network packet.

2.4 Jaringan Sensor Nirkabel

Jaringan nirkabel adalah jaringan komputer yang menggu-
nakan koneksi data nirkabel antara node-node jaringan. Sedangkan,
jaringan sensor nirkabel merupakan jaringan tanpa kabel yang ter-
diri dari beberapa sensor untuk memonitor plant dari jauh [17].
Keunggulan jaringan ini adalah mampu beradaptasi pada berbagai
lingkungan dan relatif lebih murah dibanding jaringan lain [18].
Oleh karena itu, jaringan ini dapat dimanfaatkan pada daerah yang
tidak dimungkinkan bagi manusia untuk melakukan pengawasan
[19]. Namun, masa hidup jaringan sensor nirkabel sangat bergan-
tung pada baterai dan tidak dimungkinkan untuk mengisi daya
baterai sehingga efisiensi energi menjadi penting [17].

Pada Tugas Akhir ini, digunakan jenis pengiriman nirkabel
standar IEEE 802.15.4, yaitu, standar teknik pada operasi low-rate
wireless personal area networks (LR-WPANs). Standar ini meru-
pakan salah satu dari empat pilihan teknologi pada jaringan nirkabel



11

IEEE 802, sebagaimana terlihat pada Tabel 2.1. Dalam standar ini,
plant yang menggunakan WPAN cenderung lebih fleksibel dari-
pada WLAN karena sumber daya berupa baterai dapat berpindah
bersama plant. Walaupun IEEE 802.15.4 menggunakan daya yang
lebih sedikit dibanding IEEE 802.15.1, jangkauan area yang lebih
luas, kecepatan pengiriman, dan tujuan otomasi dan kontrol menye-
babkan optimasi daya transmisi pada standar ini menjadi dibutuhkan
[20].

Tabel 2.1. Pilihan Teknologi Jaringan Nirkabel IEEE 802

Nama Jaringan Standar IEEE Dikenal sebagai
Wireless personal
area network
(WPAN)

IEEE 802.15.1 Bluetooth

Low-rate WPAN
(LR-WPAN)

IEEE 802.15.4 ZigBee

Wireless local area
network (WLAN)

IEEE 802.11 WiFi

Wireless
metroplitan area
network (WMAN)

IEEE 802.16 WiMAX

2.5 Komunikasi pada Kanal Nirkabel

Sensor node nirkabel dihubungkan ke pengontrol melalui
kanal komunikasi nirkabel. Menurut Goldsmith (2005), daya dari
sinyal yang ditransmisikan melemah selama sinyal menyebar melalui
kanal [21]. Daya dari sinyal yang diterima memenuhi Persamaan
2.4.

pRXk = pTXk pD
−1

k (2.4)

dengan pRXk daya yang diterima, pTXk daya yang ditransmisikan,
dan pD

−1

k daya yang meluruh akibat pelemahan. Telah dimodelkan
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pelemahan pada kanal dengan model lintasan yang hilang pada
Persamaan 2.5.

pDk =

(
4πfd0

c

)2( d

d0

)η
(2.5)

dengan d0 adalah jarak referensi, d adalah jarak antara WSN dan
pengontrol, f adalah frekuensi pembawa, c adalah kecepatan ca-
haya, dan η adalah pangkat lintasan yang hilang.

Pada kanal AWGN, rasio signal-to-noise yang diterima (SNRk)
dari kanal didefinisikan sebagai rasio dari sinyal yang diterima
pangkat daya noise dalam bandwidth sinyal yang ditransmisikan,
sebagaimana pada Persamaan 2.6 [21].

SNRk =
pRXk
N0Bn

=
EkRc
N0Bn

(2.6)

dengan Ek energi sinyal yang diterima per bit, Rc commnunication
rate, N0 kepadatan spektral daya noise, dan Bn noise bandwidth.
Dengan menunggunakan Persamaan 2.4, 2.5, dan 2.6, didapat Per-
samaan 2.7.

Ek
N0

=

(
4πfd0

c

)−2( d

d0

)−η
(N0Rc)

−1 pTXk (2.7)

Kemudian, menurut Proakis (1995), pengukuran performansi
kanal komunikasi dengan formula pada Persamaan 2.8 [22].

BERk = Q

(√
2Ek
N0

)
(2.8)

dengan BERk merupakan bit error rate dan Q(.) merupakan Q-
function. Sedangkan, tingkat keberhasilan paket transmisi dengan
panjang ` bit dinyatakan dalam Persamaan 2.9.

PSRk = (1− BERk)
` (2.9)
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Dengan menyubstitusi Persamaan 2.8 ke Persamaan 2.9, didapat
Persamaan 2.10.

PSRk =

(
1−Q

(√
2Ek
N0

))`
(2.10)

Dengan menyubstitusi Persamaan 2.7 ke Persamaan 2.10, didapat
daya transmisi pada waktu k sebagai fungsi dari tingkat keberhasi-
lan paket (packet success rate), sebagaimana pada Persamaan 2.11.

pTXk =

c0

(
Q−1

(
1− PSR

1
`
k

))2

,PSRk ∈ [a, b]

0 ,PSRk = 0

(2.11)

dengan [a, b] range PSRk dengan a dan b tertentu, dan c0 pada
Persamaan 2.12.

c0 =
1

2
N0Rc

(
4πfd0

c0

)2( d

d0

)η
(2.12)

Untuk kasus transmitter dalam keadaan sleep mode, PSRk =
0. Oleh karena itu, jika PSRk = 0, maka tidak ada apapun yang
ditransmisikan saat waktu k. Selanjutnya, dinotasikan fungsi pada
Persamaan 2.11 dengan pTXk = ψ (PSRk) terdefinisi pada domain
S = 0 ∪ [a, b].

Packet loss pada kanal dimodelkan dengan i.i.d arrival pro-
cess γk dengan distribusi peluang P(γk = 1) = PSRk sedemikian
hingga dipenuhi Persamaan 2.13.

γk =

{
1, jika zk berhasil diterima
0, lainnya

(2.13)

Oleh karena itu, E[γk] = PSRk. Diasumsikan paket diterima
dengan one-step delay, dan paket yang tidak berhasil diterima tidak
ditransmisikan ulang.
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2.6 Vektor dan Matriks Acak

Dalam pembahasan kontrol stokastik digunakan vektor atau
matriks acak seperti noise, estimator a posteriori, dan lainnya. Oleh
karena itu, pada bagian ini disajikan pengertian tentang vektor dan
matriks acak, nilai harapan, kovarian, dan sifat-sifatnya.

Sebelum membahas matriks acak, terlebih dahulu disajikan
definisi dan notasi operasi matriks transpose, trace, dan norm dari
vektor yang digunakan dalam Tugas Akhir ini. Pada Definisi 2.6.1
dipaparkan pengertian transpose dari suatu matriks. Kemudian,
pengertian trace dari suatu matriks persegi dinyatakan pada Definisi
2.6.2. Selanjutnya, pada Definisi 2.6.3 disajikan pengertian norm
dari suatu vektor.

Definisi 2.6.1. Transpose matriks [23]
Jika sebarang matriks A berukuran p× q, maka transpose dari A,
dinotasikanAT , didefinisikan sebagai matriks q×p yang dihasilkan
dari penukaran baris dan kolom dari A.

Definisi 2.6.2. Trace matriks [23]
Jika A suatu matriks persegi, maka trace dari A, dinotasikan tr(A),
didefinisikan sebagai hasil jumlah dari entri-entri pada diagonal
utama matriks A.

Definisi 2.6.3. Norm Euclid pada vektor [24]
Jika c suatu vektor berukuran p× 1, maka norm dari c dinotasikan
‖c‖, norm Euclid dari c didefiniskan sebagai,

‖c‖ =
√
cT c

Diperhatikan bahwa ‖c‖2 = cT c = tr(cT c) = tr(ccT ) adalah
suatu skalar. Dinotasikan ‖c‖2Q = cTQc untuk suatu matriks Q
berukuran n× n.

Pada Teorema 2.6.1 dan 2.6.2 dipaparkan beberapa sifat trace
dan turunan parsial dari trace matriks terhadap suatu matriks yang
digunakan dalam Tugas Akhir ini.
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Teorema 2.6.1. Sifat trace [23]
Misal A1, A2, dan A3 adalah matriks, dan r ∈ R berlaku,

tr(A1 +A2) = tr(A1) + tr(A2) (2.14)

tr(A1A2A3) = tr(A2A3A1) = tr(A3A1A2) (2.15)

tr(rA1) = r tr(A1) (2.16)

Teorema 2.6.2. Turunan dari trace matriks [25][26]
Misal A1, A2, dan A merupakan matriks, berlaku,

∂ tr(A1AA2)

∂A
= AT1 A

T
2 (2.17)

∂ tr(A1A
TA2)

∂A
= A2A1 (2.18)

∂ tr(ATA2A)

∂A
= A2A+AT2 A (2.19)

Vektor acak adalah vektor dengan elemen-elemenya adalah
peubah acak [27]. Menurut Bain, dkk. (1992), peubah acak didefi-
nisikan sebagai Definisi 2.6.4.

Definisi 2.6.4. Peubah acak [28]
Suatu peubah acak, misalM, merupakan fungsi yang terdefinisi
dari ruang sampel S ke R,M(e) = x, ∀e ∈ S, dengan x adalah
nilai yang mungkin dariM.

Nilai harapan dari matriks (vektor) acak adalah matriks yang
memuat nilai harapan dari setiap elemenya, sebagaimana dinyatakan
pada Definisi 2.6.5
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Definisi 2.6.5. Nilai harapan matriks (vektor) acak [27]
Diberikan M adalah matriks acak berukuran p× q, yaitu matriks
yang entrinya adalah peubah acak. Misal,Mi,j adalah entri pada
baris ke-i dan kolom ke-j dengan i ∈ [1, p] ⊂ N+ dan j ∈ [1, q] ⊂
N+. Kemudian, E[M] adalah matriks dari nilai harapan entri-entri
di M,

E[M] =


E[M1,1] · · · E[M1,q]

...
. . .

...
E[Mq,1] · · · E[Mp,q]

 (2.20)

Selain itu, berlaku sifat-sifat nilai harapan matriks acak pada
Teorema 2.6.3.

Teorema 2.6.3. Sifat nilai harapan matriks acak [27][28][29][30]
Misal M1, M2 adalah matriks acak dengan ukuran sama, dan A1,
A2 adalah matriks konstan, berlaku,

E[M1 + M2] = E[M1] + E[M2] (2.21)

E[A1M1A2] = A1 E[M1]A2 (2.22)

E[MT
1 ] = E[M1]T (2.23)

Jika M3 berukuran p×q dan M4 berukuran q×r saling independen,
maka berlaku,

E[M3M4] = E[M3]E[M4] (2.24)

Jika M3 adalah matriks acak berukuran 1× 1, maka berlaku,

E[M3] = E[tr(M3)] = tr (E[M3]) (2.25)

Jika M4 dan M5 adalah matriks acak berdistribusi bersama, maka
berlaku,

E [E [M4|M5]] = E [M4] (2.26)
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Jika M1 adalah terukur-H, maka berlaku,

E[M1|H] = M1 (2.27)

JikaH ⊆ H1, maka

E[E[M1|H1]|H] = E[M1|H] (2.28)

Menurut Johnson, dkk. (2002), pengertian varian dari matriks
acak dinyatakan pada Definisi 2.6.6.

Definisi 2.6.6. Varian matriks acak [27]
Jika M adalah sebarang matriks acak, maka varian atau kovarian
dari M dinotasikan Var[M] = Cov[M], dengan,

Var[M] = Cov[M] = E
[
(M− E[M]) (M− E[M])T

]
(2.29)

Teorema 2.6.4. Sifat varian matriks acak [28] [29]
Misal, A adalah matriks konstan berukuran p × q, dan X vektor
acak berukuran q × 1 berlaku,

Var[AX] = AVar[X]AT (2.30)

Misal, r1, r2 ∈ R dan X suatu vektor acak, berlaku,

Var [r1X + r2] = r21 Var[X] (2.31)

Misal, X1 dan X2 adalah vektor acak berdimensi sama dan saling
independen, berlaku,

Var [X1 + X2] = Var [X1] + Var [X2] (2.32)

Jika M4 dan M5 adalah matriks acak berdistribusi bersama, maka
berlaku,

Var[M5] = E [Var[M5|M4]] + Var [E [M5|M4]] (2.33)

Menurut Gubner dkk. (2006), kovarian-silang dari dua vektor
acak dinyatakan pada Definisi 2.6.7.
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Definisi 2.6.7. Matriks kovarian-silang [24]
Jika X1 adalah vektor acak berukuran p× 1 dan X2 adalah vektor
acak berukuran q×1, maka matriks kovarian-silang adalah matriks
dengan ukuran p× q, yaitu,

Cov [X1,X2] = E
[
(X1 − E[X1]) (X2 − E[X2])T

]
Teorema 2.6.5. Sifat kovarian-silang [29]
Misal, X1 dan X2 sebagaimana pada Definisi 2.6.7, berlaku,

Cov [X1,X2] = E
[
X1X

T
2

]
− E[X1]E [X2]T (2.34)

Cov [X1,X1] = Cov [X1] = Var [X1] (2.35)

Jika A, C adalah matriks konstan, dan r1, r2 ∈ R, maka berlaku,

Cov [AX1 + r1, CX2 + r2] = ACov [X1,X2]CT (2.36)

Jika X1 dan X2 saling independen, maka berlaku,

Cov [X1,X2] = 0p×q (2.37)

2.7 Kontrol Linear Quadratic Gaussian (LQG)

Kontrol LQG fokus pada kendali sistem linear dengan addi-
tive white Gaussian noise. Ditentukan umpan balik keluaran opti-
mal untuk meminimalkan nilai harapan dari kriteria cost kuadratik.
Secara sederhana, LQG merupakan kombinasi dari Kalman Filter
(linear quadratic state estimator) dan linear quadratic regulator
(LQR) [31].

2.7.1 Kalman filter

Kalman filter atau LQE merupakan algoritma yang menggu-
nakan pengukuran pengamatan terhadap waktu, statistical noise,
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dan menghasilkan estimasi dari variabel yang tidak diketahui de-
ngan melakukan estimasi pada distribusi peluang bersama atas vari-
abel masing-masing waktu [32]. Kalman filter merupakan estimator
rekursif. Artinya, untuk menghitung estimasi state sekarang hanya
dibutuhkan estimasi state dari timestep sebelum dan pengukuran
timestep sekarang. Notasi x̂q|p artinya estimasi dari x pada waktu
q dengan pengamatan sampai dengan p ≤ q. Selanjutnya, dalam
Tugas Akhir ini, untuk waktu k dan k − 1, x̂k|k−1 ditulis sebagai
x̂k, dan x̂k|k ditulis sebagai x̂k+ .

State filter direpresentasikan dengan dua variabel, yaitu, a
posteriori state estimate pada waktu k dengan pengamatan sampai
waktu k ( x̂k+), dan matriks a posteriori error covariance yang
mengukur akurasi estimasi state (Pk+). Kalman filter dikonsep-
kan dengan dua fase, yaitu, “Predict” dan “Update”. Fase predict
menggunakan estimasi state dari timestep sebelum untuk menges-
timasi state timestep sekarang, dikenal sebagai estimasi state a
priori. Sedangkan, pada fase update prediksi a priori sekarang diga-
bungkan dengan pengamatan sekarang untuk memperhalus estimasi
state, dikenal sebagai estimasi state a posteriori [33].

Untuk fase predict diformulasikan estimasi state yang dipre-
diksi (a priori) sebagai Persamaan 2.38.

x̂bk+1 = Fx̂bk+ +Buk (2.38)

Sedangkan, error covariance yang diprediksi (a priori), dinyatakan
dalam Persamaan 2.39.

P bk+1 = FPk+F
T +R1. (2.39)

Untuk fase update, diformulasikan inovasi pengukuran pada
Persamaan 2.40.

z̃bk = zk −Hx̂bk. (2.40)

Inovasi kovarian pada Persamaan 2.41,

Gk+1 = HP bkH
T +Rk. (2.41)
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Kalman gain optimal pada Persamaan 2.42,

Kb
k = P bkH

TG−1
k . (2.42)

Estimasi state setelah dilakukan update (a posteriori) pada waktu k
ditunjukkan di Persamaan 2.43.

x̂bk+ = x̂bk +Kb
kz̃
b
k. (2.43)

Estimasi kovarian yang dilakukan update (a posteriori), ditunjukkan
pada Persamaan 2.44.

P bk+ =
(
I −Kb

kH
)
P bk . (2.44)

Dalam kasus matriks eror kovarian, tr (Pk+1) adalah jumlah dari
mean squared errors (MSE) [34]. Oleh karena itu, tujuan dari
Kalman filter untuk meminimumkan MSE ekivalen dengan memi-
nimumkan tr (Pk+1), yang artinya akan dicari tr (Pk+) minimum.
Untuk mendapatkan kondisi minimum ini, dicari turunan pertama
tr (Pk+) terhadap Kk sama dengan nol.

2.7.2 Kontrol linear quadratic regulator (LQR)

Tugas Akhir ini fokus pada kontrol LQR pada waktu diskrit.
Indeks performansi didefinisikan pada Persamaan 2.45,

Jb = xTNQ
bxN +

N−1∑
k=0

(
xTkQ

bxk + uTkR
buk + 2xTkN

buk

)
(2.45)

dengan kontrol optimal pada Persamaan 2.46 untuk meminimalkan
indeks performansi pada Persamaan 2.45,

ubk = −Lbkxk (2.46)

dengan,

Lbk = (Rb +BTP bk+1B)−1
(
BTSbk+1F +NT

)
(2.47)
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dan Sk didapat dari persamaan Ricatti pada Persamaan 2.48 [35].

Sbk−1 =F TSbkF −
(
ATSbkB +N

)(
R+BTSbkB

)−1

(
BTSbkF +N bT

)
+Q (2.48)

dengan kondisi awal P bN = Qb.

2.8 Optimasi Daya Transmisi dengan Kontrol LQG

Secara umum antara daya transmisi dan performa pengiri-
man data memiliki hubungan yang berbanding lurus, semakin baik
performa semakin tinggi pula daya transmisi yang dibutuhkan [4].
Selain itu, daya transmisi yang merupakan fungsi PSR pada Per-
samaan 2.11 dipengaruhi oleh jarak antara WSN dan pengontrol (d)
pada Persamaan 2.5. Oleh karena itu, yang dimaksud optimasi daya
transmisi dalam Tugas Akhir ini adalah penentuan daya minimum
yang digunakan WSN terkait dengan perubahan jarak (d) dan waktu
sleep mode dengan tetap menjaga performa kontrol pada NCS.

Misal π dan µ sebagai keputusan packet success rate dan
keputusan kontrol. Pada waktu k, diasumsikan informasi yang
tersedia pada pengontrol dinyatakan pada Persamaan 2.49.

Ik = {γ0:k−1, u0:k−1, z0:k−1} . (2.49)

Diasumsikan pengontrol melaporkan daya transmisi melalui kanal
komunikasi yang ideal ke sensor node nirkabel. Penalti deviasi
antara performa kontrol dan usaha kontrol atas waktu N , diukur
dengan fungsi kuadratik pada Persamaan 2.50.

Φ = E

[
‖xN+1‖2Q0

+

N∑
k=0

(
‖xk‖2Q1

+ ‖uk‖2Q2

)]
(2.50)

dengan Q0, Q1 � 0 dan Q2 � 0 merupakan matriks bobot.
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Ditentukan nilai optimal dari π dan µ yang akan memini-
malkan daya transmisi yang dibutuhkan pada performa kontrol
tertentu β, yaitu,

Ψ = inf
π,µ:Φ≤β

E

[
N∑
k−0

ψ (PSRk)

]
(2.51)

ekivalen dengan,

Ψ = inf
π,µ

E

[
λ‖xN+1‖2Q1

+

N∑
k=0

(
ψ (PSRk) + λ‖xk‖2Q1

+ λ‖uk‖2Q2

)]
(2.52)

dengan λ > 0 sebagai pengali Lagrange.

2.9 Pendulum Terbalik Beroda

Gambar 2.1. Pendulum Terbalik Beroda Bermotor pada NCS

Pendulum terbalik beroda merupakan sistem nonlinear multi-
variabel yang menjadi objek penting dalam eksperimen dan investi-
gasi teroritis pada area teori kontrol dan robotika [8]. Ketakstabilan
sistem ini menyebabkan pendulum terbalik beroda umum digu-
nakan untuk investigasi, verifikasi, dan validasi ide kontrol yang
baru digagas [10].

Pada Tugas Akhir ini plant yang dikontrol melalui kanal nir-
kabel adalah pendulum terbalik beroda dengan motor sebagaimana
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terlihat pada Gambar 2.1. F adalah gaya yang menggerakan pen-
dulum dan landsannya secara horizontal, l panjang pendulum dari
pusat massa, m massa pendulum, M massa landasan pendulum,
I momen massa dari inersia pendulum, g koefisien gravitasi, b
koefisien gesek roda dengan lintasan [36][37].

Gaya F merupakan kontrol input yang menggerakkan roda
pendulum secara horizontal. Sedangkan, φ adalah deviasi sudut
pendulum terhadap posisi setimbang vertikal ke atas, dengan tanda
positif berarti deviasi ke arah depan plant, dan tanda negatif deviasi
ke arah belakang plant. Dalam Tugas Akhir ini, dinamika sistem
pendulum terbalik beroda dilinearkan disekitar posisi setimbang
pendulum vertikal ke atas, φ = 0.

Keluaran sistem ini adalah posisi angular pendulum φ, dan
posisi horizontal plant X terhadap suatu titik acuan tertentu yang
didefinisikan. Persamaan hasil pelinearan dari gaya pada sistem

dengan x =
[
X Ẋ φ φ̇

]T
ditunjukkan pada Persamaan 2.53

dan 2.54 [36][37].

ẋ = F cx+Bcu+ w (2.53)

dengan matriks state berdasarkan waktu kontinu,

F c =


0 1 0 0

0 −(l+ml2)b
I(M+m)+Mml2

m2gl2

I(M+m)+Mml2
0

0 0 0 1

0 −mlb
I(M+m)+Mml2

mgl(M+m)
I(M+m)+Mml2

0


dan matriks input berdasarkan waktu kontinu,

Bc =


0

I+ml2

I(M+m)+Mml2

0
ml

I(M+m)+Mml2
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dan w adalah noise pada state sistem. Terdapat noise state karena
model sistem dinamik tidak sepenuhnya merepresentasikan sistem
nyata. Sedangkan, pengkuran sensor adalah,

y = Hcx+ v (2.54)

dengan matriks keluaran berdasarkan waktu kontinu,

Hc =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]

dan v noise pengukuran. Terdapat noise pengukuran karena data
baca sensor tidak selalu akurat. Dengan demikian, matriks F , B,
dan H pada Persamaan 2.1 dan 2.2, masing-masing merupakan
hasil pendiskritan F c, Bc, dan Hc pada Persamaan 2.53 dan 2.54.

Dalam Tugas Akhir ini, plant berupa pendulum tebalik beroda
bermotor pada Gambar 2.1 mengirimkan data baca sensor (hasil pen-
gukuran) ke pengontrol melalui lossy wireless channel. Sedangkan,
plant menerima kontrol input dari pengontrol melalui kanal komu-
nikasi yang dianggap ideal. Selain itu, sebagaimana -dinyatakan
pada Persamaan 2.54, tidak semua variabel state diukur sehingga
diperlukan estimasi full state.



BAB III
METODE PENELITIAN

Pada bab ini dijelaskan objek, aspek, peralatan penunjang,
lokasi, dan tahapan penelitian Tugas Akhir.

3.1 Objek dan Aspek Penelitian

Objek dari penelitian ini adalah sistem dinamis pendulum
terbalik beroda pada NCS. Sedangkan, aspek penelitian adalah
optimasi daya transmisi pada NCS.

3.2 Peralatan Penunjang Penelitian

Peralatan penunjang yang digunakan dalam penelitian ini
adalah laptop Asus A450C dengan sistem operasi Windows 10
64-bit, memori RAM 8 GB, processor Intel Core i3. Digunakan
perangkat lunak MATLAB untuk simulasi sistem dinamik.

3.3 Lokasi Penelitian

Lokasi penelitian di Laboratorium Pemodelan dan Simulasi
Sistem, Departemen Matematika, ITS, Surabaya.

3.4 Tahapan Penelitian

Tahapan penelitian dalam Tugas Akhir ini dibagi menjadi
beberapa langkah, ditunjukkan pada Gambar 3.1:

1. Menentukan nilai sistem pendulum terbalik beroda
Ditentukan nilai pada matriks F , B, dan C sehingga (F,B)
terkontrol dan (F,C) teramati. Komputer tidak dapat mem-
proses data kontinu sehingga sistem linear time-invariant
pada Persamaan 2.53 dan 2.54 didiskritkan dengan menggu-
nakan zero order hold (ZOH) dengan sample time tertentu.

25
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Menentukan nilai sistem
pendulum terbalik beroda

Sistem
terkontrol dan

teramati?

.

.

Merancang estimator optimal pada
pendulum terbalik beroda dalam NCS

Merancang kontrol optimal pada
pendulum terbalik beroda dalam NCS

Mendapatkan daya trans-
misi optimal pada NCS

lmplementasi dan si-
mulasi NCS pada Matlab

Menyusun laporan akhir dan paper

Ya

Tidak

Gambar 3.1. Blok Diagram Pengerjaan Tugas Akhir

2. Merancang estimator optimal pada pendulum terbalik
beroda dalam NCS
Digunakan Kalman filter untuk mendapat estimator optimal
dari pengukuran yang diberikan keluaran pendulum terbalik
beroda dalam NCS.



27

3. Merancang kontrol optimal pada pendulum terbalik beroda
dalam NCS
Digunakan LQR dengan cara menyelesaikan persamaan Ri-
ccati dengan pemrograman dinamis untuk mendapat kontrol
optimal.

4. Mendapatkan daya transmisi optimal pada NCS
Dikonstruksi keputusan daya transmisi optimal pada NCS.

5. lmplementasi dan simulasi NCS pada Matlab
Disimulasikan trayektori variabel state dari sistem dinamik,
daya transmisi, PSR, dan γ tiap step waktu.

6. Menyusun laporan akhir dan paper





BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini ditentukan nilai pada model linear sistem pendu-
lum terbalik beroda yang sesuai dengan batasan masalah penelitan.
Selanjutnya, didesain estimator optimal dengan Kalman filter dan
kontrol optimal dengan LQR. Kemudian, ditentukan keputusan
packet success rate (PSR) optimal. Berdasarkan keputusan terse-
but, ditentukan daya transmisi optimal. Selain itu, ditunjukkan
berlakunya Prinsip Pemisahan sehingga mekanisme daya transmisi
yang didapat terjamin optimal secara keseluruhan sistem. Digu-
nakan algoritma aproksimasi untuk pendekatan nilai PSR optimal
sehingga efisien untuk diimplementasi dalam bahasa pemrograman.
Terakhir, dilakukan simulasi sistem pendulum terbalik beroda de-
ngan estimator, pengontrol, dan daya transmisi optimal pada NCS
dengan piranti lunak Matlab.

4.1 Model Linear Sistem Pendulum Terbalik Beroda

Tabel 4.1. Nilai Parameter Pendulum Terbalik Beroda

Nama Parameter Simbol Nilai Satuan
Massa landasan pendulum M 0, 5 kg

Massa pendulum m 0, 2 kg

Koefisien gesek roda pada lintasan b 0, 1 N/m/s

Panjang pendulum ke pusat massa l 0, 3 m

Momen massa inersia pendulum I 0, 006 kg m2

Koefisien gravitasi g 9, 8 m/s2

Dalam Tugas akhir ini, untuk sistem dinamik plant berupa
pendulum terbalik beroda pada Persamaan 2.53 dan 2.54 di halaman
23 diasumsikan nilai-nilai pada Tabel. 4.1 sehingga diperoleh sistem
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dinamik pendulum terbalik beroda berdasarkan waktu kontinu,

ẋ = F cx+Bcu+ w (4.1)

dengan

F c =


0 1 0 0

0 −0.1818 2.6727 0

0 0 0 1

0 −0.4545 31.1818 0



Bc =


0

1.8182

0

4.5455


dan w adalah noise pada state sistem. Sedangkan, pengkuran sensor
berdasarkan waktu kontinu adalah,

y = Hcx+ v (4.2)

dengan

Hc =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]

dan v noise pengukuran.
Digunakan zero order hold dengan sampling time Ts =

1/100 pada piranti lunak MATLAB untuk mendapatkan model
linear diskrit. Didapat sistem dinamik berdasarkan waktu diskrit
dari persamaan 4.1,

xk+1 = Fxk +Buk + wk (4.3)
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dengan

F =


1 0.0100 0.0001 0

0 0.9982 0.0267 0.0001

0 0 1.0016 0.0100

0 −0.0045 0.3119 1.0016



B =


0.0001

0.0182

0.0002

0.0454


untuk waktu k ∈ N dan kondisi awal

x0 =
[
0 0 5π/180 0

]T
dan wk ∈ Rn merupakan noise Gaussian dengan mean nol dan
kovarian R1 � 0. Untuk setiap step waktu, keluaran sistem diukur
melalui WSN, dengan pengukuran sensor berdasarkan waktu diskrit
dari Persamaan 4.2,

yk = Hxk + vk (4.4)

dengan

H =

[
1 0 0 0

0 0 1 0

]
dan vk ∈ Rp merupakan noise Gaussian dengan mean nol dan
kovarian R2 � 0.

Pengukuran dikuantisasi oleh high-resolution quantizer ke
codewords dengan panjang tetap `. Dimodelkan quantizer keluaran,

zk = yk + nk (4.5)
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dengan nk diasumsikan Gaussian white noise dengan mean nol dan
kovarian Λ dengan Λ � 0.

Nilai pada Tabel. 4.1 dipilih sedemikian hingga (F,B)
terkontrol, dan (F,H) teramati. Ditentukan nilai kovarian noise,
R1, R2, dan Λ pada beberapa skenario simulasi NCS di subab 4.7.
Dengan demikian, dapat digunakan Kalman filter untuk menda-
patkan estimasi full state optimal dan LQR untuk mendapatkan
pengontrol optimal sehingga sistem stabil. Sistem distabilkan di-

sekitar kondisi acuan, xref =
[
1 0 0 0

]T
. Artinya, pendulum

terbalik beroda yang semula berhenti pada posisi 0 terhadap suatu
titik acuan tertentu, dengan sudut antara pendulum dan garis vertikal
ke atas adalah 5◦ ke arah depan tanpa kecepatan sudut, dikontrol
melalui kanal nirkabel sehingga pendulum terbalik beroda berhenti
pada posisi 1 terhadap suatu titik acuan tertentu, dengan pendulum
tegak ke atas tanpa kecepatan sudut.

4.2 Estimator Optimal

Pada bagian ini ditentukan estimasi state optimal dengan Ik
sebagai informasi yang diketahui oleh pengontrol. Dalam Tugas
Akhir ini dikonstruksi Teorema 4.2.1 beserta pembuktiannya dengan
menggunakan Kalman filter. Sebab, pada Penelitian Soleymani,
dkk. (2018) terdapat inkonsistensi pendefinisian Kalman gain pada
lemma dan pembuktian estimasi state optimal.

Teorema 4.2.1. Optimasi estimasi state dari sistem yang didefi-
nisikan pada Persamaan 4.3, 4.4, dan 4.5 melalui kanal one-step-
delay dengan arrival process pada Persamaan 2.13 dilakukan de-
ngan meminimalkan mean square error (MSE). Didapat estimator
optimal pada pengontrol sebagai berikut,

x̂k+1 = Fx̂k +Buk + γkFKk (zk −Hx̂k) (4.6)

Pk+1 = FPkF
T +R1 − γkFKkHPkF

T (4.7)
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dengan x̂k = E [xk| Ik], Pk = Cov[xk| Ik], dan

Kk = PkH
T
(
HPkH

T + R̄2

)−1
(4.8)

dengan kondisi awal x̂0 = m0, P0 = R0, dan R̄2 = R2 + Λ.

Bukti. Dipilih estimasi state a priori untuk waktu k + 1, yaitu,
x̂k+1, merupakan nilai harapan dari xk+1 dengan informasi tersedia
pengontrol Ik+1, dinyatakan pada Persamaan 4.9.

x̂k+1 = E [xk+1| Ik+1] (4.9)

Persamaan 2.1 halaman 9 disubstitusi ke Persamaan 4.9 meng-
hasilkan,

x̂k+1 = E [Fxk +Buk + wk| Ik+1] (4.10)

Pada Persamaan 4.10 jelas bahwa F , dan Buk adalah matriks kon-
stan. Dengan menggunakan sifat nilai harapan pada Persamaan
2.21, 2.22 halaman 16 , dan fakta bahwa mean dari wk adalah 0,
didapat,

x̂k+1 = F E [xk| Ik+1] +Buk (4.11)

Dipilih estimasi state a posteriori untuk waktu k sebagai nilai hara-
pan dari xk dengan kondisi Ik+1 sebagai informasi yang tersedia
pada pengontrol, dengan kata lain, x̂k+ = E [xk| Ik+1]. Oleh
karena itu, Persamaan 4.11 dapat ditulis sebagai,

x̂k+1 = Fx̂k+ +Buk (4.12)

Estimasi state a priori pada NCS yang dinyatakan pada Persamaan
4.12 ekivalen dengan bentuk umum state a priori Kalman filter
pada Persamaan 2.38 halaman 19 .

Eror kovarian pada waktu k + 1 dengan informasi Ik+1 (a
priori), dirumuskan sebagai,

Pk+1 = Var [xk+1 − x̂k+1| Ik+1] (4.13)
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dengan menyubstitusi Persamaan 2.1 halaman 9 dan Persamaan
4.12 ke Persamaan 4.13, didapat,

Pk+1 = Var [Fxk +Buk + wk − Fx̂k+ −Buk| Ik+1]

= Var [F (xk − x̂k+) + wk| Ik+1] (4.14)

Jelas bahwa F (xk − x̂k+) dan wk merupakan vektor acak beruku-
ran sama dan saling independen. Oleh karena itu, pada Persamaan
4.14 dapat digunakan sifat kovarian matriks pada Persamaan 2.32
halaman 17 sehingga diperoleh,

Pk+1 = Var [F (xk − x̂k+)| Ik+1] + Var [wk| Ik+1] (4.15)

F adalah matriks konstan sehingga berlaku sifat varian pada Per-
samaan 2.30 halaman 17. Selain itu, dengan fakta bahwawk sebagai
noise pada state sistem adalah independen terhadap Ik+1 dengan
Var[wk] = R1, Persamaan 4.15 dapat ditulis sebagai,

Pk+1 = F Var [(xk − x̂k+)| Ik+1]F T +R1 (4.16)

Pada Persamaan 4.16, diperhatikan Var [(xk − x̂k+)| Ik+1]. Dalam
kasus ini, eror kovarian a posteriori untuk waktu k dinyatakan
sebagai varian dari akurasi estimasi state a posteriori pada waktu k
dengan kondisi Ik+1 sebagai informasi yang diketahui pengontrol,
atau sebagaimana dinyatakan pada Persamaan 4.17.

Pk+ = Var [(xk − x̂k+)| Ik+1] (4.17)

Oleh karena itu, dengan menyubstitusi Persamaan 4.17 ke Per-
samaan 4.16, didapat,

Pk+1 = FPk+F
T +R1 (4.18)

Dalam hal ini, eror kovarian a priori pada NCS di Persamaan 4.18
ekivalen dengan bentuk umum eror kovarian a priori Kalman filter
di Persamaan 2.39 halaman 19.
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Sebagaimana telah dipaparkan pada subab 2.7.1 halaman
18, tujuan dari Kalman filter adalah meminimumkan MSE yang

ekivalen dengan mendapatkan Kk saat
∂ tr(Pk+)
∂Kk

= 0. Oleh karena
itu, pembahasan selanjutnya dalam pembuktian ini difokuskan pada
waktu k.

Dimisalkan z̃k sebagai inovasi pengukuran yang dinyatakan
sebagai berikut,

z̃k = zk − ẑk (4.19)

Dipilih estimasi pengukuran, ẑk, pada Persamaan 4.19 sama dengan
nilai harapan dari zk pada Persamaan 2.3 halaman 10.

ẑk = E [zk] = E [yk + nk] (4.20)

Dengan melakukan substitusi Persamaan 2.2 halaman 10 ke Per-
samaan 4.20, menggunakan sifat kelinearan nilai harapan pada
Persamaan 2.21, dan fakta bahwa mean vk dan nk masing-masing
adalah 0, didapat,

ẑk = E [Hxk + vk + nk] = Hx̂k (4.21)

dengan menyubstitusi Persamaan 4.21 ke Persamaan 4.19 didapat,

z̃k = zk −Hx̂k (4.22)

Terlihat bahwa inovasi pengukuran pada NCS di Persamaan 4.22
ekivalen dengan bentuk umum inovasi pengkuruan Kalman Filter
pada Persamaan 2.40 halaman 2.40. Substitusi Persamaan 2.3 ke
Persamaan 4.22 menghasilkan,

z̃k = yk + nk −Hx̂k (4.23)

Persamaan 2.2 halaman 10 disubstitusi ke Persamaan 4.23 sehingga,

z̃k = Hxk + vk + nk −Hx̂k
= H(xk − x̂k) + (vk + nk) (4.24)



36

Kemudian, estimasi state a posteriori untuk waktu k adalah
gabungan antara estimasi state a priori waktu k dan pengamatan
waktu k, atau dapat ditulis sebagai,

x̂k+ = x̂k + γkKkz̃k (4.25)

dengan Kk adalah Kalman gain pada waktu k yang akan dicari.
Terlihat bahwa perbedaan bentuk umum estimasi state a

posteriori Kalman filter pada Persamaan 2.43 halaman 20 dan Per-
samaan 4.25 adalah pada pengali γk. Sebab, pada NCS, hasil
kuantifikasi pengamatan sistem yang diukur akan melalui lossy
wireless channel sebelum dilakukan estimasi, sebagaimana diilus-
trasikan pada Gambar. 1.2. Hal ini mengakibatkan pengamatan
sistem waktu sekarang dipengaruhi oleh i.i.d arrival process, γk.

Dilakukan substitusi Persamaan 4.25 ke Persamaan 4.17 se-
hingga didapat,

Pk+ = Var [xk − x̂k − γkKkz̃k| Ik+1] (4.26)

Persamaan 4.24 disubstitusi ke Persamaan 4.26 sehingga berlaku,

Pk+ = Var [xk − x̂k − γkKk (H(xk − x̂k) + (vk + nk))| Ik+1]

= Var [(I − γkKkH) (xk − x̂k)− γkKk(vk + nk)| Ik+1]
(4.27)

Diperhatikan pada Persamaan 4.27, antara (xk − x̂k) (I − γkKkH)
dan γkKk(vk + nk) adalah dua vektor acak dengan dimensi sama
yang saling independen. Oleh karena itu, dengan sifat varian pada
Persamaan 2.32 halaman 17, Persamaan 4.27 dapat ditulis sebagai,

Pk+ = Var [(I − γkKkH) (xk − x̂k)| Ik+1]

+ Var [γkKk(vk + nk)| Ik+1] (4.28)

Berdasarkan penilitian Soleymani dkk. (2018) diketahui bahwa Kk,
dan γk adalah terukur-Ik. Dengan demikian, untuk γk, dan Kk

dapat digunakan sifat pada Persamaan 2.28 halaman 17. Maka dari
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itu, digunakan sifat varian pada Persamaan 2.30 dan 2.31 halaman
17 sehingga Persamaan 4.28 dapat ditulis sebagai,

Pk+ = (I − γkKkH) Var [(xk − x̂k)| Ik+1] (I − γkKkH)T

+ γ2
kKk Var [(vk + nk)| Ik+1]KT

k (4.29)

Jelas Ik ⊂ Ik+1 sehingga eror kovarian a priori untuk waktu k
dapat dinyatakan sebagai,

Pk = Var [(xk − x̂k)| Ik]
= Var [(xk − x̂k)| Ik+1] (4.30)

Jelas bahwa vk dan nk adalah vektor acak berdimensi sama dan sa-
ling independen. Dengan menggunakan sifat varian pada Persamaan
2.32 halaman 17, dan substusi Persamaan 4.30 ke Persamaan 4.29,
diperoleh,

Pk+ = (I − γkKkH)Pk (I − γkKkH)T

+ γ2
kKk (Var [vk| Ik+1] + Var [nk| Ik+1])KT

k (4.31)

Jelas bahwa vk dan nk tidak bergantung pada Ik+1 sehingga berlaku,

Var [vk| Ik+1] = Var[vk] = R2 (4.32)

dan

Var [nk| Ik+1] = Var[nk] = Λ (4.33)

Kemungkinan nilai γk adalah 0 atau 1 sebagaimana dinyatakan pada
Persamaan 2.13 sehinga

γ2
k = γk (4.34)

Persamaan 4.32, 4.33, dan 4.34 disubstitusi ke Persamaan 4.31
sehingga didapat,

Pk+ = (I − γkKkH)Pk (I − γkKkH)T + γkKk (R2 + Λ)KT
k

(4.35)



38

Dimisalkan,

R̄2 = R2 + Λ (4.36)

sehingga hasil subsitusi Persamaan 4.36 ke Persamaan 4.35 yang
dilanjutkan dengan operasi aljabar pada matriks yang melibatkan
substitusi Persamaan 4.34, diperoleh,

Pk+

= (I − γkKkH)Pk (I − γkKkH)T + γkKkR̄2K
T
k

=Pk − γkKkHPk − γkPkHTKT
k + γkKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k

(4.37)

Pada Persamaan 4.18 tr (Pk+1) merupakan jumlah dari MSE,
untuk meminimumkan MSE ekivalen dengan , meminimumkan
tr (Pk+) dari Persamaan 4.37. Oleh karena itu, tr (Pk+) diturunkan
secara parsial terhadap matriks Kk dengan ruas kanan sama dengan
nol, yaitu,

∂ tr (Pk+)

∂Kk
= 0

∂ tr (Pk)

∂Kk
− γk

∂ tr (KkHPk)

∂Kk
− γk

tr
(
PkH

TKT
k

)
∂Kk

+γk
∂ tr

(
Kk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k

)
∂Kk

= 0 (4.38)

Diperhatikan masing-masing suku pada ruas kiri Persamaan 4.38.
Jelas bahwa,

∂ tr (Pk)

∂Kk
= 0 (4.39)

karena tr(Pk) bukan fungsi dari Kk. Dengan menggunakan sifat
turunan trace matriks pada Persamaan 2.17 halaman 15, diperoleh,

∂ tr (KkHPk)

∂Kk
= (HPk)

T (4.40)
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Jelas bahwa, Pk merupakan matriks simetri sehingga berlaku,

(HPk)
T = P Tk H

T = PkH
T (4.41)

Substitusi Persamaan 4.41 ke Persamaan 4.40 menghasilkan,

∂ tr (KkHPk)

∂Kk
= PkH

T (4.42)

Digunakan sifat turunan trace matriks pada Persamaan 2.18 hala-
man 15 untuk mendapatkan,

∂ tr
(
PkH

TKT
k

)
∂Kk

= PkH
T (4.43)

Sifat turunan trace matriks pada Persamaan 2.19 halaman 15 digu-
nakan untuk memperoleh,

∂ tr
(
Kk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k

)
∂Kk

=Kk

(
HPkH

T + R̄2

)T
+Kk

(
HPkH

T + R̄
)

(4.44)

Jelas bahwa,
(
HPkH

T + R̄2

)
adalah matriks simetri. Hal ini

menyebabkan Persamaan 4.44 dapat dinyatakan sebagai,

∂ tr
(
Kk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k

)
∂Kk

= 2Kk

(
HPkH

T + R̄
)

(4.45)

Dengan menyubstitusi Persamaan 4.39, 4.42, 4.43, dan 4.45 ke
Persamaan 4.38, dihasilkan,

−2γk
(
PkH

T
)

+ 2γkKk

(
HPkH

T + R̄2

)
= 0

Kk

(
HPkH

T + R̄2

)
= PkH

T

(4.46)

Jelas bahwa matriks simetri
(
HPkH

T + R̄
)
� 0 merupakan syarat

cukup untuk memiliki invers. Oleh karena itu, Persamaan 4.46
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dapat dikalikan dengan
(
HPkH

T + R̄2

)−1 di sebelah kanan kedua
ruas yang menghasilkan,

Kk = PkH
T
(
HPkH

T + R̄2

)−1
(4.47)

Dengan mengalikan KT di sebelah kanan kedua ruas Per-
samaan 4.46, diperoleh,

Kk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT = PkH

TKT
k (4.48)

Persamaan 4.48 disubtstusi ke Persamaan 4.37 menghasilkan,

Pk+ = Pk − γkKkHPk − γkPkHTKT
k + γkPkH

TKT
k

= (In − γkKkH)Pk (4.49)

Untuk mendapatkan bentuk lain dari x̂k+ , Persamaan 4.22 disubsti-
tusi ke Persamaan 4.25 sehingga

x̂k+ = x̂k + γkKk (zk −Hx̂k) (4.50)

Jadi, telah didapat Kalman gain pada Persamaan 4.47 yang
menyebabkan eror kovarian a posteriori pada Persamaan 4.49
adalah minimum dan estimasi state a posteriori pada Persamaan
4.50 adalah optimum. Dengan kata lain, eror kovarian a posteriori
minimum adalah hasil substitusi Persamaan 4.47 ke Persamaan
4.49, yaitu,

Pk+ =
(
In − γkPkHT

(
HPkH

T + R̄2

)−1
H
)
Pk

dan estimasi state a posteriori optimum adalah hasil substitusi
Persamaan 4.47 pada Persamaan 4.50, yaitu,

x̂k+ = x̂k + γkPkH
T
(
HPkH

T + R̄2

)−1
(zk −Hx̂k)

Untuk mendapatkan estimasi state a priori optimal, Per-
samaan 4.50 disubstitusi ke Persamaan 4.12,

x̂k+1 = F (x̂k + γkKk (zk −Hx̂k)) +Buk

= Fx̂k +Buk + γkFKk (zk −Hx̂k)
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Artinya, Persamaan 4.6 pada Teorema 4.2.1 terbukti. Sedangkan,
untuk mendapatkan eror kovarian a priori minimum, Persamaan
4.49 disubstitusi ke Persamaan 4.18,

Pk+1 = F (In − γkKkH)PkF
T +R1

= FPkF
T +R1 − γkFKkHPkF

T

Artinya, Persamaan 4.7 pada Teorema 4.2.1 terbukti.

Didefinisikan informasi yang tersedia pada power scheduler
(PS) pada waktu k adalah Isk sebagaimana pada Persamaan 4.51
[38].

Isk = {γ0:k−1, u0:k, z0:k} (4.51)

sehingga dipenuhi Ik ⊆ Isk. Pada Teorema 4.2.2 dipaparkan es-
timator optimal dengan Isk sebagai informasi yang tersedia di PS
[38].

Teorema 4.2.2. Estimator optimal pada PS untuk 0 ≤ k < N
memenuhi [38]:

x̌k+1 = Fx̌+Buk +Ks
k (zk −H (Fx̌+Buk)) (4.52)

P sk+1 =
((
FP skF

T +R0

)−1
+HTR−1

2 H
)−1

(4.53)

Ks
k = P skH

TR−1
2 (4.54)

dengan kondisi awal,

x̌0 = m+ P s0H
T R̄−1

2 (z0 −Hm)

P s0 =
(
R−1

0 +HT R̄2H
)−1

dengan x̌k = E [ x̌k| Isk], dan P sk = Cov [ x̌k| Isk]
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4.3 Kontrol Optimal

Pada bagian ini ditentukan keputusan kontrol optimal pada
Teorema 4.3.1. Terlebih dahulu dikonstruksi Lemma 4.3.1 yang
memuat beberapa persamaan untuk mempermudah penurunan kepu-
tusan kontrol optimal.

Lemma 4.3.1. Persamaan-persamaan berikut adalah benar,

E
[
γ2
k

∣∣ Ik] = E [γk| Ik] = PSRk (4.55)

E [γkKk (zk −Hxk)| Ik] = 0 (4.56)

E
[
xTk Sxk

∣∣ Ik] = x̂Tk Sx̂k + tr(SPk),∀S (4.57)

Bukti. Untuk membuktikan Persamaan 4.55, ditinjau definisi ar-
rival process γk pada Persamaan 2.13 halaman 13. Terlihat kemu-
ngkinan nilai γk hanya 0 atau 1 sehingga γk = γ2

k . Jelas bahwa γk
independen terhadap informasi pada himpunan Ik sehingga dengan
fakta E[γk] = PSRk, Persamaan 4.55 terbukti.

Untuk membuktikan Persamaan 4.56, selain ditinjau definisi
γk sebagaimana pembuktian Persamaan 4.55, juga ditinjau definisi
inovasi zk −Hxk pada Persamaan 4.19. Jelas bahwa γk dan zk −
Hxk saling independen. Oleh karena itu, dengan menggunakan
sifat nilai harapan pada Persamaan 2.24 halaman 16 didapat,

E [γkKk (zk −Hxk)| Ik] = E[γk]E [Kk (zk −Hxk)| Ik]
(4.58)

Berdasarkan penelitian Soleymani, dkk. (2018), diketahui Kk

adalah terukur-Ik. Dengan demikian, dapat digunakan sifat ni-
lai harapan pada Persamaan 2.27 halaman 17 sehingga Persamaan
4.58 dapat ditulis sebagai,

E [γkKk (zk −Hxk)| Ik] = E[γk]Kk E [ (zk −Hxk)| Ik]
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Digunakan fakta bahwa mean dari inovasi sama dengan nol se-
hingga Persamaan 4.56 terbukti.

Untuk membuktikan Persamaan 4.57 halaman 42 , diper-
hatikan xTk Sxk adalah matriks berukuran 1 × 1. Oleh karena itu,
dengan sifat nilai harapan pada Persamaan 2.24 halaman 16, sifat
siklik trace pada Persaman 2.16 halaman 15, dan sifat kovarian
silang pada Persamaan 2.34 dan 2.35 halaman 18, berlaku,

E
[
xTk Sxk

∣∣ Ik] = tr
(
S E

[
xkx

T
k

∣∣ Ik])
= tr

(
S E [xk| Ik]E [xk| Ik]T + S Cov [xk| Ik]

)
(4.59)

Diketahui bahwa [xk| Ik] = x̂k dan Cov [xk| Ik] = Pk sehingga
dengan sifat siklik trace, Persamaan 4.57 terbukti.

Cost function pada Persamaan 2.52 halaman 22 dapat di-
nyatakan sebagai batas bawah terbesar dari,

Ψ =E

[
t−1∑
k=0

(
ψ (PSRk) + λ‖xk‖2Q1

+ λ‖uk‖2Q2

)]

+ E

[
λ‖xN+1‖2Q1

+
N∑
k=t

(
ψ (PSRk) + λ‖xk‖2Q1

+ λ‖uk‖2Q2

)]
(4.60)

dengan π dan µ tertentu. Jelas bahwa pada Persamaan 4.60 suku
pertama tidak bergantung pada u(t), u(t + 1), . . . , u(N). Oleh
karena itu, dengan asumsi ada nilai minimum tunggal didefinisikan
cost-to-go function Vk,

Vk = min
π,µ

E

[
‖xN+1‖2Q0

+

N∑
t=k

(
1

λ
ψ (PSRt) + ‖xt‖2Q1

+ ‖ut‖2Q2

)∣∣∣∣∣ Ik
]

(4.61)
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sehingga cost function pada Persamaan 2.52 halaman 22 dengan
sifat nilai harapan bersyarat pada Persamaan 2.26 halaman 16 dapat
dinyatakan sebagai Ψ (π∗, µ∗) = λE [V0].

Teorema 4.3.1. Keputusan kontrol optimal µ∗k = −Lkx̂k dengan

Lk =
(
Q2 +BTSk+1B

)−1
BTSk+1F (4.62)

dengan S � 0 merupakan solusi dari persamaan Riccati

Sk = F TSk+1 +Q1 − LTk
(
BTSk+1B +Q2

)
Lk (4.63)

dengan kondisi awal SN+1 = Q0.

Bukti. Dengan menggunakan Persamaan 4.61, diperhatikan,

Vk − Vk+1 = min
π,µ

E

[
‖xN+1‖2Q0

+

N∑
t=k

(
1

λ
ψ (PSRt) + ‖xt‖2Q1

+‖ut‖2Q2

)∣∣ Ik]−min
π,µ

E
[
‖xN+1‖2Q0

+
N∑

t=k+1

(
1

λ
ψ (PSRt) + ‖xt‖2Q1

+ ‖ut‖2Q2

)∣∣∣∣∣ Ik+1

]

Vk = min
PSRk,uk

E
[

1

λ
ψ (PSRk) + ‖xk‖2Q1

+ ‖uk‖2Q2

∣∣∣∣ Ik]
+ Vk+1 (4.64)

Jelas bahwa Vk+1 tidak bergantung pada Ik, sehingga Persamaan
4.64 dapat ditulis sebagai,

Vk = min
PSRk,uk

E
[

1

λ
ψ (PSRk) + ‖xk‖2Q1

+ ‖uk‖2Q2
+ Vk+1

∣∣∣∣ Ik]
(4.65)

Dibuktikan cost-to-go function berbentuk Vk = x̂Tk Sx̂k+1 + sk de-
ngan Sk � 0 dan sk tidak bergantung pada xk dan x̂k. Pembuktian
dilakukan dengan induksi mundur.
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(i) Basis induksi
Dengan menggunakan Persamaan 4.61 dengan k = N + 1,
didapat

VN+1 = min
π,µ

E

[
‖xN+1‖2Q0

+
N∑

t=N+1

(
1

λ
ψ (PSRt) + ‖xt‖2Q1

+‖ut‖2Q2

)∣∣ IN+1

]
=E

[
‖xN+1‖2Q0

∣∣ IN+1

]
= E

[
xTN+1Q0xN+1

∣∣ IN+1

]
(4.66)

dengan menggunakan Persamaan 4.57, Persamaan 4.66 dapat
ditulis sebagai,

VN+1 = x̂TN+1Q0x̂N+1 + tr (Q0PN+1) (4.67)

Terlihat bahwa Persamaan 4.67 memenuhi bentuk Vk =
x̂Tk Sx̂k+1 + sk dengan Sk = SN+1 = Q0 dan sk = sN+1 =
tr (Q0PN+1) yang tidak bergantung pada xk dan x̂. Jadi,
pernyataan yang akan dibuktikan adalah benar untuk k =
N + 1.

(ii) Hipotesis induksi
Diasumsikan benar bahwa,

Vk+1 = x̂Tk+1Sk+1x̂k+1 + sk+1 (4.68)

dengan Sk+1 � 0 dan sk+1 tidak bergantung pada xk+1 dan
x̂k+1.

(iii) Langkah induksi
Dengan menggunakan Persamaan 4.68 dibuktikan benar bahwa
dipenuhi bentuk, Vk = x̂Tk Skx̂k+1 + sk, dengan Sk � 0 dan
sk tidak bergantung pada xk dan x̂k. Dengan menyubstitusi



46

Persamaan 4.68 ke Persamaan 4.65 didapat,

Vk = min
PSRk,uk

E
[

1

λ
ψ (PSRk) + ‖xk‖2Q1

+ ‖uk‖2Q2

+x̂Tk+1Sk+1x̂k+1 + sk+1

∣∣ Ik]
= min

PSRk,uk
E
[

1

λ
ψ (PSRk) + xTkQ1xk + uTkQ2uk

+x̂Tk+1Sk+1x̂k+1 + sk+1

∣∣ Ik] (4.69)

Dengan sifat kelinearan nilai harapan pada Persamaan 2.21
dan Persamaan 2.22 halaman 16, Persamaan 4.69 dapat -
dinyatakan sebagai,

Vk = min
PSRk,uk

{
1

λ
ψ (PSRk) + E

[
xTkQ1xk

∣∣ Ik]+ uTkQ2uk

+E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik]+ E [sk+1| Ik]
}

(4.70)

Diperhatikan E
[
xTkQ1xk

∣∣ Ik] pada Persamaan 4.70 . De-
ngan menggunakan Persamaan 4.57 diketahui,

E
[
xTkQ1xk

∣∣ Ik] = x̂TkQ1x̂k + tr (Q1Pk) . (4.71)

Diperhatikan E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik] pada Persamaan 4.70.
Jelas bahwa x̂Tk+1Sk+1x̂k+1 merupakan matriks berukuran
1×1. Sebab, xk merupakan vektor berukuran n×1 sehingga
x̂k berukuran n× 1 dan x̂Tk berukuran 1× n. Sedangkan, Sk
adalah matriks berukuran n×n. Oleh karena itu, berdasarkan
sifat nilai harapan pada Persamaan 2.25 dapat ditulis,

E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik] = E
[
tr
(
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

)∣∣ Ik]
= tr

(
E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik])
(4.72)

Jelas bahwa Sk+1 pada Persamaan 4.72 adalah matriks kon-
stan sehingga dapat digunakan sifat nilai harapan pada Per-
samaan 2.22 halaman 16 dan sifat trace pada Persamaan 2.15
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halaman 15. Oleh karena itu, Persamaan 4.72 dapat ditulis
sebagai,

E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik] = tr
(
Sk+1 E

[
x̂k+1x̂

T
k+1

∣∣ Ik])
(4.73)

Digunakan sifat matriks kovarian-silang pada Persamaan 2.34
halaman 18 untuk vektor acak x̂k+1 pada Persamaan 4.73,
yaitu,

Cov [x̂k+1, x̂k+1|Ik] =E
[
x̂k+1x̂

T
k+1|Ik

]
− E[x̂k+1|Ik]E [x̂k+1|Ik]T (4.74)

Dengan menggunakan sifat matriks kovarian-silang pada Per-
samaan 2.35 halaman 18, Persamaan 4.74 dapat dinyatakan
sebagai,

E
[
x̂k+1x̂

T
k+1|Ik

]
= E[x̂k+1|Ik]E [x̂k+1|Ik]T + Cov [x̂k+1|Ik]

(4.75)

Persamaan 4.75 disubstitusi ke Persamaan 4.73, dan digu-
nakan sifat trace pada Persamaan 2.14 halaman 15 meng-
hasilkan,

E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik]
= tr

(
Sk+1 E [ x̂k+1| Ik]E [ x̂k+1| Ik]T +Sk+1 Cov [ x̂k+1| Ik])

= tr
(
E [ x̂k+1| Ik]T Sk+1 E [ x̂k+1| Ik]

)
+ tr (Sk+1 Cov [ x̂k+1| Ik]) (4.76)

Persamaan 4.6 disubstitusi ke Persamaan 4.76 sehingga,

E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik]
= tr

(
E [Fx̂k +Buk + γkFKk (zk −Hx̂k)| Ik]T Sk+1

E [Fx̂k +Buk +γkFKk (zk −Hx̂k)| Ik])
+ tr (Sk+1 Cov [ x̂k+1| Ik]) (4.77)
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Berdasarkan penilitian Soleymani dkk. (2018) diketahui
bahwa x̂ = E[xk| Ik] dan xk adalah terukur-Ik. Oleh karena
itu, dengan sifat nilai harapan pada Persamaan 2.28 berlaku,

E[x̂k|Ik] = E[E[xk| Ik]|Ik] = E[xk| Ik] = x̂k (4.78)

Jelas bahwa pada Persamaan 4.77 matriks F dan Buk adalah
konstan terhadap Ik. Oleh karena itu, dengan substitusi Per-
samaan 4.78, Persamaan 4.77 dapat ditulis sebagai,

E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik]
= tr

(
(Fx̂k +Buk + F E [γkKk (zk −Hx̂k)| Ik])T Sk+1

(Fx̂k +Buk + F E [γkKk (zk −Hx̂k)| Ik]))
+ tr (Sk+1 Cov [ x̂k+1| Ik]) (4.79)

Persamaan 4.56 disubstitusi Persamaan 4.79, diperoleh,

E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik]
= tr

(
(Fx̂k +Buk)

T Sk+1 (Fx̂k +Buk)
)

+ tr (Sk+1 Cov [ x̂k+1| Ik]) (4.80)

Pada Persamaan 4.80 diperhatikan Cov [ x̂k+1| Ik]. Digu-
nakan definisi varian matriks acak pada Persamaan 2.29 hala-
man 17 sehingga berlaku,

Cov [ x̂k+1| Ik]

=E
[

(x̂k+1 − E [ x̂k+1| Ik]) (x̂k+1 − E [ x̂k+1| Ik])T
∣∣∣ Ik]
(4.81)

Pada Persamaan 4.81, diperhatikan E [ x̂k+1| Ik]. Dengan
menggunakan Persamaan 4.6 dan sifat nilai harapan pada
Persamaan 2.21 halaman 16, diketahui bahwa,
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E [ x̂k+1| Ik]

=E [Fx̂k +Buk + γkFKk (zk −Hx̂k)| Ik]
=E[Fx̂k| Ik] + E[Buk| Ik] + E[γkFKk (zk −Hx̂k)| Ik]

(4.82)

Persamaan 4.78 dan 4.56 disubstitusi ke Persamaan 4.82.
Digunakan sifat nilai harapan pada Persamaan 2.22 halaman
16 sehingga Persamaan 4.82 dapat ditulis sebagai,

E [ x̂k+1| Ik] =Fx̂k +Buk (4.83)

Persamaan 4.22 disubstitusi ke Persamaan 4.6 sehingga dapat
ditulis,

x̂k+1 = Fx̂k +Buk + γkFKkz̃k (4.84)

Oleh karena itu, dengan menyubsitusi Persamaan 4.84 dan
4.83 ke Persamaan 4.81 diperoleh,

Cov [ x̂k+1| Ik]

=E [ (Fx̂k +Buk + γkFKkz̃k − (Fx̂k +Buk))

(Fx̂k +Buk + γkFKkz̃k − (Fx̂k +Buk))
T
∣∣∣ Ik]

=E
[
γ2
kFKkz̃kz̃

T
kK

T
k F

T
∣∣ Ik] (4.85)

Jelas bahwa matriks pada Persamaan 4.85 saling independen.
Oleh karena itu, dapat digunakan sifat nilai harapan pada
Persamaan 2.24 halaman 16, dan substitusi Persamaan 4.55
sehingga berlaku,

Cov [ x̂k+1| Ik] = PSRk FKk E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik]KT
k F

T

(4.86)

Pada Persamaan 4.86 diperhatikan E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik]. Digunakan
Persamaan 4.24 untuk mendapatkan,
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E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik]
=E

[
(H(xk − x̂k) + (vk + nk)) (H(xk − x̂k) + (vk + nk))

T
∣∣∣ Ik]

=E
[
(H(xk − x̂k) + (vk + nk))

(
(xTk − x̂Tk )HT + (vk + nk)

)∣∣ Ik]
(4.87)

Matriks-matriks acak pada Persamaan 4.87 dijabarkan dan
untuk matriks acak yang saling independen digunakan sifat
nilai harapan pada Persamaan 2.24 halaman 16. Dengan
demikian, diperoleh,

E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik]
=E

[
H(xk − x̂k)(xTk − x̂Tk )HT

+(vk + nk)
(
H(xk − x̂k) + (xTk − x̂Tk )HT

)
+ (vk + nk)

2
∣∣ Ik]

=E
[
H(xk − x̂k)(xTk − x̂Tk )HT

∣∣ Ik]
E [ (vk + nk)| Ik]E

[
H(xk − x̂k) + (xTk − x̂Tk )HT

∣∣ Ik]
+ E

[
(vk + nk)

2
∣∣ Ik] (4.88)

Diketahui bahwa vk dan nk saling independen, dan E [vk| Ik] =
E [nk| Ik] = 0. Dengan menggunakan sifat nilai harapan
pada Persamaan 2.21 halaman 16 diketahui,

E [ (vk + nk)| Ik] = E [vk| Ik] + E [nk| Ik] = 0 (4.89)

Dengan menggunakan Persamaan 4.89, sifat matriks kovarian-
silang pada Persamaan 2.34, 2.35, dan 2.32 halaman 17 juga
diketahui,

E
[
(vk + nk)

2
∣∣ Ik] = (E [vk + nk| Ik])2 + Var [vk + nk| Ik]

= VarE [vk| Ik] + VarE [nk| Ik]
(4.90)

Diketahui bahwa Var [vk| Ik] = R2, Var [vk| Ik] = Λ, dan
Persamaan 4.36 sehingga Persamaan 4.90 dapat dinyatakan
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sebagai,

E
[
(vk + nk)

2
∣∣ Ik] = R2 + Λ = R̄2 (4.91)

Pada Persamaan 4.88, jelas bahwa matriks H adalah konstan
sehingga dengan sifat nilai harapan pada Persamaan 2.22
halaman 16, substitusi Persamaan 4.89 dan 4.91, didapat,

E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik] = H E
[
(xk − x̂k)(xTk − x̂Tk )

∣∣ Ik]HT + R̄2

(4.92)

Dari Teorema 4.2.1 diketahui x̂k = E [xk| Ik] sehingga Per-
samaan 4.92 ekivalen dengan,

E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik]
= H E

[
(xk − E [xk| Ik])(xk − E [xk| Ik])T

∣∣ Ik]HT + R̄2

(4.93)

Diperhatikan definisi kovarian matriks acak pada Persamaan
2.29 halaman 17. Jelas bahwa Persamaan 4.93 dapat di-
nyatakan sebagai,

E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik] = H Cov [xk| Ik]HT + R̄2 (4.94)

Dari Teorema 4.2.1 diketahui Pk = Cov [xk| Ik] sehingga
Persamaan 4.94 dapat ditulis sebagai,

E
[
z̃kz̃

T
k

∣∣ Ik] = HPkH
T + R̄2 (4.95)

Persamaan 4.95 disubstitusi ke Persamaan 4.86 menghasilkan,

Cov [ x̂k+1| Ik] = PSRk FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T

(4.96)

Persamaan 4.96 disubstitusi ke Persamaan 4.80 menghasilkan,
E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik]
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= tr
(

(Fx̂k +Buk)
T Sk+1 (Fx̂k +Buk)

)
+ tr

(
Sk+1 PSRk FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

(4.97)

Jelas bahwa (Fx̂k +Buk)
T Sk+1 (Fx̂k +Buk), dan PSRk

pada Persamaan 4.97 merupakan matriks berukuran 1 × 1
sehingga dengan sifat trace pada Persamaan 2.16 halaman 15
diperoleh,

E
[
x̂Tk+1Sk+1x̂k+1

∣∣ Ik]
= (Fx̂k +Buk)

T Sk+1 (Fx̂k +Buk)

+ PSRk tr
(
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

(4.98)

Persamaan 4.71 dan 4.98 disubstitusi ke Persamaan 4.70
menghasilkan,

Vk = min
PSRk,uk

{
1

λ
ψ (PSRk) + x̂TkQ1x̂k + tr (Q1Pk)

+ uTkQ2uk + (Fx̂k +Buk)
T Sk+1 (Fx̂k +Buk)

+ PSRk tr
(
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

+E [sk+1| Ik]} (4.99)

Jelas bahwa Vk pada Persamaan 4.99 adalah matriks 1 × 1
sehingga Vk ekivalen dengan tr (Vk). Oleh karena itu, untuk
mendapat uk optimal (dilambangkan µ∗k), tr (Vk) pada Per-
samaan 4.99 diturunkan secara parsial terhadap uk dengan
ruas kanan sama dengan nol, yaitu,



53

∂ tr(Vk)

∂uk
= 0

∂ tr
(
uTkQ2uk

)
∂uk

+
∂ tr

(
(Fx̂k +Buk)

T Sk+1 (Fx̂k +Buk)
)

∂uk
= 0 (4.100)

Diperhatikan
∂ tr

(
uTkQ2uk

)
∂uk

pada persamaan 4.100. Dengan

menggunakan sifat turunan trace matriks pada Persamaan
2.19 halaman 15 dan fakta bahwa Q2 � 0, diketahui,

∂ tr
(
uTkQ2uk

)
∂uk

= Q2uk +QT2 uk = 2Q2uk (4.101)

Diperhatikan suku ke dua ruas kiri Persamaan 4.100. Dengan
sifat transpose dan perkalian matriks, diperoleh,

∂ tr
(

(Fx̂k +Buk)
T Sk+1 (Fx̂k +Buk)

)
∂uk

=

∂

∂uk

(
tr
(
x̂Tk F

TSk+1Fx̂k + uTkB
TSk+1Fx̂k

+x̂Tk F
TSk+1Buk + uTkB

TSk+1Buk
))

(4.102)

Digunakan sifat trace pada Persamaan 2.14 halaman 15, dan
sifat turunan trace pada Persamaan 2.18, 2.17, 2.19 halaman
15 masing-masing pada suku kedua, ketiga, dan keempat ruas
kanan Persamaan 4.102 sehingga,
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∂ tr
(

(Fx̂k +Buk)
T Sk+1 (Fx̂k +Buk)

)
∂uk

=

0 +BTSk+1Fx̂k +
(
x̂Tk F

TSk+1B
)T

+
(
BTSk+1Buk+(

BTSk+1B
)T
uk

)
=

BTSk+1Fx̂k +BTSTk+1Fx̂k +BTSk+1Buk +BTSTk+1Buk
(4.103)

Diketahui bahwa Sk+1 � 0. Artinya, Sk+1 adalah matriks
simetri sehingga Persamaan 4.103 dapat dinyatakan sebagai,

∂ tr
(

(Fx̂k +Buk)
T Sk+1 (Fx̂k +Buk)

)
∂uk

=

2BTSk+1Fx̂k + 2BTSk+1Buk (4.104)

Persamaan 4.101 dan 4.104 disubstitusi ke Persamaan 4.100
sehingga didapat,

2Q2uk + 2BTSk+1Fx̂k + 2BTSk+1Buk = 0(
Q2 +BTSk+1B

)
uk = −BTSk+1Fx̂k

(4.105)

Jelas bahwa
(
Q2 +BTSk+1B

)
� 0 sehingga memiliki in-

vers. Jadi, dari Persamaan 4.105 didapat,

u∗k = −
(
Q2 +BTSk+1B

)−1
BTSk+1Fx̂k (4.106)

Misal, sebagaimana Persamaan 4.62,

Lk =
(
Q2 +BTSk+1B

)−1
BTSk+1F

Dengan demikian, Persamaan 4.106 ekivalen dengan u∗k =
−Lkx̂k.
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Dimisalkan PSR∗k adalah PSRk optimal. Jika pada Per-
samaan 4.99 uk disubstitusi dengan u∗k = −Lkx̂k dan PSRk

disubstitusi dengan PSR∗k, maka diperoleh,

Vk =
1

λ
ψ (PSR∗k) + x̂TkQ1x̂k + tr (Q1Pk)

+ (−Lkx̂k)T Q2 (−Lkx̂k) + x̂Tk F
TSk+1Fx̂k

+ (−Lkx̂k)T BTSk+1Fx̂k + x̂Tk F
TSk+1B (−Lkx̂k)

+ (−Lkx̂k)Tk B
TSk+1B (−Lkx̂k)

+ PSR∗k tr
(
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

E [sk+1| Ik]
=x̂Tk

(
F TSk+1F +Q1 + LTk

(
BTSk+1B +Q2

)
Lk

−
(
LTkB

TSk+1F + F TSk+1BLk
))
x̂k

+
1

λ
ψ (PSR∗k) + tr (Q1Pk)

+ PSR∗k tr
(
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

+ E [sk+1| Ik] (4.107)

Dari Persamaan 4.107 terlihat bahwa telah dipenuhi bentuk
Vk = x̂Tk Skx̂k+1 + sk. Untuk mendapatkan bentuk Sk yang
lebih sederhana, ditinjau Persamaan 4.62. Jika kedua ruas
Persamaan 4.62 dikalikan dengan

(
Q2 +BTSk+1B

)
di se-

belah kiri dan dikurangi oleh BTSk+1F , maka didapat,(
Q2 +BTSk+1B

)
Lk −BTSk+1F = 0 (4.108)

Jika kedua ruas Persamaan 4.108 dikalikan dengan LTk di
sebelah kiri, maka,

LTk
((
Q2 +BTSk+1B

)
Lk −BTSk+1F

)
= 0 (4.109)

Transpose kedua ruas Persamaan 4.108 adalah,

F TSk+1B − LTk
(
Q2 +BTSk+1B

)
= 0 (4.110)
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Jika kedua ruas Persamaan 4.110 dikalikan dengan Lk di
sebelah kanan, maka,(

F TSk+1B − LTk
(
Q2 +BTSk+1B

))
Lk = 0 (4.111)

Dengan menyamakan Persamaan 4.109 dan 4.111 diperoleh,

LTkB
TSk+1F + F TSk+1BLk = 2LTk

(
BTSk+1B +Q2

)
Lk

(4.112)

Persamaan 4.112 disubstitusi ke Persamaan 4.107 meng-
hasilkan,

Vk =x̂Tk
(
F TSk+1F +Q1 − LTk

(
BTSk+1B +Q2

)
Lk
)
x̂k

+
1

λ
ψ (PSR∗k) + tr (Q1Pk)

+ PSR∗k tr
(
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

+ E [sk+1| Ik] (4.113)

Jadi, dipenuhi bentuk Vk = x̂Tk Skx̂k+1 + sk dengan,

Sk = F TSk+1F +Q1 − LTk
(
BTSk+1B +Q2

)
Lk

dan

sk =
1

λ
ψ (PSR∗k) + tr (Q1Pk)

+ PSR∗k tr
(
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

+ E [sk+1| Ik] (4.114)

dengan PSR∗k tidak bergantung pada xk dan x̂k.

Bentuk Vk = x̂Tk Skx̂k+1 + sk dipenuhi menunjukkan bahwa
fungsi Vk adalah kuadratik dengan Q2 � 0 dan Sk+1 � 0. Oleh
karena itu, nilai minimum Vk terhadap uk ada untuk setiap k. Jadi,
dapat disimpulkan keputusan pengontrol optimal ekivalen dengan
u∗k, yaitu, µ∗k = u∗k = −Lkx̂k.
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4.4 Packet Success Rate Optimal

Pada bagian ini ditentukan keputusan packet success rate
optimal pada Teorema 4.4.1. Terlebih dahulu dikonstruksi Lemma
4.4.1 dan 4.4.2 yang memuat persamaan untuk mempermudah penu-
runan keputusan packet success rate optimal.

Lemma 4.4.1. Persamaan berikut adalah benar:

E [tr(PN+1Q0)− tr(R0S0)] =

E

[
N∑
k=0

(
tr (Sk+1R1) + tr

(
PkL

T
k (BTSk+1B +Q2)Lk

))]

−E

[
N∑
k=0

(
tr(PkQ1) + PSRk tr(Sk+1Kk(HPkH

T + R̄2))KT
k

)]
(4.115)

Bukti. Jika kedua ruas Persamaan 4.47 di-transpose dan dikalikan
dengan

(
HPkH

T + R̄2

)
, maka dengan fakta bahwa Pk � 0 diper-

oleh,

HPk =
(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k (4.116)

Persamaan 4.116 disubstitusi ke Persamaan 4.7 menghasilkan,

Pk+1 = FPkF
T +R1 − γkFKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T

(4.117)

Persamaan 4.117 dikalikan dengan Sk+1 di sebelah kiri dan diten-
tukan trace dari hasil perkalian tersebut. Dengan menggunakan
sifat siklik trace pada Persamaan 2.15 halaman 15, didapat,

tr (Pk+1Sk+1) = tr
(
PkF

TSk+1F
)

+ tr (Sk+1R1)

− tr
(
γkSk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

(4.118)
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Jika Persamaan 4.63 dikalikan dengan Pk di sebelah kiri dan di-
tentukan trace dari hasil perkalian tersebut, maka dengan menggu-
nakan sifat siklik trace pada Persamaan 2.15 halaman 15 diperoleh,

tr (PkSk) = tr
(
PkF

TSk+1

)
+ tr (PkQ1)

− tr
(
LTk
(
BTSk+1B +Q2

)
Lk
)

(4.119)

Persamaan 4.117 dikurangi Persamaan 4.119 menghasilkan,

tr (Pk+1Sk+1)− tr (PkSk)

= tr (Sk+1R1)− tr
(
γkSk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)

− tr (PkQ1) + tr
(
LTk
(
BTSk+1B +Q2

)
Lk
)

(4.120)

Ditentukan jumlahan Persamaan 4.120 untuk k dari 0 sampai N ,
dan ditentukan nilai harapannya, yaitu,

E [tr (PN+1SN+1)]− E [tr (P0S0)]

=E

[
N∑
k=0

(
tr (Sk+1R1) + tr

(
LTk
(
BTSk+1B +Q2

)
Lk
))]

− E

[
N∑
k=0

(
tr (PkQ1) + tr

(
γkSk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
))]

(4.121)

Diketahui γk matriks 1× 1 yang independen terhadap matriks acak
lainnya, dan E[γk] = PSRk sehingga berlaku,

E
[
tr
(
γkSk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
)]

=E[γk]E
[
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
]

= PSRk E
[
Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
]

=E
[
PSRk Sk+1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
]

(4.122)

Diketahui SN+1 = Q0 dan P0 = R0. Oleh karena itu, dengan
menyubsitusi Persamaan 4.122 ke Persamaan 4.121 terbukti Per-
samaan 4.115 benar.
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Lemma 4.4.2. Cost function Ψ(π, µ∗) dengan keputusan kontrol
optimal µ∗ dan keputusan packet succes rate π yang independen
terhadap state dan estimasi state adalah,

Ψ (π, µ∗) =λmTS0m+ λ tr(R0S0)

+ E

[
N∑
k=0

(ψ(PSRk) + λ tr(Sk+1R1) + λ tr(Θ)kRk)

]
(4.123)

dengan Θk = F TSk+1BLk

Bukti. Misal, V π
k adalah cost-to-go function Vk pada Persamaan

4.61 dengan π tetap. Pada pembuktian Teorema 4.3.1 telah terbukti
bahwa persamaan tersebut memenuhi bentuk Vk = x̂Tk Skx̂k + sk.
Oleh karena itu, cost function pada Persamaan 2.52 halaman 22
dengan π tertentu, dan sifat nilai harapan pada Persamaan 2.26 dan
2.21 halaman 16 dapat dinyatakan sebagai,

Ψ(π, µ∗) = λE [V π
0 ] = λE[x̂T0 S0x̂0 + s0] = λE[x̂T0 S0x̂0] + λE[s0]

(4.124)

Pada Persamaan 4.124 telebih dahulu diperhatikan E[x̂T0 S0x̂0].
Jelas bahwa x̂T0 S0x̂0 adalah matriks 1× 1 sehingga dengan kelin-
earan nilai harapan, trace, dan sifat pada Persamaan 2.15, per-
samaan berikut dipenuhi,

E[x̂T0 S0x̂0] = E[tr
(
S0x̂0x̂

T
0

)
] = tr

(
E[S0x̂0x̂

T
0 ]
)

(4.125)

Jelas bahwa S0 matriks konstan sehingga dengan sifat nilai hara-
pan pada Persamaan 2.22 halaman 16, dan sifat kovarian silang
pada Persamaan 2.34 dan 2.35 halaman 18, Persamaan 4.125 dapat
dinyatakan sebagai,

E[x̂T0 S0x̂0] = tr
(
S0 E[x̂0x̂

T
0 ]
)

= tr
(
S0

(
E[x̂0x̂

T
0 ]
))

= tr
(
S0

(
E[x̂0]E[x̂0]T + Var[x̂0]

))
(4.126)
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Diketahui x̂k = E[xk| Ik] sehingga dengan sifat nilai harapan
bersyarat pada Persamaan 2.26 berlaku,

E[x̂k] = E [E[xk| Ik]] = E[xk] (4.127)

Persamaan 4.127 untuk k = 0 adalah,

E[x̂0] = E[x0] = m (4.128)

Dengan hukum varian total pada Persamaan 2.33 halaman 17 dike-
tahui,

Var[xk] = E [Var[xk|Ik]] + Var [E [xk|Ik]] (4.129)

Diketahui Var[xk|Ik] = Pk dan E [xk|Ik] = x̂k sehingga dari
Persamaan 4.129 diperoleh,

Var[x̂k] = Var[xk]− E[Pk] (4.130)

Persamaan 4.130 untuk k = 0 denganP0 = Var[x0|I0] = Var[x0] =
R0 adalah,

Var[x̂0] = Var[x0]− E[P0] = R0 − E[R0] = 0 (4.131)

Persamaan 4.128 dan 4.131 disubstitusi ke Persamaan 4.126. Selain
itu, digunakan sifat siklik trace pada Persamaan 2.15 halaman 15
sehingga berlaku,

E[x̂T0 S0x̂0] = tr
(
S0

(
mmT + 0

))
= mTS0m (4.132)

Pada Persamaan 4.124 diperhatikan E[s0]. Dengan menyub-
stitusi Persamaan 4.114 untuk k = 0, diketahui,

E[s0] =E
[

1

λ
ψ (PSR0) + tr (Q1P0)

+ PSR0 tr
(
S1FK0

(
HPkH

T + R̄2

)
KT

0 F
T
)

+E [s1| I0]] (4.133)
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Dengan menggunakan sifat nilai harapan bersyarat pada Persamaan
2.26, terlihat bahwa pada Persamaan 4.133, nilai E[s0] memuat
E[E [s1| I0]] = E[s1], dan E[s1] memuat E[E [s2| I1]] = E[s2],
dan seterusnya, sampai E[sN ] memuat E[E [sN+1| IN ]] = E[sN+1].
Oleh karena itu, Persamaan 4.133 dapat dinyatakan sebagai,

E[s0] =E

[
E[sN+1] +

N∑
k=0

(
1

λ
ψ (PSRk) + tr (Q1Pk)

+ PSRk tr
(
S1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
))]
(4.134)

Dalam pembuktian Teorema 4.3.1 dari Persamaan 4.67 diketahui
bahwa E[sN+1] = E[tr (Q0PN+1)] = tr (Q0PN+1). Dengan
demikian, Persamaan 4.134 dapat ditulis sebagai,

E[s0] =E

[
tr (Q0PN+1) +

N∑
k=0

(
1

λ
ψ (PSRk) + tr (Q1Pk)

+ PSRk tr
(
S1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
))]

(4.135)

Persamaan 4.132 dan 4.135 disubstitusi ke Persamaan 4.124 meng-
hasilkan,

Ψ(π, µ∗)

=λmTS0m+ E

[
λ tr (Q0PN+1) +

N∑
k=0

(ψ (PSRk)

+λ tr (Q1Pk) + λPSRk tr
(
S1FKk

(
HPkH

T + R̄2

)
KT
k F

T
))]

(4.136)

Dengan menggunakan Persamaan 4.115 pada Lemma 4.4.1, Per-
samaan 4.136 dapat dinyatakan sebagai,



62

Ψ(π, µ∗)

=λmTS0m+ E

[
λ tr(R0S0) +

N∑
k=0

(ψ (PSRk)

+λ tr (Sk+1R1) + λ tr
(
PkL

T
k (BTSk+1B +Q2)Lk

))]
(4.137)

Transpose dari Lk pada Persamaan 4.62 disubstitusi ke Persamaan
4.137. Selain, digunakan fakta bahwa

(
Q2 +BTSk+1B

)−1 adalah
matriks simetri dan pemisalan Θk = F TSk+1BLk sehingga Per-
samaan 4.123 pada Lemma 4.4.2 terbukti.

Didefinisikan fungsi nilai Wk sebagai,

Wk (Pk) = min
π

E

[
N∑
t=k

(ψ(PSRt) + λ tr(Θt)Pt)

∣∣∣∣∣ Ik
]

(4.138)

dengan WN+1 = 0. Kemudian, ditentukan packet success rate
optimal untuk mengoptimasi Persamaan 2.52 halaman 22.

Teorema 4.4.1. Keputusan packet success rate optimal adalah,

π∗k = argmin
PSRk∈S

{
ψ (PSRk) + (1− PSRk)Wk+1

(
FPkF

T +R1

)
+ PSRkWk+1

(
FPkF

T +R1 − FKkHPkF
T
)}

(4.139)

Bukti. Jelas bahwa pada Persamaan 4.123 hanya suku ketiga dari
Ψ(π, µ∗) yang bergantung pada PSRk dan hanya suku terakhir yang
bergantung pada Pk. Selain itu, Pk berubah tergantung pada Per-
samaan Riccati pada 4.7. Oleh karena itu, keputusan optimal packet
success rate diperoleh dengan menyelesaikan masalah optimasi
berikut,

meminimumkan E

[
N∑
k=0

(ψ(PSRk) + λ tr(ΘkPk))

]
,

dengan Pk+1 = FPkF
T +R1 − γkFKkHPkF

T

(4.140)
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dengan nilai awal P0 = R0. Didefinisikan,

ρ (Pk,PSRk) = ψ(PSRk) + λ tr(ΘkPk) (4.141)

dan

ϕ(Pk,PSRk) = Pk+1 = FPkF
T +R1 − γkFKkHPkF

T

(4.142)

Dengan menggunakan Persamaan 4.142 dan sifat kelinearan nilai
harapan pada Persamaan 2.21 halaman 16, Persamaan 4.138 dapat
ditulis sebagai,

Wk(Pk) = min
π

E [ψ(PSRk) + λ tr(ΘkPk)

+

N∑
t=k+1

(ψ(PSRt) + λ tr(Θt)Pt)

∣∣∣∣∣ Ik
]

= min
π
{E [ρ (Pk,PSRk)| Ik]

+E

[
N∑

t=k+1

(ψ(PSRt) + λ tr(Θt)Pt)

∣∣∣∣∣ Ik
]}
(4.143)

Berdasarkan penelitian Soleymani dkk. (2018), ρ (Pk,PSRk) pada
Persamaan 4.141 adalah terukur-Ik untuk setiap PSRk. Selain itu,
jelas bahwa Ik ⊂ Ik+1 sehingga dengan menggunakan sifat nilai
harapan pada Persamaan 2.27 dan 2.28, dan fakta bahwa Pk+1 =
ϕ(Pk,PSRk), Persamaan 4.143 dapat dinyatakan sebagai,

Wk(Pk) = min
PSRk∈S

{ρ (Pk,PSRk) + E [Wk+1 (ϕ(Pk,PSRk))| Ik]}

(4.144)

Fungsi transisiϕ(Pk,PSRk) hanya memunyai dua nilai yang berbeda
(saat nilai γk = 0 atau γk = 1), yaitu,

P 0
k+1 = FPkF

T +R1

P 1
k+1 = FPkF

T +R1 − FKkHPkF
T
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Jelas bahwa peluang Pk+1 = P 1
k+1 adalah PSRk dan peluang

Pk+1 = P 0
k+1 adalah 1−PSRk. Oleh karena itu, nilai harapan dari

Wk+1 (ϕ(Pk,PSRk)) adalah,

E [Wk+1 (ϕ(Pk,PSRk))| Ik]

= (1− PSRk)Wk+1

(
P 0
k+1

)
+ PSRkWk+1

(
P 1
k+1

)
(4.145)

Dengan demikian, PSRk optimal adalah argumen (anggota domain
Wk) yang menyebabkan fungsi Wk minimum, yaitu,

PSR∗k = argmin
PSRk∈S

{
ρ(Pk,PSRk) + (1− PSRk)Wk+1

(
P 0
k+1

)
+ PSRkWk+1

(
P 1
k+1

)}
= argmin

PSRk∈S
{ρ(Pk,PSRk)

+(1− PSRk)Wk+1

(
FPkF

T +R1

)
+ PSRkWk+1

(
FPkF

T +R1 − FKkHPkF
T
)}
(4.146)

Terlihat pada Persamaan 4.146, di dalam ρ(Pk,PSRk) suku λ tr(ΘkPk)
tidak bergantung pada PSRk. Jadi, terbukti keputusan packet suc-
cess rate optimal π∗ dipilih sama dengan PSR∗k tanpa melibatkan
λ tr(ΘkPk) sebagaimana dinyatakan pada Persamaan 4.139.

4.5 Daya Transmisi Optimal

Berdasarkan Teorema 4.4.1, daya transmisi pada Persamaan
2.11 yang optimal adalah,

p∗TXk = ψ (PSR∗k) (4.147)

Berlaku prinsip pemisahan pada desain sistem secara keseluruhan
sebagaimana dinyatakan dalam Teorema 4.5.1.
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Teorema 4.5.1. Berlaku prinsip pemisahan antara desain estimator
optimal, pengontrol optimal, dan mekanisme optimal kontrol daya
transmisi.

Bukti. Estimasi state optimal, keputusan kontrol optimal, dan kepu-
tusan packet success rate optimal didesain secara terpisah pada
Teorema 4.2.1, Teorema 4.3.1, dan Teorema 4.4.1.

Dengan berlakunya prinsip pemisahan pada Teorema 4.5.1,
desain NCS pada Gambar 1.2 halaman 2 dipenuhi. Artinya, saat
step k estimator dapat menentukan estimasi full state optimal (x̂k)
tanpa bergantung pada input step k (uk). Setelah estimasi optimal
step k ditentukan, hasilnya digunakan untuk menentukan keputusan
kontrol optimal step k (uk). Mekanisme daya transmisi dengan
menentukan PSR optimal pada PS saat step k juga tidak bergantung
pada hasil estimasi dan kontrol step k. Artinya, pada satu step
yang sama masing-masing dari estimasi, keputusan kontrol, dan
keputusan PSR adalah optimal dan tidak saling bergantung. Dapat
disimpulkan daya transmisi pada Persamaan 4.147 adalah optimal
pada keseluruhan NCS.

4.6 Algoritma Aproksimasi

Dimisalkan ek = xk − x̂k adalah eror estimasi pada pe-
ngontrol, dan z̃ pada Persamaan 4.19 adalah inovasi estimator pada
pengontrol. Dimisalkan εk = x̌− x̂k merupakan eror estimasi pada
PS dan pengontrol. Dinotasikan .̄0k+1 yang berarti “nilai pendekatan
pada waktu k + 1 jika γk = 0”, dan .̄1k+1 untuk γk = 1. Untuk
mempermudah simulasi, berdasarkan disertasi Soleymani (2018)
yang telah disesuaikan dengan kanal komunikasi pada subab 2.5
halaman 11, dipaparkan pendekatan nilai PSR∗k di Persamaan 4.146
pada Lemma 4.6.1, Teorema 4.6.1, dan Teorema 4.6.2.
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Lemma 4.6.1. Cost function Ψ(π, µ∗) dengan keputusan kontrol
optimal µ∗ dan keputusan packet succes rate π yang independen
terhadap state dan estimasi state adalah,

Ψ (π, µ∗) =λmTS0m+ E
[ N∑
k=0

ψ(PSRk) + λwTk Sk+1wk

+ λ(uk + Lkxk)
T (BTSk+1B +Q2)(uk + Lkxk)

]
(4.148)

Bukti. Dengan proses dinamik pada Persamaan 2.1 halaman 9 dan
persamaan Riccati pada Persamaan 4.63, dapat ditulis,

xTk+1Sk+1xk+1 =(Fxk +Bxk + wk)
TSk+1(Fxk +Bxk + wk)

(4.149)

dan

xTk Skxk =xTk (F TSk+1F +Q1 − LTk
(
BTSk+1B +Q2

)
Lk)xk
(4.150)

Oleh karena itu, didapat,

xTN+1SN+1xN+1 − xT0 S0x0

=
N∑
k=0

[
xTk+1Sk+1xk+1 − xTk Skxk

]
=

N∑
k=0

[
wTk Sk+1wk + 2(Fxk +Buk)

TSk+1wk

+ xTkL
T
k (BT

k Sk+1Bk +Q2)Lkxk

− xTkQ1xk − uTkQ2uk + 2xTk F
T
k Sk+1Bkuk

+uTk (BT
k Sk+1Bk +Q2)uk

]
(4.151)
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dengan persamaan pertama merupakan identitas, dan persamaan
kedua digunakan Persamaan 4.149 and 4.150. Kemudian, ditam-
bahkan dan dikurangkan suku

∑N
k=0 u

T
kQ2uk di kedua ruas. De-

ngan menyusun suku-suku pada persamaan tersebut, didadapat

λxTN+1SN+1xN+1 +
N∑
k=0

λxTkQ1xk + λuTkQ2uk =

λxT0 S0x0 +

N∑
k=0

[
λwTk Sk+1wk + 2λ(Fxk +Buk)

TSk+1wk

+λ(uk + Lkxk)
T (BT

k Sk+1Bk +Q2)(uk + Lkxk)
]

Dengan menambahkan suku
∑N

k=0 ψ(PSRk) di kedua ruas dan
dicari nilai harapannya, diperoleh,

Ψ (π, µ∗) =E
[
λxT0 S0x0 +

N∑
k=0

{
ψ(PSRk) + λwTk Sk+1wk

+ 2λ(Fxk +Buk)
TSk+1wk

+λ(uk + Lkxk)
T (BT

k Sk+1Bk +Q2)(uk + Lkxk)
}]

=λmTS0m+ E
[ N∑
k=0

ψ(PSRk) + λwTk Sk+1wk

+ λ(uk + Lkxk)
T (BTSk+1B +Q2)(uk + Lkxk)

]
Pada persamaan kedua digunakan fakta bahwa wk independen ter-
hadap xk.
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Teorema 4.6.1. Keputusan packet success rate optimal adalah,

PSR∗k = argmin
PSRk∈S

{
ψ (PSRk) + PSRk z̃

TKT
k F

T

LTk+1(BTSk+2B +Q2)Lk+1F

(Kkz̃ − 2εk) + %̂k} , (4.152)

dengan %̂k = E
[
V s
k+1|Isk

]
, dengan

V s
k = min

PSRk
E

[
N∑
t=k

ψ(PSRt) + λeTt+1Γt+1et+1

∣∣∣∣Isk
]
,

dengan Γk = LTk (BTSk+1B+Q2)Lk dengan pengecualian ΓN+1 =
0.

Bukti. Dengan menggunanakan keputusan kontrol optimal µ∗ pada
cost function Ψ(π, µ) pada Lemma 4.6.1, didapat,

Ψ (π, µ∗) =λmTS0m+ E

[
N∑
k=0

ψ(PSRk) + λwTk Sk+1wk

+λeTkL
T
k (BTSk+1B +Q2)Lkek

]
(4.153)

dengan menggunakan definisi eror estimasi ek = xk − x̂k. Selan-
jutnya, dengan fakta bahwa x0 dan wk adalah independen terhadap
keputusan daya yang berhubungan dengan Ψ(π, µ∗), didefinisikan
fungsi nilai V s

k sebagai,

V s
k = min

PSRk
E

[
N∑
t=k

ψ(PSRt) + λeTt+1Γt+1et+1

∣∣∣∣Isk
]
,

dengan Γk = LTk (BTSk+1B+Q2)Lk dengan pengecualian ΓN+1 =
0. Dengan sifat penambahan pada fungsi nilai V s

k , diperoleh,
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V s
k = min

PSRk
E
[
ψ(PSRk) + λeTk+1Γk+1ek+1

+ min
PSRk

E

[
N∑

t=k+1

ψ(PSRt) + λeTt+1Γt+1et+1

∣∣∣∣∣ Isk+1

]∣∣∣∣∣ Isk
]

= min
PSRk

E
[
ψ(PSRk) + λeTk+1Γk+1ek+1 + V s

k+1

∣∣ Isk]
(4.154)

dengan kondisi awal V s
N+1 = 0. Dengan induksi matematika

mundur dibuktikan fungsi nilai V s
k independen terhadap keputusan

kontrol. Jelas bahwa yang akan dibuktikan benar untuk N + 1.
Diasumsikan benar untuk waktu k + 1, dan akan ditunjukkan benar
untuk waktu k. Estimasi eror pada pengontrol dapat ditulis sebagai,

ek+1 = Fek + wk − γkKkz̃k (4.155)

Selanjutnya, ditentukan,

E
[
eTk+1Γk+1ek+1

∣∣∣∣Isk]
=E

[
eTk F

TΓk+1Fek + wTk Γk+1wk + γ2
k z̃
T
kK

T
k F

TΓk+1FKkz̃k

+2eTk F
TΓk+1wk − 2γkz̃

T
kK

T
k F

TΓk+1wk − 2γkz̃
T
kK

T
k F

TΓk+1Fek

∣∣∣∣Isk]
=εTk F

TΓk+1Fεk + tr(F TΓk+1FP
s
k ) + tr(Γk+1Wk)

+ PSRk z̃
T
kK

T
k F

TΓk+1FKkz̃k − 2 PSRk z̃
T
kK

T
k F

TΓk+1Fεk
(4.156)

dengan pada persamaan kedua digunakan definisi εk dan P sk , dan
fakta bahwa z̃k adalah terukur-Isk dan wk independen terhadap ek.
Oleh karena itu, didapat,
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V s
k = min

PSRk

[
ψ(PSRk) + λE

[
eTk+1Γk+1ek+1

∣∣∣∣Isk]+ E
[
V s
k+1

∣∣∣∣Isk]]
= min

PSRk

[
ψ(PSRk) + λεTk F

TΓk+1Fεk + tr(F TΓk+1FP
s
k )

+ tr(Γk+1Wk) + PSRk z̃
T
kK

T
k F

TΓk+1FKkz̃k

−2 PSRk z̃
T
kK

T
k F

TΓk+1Fεk + E
[
V s
k+1

∣∣∣∣Isk]] (4.157)

Pembuat minimum Persamaan 4.157 adalah,

PSR∗k = argmin
PSRk∈S

{
ψ (PSRk) + PSRk z̃

TKT
k F

T

Γk+1F (Kkz̃ − 2εk) + %̂k} ,

dengan %̂k = E
[
V s
k+1|Isk

]
. Dari asusmsi induksi matematika %̂k

independen terhadapa keputusan kontrol. Oleh karena itu, dapat
disimpulkan V s

k independen terhadap keputusan kontrol. Jadi, pem-
buktian induksi selesai.

Menurut Soleymani, T. (2018), setelah dilakukan penyesu-
aian jenis kanal komunikasi yang digunakan, dapat ditulis nilai %̂k
pada Persamaan 4.152 ke bentuk lain [38]. Oleh karena itu, didapat
Teorema 4.6.2.
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Teorema 4.6.2. Keputusan daya transmisi optimal adalah [38],

p∗TXk = ψ (PSR∗k) (4.158)

dengan

PSR∗k = argmin
PSRk∈S

{
ψ(PSRk) + λPSRk

(
z̃TkK

T
k F

TΓkF (Kkz̃k − 2ε)

−
N∑

t=k+2

(
ē0T
t Γtē

0
t + tr

(
ΓkP̄

0
t

)
− ē1T

t − tr
(
ΓkP̄

1
t

)))}

dan

ē0
t+1 = (F − FK0

tH)ē0
t

P̄ 0
t+1 = (F − FK0

tH)P̄ 0
t (F − FK0

tH)T +R1 + FK0
t R̄2K

0T
t F T

P 0
t+1 = FP 0

t F
T +R1 − FK0

tHP
0
t F

T

ē1
t+1 = (F − FK1

tH)ē1
t

P̄ 1
t+1 = (F − FK1

tH)P̄ 1
t (F − FK1

tH)T +R1 + FK1
t R̄2K

1T
t F T

Pt+1 = (FP 1
t F

T ) +R1 − FK1
tHP

1
t F

T

dengan

K0
t = P 1

t H
T (HP 0

t H
T + R̄2)−1

K1
t = P 1

t H
T (HP 1

t H
T + R̄2)−1

untuk t ≥ k+1 dengan nilai awal ē0
t+1 = Fεk, P̄ 0

k+1 = FP skF
T +

R1, P 0
k+1 = FPkF

T + R1, ē1
k+1 = Fεk − FKkz̃k, P̄ 1

k+1 =

FP skF
T +R1, dan P 1

k+1 = FPkF
T +R1 − FKkHPkF

T .
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4.7 Simulasi Sistem

Tabel 4.2. Nilai Parameter Kanal Komunikasi

Nama Parameter Simbol Nilai Satuan
Data rate Rc 250 Kbps

Carrier frequency f 2, 45× 109 GHz

Jarak awal receiver dk=0 10 m

Jarak referensi d0 1 m

Path loss exponent η 3, 6 Kbps

Power spectral density N0 6× 10−18 watt/Hz

Panjang payload ` 100 bits

Kecepatan cahaya c 299792458 m/s

Didefinisikan nilai-nilai parameter kanal komunikasi pada
subab 2.5 halaman 11 di Tabel 4.2. Sedangkan, untuk parameter
optimasi didefinisikan nilai-nilai sebagai berikut. Untuk Persamaan
2.52 halaman 22, didefinisikan nilai bobot xN+1 sebagai, Q0 =
100I4, dan bobot untuk xk, Q1 = 100I4. Sedangkan, bobot untuk
uk, Q2 = 0, 5, dan nilai pengali Lagrange λ = 0, 0004.

Untuk melakukan pemrograman dinamis, ruang PSR didis-
kritkan pada interval [0, 0001, 0, 9999] dengan grid berkardinali-
tas 5000. Pada simulasi diimplementasi sistem dinamik pada Per-
samaan 4.3, 4.4, dan 4.5 halaman 30. Diimplementasi estimator
optimal di pengontrol pada Persamaan 4.6, 4.7, dan 4.8 halaman

32 dengan nilai m =
[
0 0 0 0

]T
, dan R0 = 2I4. Sedangkan,

estimator optimal di PS pada Persamaan 4.52, 4.53, dan 4.54. Diim-
plementasi kontrol optimal pada Persamaan 4.62 dan 4.63 halaman
44. Keputusan daya transmisi optimal dengan PSR optimal yang
diimplementasi adalah Persamaan 4.158 halaman 71. Selain itu,
diimplementasi formula daya transmisi yang sesuai dengan kanal
komunikasi IEEE 802.15.4 pada Persamaan 2.11 halaman 13, dan
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arrival process pada Persamaan 2.13 halaman 13 dengan nilai pa-
rameter kanal komunikasi pada Tabel 4.2 halaman 72. Digunakan
nilai parameter optimasi sebagaimana didefinisikan pada awal subab
ini.

Dilakukan tiga bagian simulasi dengan kondisi awal sistem
dan parameter yang sama (kecuali kovarian noise), sebagaimana
dipaparkan pada bagian 4.7.1, 4.7.2, dan 4.7.3 di subbab ini. Pada
bagian 4.7.1 dibuat dua skenario simulasi dengan kovarian noise
berbeda tetapi sistem tetap dapat distabilkan di sekitar kondisi acuan.
Pada bagian 4.7.2 dibuat dua skenario simulasi, yaitu, dengan pendu-
lum terjatuh ke arah depan, dan pendulum terjatuh ke arah belakang
sehingga sistem tidak dapat distabilkan pada NCS. Pada bagian
4.7.3 ditunjukkan sifat stokastik dari NCS melalui simulasi sistem
dengan kovarian noise tetap diulang sebanyak lima kali.

4.7.1 Simulasi sistem yang dapat distabilkan

Pada bagian ini ditentukan kovarian noise pada NCS sehingga
plant dapat distabilkan di persekitaran kondisi acuan. Digunakan
dua skenario simulasi dengan horizon waktu N = 1000. Ske-
nario pertama, kovarian noise sistem dinamik (R1, R̄2) dengan
nilai R1 = 0, 001I4 untuk Persamaan 4.3 halaman 30, dan nilai
R̄2 = R2 + Λ = 0, 003I2 untuk Persamaan 4.36 halaman 38. dan
dengan kovarian noise yang lebih kecil, (R1, R̄2) × 10−1.Oleh
karena itu, didapat hasil simulasi sistem dinamik pada Gambar
4.1-4.13.

Berdasarkan hubungan antara daya transmisi dan PSR pada
Gambar 4.1 dan 4.2, terlihat bahwa semakin tinggi daya transmisi,
semakin tinggi pula peluang diterima data baca sensor yang dikirim
oleh plant ke pengontrol. Dari hasil simulasi diketahui bahwa, saat
jarak antara WSN dan pengontrol pada step ke-0, dk=0 = 10 m,
nilai daya transmisi sebagai fungsi PSR merentang di [0, 0479×
10−3, 0, 8513 × 10−3]. Sedangkan, saat jarak antara WSN dan
pengontrol pada step ke-1000, dk=1000 ≈ 11m, nilai daya transmisi
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sebagai fungsi PSR merentang di [0, 1×10−3, 1, 2×10−3]. Dapat
disimpulkan pertambahan jarak antara WSN dan pengontrol juga
mengakibatkan pertambahan daya transmisi yang dibutuhkan untuk
mendapatkan kemungkinan sukses pegiriman data yang sama. Nilai
kovarian noise tidak memengaruhi hubungan antara daya transmisi
dan PSR. Sebab, nilai daya transmisi sebagai fungsi PSR pada
Gambar 4.1 dan 4.2 adalah sama.

Gambar 4.3-4.6 menunjukkan trayektori empat variabel state
sistem dinamik dari waktu step ke-0 sampai step ke-1000. Secara
keseluruhan, sistem dinamik dengan kovarian noise lebih kecil,
yaitu, (R1, R̄2)× 10−1, lebih stabil di persekitaran kondisi acuan
daripada dengan kovarian noise (R1, R̄2). Sedangkan, sistem di-
namik dengan kovarian noise besar, (R1, R̄2), cenderung lebih
cepat menuju ke kondisi acuan, dan lebih cepat menjauhi kondisi
acuan. Hal ini berdampak pada keputusan daya transmisi optimal
(p∗TX ) sebagaimana ditunjukkan pada Gambar 4.7 dan 4.8.

Pada sistem dengan kovarian noise besar, state sistem cen-
derung tidak stabil di persekitaran kondisi acuan sehingga mem-
butuhkan kontrol input optimal. Sebab, dengan mendapat kontrol
input optimal diharapkan sistem plant menjadi stabil di persekitaran
kondisi acuan. Agar pengontrol dapat mengirimkan kontrol input
optimal, pengontrol harus sukses menerima data baca sensor terbaru
dari plant. Sedangkan, agar kemungkinan diterimanya data baca
sensor terbaru oleh pengontrol tinggi, dibutuhkan daya transmisi
yang tinggi pula. Oleh karena itu, jika diperhatikan trayektori daya
transmisi pada step ke-0 sampai 150, dan step ke-850 sampai 1000
pada Gambar 4.7 dan 4.8, maka untuk kovarian noise kecil pada
Gambar 4.8, terlihat lebih banyak step dengan daya transmisi di
sekitar nol daripada kovarian besar pada Gambar 4.8. Selain itu,
rata-rata daya transmisi yang dibutuhkan sistem dengan kovarian
kecil adalah 7, 2603× 10−4 watt, dan sistem dengan kovarian be-
sar adalah 7, 4964× 10−4 watt. Dapat disimpulkan semakin besar
noise sistem dinamik maka semakin besar pula daya transmisi yang
dibutuhkan NCS agar plant tetap stabil di sekitar kondisi acuan.
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Pada step ke-0, posisi plant terhadap titik acuan tertentu
adalah Xk=0 = 0 dengan jarak WSN pada plant ke pengontrol
adalah dk=0 = 10 m. Sistem distabilkan dengan posisi acuan
adalah X = 1 sehingga d = 11 m saat tepat di posisi acuan. Dalam
kasus ini, saat plant semakin dekat dengan posisi acuan, jarak antara
WSN dan pengontrol semakin jauh. Oleh karena itu, secara umum
pada Gambar 4.7 dan 4.8 saat step bertambah daya transimisi yang
dibutuhkan juga bertambah.

Trayektori PSR optimal dari dua kovarain noise yang berbeda
ditunjukkan pada Gambar 4.9 dan 4.10. Ruang PSR diskrit meran-
tang di [0, 0001, 0, 9999] sehingga pada waktu k dikatakan sleep
mode saat (PSRk = 0, 0001 ≈ 0). Sistem dengan kovarian noise
(R1, R̄2) pada Gambar 4.9 mengalami sleep mode sebanyak 254
kali dengan rata-rata π∗ = PSR∗ = 0, 7458. Sedangkan, sis-
tem Sistem dengan kovarian noise (R1, R̄2)× 10−1 pada Gambar
4.10 mengalami sleep mode sebanyak 278 kali dengan rata-rata
π∗ = PSR∗ = 0, 7218. Artinya, saat sistem lebih tidak stabil di
persekitaran kondisi acuan, keputusan PSR yang dipilih juga lebih
tinggi.

Jika trayektori keputusan daya optimal pada Gambar 4.7 dan
4.8 dibandingkan dengan trayektori PSR optimal pada Gambar 4.9
dan 4.10, maka terlihat bahwa semakin tinggi daya transmisi yang
digunakan oleh plant juga semakin tinggi peluang data sukses di-
terima oleh pengontrol. Ekivalen dengan trayektori arrival process
(γ) pada Gambar 4.11 dan 4.12. Sebab, E[γk] = PSRk. Hasil
kuantifikasi keluaran data baca sensor (zk) diterima oleh pengontrol
(γk = 1) saat PSRk dipersekitaran 1. Sedangkan, tidak diterima
oleh pengontrol (γk = 0) saat PSRk dipersekitaran 0. Hubungan
ini berlaku sama pada dua kovarian noise yang berbeda.

Berdasarkan trayektori arrival process sistem dinamik de-
ngan kovarian noise (R1, R̄2) pada Gambar 4.11, dari 1000 step
terdapat 746 step dengan data berhasil diterima pengontrol, dan
254 step dengan data gagal diterima pengontrol. Untuk sistem
dinamik dengan kovarian noise (R1, R̄2) × 10−1 pada Gambar
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4.12, dari 1000 step terdapat 720 step dengan data berhasil diterima
pengontrol, dan 280 step dengan data gagal diterima pengontrol.
Jika plant lebih tidak stabil di persekitran kondisi acuan, maka
lebih banyak data yang harus sukses diterima pengontrol. Jika
pengontrol sukses menerima data baca sensor terbaru, maka kontrol
input optimal yang dikirim dapat menyetabilkan plant.

Pada Gambar 4.13 ditunjukkan trayektori kontrol input yang
dikirim oleh pengontrol ke plant melalui lossy channel wireless.
Kontrol input u = F berupa gaya yang menggerakan pendulum ter-
balik beroda secara horizontal. Dari gambar terlihat bahwa sistem
dengan kovarian noise yang besar, (R1, R̄2), menyebabkan kontrol
input berfluktuasi dengan fase yang lebih besar daripada dengan ko-
varian noise kecil, (R1, R̄2)×10−1, yang lebih stabil dipersekitaran
nol. Jadi, semakin besar kovarian noise, maka semakin besar pula
gaya (kontrol input) yang dibutuhkan untuk menstabilkan pendulum
terbalik beroda disekitar kondisi acuan. Terlihat bahwa trayektori
kontrol input optimal, µ∗ = u∗, pada Gambar 4.13 adalah minimum
(di persekitaran nol) dengan tetap menjaga sistem stabil di sekitar
kondisi acuan (Gambar 4.3-4.6).
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Gambar 4.1. Hubungan Daya Transmisi dan PSR, (R1, R̄2)
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Gambar 4.2. Hubungan Daya Transmisi dan PSR, (R1, R̄2)×10−1
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Gambar 4.3. Perbandingan Trayektori Posisi Plant
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Gambar 4.4. Perbandingan Trayektori Kecepatan Plant
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Gambar 4.5. Perbandingan Trayektori Sudut Pendulum
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Gambar 4.6. Perbandingan Trayektori Kecepatan Sudut Pendulum
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4.7.2 Simulasi sistem yang tidak dapat distabilkan

Sistem pendulum terbalik beroda merupakan sistem yang
tidak stabil. Pada bagian ini ditentukan nilai kovarian noise pada
dua skenario berbeda, dan threshold kontrol input 2 sehingga sistem
tidak dapat distabilkan. Simulasi dilakukan sepanjang horizon
waktu N = 1000.

Skenario pertama adalah posisi awal pendulum 5◦ ke arah
depan, φk=0 ≈ 0, 0872665 rad, jatuh ke depan, φ = 90◦ ≈
1, 5708 rad. Pendulum tidak dapat bangkit sehingga plant tidak
dapat distabilkan. Ditentukan nilai kovarian noise,

R1 =


0, 0001 0 0 0

0 0, 0001 0 0

0 0 0, 02 0

0 0 0 0, 0001


R̄2 =

[
0, 0003 0

0 0, 03

]
dengan noise state untuk variabel φ pada matriks R1 adalah 0, 02,
dan noise pengkuran φ pada matriks R̄2 adalah 0, 03, nilainya lebih
besar daripada noise variabel state lainnya dan noise pada simu-
lasi bagian 4.7.1. Hasil simulasi skenario pertama bagian 4.7.2
ditunjukkan pada Gambar 4.14-4.21.

Dari Gambar 4.17 terlihat pendulum yang semula pada posisi
0, 0872665 rad, di sekitar step kurang dari 200 sampai step ke-
1000 berada di persekitaran posisi 1, 5708 rad. Terlihat fluktuasi di
sekitar posisi 1, 5708 rad ke arah posisi 0 rad yang tidak signifikan.

Kondisi plant yang tidak berada di sekitar acuan dan semakin
menjauh dari pengontrol menyebabkan WSN menggunakan daya
transmisi yang tinggi (Gambar 4.18) agar peluang diterimanya data
baca sensor terbaru oleh pengontrol juga tinggi (Gambar 4.19). Dari
Gambar 4.20 terlihat bahwa data yang dikirim WSN selalu diterima
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oleh pengontrol (γ = 1) agar pengontrol dapat mengirimkan data
baca sensor optimum agar plant stabil di sekitar acuan.

Pada Gambar 4.21 kontrol input yang dieksekusi oleh plant
adalah maksimum, yaitu, −2. Namun, hanya mampu mengge-
rakkan plant ke arah depan (Gambar 4.15) yang menyebabkan
posisi plant semakin jauh dari titik acuan tertentu (Gambar 4.14).
Kontrol input juga menyebabkan fluktuasi kecepatan sudut pendu-
lum (Gambar 4.17) tetapi tidak cukup kuat untuk membangkitkan
pendulum (Gambar 4.16). Artinya, pendulum terjatuh ke depan
dan tidak dapat bangkit sehingga tidak dapat distabilkan di sekitar
kondisi acuan.

0 200 400 600 800 1000
step

0

2

4

6

8

10

Po
si

si
 (

m
)

Trayektori Posisi Pendulum Terbalik Beroda

Gambar 4.14. Trayektori Posisi Plant dengan Pendulum Jatuh ke
Depan
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Gambar 4.15. Trayektori Kecepatan Plant dengan Pendulum Jatuh
ke Depan
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Gambar 4.16. Trayektori Sudut Pendulum Jatuh ke Depan
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Gambar 4.17. Trayektori Kecepatan Sudut Pendulum Jatuh ke
Depan
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Gambar 4.18. Keputusan Daya Transmisi Optimal NCS dengan
Pendulum Jatuh ke Depan
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Gambar 4.19. PSR Optimal NCS dengan Pendulum Jatuh ke Depan
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Gambar 4.20. Arrival Process NCS dengan Pendulum Jatuh ke
Depan
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Gambar 4.21. Trayektori Kontrol Input NCS dengan Pendulum
Jatuh ke Depan

Skenario kedua adalah posisi awal pendulum 5◦ ke arah
depan, φk=0 ≈ 0, 0872665 rad, jatuh ke belakang, φ = −90◦ ≈
−1, 5708 rad, dan pendulum tidak dapat bangkit lagi sehingga
plant tidak dapat distabilkan. Ditentukan nilai kovarian noise,

R1 =


0, 0001 0 0 0

0 0, 0001 0 0

0 0 0, 02 0

0 0 0 0, 0001


R̄2 =

[
0, 0003 0

0 0, 0003

]
.

Perbedaan dengan noise pada skenario pertama adalah noise peng-
ukuran untuk φ lebih kecil 10−2 kali, yaitu, 0, 0003. Hasil simulasi
skenario kedua bagian 4.7.2 ditunjukkan pada Gambar 4.22-4.29.

Dari Gambar 4.25 terlihat pendulum yang semula pada posisi
0, 0872665 rad, di sekitar step lebih dari 200 sampai step ke-1000
berada di persekitaran posisi −1, 5708 rad. Terlihat fluktuasi di
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sekitar posisi −1, 5708 rad ke arah posisi 0 rad yang tidak sig-
nifikan.

Plant dengan pendulum jatuh kebelakang artinya jauh dari
kondisi acuan sehingga PSR optimal yang dipilih (π∗) pada Gam-
bar 4.27 dipersekitaran 1. Oleh karena itu, pada Gambar 4.28 data
baca sensor yang dikirim WSN selalu diterima oleh pengontrol
(γ = 1). Pada Gambar 4.29 kontrol input yang dieksekusi oleh
plant setelah step ke-200 adalah maksimum, yaitu, +2. Namun,
hanya mampu menggerakan plant ke arah depan (Gambar 4.23)
yang menyebabkan posisi plant semakin jauh dari titik acuan ter-
tentu (Gambar 4.22). Kontrol input juga menyebabkan fluktuasi
kecepatan sudut pendulum (Gambar 4.25) tetapi tidak cukup kuat
untuk membangkitkan pendulum (Gambar 4.24). Artinya, pendu-
lum terjatuh ke belakang dan tidak dapat bangkit.

Selain arah jatuh pendulum, yang membedakan dengan ske-
nario pertama adalah daya transmisi yang dibutuhkan. Pada Gambar
4.26 terlihat daya maksimum yang digunakan adalah sekitar 0, 001
watt dengan tren turun. Sedangkan pada skenario pertama (Gambar
4.18), daya maksimum yang digunakan adalah 0, 01 dengan tren
naik. Hal ini terjadi karena noise pengkuran φ pada skenario kedua
10−2 dari skenario pertama.



94

0 200 400 600 800 1000
step

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

Po
si

si
 (

m
)

Trayektori Posisi Pendulum Terbalik Beroda

Gambar 4.22. Trayektori Posisi Plant dengan Pendulum Jatuh ke
Belakang
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Gambar 4.23. Trayektori Kecepatan Plant dengan Pendulum Jatuh
ke Belakang



95

0 200 400 600 800 1000
step

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5
Su

du
t P

en
du

lu
m

 (
ra

d)

Trayektori Sudut Pendulum

Gambar 4.24. Trayektori Sudut Pendulum Jatuh ke Belakang
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Gambar 4.25. Trayektori Kecepatan Sudut Pendulum Jatuh ke
Belakang
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Gambar 4.26. Keputusan Daya Transmisi Optimal NCS dengan
Pendulum Jatuh ke Belakang
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Gambar 4.27. PSR Optimal NCS Pendulum Jatuh ke Belakang
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Gambar 4.28. Arrival Process NCS dengan Pendulum Jatuh ke
Belakang
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Gambar 4.29. Trayektori Kontrol Input NCS dengan Pendulum
Jatuh ke Belakang
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4.7.3 Simulasi berulang pada sistem dengan kovarian noise
tetap

Dilakukan simulasi NCS berulang sebanyak lima kali dengan
noise tetap, yaitu, R1 = 0, 001I4, dan R̄2 = 0, 003I2. Digunakan
horizon waktu N = 500 sehingga plant telah mencapai perseki-
taran kondisi acuan. Nilai kontrol input dan daya transmisi optimal
dari masing-masing step pada simulasi yang diulang lima kali ditun-
jukkan pada Tabel 4.3-4.19, dengan simbol aE-b berarti a× 10−b.

Dari tabel tersebut terlihat bahwa, dengan parameter NCS
yang sama di setiap percobaan, pada step yang sama bisa jadi nilai
keputusan kontrol dan daya transmisi optimal berbeda. Hal ini
terjadi karena NCS adalah sistem stokastik, yaitu, dipengaruhi oleh
variabel/matriks acak seperti, wk, vk, nk, dan γk. Terdapat noise
state wk pada Persamaan 4.3 halaman 30 karena model matematika
dari sistem plant yang dikonstruksi tidak sepenuhnya merepresen-
tasikan sistem nyata. Noise pengkuran vk pada Persamaan 4.4
karena sensor pengukur keluaran sistem tidak sepenuhnya aku-
rat. Noise kuantifikasi nk pada Persamaan 4.5 karena nilai se-
belum dan setelah kuantifikasi bisa jadi berbeda. Terdapat arrival
process γk pada Persamaan 2.13 halaman 13 karena kanal komu-
nikasi dari WSN pada plant ke pengontrol adalah lossy wireless
channel, artinya data baca sensor bisa jadi gagal diterima oleh pe-
ngontrol. Oleh karena itu, pada Tabel 4.19 rata-rata kontrol input op-
timal pada masing-masing percobaan berbeda, yaitu, 0, 027896086,
0, 01809526, 0, 019692307, 0, 011177636, dan 0, 016247102. Rata-
rata daya transmisi yang dibutuhkan pada masing percobaan juga
berbeda, yaitu, 0, 000730729 watt, 0, 00072919 watt, 0, 00073404
watt, 0, 000735592 watt, dan 0, 000730123 watt.
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BAB V
PENUTUP

Berdasarkan pembahasan pada bab sebelumnya, dipaparkan
kesimpulan dan saran dari Tugas Akhir ini.

5.1 Kesimpulan

Mengenai optimasi daya transmisi pada pendulum terbalik
beroda dengan kontrol LQG melalui kanal nirkabel dapat ditarik
kesimpulan sebagai berikut:

1. Estimator optimal pada pendulum terbalik beroda dalam NCS
dirancang dengan menggunakan Kalman filter. Tujuan dari
Kalman filter yang dikonstruksi adalah meminimumkan MSE
estimasi full state, dalam hal ini trace eror kovarian estimasi
a posteriori, pada kanal nirkabel dengan arrival process γ.

2. Kontrol optimal pada pendulum terbalik beroda dalam NCS
dirancang dengan LQR. Dalam proses ini dikonstruksi dan
diselesaikan persamaan Riccati dengan pemrograman di-
namik yang disesuaikan dengan jenis kanal komunikasi nir-
kabel IEEE 802.15.4.

3. Daya transmisi optimal pada NCS didapat dengan menen-
tukan PSR optimal. Sebab, daya transmisi merupakan fungsi
PSR. Selain itu, dibuktikan berlakunya prinsip pemisahan
pada estimator, pengontrol, dan mekanisme daya transmisi.
Dengan demikian, daya transmisi yang didapat adalah opti-
mal pada keseluruhan NCS.

Untuk mempermudah simulasi NCS pada Matlab, digunakan
algoritma aproksimasi pada keputusan daya transmisi optimal.
Hasilnya daya transmisi yang dibutuhkan terkait perubahan
jarak antara WSN-pengontrol dan waktu sleep mode adalah
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minimum, dengan tetap menjaga plant stabil di sekitar kon-
disi acuan. Berdasarkan hasil simulasi, didapat beberapa
kesimpulan berikut:

a. Semakin tinggi daya transmisi yang digunakan plant
untuk mengirim data baca sensor ke pengontrol, maka
semakin tinggi pula peluang data sukses diterima oleh
pengontrol.

b. Semakin kecil kovarian noise pada NCS, maka state
sistem semakin stabil terhadap kondisi acuan.

c. Saat state sistem tidak berada di (menjauh dari) perse-
kitaran kondisi acuan, daya transmisi yang digunakan
oleh WSN pada plant menjadi besar untuk memastikan
data baca sensor terbaru dapat diterima oleh pengontrol.
Dengan demikian, pengontrol dapat mengirimkan kon-
trol input optimal sehingga state dari plant berada di
persekitaran kondisi acuan.

d. Semakin jauh plant dari pengontrol, maka semakin
tinggi daya transmisi yang dibutuhkan untuk tingkat
kesuksesan pengiriman data yang sama.

5.2 Saran

Berikut saran untuk penelitian lanjutan:

1. Dalam tugas akhir ini penentuan matriks bobot parameter
optimasi daya transmisi masih menggunakan trial and error-
sehingga disarankan diimplementasi pembelajaran mesin

dalam proses tuning. Dengan demikian, mekanisme opti-
masi daya transmisi dapat lebih adaptif terhadap perubahan
sampling time atau kovarian noise yang signifikan.

2. Dimungkinkan pengkajian optimasi daya transmisi melalui
jenis lossy wireless channel yang lain.
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3. Dimungkinkan pengkajian mekansime daya transmisi nir-
kabel dengan kanal komunikasi antara pengontrol dan plant
yang tak ideal.

4. Disarankan dilakukan pengkajian optimasi daya transmisi
pada kanal nirkabel untuk plant sistem riil (alat/sistem nyata
yang sudah ada).
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