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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan hal-hal yang melatar-belakangi
munculnya permasalahan yang dibahas dalam Tugas Akhir ini.
kemudian permasalahan tersebut disusun kedalam suatu rumusan
masalah. Selanjutnya dijabarkan juga batasan masalah untuk
mendapatkan tujuan yang diinginkan serta manfaat yang dapat
diperoleh. Adapun sistematika penulisan Tugas Akhir ini akan
diuraikan di bagian akhir bab ini.

1.1 Latar Belakang

Penyakit menular adalah penyakit yang disebabkan
oleh sebuah agen biologi seperti virus, bakteri, atau parasit.
Suatu individu dapat terjangkit penyakit menular melalui
kontak langsung maupun tidak langsung dengan individu
terinfeksi. Akibat kontak antarindividu tersebut terjadilah
suatu infeksi baru yang menjadi tanda adanya kasus
penyebaran penyakit menular. Penyebaran penyakit menular
yang terus terjadi akan mengakibatkan kondisi yang disebut
epidemi. Epidemi adalah kejadian tersebarnya penyakit
menular dalam masyarakat yang jumlah penderitanya
meningkat secara nyata melebihi keadaan yang lazim pada
waktu dan daerah tertentu. Jika penyebaran penyakit tersebut
tidak lenyap dan jumlah orang terinfeksi tetap stabil, maka
suatu penyakir dikatakan dalam keadaan epidemi.

Munculnya suatu penyakit tersebut mendapat
perhatian dari berbagai kalangan, khususnya para ahli bidang
kedokteran yang memang mempunyai peranan penting
dalam mencegah meluasnya penyabaran penyakit.
Perkembangan ilmu pengetahuan di dalam matematika juga
turut memberikan peranan yang penting dalam mencegah
meluasnya penyebaran penyakit. Peranan tersebut berupa
model matematika yang dapat menggambarkan penyebaran
suatu penyakit di masa yang akan datang dengan melihat
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kondidi masa sekarang atau masa lalu. Model matematika
tersebut disebut model epidemi.

Secara umum, model epidemi mempertimbangkan
tingkat kejadian terinfeksi penyakit (incidence rate). Tingkat
kejadian infeksi menyatakan banyaknya kasus infeksi baru
akibat interaksi antara individu rentan dengan individu
terinfeksi. Dalam beberapa waktu terakhir, penyebaran
penyakit menular terjadi dalam bentuk yang beragam, seperti
pada penyakit Influenza HIN1. Keberagaman yang terjadi
yaitu adanya perbedaan periode exposed dalam setiap
individu yang terinfeksi virus HLN1. Terdapat individu yang
melewati fase exposed, dan ada yang tidak. Hal tersebut
terjadi karena variasi virus dan keadaan jasmani yang
berbeda dari setiap individu.

Influenza HLIN1 merupakan penyakit pernapasan akut
pada manusia yang memengaruhi hidung, tenggorokan, dan
paru-paru yang disebabkan oleh virus influenza HIN1. Pada
tahun 2009, terdeteksi jumlah kasus terinfeksi virus pandemi
influenza A HIN1 di Mexico dan AS kian bertambah dalam
waktu singkat. Departemen kesehatan Mexico mencatat
adanya kenaikan kejadian influenza-like-illness pada musim
dingin; berarti di belahan bumi utara terjadi sekitar bulan
November-Februari, dan dibelahan bumi selatan sekitar
bulan April-Juli. Berdasarkan data dari WHO, hasil analisis
dari 3734 pasien positif virus influenza A HIN1 di Mexico
bahwa sebagian terbesar pasien berusia muda : 28% berumur
0-9 tahun, sedangkan 25,1% berumurl0-19 tahun.
Sedangkan hasil analisis data AS dari 532 pasien juga
sebagian besar pasien berusia muda: 20% berumur 0-9 tahun
dan 38,99% berumur 10-18 tahun.[19]

Beberapa literatur telah dibahas beberapa model
penyabaran penyakit menular Influenza A HLIN1. Pada tahun
2003, Neil dan rekannya membangun model matematika
simulasi penularan influenza efek terapi penghambat
neuraminidase pada tingkat infeksi dan penularan virus yang
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resistan terhadap obat. Mereka berkonsentrasi pada
penyelidikan numerik tanpa mempertimbangkan stabilitas
model. Baru-baru ini, Zhou dan Guo menganalisis model
influenza dengan vaksinasi. Namun, banyak artikel tidak
peduli dengan resistensi penyakit pada manusia.[7]

Pencegahan pada penyebaran penyakit Influenza A
H1N1 dapat dilakukan dengan dapat dikendalikan dengan
pemberian obat pada individu terinfeksi sehingga seseorang
mempunyai ketahanan tubuh yang lebih baik, dan mampu
mempertahankan diri terhadap penyakit atau masuknya virus
dari luar. Oleh karena itu, untuk mengetahui penyebaran
penyakit, diperlukan suatu model matematika yang dapat
merepresentasikan  permasalahan yang terjadi guna
mencegah penyebaran penyakit tersebut.

Penelitian yang dilakukan oleh Nguyen Huu Khanh
pada tahun 2015 dengan judul “Stability analysis of an
influenza virus model with disease resistance”. Pada
penelitian ini mempelajari model baru yang menggambarkan
penularan virus influenza tipe A dengan resistansi penyakit
pada manusia. Analisis matematis menunjukkan bahwa
dinamika penyebaran ditentukan oleh angka reproduksi
dasar R,.[7]

Dalam Tugas Akhir ini dibahas model penyebaran
virus influenza tipe A HIN1 dengan memasukkan parameter
kontrol yaitu pemberian obat influenza pada individu
terinfeksi dan pengendalian lingkungan berupa penyluhan,
seminar dan juga kerja  bakti sebagai upaya dalam
mengendalikan penyebaran penyakit. Setelah itu akan
dilakukan simulasi dari penyelesaian numerik metode
Runge-Kutta Orde Empat menggunakan software
MATLAB.



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dituliskan, maka
rumusan masalah pada proposal Tugas Akhir ini yaitu:
1. Analisis kestabilan dan keterkontrolan  model
penyebaran virus influenza tipe A HIN1
2. Design kontrol optimal pada model penyebaran virus
influenza tipe A HIN1 dengan prinsip minimum
pontryagin
3. Bagaimana pengaruh kontrol yang diberikan pada hasil
simulasi model penyebaran virus influenza tipe A HIN1

1.3 Batasan Masalah

Pada proposal Tugas Akhir ini, penulis membatasi
permasalahan sebagai berikut:

1. Kontrol vyang digunakan pada model dinamik
penyebaran virus influenza untuk upaya mengurangi
jumlah individu yang meninggal akibat terinfeksi
penyakit influenza dan upaya dalam meminimalkan laju
kontak penularan virus

2. Model matematika yang digunakan dalam penelitian ini
berdasarkan jurnal : “Stability analysis of an influenza
virus model with disease resistance” ref [7].

3. Penyelesaian kontrol optimal menggunakan Prinsip
Minimum Pontryagin

4. Simulasi numerik menggunakan metode Runge-Kutta

orde 4
5. Simulasi dilakukan dengan menggunakan software
MATLAB.
1.4  Tujuan

Tujuan dalam penulisan proposal Tugas Akhir ini yaitu:

1. Melakukan analisis kestabilan dan keterkontrolan model
penyebaran influenza tipe A HIN1
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2. Mendapatkan design kontrol optimal untuk upaya
mengurangi jumlah individu yang meninggal akibat
terinfeksi  penyakit influenza dan wupaya dalam
meminimalkan laju kontak penularan virus.

3. Mengetahui hasil simulasi pada model penyebaran virus
influenza tipe A sebelum dan sesudah dikontrol.

1.5 Manfaat

Pada penulisan proposal Tugas Akhir ini, penulis
mengharapkan agar penelitian ini dapat bermanfaat yaitu sebagai

berikut :
1.

Memberikan informasi mengenai design kontrol optimal
dalam model penyebaran virus influenza tipe A HIN1
sehingga dapat mengurangi jumlah individu yang
meninggal akibat terinfeksi penyakit influenza dan
upaya dalam meminimalkan laju kontak penularan virus.
Sebagai referensi solusi terkait penerapan teori kontrol
optimal dalam upaya pengendalian penyebaran virus
influenza tipe A HIN1.

1.6 Sistematika Penulisan

Sistematika penulisan dalam laporan Tugas Akhir ini adalah
sebagai berikut :

1. BAB I PENDAHULUAN

Bab ini berisi tentang gambaran umum dari penulisan
Tugas Akhir yang meliputi latar belakang, rumusan
masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat dan
sistematika penulisan.

BAB IITINJAUAN PUSTAKA

Bab ini berisi tentang teori dasar yang mendukung dalam
Tugas Akhir ini, antara lain model sistem dinamik yang
digunakan, teori-teori analisis model antara lain
kestabilan, keterkontrolan, teori kendali optimal, prinsip



minimum pontryagin dan metode runge-kutta orde
empat.

BAB IlIl METODELOGI

Bab ini menjelaskan tentang tahapan-tahapan yang
digunakan untuk penyelesaian Tugas Akhir ini.

BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Bab ini membahas tentang analisis model pada model
dinamik virus influenza, penerapan prinsip minimum
pontryagin dan Hamiltonian untuk mencari kendali
optimal, mencari solusi numerik dengan metode runge-
kutta orde empat dan simulasi model tersebut.

BAB V PENUTUP

Bab ini berisi kesimpulan Tugas Akhir yang diperoleh
dari bab pembahasan serta saran untuk pengembangan
penelitian selanjutnya.
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TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini diberikan beberapa definisi dan teorema yang
digunakan sebagai acuan dalam pembahasan, serta untuk
membantu memahami permasalahan yang akan dibahas.

2.1 Penelitian Terdahulu

Pada tahun 2003, Neil dan rekannya membangun model
matematika simulasi penularan influenza efek terapi penghambat
neuraminidase pada tingkat infeksi dan penularan virus yang
resistan terhadap obat. Mereka berkonsentrasi pada penyelidikan
numerik tanpa mempertimbangkan stabilitas model.Fraser et al.
mempelajari model transmisi influenza A (H1IN1) pada populasi
manusia,tetapi mereka tidak memasukkan transmisi lintas spesies.
Baru-baru ini, Zhou dan rekannya menganalisis model influenza
dengan vaksinasi. Namun, banyak artikel tidak peduli dengan
resistensi penyakit pada manusia. [7]

Dalam penulisan Tugas Akhir ini, penulis merujuk pada
beberapa penelitian sebelumnya yang sesuai dengan topik yang
diambil. Salah satu penelitian adalah yang dilakukan oleh Nguyen
Huu Khanh dengan judul “Stability analysis of an influenza virus
model with disease resistance”. Pada penelitian ini mempelajari
model baru yang menggambarkan penularan virus influenza tipe A
dengan resistansi penyakit pada manusia. Analisis matematis
menunjukkan bahwa dinamika penyebaran ditentukan oleh angka
reproduksi dasar Ry.[7]

2.2 Virus Influenza

Tipe A merupakan virus penyebab influenza yang bersifat
epidemik. Salah satu contohnya adalah Influenza tipe A H1IN1
merupakan penyakit pernapasan akut pada manusia yang
memengaruhi  hidung, tenggorokan, dan paru-paru Yyang
disebabkan oleh virus influenza HLIN1. Pada tahun 2009, terdeteksi
jumlah kasus terinfeksi virus pandemi influenza A H1N1 di
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Mexico dan AS kian bertambah dalam waktu singkat. Departemen
kesehatan Mexico mencatat adanya kenaikan kejadian influenza-
like-illness pada musim dingin; berarti di belahan bumi utara
terjadi sekitar bulan November-Februari, dan dibelahan bumi
selatan sekitar bulan April-Juli. Berdasarkan data dari WHO, hasil
analisis dari 3734 pasien positif virus influenza A HLN1 di Mexico
bahwa sebagian terbesar pasien berusia muda : 28% berumur 0-9
tahun, sedangkan 25,1% berumurl0-19 tahun. Sedangkan hasil
analisis data AS dari 532 pasien juga sebagian besar pasien berusia
muda: 20% berumur 0-9 tahun dan 38,99% berumur 10-18
tahun.[19]

2.3 Model Penyakit Virus Influenza (Nguyen Huu Khanh)
Model dinamik penyakit virus influenza menurut Nguyen
Huu Khanh sebagai berikut[6] :

ds _ (E® +1I( _ _ _ _
E_A_YS(t) (W)-l'CE(t)'Fbl(t)+0!R(t)-[.l$(t)
dE . _(E@®)+I(t) _

E—]/ t <W>—(C+€+,U)E(t)

o= eE@) — (8 + b +](®)

dR

27 = FI® - @+ 0RO

Dengan kondisi awal : S(t) + R(t) + I(t) + R(t) = N(t)

dengan keterangan variabel dan parameter sebagai berikut:

S(t) : Jumlah individu yang sehat dan rentan terhadap
penyakit pada saat t

E(t) : Jumlah individu yang terpapar pada saat t

I(t) : Jumlah individu yang terinfeksi pada saat t

R(t) :Jumlah individu yang sehat setelah menjalani
pengobatan pada saat t

A - rekruitmen individu rentan.

dan dangan parameter sebagai berikut :



c - rate individu exposed menjadi susceptible tanpa
pengobatan

b : rate individu infected menjadi susceptible tanpa
pengobatan.

- konstanta kematian dari setiap kompartemen.

: 1/1IP. Dimana IPP adalah periode inkubasi virus
: rate individu recovered menjadi susceptible lagi.
- rate individu infected menjadi recovered.

: rate kontak penularan virus

XR™IM™ME

2.4 Titik Setimbang
Definisi 2.1 [5]
Diberikan sistem persamaan diferensial sebagai berikut:

. dx _
k== 6

dengan x € R™. Sebuah vektor x yang memenuhi f(x) =0
disebut titik setimbang.

2.5 Linierisasi

Linearisasi diperlukan karena bentuk model matematika
penyebaran penyakit adalah persamaan differensial nonlinear.
Linearisasi adalah proses mentransformasi sistem persamaan
differensial nonlinear ke bentuk persamaan differensial linear.
Proses ini dilakukan dengan linearisasi di sekitar titik
kesetimbangan.

Definisi 2.2 [8]
Diberikan sistem autonomous non linear

dx(t)

;t = f1(xq, %2, 00, X))
dx,(t)

;t = f2(x1, X, ., Xp)
éxn(t)

T frn (X1, X2, o)y Xn) (2.5)
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Misalkan X = X;,X,, ..., X, adalah titik kesetimbangan sistem
(2.5), maka pendekatan linear sistem (2.5) di sekitar tiik
kesetimbangan diperoleh dengan menggunakan deret Taylor dari
fungsi f di sekitar titik kesetimbangan £ = (£, %5, ..., £,)7 yaitu

fi(®1, %z, ., £)T
= fi(®1, 25, o, 2)"

ofr .. . .
+ E Ry, Rgs o, BT (g — Ry) + -
X1
ofr . . . .
+ P) (x1'x2' 'xn)T(xn - xn) + Rfl
xn

f2 (%1, %z, o, 2)T
= fo(%1, %5, ., 2"

A i i
6 = (X1, Ry s )T (0 — £9) + -
X1
f2 ~ \T o
+— a (xlfof ;xn) (xn - xn) + sz
Xn
(2.6)
foRe, Ry s BT
= fn(®R1, %z, o, 27
Ofn .. . o NT .
+ a_ (xl' x2' ---:xn) (xl - xl) +
X1
Ofn .. . . .
+ a—n (R, %2, 0, %) (xy, — &) + R,
xn

Karena nilai R, Rg,, ..., Re, mendekati 0, maka Re, Rg, ..., Rp,
dapat diabaikan. Oleh karena itu, pendekatan linear sistem (2.5)
adalah

dx,(t)  0fy 0fi

dt = E(xhxz, - xn) (g, — %) + (x1;x2; - ,fn)T(xz - %)
0fi

+oot o axn (xlleI - Ifn) (xn - Qn)




dx,(t)
dt

dx, ()
dt

gfj (X1, gy ey X)) (01 — %1)
+ Z_;Z(fpfz, o Xn)T (e = £2) + -
% Ry, Ry ooy B) T (0, — %)
ZZ Ry, Ry ooy )T (01 — %)
+ 2_9]:2(21:22: --'fn)T(XZ — %)+
+ % (X1, Xz o) 2) T (tn, — %)

11

@.7)

Apabila sistem (2.3) diubah dalam bentuk matriks, maka diperoleh

[dx1(8)]
| at |
dx,(t)
d't
doxy ()
dt
0f1 . e O . dfi
a—xl(xl,xz,...,xn) a—xz(xl,xz, e, BT e o
ofa . o\ 02 o T fy
— axl (xl,xz,...,xn) ax (x11x2! ---;xn) axn
Mo o o onr O o ofr
-a—xj(xl,xz,...,xn)’r a I (x1,x2; -.-;xn)T ax:ll
Misalkan y; = x; — X1, ¥, = X — X5, ., Y = X

diperoleh

1, A2 -
— (&, %

—— (%1, %5, .

(&1, %,

&))"
(x1 — %)
,fn)T (2 — %)
(X — %n)

— X, sehingga



Ofr (o o o i (o o PN 0fi (s 2 o

[‘”’1(”] [ @ 2)T SRR B)T o (R .-..,xnﬂl y
1

f o f2 (o o o f o
|y2tm|— a;l(xl,xz,...,xn)T oy Ro e 2)T o SRR R 2) |20 8)
| | : H . : )
dyn(t) n rn =~ ~ fn rn A N fn rn ~ N Yn
[ ” | la—;;(xl,xz,--.,xn)T z’)—xz 2 ZP %) LI "( Ry, %y s BT |

Matriks Jacobian dari persamaan (2.8) adalah

[0f1 of - 0f1 o \T |
Ix; (%1, %5, o, 2T e (R, Rp, o, 2T o 7, (%1, %5, 0, 2T
ofy .. - ofy .. . . ofy . .
] — —axl (.X'l, X, ---,xn)T axz (xl: X2, ....xn)T axn (xl‘XZI ---'xn)T
of, o M o o o
6_3;1 By, %p, o, &7 6_3;;(x1'x2' U LA a—le(xl,xz, ...,xn)T_

Persamaan (2.5) disebut hasil linearisasi dari sistem (2.5).

2.6 Kestabilan Asimtotis Lokal

Kestabilan asimtotik local merupakan kestabilan dari sistem linear
atau kestabilan dari linearisasi sistem tak linear. Kestabilan
asimtotik local pada titik kesetimbangan ditentukan oleh tanda
pada bagian real dari akar-akar karakteristik sistem.

Teorema 2.2 [18]
Titik setimbang (x,, ¥,) stabil asimtotis jika dan hanya jika nilai
karakteristik dari

ad ad
i(Xo'yo) a—j;l(xo'J’o)
d ad

fz( 0:Y0) a—};f(XO'YO)

Mempunyai tanda negatif pada bagian realnya dan tidak stabil
jika sedikitnya satu dari nilai karakteristik mempunyai tanda
postif pada bagian realnya.
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2.7 Kriteria Routh-Hurwitz

Nilai-nilai karakteristik dari matrik A adalah akar-akar
polynomial dari

det(Al — A) = agA™ + a; A" 1 + -+ ap_14 + a, A"

dengan a, = 1. Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz dapat
dipakai untuk mengecek langsung kestabilan melalui koefisien a;
tanpa menghitung akar-akar dari polynomial yang ada. [5]

At Qo2 g
An-ilaas ... a,
/’{n_z b1b2 s
/’{n—3 c CZ

201z

dimana by, ...., ¢4, ....dan z secara rekursif didapat dari :

aiaz—apds . biaz—bza,
bl:T’.“’ C1=T,....

Kriteria Routh-Hurwitz menyimpulkan bahwa banyaknya
perubahan tanda dalam kolom pertama pada tabel, sama dengan
banyaknya akar-akar polynomial yang bagian realnya positif. Bila
dalam kolom pertama tidak ada perubahan tanda (semuanya
bertanda positif atau semuanya bertanda negative), maka semua
akar polynomial bagian realnya adalah tak positif dan sistem stabil

[5].
2.8 Bilangan Reproduksi Dasar (Ro)

Bilangan reproduksi dasar (R,) merupakan suatu parameter
yang digunakan untuk mengetahui tingkat penyebaran suatu
penyakit. Bilangan reproduksi dasar menunjukkan jumlah individu
rentan yang dapat menderita penyakit disebabkan oleh satu
individu infeksi. Kondisi yang akan timbul adalah satu diantara
tiga kemungkinan berikut.
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1. Jika Ry <1 , maka penyakit akan menghilang dalam

populasi.

Jika Ry = 1, maka penyakit akan menetap dalam populasi.

3. JikaR, > 1, maka penyakit akan meningkat menjadi wabah
dalam populasi.

n

Bilangan reproduksi dasar(R,) dapat diperoleh dengan
beberapa metode, salah satunya adalah dengan membangun
matriks yang membangkitkan jumlah individu baru yang
terinfeksi. Matriks ini dinotasikan dengan G dan dinamakan NGM
(Next Generation Matrix). Dimana i, jadalah elemen dari G, g;;
adalah jumlah infeksi sekunder tipe i yang disebabkan oleh
individu yang terinfeksi tunggal tipe j, dengan asumsi bahwa
populasi tipe i sepenuhnya susceptible.

Bilangan reproduksi dasar diberikan oleh nilai eigen dari G.
NGM terdiri dari dua bagian : F dan V di mana

o [0Fiex)]
axj
dan
e
an

F; adalah matriks dari laju individu baru terinfeksi penyakit
yang menambah kelas infeksi, sementara V; adalah matriks laju
perkembangan, kematian, dan kesembuhan yang mengurangi kelas
infeksi. x, adalah keadaan ekuilibrium bebas penyakit . R, adalah
nilai eigen dari matriks G = FV~1 [3].

2.9 Keterkontrolan

Keterkontrolan sistem dapat digunakan untuk mentshilkan
sistem, selain itu permaslahan kontrol optimal mungkin tidak akan
diperoleh jika sistem tidak terkontrol. Maka perlu dianalisis
mengenai keterkontrolan sistem
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Teorema 2.3 [8]
Jika terdapat persamaan matrik state sebagai berikut :
x(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(6) = Cx(¢)
Syarat perlu dan cukup suatu sistem linear dikatakan terkontrol,
jika matriks
Mc=[B AB A?B .. A" 1Bl
Mempunyai rank sama dengan n.

2.10 Teori Kontrol Optimal

Pada prinsipnya, tujuan dari pengendalian optimal adalah
menentukan signal atau kendali yang akan diproses dalam sistem
dinamik dan memenuhi beberapa constraint, dengan tujuan
memaksimumkan atau meminimumkan fungsi tujuan (J) yang
sesuai[9]. Adapun masalah formulasi kendali optimal terdiri dari :

1. Mendeskripsikan secara sistematis suatu model
(secara umum dalam bentuk variable state)

2. Menentukan fungsi objektif(performance index)

3. Menentukan kendala dan kondisi batas yang harus
dipenuhi

Fungsi objektif (performance index) dapat diformulasikan sebagai
berikut :

J(®) = S(x(t), t) + 7V (®),ut), t) dt (2.9)
Dengan kendala :

x(8) = f(x(0), u(t), ) (2.10)
Dan kondisi batasx(to) = X, X(t;) = X;, to, dan t masing-

masing adalah waktu awal dan akhir. S,V dan f adalah fungsi
skalar.
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Serta kontrol wu*(t) merupakan kontrol optimal, jika
disubstitusikan ke dalam sistem (2.10) akan diperoleh keadaan
yang optimal x*(t) dan pada saat yang sama juga dapat
mengoptimalkan indeks performansi (2.9).

2.11 Prinsip Minimum Pontryagin

Langkah-langkah dalam menyelesaikan masalah kendali
optimal adalah sebagai berikut[9] :

a) Langkah1
Bentuk fungsi Hamiltonian (H) sebagai berikut,
H(x(t),u(t),A(¢),t)
=V(x(),u(t),A),t) + @) f(x(),u(t),t) (2.11)
dengan tanda 'menyatakan suatu transpose

b) Langkah 2
Meminimumkan H terhadap u( t) dengan cara :

oH
(5o5) =0 (2.12)
Sehingga diperoleh kondisi stationer u*(t).
u*(t) = h(x(®), u(t), t) (2.13)

¢) Langkah 3
Dengan menggunakan hasil yang diperoleh dari langkah 2
akan didapatkan fungsi Hamiltonian yang optimal, H* yaitu :
H*(x*(t), h(x*(t), A" (1), t), A" (t), t)
= H*(x*(t),A*(t),t) (2.14)

d) Langkah 4
Mencari persamaan statedan co-state

X*(t) = (Z—’;) dan A*(t) = — (g—’;) (2.15)
Dengan kondisi awal x, dan kondisi akhir
[ + Z—‘f]tf +[(2) - r®] sxp=0 (2.16)

tf
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e) Langkah5
Untuk memperoleh kendali optimal, Substitusi solusix*(t),
A*(t) dari langkah (4) ke dalam persamaan u*(t) pada
langkah (2).

2.12 Metode Runge-Kutta Orde Empat

Metode Runge-Kutta merupakan metode yang memberikan
ketelitian hasil yang lebih besar karena metode ini menawarkan
penyelesaian persamaan diferensial dengan pertumbuhan error
yang jauh lebih kecil dan tidak memerlukan turunan dari fungsi.

Diberikan sistem persamaan sebagai berikut:

X = fl(t'x')’;z)
y = fz(t'x’y'z)
z= f3(t'x'y’z)

Metode Runge-Kutta orde empat untuk sistem persamaan diatas
adalah sebagai berikut [15]:

1

xl'+1 = xl' + g (kl,X + Zksz + 2k3,X + k4,X)
1

yl'+1 = yl + g (kl,y + 2k2'y + 2k3’y + k4_’y)

Zis1 = Z +%(k1,Z + 2ky g + 2ks; + k)
dengan

i=012..,n

kix = hfi(ti, xi, ¥i,2; )

kiy = hf2(ti, X, i, 2; )

ki, = hf3(ti, xi, ¥i, ;)

1 1 1 1
kox = hfi(t; + Eh: x;+ §k1,x' yi+ §k1,y' zi + Ekl,z)
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1 1 1 1
kay =hfo(ti +shxi + ki Yi +5kiy zi +5k1,)

2 2 2 2
1 1 1 1

kyz = hf3(t; + Eh' x; + §k1,x, yi + Ekl,y’ z; + §k1,z)
1 1 1 1

ksx = hfi(t; + Eh' X + Ekz,x’ yit+ Ekz,yrzi + EkZ'Z)
1 1 1 1

ksy = hfy(t; + Eh' X + Ekz,x’ yit+ Ekz,yrzi + EkZ'Z)

1 1 1 1

ks, = hfs(t; + fh’ x; + Ekz,x' yi + Ekz,y'zi + Ekz,z)
kyx = hfi(t; + h,x; + ksxyi + k3,yf z + k3,z)
kay =hfo(ti +hx;i+ ks yi +ksy 2z + k3z)
ksz = hfs(ti + hx; + ks, yi + ks, z; + ks ;)
tr —t
h=2L_20

n

dimana:

h = ukuran langkah

n = banyaknya langkah
to, = waktu awal

ty = waktu akhir

Jenis metode Runge-Kutta yang digunakan adalah metode
foward backward sweep Runge-Kutta orde 4 karena sistem
persamaan diferensial pada tugas akhir ini terdapat persamaan
yang diketahui nilai awal dan persamaan lain yang diketahui nilai
akhir. Alur pengerjaannya adalah menyelesaikan persamaan yang
diketahui nilai awalnya terlebih dahulu secara foward, kemudian
persamaan yang lain yang diketahui nilai akhir dikerjakan secara

backward. Secara matematika ditulis sebagai berikut :

dldlt(t) = f(t, 21, X(©)), x(to) = y1 (2.17)

M;t(t) = f(t, 22, X(0), x(tr) = y, (2.18)
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Integrasi numerik dari persamaan dengan metode Runge-Kutta
orde empat dinyatakan sebagai berikut :

e Foward Sweep

h
fi,n+1(t) = fi,n(t) + g (kl,fi + 2k2,fi + 2k3,fi + k4,fi)

e Backward Sweep

h
Ain-1(®) = Ain) — g(kmi + 2ky 5, + 2k3 5, + k4,/1i)
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BAB 111
METODE PENELITIAN

Bab ini menjelaskan langkah-langkah yang digunakan
dalam penyelesaian masalah pada tugas akhir ini. Dijelaskan pula
prosedur dan proses pelaksanaan tiap-tiap langkah yang dilakukan
dalam menyelesaikan Tugas Akhir.

3.1 Langkah Pengerjaan

Langkah-langkah yang digunakan dalam menyelesaikan
permasalahan pada penelitian ini adalah sebagai berikut:

1. StudiLiteratur

Pada langkah ini, dilakukan pencarian dan pengumpulan
referensi yang menunjang topik penelitian. Yaitu studi referensi
tentang penyebaran virus influenza, analisis sistem yang meliputi
kestabilan, keterkontrolan, danketeramatan, metode Runge-
KuttaOrde 4, serta teori kontrol optimal dengan penyelesainnya
menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin. Referensi yang
digunakan adalah jurnal ilmiah, buku tugas akhir, thesis atau hasil
penelitian lainnya yang berkaitan dengan permasalahan pada
proposal Tugas Akhir ini.

2. Identifikasi Model

Pada langkah ini, untuk memahami model penyebaran virus
influenza dengan resistensi penyakit disusun dengan asumsi-
asumsi tertentu sehingga dapat dibuat model kompartemen dengan
populasi Susceptible, Exposed, Infected, dan Recovered.

3. Analisis Model Matematika

Pada model penyebaran virus influenza ini akan ditentukan
titik kesetimbangan bebas penyakit dan titik kesetimbangan
endemik. Kemudian untuk menentukan kestabilan lokal yaitu
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dengan membentuk matriks Jacobian pada titik kesetimbangan
bebas penyakit dan titik kesetimbangan endemik yang selanjutnya
dapat ditentukan nilai eigen matrik Jacobian dari modelnya.
Kestabilan lokal pada titik kesetimbangan bebas penyakit akan
didapatkan bilangan reproduksi dasar (R,).

4. Formulasi Masalah Kontrol Optimal dan Penyelesaian

Pada langkah ini dilakukan perancangan masalah
kontrol optimal dari model penyebaran virus influenza yang
meliputi membentuk fungsi objektif serta kondisi syarat batas
yang harus dipenuhi. Setelah formulasi masalah kontrol
optimal sudah dilakukan, maka langkah selanjutnya yaitu
penyelesaian kontrol optimal dari model matematika yang
diberikan dengan menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin.
Langkah-langkah yang dilakukan pada tahap ini sebagai
berikut:

1. Membentuk fungsi Hamiltonian

2. Menentukan persamaan state dan costate

3. Menentukan kondisi batas yang harus dipenuhi
4. Menentukan kontrol optimal.

5. Simulasi, Analisis Hasil dan Pembahasan

Pada tahap ini sistem persamaan disimulasikan secara
numerik menggunakan metode Runge-Kutta Orde empat dengan
bantuan aplikasi MATLAB R2013a, dengan langsung
menggambarkan grafik kestabilan serta penyelesaian numerik dari
model penyebaran virus influenza sebelum dan sesudah dikontrol.

6. Penarikan Kesimpulan dan Saran

Pada langkah ini, dilakukan penarikan kesimpulan yang
diperoleh dari hasil pembahasan. Serta diberikan saran sebagai
perbaikan dan pengembangan untuk penelitian selanjutnya.
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3.2 Diagram Alur Penelitian

Alur penelitian yang dilakukan dalam Tugas Akhir ini
disajikan dalam Gambar 3.1berikut ini.

/ Studi Literatur /

Mengkaji Model Penyebaran Virus Influenza
dengan penyakit resistensi

A

Analisis Model dan Formulasi Masalah
Kontrol Optimal

! '

Penyelesaian Analisis Penyelesaian Kontrol
Kesetimbangan Bebas Optimal dengan PMP
Penyakit dan Endemik

& v

Simulasi, Analisis dan Pembahasan

\ 4

Penarikan Kesimpulan dan Saran
|

v

Gambar 3.1 Diagram Alur Penelitian
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BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Pada bab ini akan dibahas mengenai deskripsi model
penyebaran penyakit influenza, titik kesetimbangan bebas penyakit
dan endemik, bilangan reproduksi dasar serta analisa sifat sistem
dari model tersebut. Selain itu akan dicari solusi kontrol optimal
dari model dengan menggunakan prinsip minimum pontryagn, dan
akan disimulasikan model tersebut secara numerik menggunakan
metode Rungge-Kutta Orde 4 menggunakan Matlab R2013a.

4.1 Deskripsi Model Penyebaran Virus Influenza Tipe A

Model dinamik penyebaran virus influenza yang dibahas pada
Tugas Akhir ini adalah model dinamik menurut Nguyen Huu
Khanh [7] yang meninjau model SEIR terbaru yang
menggambarkan penularan virus influenza dengan resistensi
penyakit pada manusia.

Berikut ini diberikan asumsi-asumsi yang digunakan
dalam model penyebaran penyakit influenza menurut Nguyen Huu
Khanh [7], yaitu :

1. Populasi bersifat tertutup yang berarti bahwa pertambahan atau
pengurangan jumlah individu melalui emigrasi dan imigrasi
tidak diperhatikan.

2. Populasi terbagi menjadi 4 bagian yaitu S(t) subpopulasi
individu rentan, E(t) individu terpapar, I(t) Individu yang
terinfeksi dan R(t) individu yang sembuh.

3. Terjadi pada lingkungan homogen dengan laju kelahiran dan
laju kematian diasumsikan sama. Setiap individu yang lahir
masuk kedalam kelas individu Susceptible dan setiap individu
yang mati dari setiap kelas mempunyai laju proporsional
dengan jumlah individu pada masing-masing kelas.

4. Dalam model ini, individu yang terpapar dan yang terinfeksi
dapat kembali ke kelmpok rentan tanpa pengobatan.
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Adapun notasi serta definisi dari variabel dan parameter yang
digunakan pada model matematika penyebaran virus influenza tipe

A yaitu tertera pada table di bawah ini:

Tabel 4.1 Tabel Variabel pada Model Matematika Penyebaran

Virus Influenza tipe A HIN1

Variabel Keterangan

S(t) Jumlah individu yang sehat dan rentan terhadap
penyakit pada saat t

E() Jumlah individu yang terpapar pada saat t

1(t) Jumlah individu yang terinfeksi pada saat t

R(t) Jumlah individu yang sehat setelah menjalani
pengobatan pada saat t

A rekruitmen individu rentan.

Tabel 4.2 Tabel Parameter pada Model Matematika Penyebaran

Virus Influenza tipe A HIN1

Parameter Keterangan
U Rate kelahiran atau kematian alami
b Rate individu infected menjadi susceptible tanpa
pengobatan.
Rate individu exposed menjadi susceptible tanpa
¢ pengobatan.
e P,
€ Dimana IPP adalah periode inkubasi virus.
a Rate individu recovered menjadi susceptible lagi
B Rate individu infected menjadi recovered.
y Rate kontak penularan virus
adanya interaksi antara subpopulasi yang rentan
yS(®)(E(t)) | dengan subpopulasi yang terinfeksi dan antara
+1(0)) subpopulasi yang rentan dengan subpopulasi terpapar,
sehingga terjadi kontak penularan virus.

Berdasarkan mekanisme penyebaran virus influenza yang
telah dijelaskan serta asumsi-asumsi dan parameter yang telah
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disebutkan, dapat dibentuk diagram penyebarannya sebagai
berikut.

YS(E+I)

A G_J-] N E eE 1 BI | R Iuﬁ
us HE w1

Gambar 4.1 Diagram Kompartemen Model Matematika Penyebaran
Virus Influenza Tipe A

Berdasarkan diagram kompartemen diatas, model
matematika penyebaran virus influenza tipe A dapat disajikan
dalam sistem persamaan diferensial sebagai berikut:

2= A— 5@ (B22D) + cE() + bI(®) + aR(e) - pS(0),
Z_f =yS5(t) (E(jv):;(t)) —(c+e+wWEQ),
D = eE(t) — (B + b + wI(D), (4.1)

dt

%= BIO — (a+ DR,
dengan kondisi awal N(t) = S(t) + E(t) + I(t) + R(t)

Dari persamaan dimensional yang diberikan pada (4.1), selanjutnya akan
dicari laju pertumbuhan populasi manusia sebagai berikut :

d d _ _ _ _
aN(t) = E[S(t) +E(@) +I(t) + R(t)]

d oy G Ao do o do
(:)E (t)—a (0"‘5 (t)+a (t)‘l'% ®
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E@®) +I(t)

NGO ) + cE(t) + bI(t) + aR(t)

d _
s EN(D =A—- yS(t)<

_ _ (E I _
—uS(t) +yS() <%) —(c+e+wE®)

+eE@®)—(B+b+wI) +LIE) — (a+ wWR(E)

= %N(t) =A—uS(t) + uE(t) + ul(t) + uR(t)
=3 %N(t) =A—pu[S@®)+E@®) +I1) +R@®)]

d
—N() =A—puN
A ®) 1

Sehingga dengan menggunakan integrasi persamaan diferensial
didapatkan persamaan sebagai berikut :

dN

‘:)A—,uN:dt
dN .
m=fdt Misal v =A—uN (:dv=—udN

1r1

S ——|—-dv=|dt
ul v
1

o ——hv=t+C
u

1
@l—llnv= —(t+0)

1

o —v=e 0
U
=3 lv = le_ﬂ(t"'c)
u u
(=1 A _ ‘uN = le_ﬂ(t"'c)

I 1
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=3 é J— N = le_ll(t"'c)

u u
e N(@) = é_le—#(HC)
u u

o N(t) = —i(%e—ﬂf - A).

Dari persamaan pertumbuhan populasi manusia N(t) yang didapatkan,
semakin besar nilai t atau semakin lama waktu yang dibutuhkan, maka

A .
nilai -e Kt gkan semakin besar.

i ' = lim =1(te-rt —p) =2
Sehingga lntlls;le(t) tll_)rg #(Ce A) p

Hal ini menunjukkan bahwa jumlah populasi tak konstan. Jadi N(t)
memiliki batas atas yaitu % . sehingga N(t) € [0,% ]

Daerah penyelesaian model pada populasi manusia adalah
S +EQ@®) + 1(6) + R(t) = N(t) s§ ;S>0,E=>0,1=0,R =0,N(1®) =0

Untuk menyederhanakan sistem PD (4.1), dilakukan proses
nondimensialiasi dengan menggunakan asumsi-asumsi sebagai berikut :
R(t)

R(t) = N~

N!

N 7

1o,
N!

Sit) = E(t) =

I(t) =

Sehingga sistem PD (4.1) dapat dituliskan sebagai berikut :

as

=M YSO(E@®) + 1(t)) + cE(t) + bI(t) + aR(t) — uS(t)

Z_f = ySE)(E@) +1(1)) — (c + & + WE()
L =eE(t) - (B+ b+ wI(t) 42)
% = BIO — (@+WRE®)

Dengan kondisi,
SOH+EQ+I)+R(t)=N;S>0E=0,[=20,R =0
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Berdasarkan diagram kompartemen model penyebaran vrus
influenza di atas, maka dapat diuraikan sebagai berikut :

a. Persamaan (4.1a) merepresentasikan laju perubahan populasi individu
yang sehat dan rentan terinfeksi penyakit (susceptible) tiap satuan
waktu. Populasi individu susceptible bertambah karena adanya
rekutrmen individususceptible, individu yang terinfeksi dan terpapar
dapat kembali ke kelompok rentan tanpa melalui pengobatan serta
individu yang sembuh dapat menjadi rentan lagi. Sedangkan
berkurang karena adanya interaksi antara subpopulasi yang rentan
dengan subpopulasi yang terinfeksi dan antara subpopulasi yang
rentan dengan subpopulasi terpapar, sehingga terjadi kontak penularan
virus.

b. Persamaan (4.1b) merepresentasikan laju perubahan populasi individu
exposed virus influenza (sudah terinfeksi tapi belum bisa menginfeksi)
tiap satuan waktu. Populasi individu exposedini bertambah karena
adanya interaksi antara dari populasi rentan menjadi populasi yang
terinfeksi dan terpapar, dikarenakan terjadi kontak penularan virus
dan berkurang karena adanya kemajuan populasi exposed menjadi
infecteddan ada juga yang kembali pada populasi rentan lagi tanpa
melalui pengobatan serta kematian alami populasi exposed.

c. Persamaan (4.1c) merepresentasikan laju perubahan populasi individu
yang terinfeksi virus influenza (infected) tiap satuan waktu. Populasi
individu infected ini bertambah karena adanya kemajuan populasi
individu exposed menjadi infected. Berkurang karena kemajuan
populasi infected menjadi populasi recovered dengan adanya
pengobatan dan ada juga yang kembali pada populasi rentan lagi tanpa
melalui pengobatanserta kematian alami populasi infected.

d. Persamaan (4.1d) merepresentasikan laju perubahan populasi individu
recovered (populasi individu yang kondisinya lebih baik setelah
menjalani pengobatan) tiap satuan waktu. Populasi recovered
bertambah karena adanya kemajuan populasi individu infected
menjadi individu recovered. Berkurang karena adanya individu
recovered menjadi susceptible dan kematian alami pada populasi
recovered .
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4.2 Analisa Sistem Awal tanpa Kontrol
4.2.1 Titik Kesetimbangan Model Matematika Penyebaran
Penyakit Influenza Tipe A

Keadaan setimbang adalah suatu keadaan ketika perubahan
jumlah subpopulasi tertentu sepanjang waktu adalah nol.
Berdasarkan Definisi 2.1, model matematika penyebaran
penyakit Influenza memenuhi keadaan setimbang saat
persamaan model dapat ditulis sebagai berikut :

Bop- YSO(EQ®) +1(0)) + cE(t) + bI(t) + aR()) —uS(t) =0 (4.33)

dat

E=ySO(EW® +1(1)) = (c+ &+ mE®) =0 (43b)
L= eE(t) = (B+b+mI(t) =0 (4.3¢)
&= BI(®) — (@ + WR() =0 (43d)

Titik setimbang dalam penyebaran penyakit terdiri atas titik
setimbang non endemik atau bebas penyakit dan ftitik
setimbang endemik.

4.2.1.1 Titik Kesetimbangan Non Endemik
Titik setimbang non endemik atau titik setimbang bebas
penyakit merupakan suatu kondisi saat tidak terjadi
penyebaran penyakit pada suatu wilayah. Keadaan ini terjadi
ketika tidak ada manusia yang terinfeksi. Oleh karena itu dapat
dinyatakan bahwa populasi manusia yang terinfeksi sama
dengan nol (I = 0).

Titik kesetimbangan penyakit dapat diperoleh dengan
menyatakan ruas kiri pada persamaan (4.31), (4.3b), (4.3c),
(4.3d) bernilai nol, kemudian disubstituaikan nilai I =0
sehingga akan diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit
Ey(S° EO, I° R%). Selanjutnya akan dicari nilai S°, E°, dan R°.

Langkah-langkah menentukan nilai S° E° dan R° adalah sebagali
berikut :
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dl
- 0
SeE-B+b+WI=0
S eE=0
& E =0, maka
SE°=0
ds
E =0
Su—ySE+D+CcE+bl+aR—uS=0
S pu=us
& 5§ =1, maka
=50=1
dR
E —_ 0
opl—(a+uwR=0
o —(a+wWR=0
< R =0, maka
©R°=0
Maka diperoleh titik kesetimbangan bebas penyakit dari
model penyebaran penyakit influenza Tipe A HINI1.
E, = (S° E° I°,R%) = (1,0,0,0)

Selanjutnya akan ditentukan basic reproduction number (R;)
sebagai parameter ambang penentuan kriteria endemik penyakit
pada populasi. Penentuan R, menggunakan metode Next
Generation Matrix (NGM), yaitu dengan membangun matriks
yang membangkitkan jumlah individu baru yang terinfeksi. Dari
perhitungan dengan metode tersebut, diperoleh nilai R, yaitu

_ y(B+b+pu+te)
C(cte+wB+b+w

Perhitungan R, secara lengkap dapat dilihat pada Lampiran A

0

4.2.1.2 Titik Kesetimbangan Endemik
Titik Kesetimbangan Endemik merupakan kondisi saat adanya

kemungkinan penyebaran penyakit pada suatu wilayah. Keadaan
ini terjadi ketika individu manusia terinfeksi penyakit. Oleh karena
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itu dapat dinyatakan populasi manusia yang terinfeksi
(I # 0) tidak sama dengan nol.

Sehingga akan didapatkan titik setimbang S, E, I, R endemik yang
dapat dinyatakan dengan E* = (S*,E*,I*,R"), sebagai berikut :

§* = y(B+b+u+e)(B+b+u+e)
© (y(B+b+p+e)+(cte+u)Roe) (B+b+1)Ry
E* = P
Q
« _ (c+e+uw)Roe (E)
T y(B+b+ute) \Q

R=G+b +ﬂ:)(a ) @

dengan
b yB+b+pu+e)(B+b+pu+e)
_”_”<(y(ﬁ+b+u+s)+(c+s+u)ROg)(ﬁ+b+u)Ro)

Q

B yB+b+u+e)B+b+u+e)

_{y<(y(ﬁ+b+u+£)+(c+s+u)ROe)(B+b+u)R0>_
yB+b+u+e)(B+b+u+e) (c+ e+ WRye

+y<(y(ﬁ+b+u+s)+(c+s+u)Roe)(B+b+u)Ro>(y(ﬂ+b+u+s)>

b (c+e+ WRye Pe
- (V(ﬁ+b+ll+€)>_a<(ﬁ+b+u)(a+u)>}

Perhitungan secara lengkap dapat dilihat pada Lampiran C

4.2.2  Analisis Kestabilan Pada Titik Setimbang

Setelah diperoleh titik setimbang dari sistem dinamik model
penyebaran penyakit, langkah selanjutnya adalah menganalisis
kestabilan dari sistem tersebut. Berdasarkan persamaan model
yang diberikan terlinat bahwa model matematika penyebaran
penyakit merupakan sistem PD Autonomous yang tak linear. Maka
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untuk mendapatkan kestabilan akan dilakukan linearisasi dengan

menggunakan matriks jacobian seperti berikut :

fi= % =u—ySO(E®) +1(t)) + cE(t) + bI(t) + aR(t) — uS(t)
dE
fo=g5 = VSOE® +1®) — (c + &+ WE®

dl
E=azzemn—wﬁ+b+yya)

dR
fa= g = BI®) — (@ + wR®

Selanjutnya akan dicari matriks Jacobian, sebagai berikut :

[0f. 9f 09f 0f]
oS OE ol OR
af. df. 9f. af.
j=|0S OE oI 4R

af. of of af
9S OE ol OR
af, df. of. 9f,
195 9E aI oR

—y(E+1) —pu —Sy+c -Sy+b «

| vE+D Ssy—(c+e+p) ¥S 0
- 0 e —(B+b+p 0
0 0 B —-(p+a)

Berikutnya akan dilakukan analisis kestabilan lokal dari
titik setimbang non endemik (E;), dan titik setimbang endemik

(E1), pada penyebaran virus influenza tipe A.

4.2.2.1 Kestabilan Lokal Titik Setimbang Non Endemik atau

Bebas Penyakit

Untuk menentukan kestabilan local dari titik setimbang bebas
penyakit (E,), langkah pertama yang dilakukan adalah
mensubstitusikan nilai dari titik setimbang bebas penyakit
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E, = (5% E°I°R®) = (1,0,0,0) pada matriks jacobian yang telah
didapatkan sebelumnya, sehingga diperoleh :

—u -y+c¢ —v+b «a

0 y—-(c+e+pw y 0
JE=1 e —(B+b+w) 0
0 0 i ~(uta)

Selanjutnya, akan dcari nilai eigen dari J(E,)

Untuk mencari persamaan karakteristik dari matriks Jacobian
tersebut dapat dicari dengan menggunakan |1 — J(Ey)| = 0, yaitu

|1 - J(E)| =0
A+u y—c y—-b —a
- 0 A-[y—(c+e+w] -y 0 —0
0 —¢ A+ B +b+w 0
0 0 -B A+ (u+a)
A=ly-(c+e+p] -y 0
S A+ —& A+(@B+b+uw 0 =0
0 -B A+ (u+a)
A=ly=(c+e+w] 4 0 A=ly—(c+e+w] -y
o A+ —& A+(B+b+w 0 —& A+@B+b+w|=0
0 B A+ u+a) 0 -B

e A+W{A-ly—(c+e+WDA+B+b+w)(A+@+a)—ey(A+@+a)}=0
SA+w(A+w+a)){A-ly—(c+e+wWDA+B+b+w)—er}=0

S A+W(A+w+a) A2 +[c+e+pu—y+f+b+uli—ey+lc+e+u—vyIB+b+pul}=0
SA+wW(A+@u+a))A2+LA—G}=0

Dari persamaan karakteristik di atas, didapatkan nilai beberapa
nilai eigen, antara lain :
M=—u Ay =—(u+a)

Ay = —%(L+ Z+4G,) 1, = —%(L —JIF+4G,)

Dengan L=B+b+c+e+2u—y>0dan
G=@B+b+e+wy—PB+b+u(c+e+p
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Titik setimbang bebas penyakit (non endemik) stabil asimtotis jika
dan hanya jika persamaan karakteristik tersebut mempunyai akar-
akar yang negatif. Dari persamaan karakteristik tersebut terlihat
bahwa nilai eigen A, ,, A3selalu negatif. Jika Ry < 1 maka G; <
0 sehingga 1, < 0. Jadi Pyadalah stabil asimtotik. Sebaliknya jika
R, > 1 sehingga 1, > 0, maka P, tak stabil.

4.2.2.2 Kestabilan Lokal Titik Setimbang Endemik

Langkah pertama dalam menentukan kestabilan titik setimbang
endemik adalah dengan mengevaluasi nilai titik setimbang E =
(S*,E*, I, R*)sebagai berikut :

S — y(B+b+u+e)(B+b+u+e)
- (y(B+b+u+e)+(c+e+pu)Roe)(B+b+uU)Ry
E* = P
Q
« _ (cte+w)Roe (E)
Ty (B+b+ute) \Q

R= (ﬂ+b+ﬁ:)(a+u) @

dengan
b yB+b+u+e)B+b+u+e)
u_“<(y(ﬁ+b+u+s)+(c+s+u)Roe)(B+b+u)R0>

Q

yB+b+pu+e)B+b+pu+e)
{y<(y(ﬁ+b+u+£)+(c+£+u)Roe)(B+b+u)R0>_
yB+b+u+e)(f+b+u+e) (c+ e+ WRye
y((y(ﬂ+b+/,t+e)+(c+e+u)R0£)(,8+b+y)R0>(y(ﬁ+b+u+s)>
_b<(c+s+u)Ros )—a( Be )}
Y(B+b+u+e) B+b+wa+w

Selanjutnya, disubstitusikan nilai titik setimbang tersebut ke matriks
Jacobian yang telah didapatkan sebelumnya, sehingga diperoleh :
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[€1—n —C2 +c¢ —C2+b a
c1 c,—(c+e+pw Cy 0
E) =
TE=1 o e —(B+b+mw 0
L 0 0 B -(u+a))
dimana :
1 = ]/(E* + I*) Cr = S*]/

Untuk mencari persamaan karakteristik dari matriks Jacobian
tersebut dapat dicari dengan menggunakan |1 — J(E)| = 0, yaitu

|1 —J@®| =0
At+ci+pu c,—¢C c,—b -a
o —C; A—c,+(c+e+p) —c, 0 —0
0 —£ A+(B+b+p 0
0 0 - A+ (p+a)
A—c+(c+e+p —c,
o A+c+p —& A+(B+b+pu) 0
0 -B A+(u+a
c,—c c,—b —a
+¢| - A+@B+b+u) 0 =0
0 ') A+ (u+a)

DenganL; = f+b+pu; Ly, =c+e+p

SA+c+wW{d—c+L)A+L))A+pn+
—ceA+p+a)}
+cf{(cz—)A+L))A+p+a)—ecaB+e(c;—b )A+pu+a)}

SA+c+wW@A+p+a){(A—cy +Ly)(A+ L) —cye}
+a{lc; =R +An+a+ L)+ Li(p+ @) — eap
+e(c; —b )A+p+ )}

SR +A(ci+2pn+a)+ (n+ a)(cy + WI{A% + A(L; —¢; +Ly)
—¢(Ly + &) + LyLy}

+ ¢ {A%(c; — ) +A(u+ a+ Ly)(c; —¢) + Ly(u+ a)(c; — ¢) — saf
+e(c,—b)A+pu+a)}
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SM+B(Ly—cy+Ly+c, +2u+a)
+22((Ly = c3 + L) (cy + 2 + @) — cp(Ly + &) + Ly Ly
+ (+ (e + 1) +ci(c; — )
+ /1(((:1 +2u+ a)(—c,(L; + &) + LiL,)
+ Ly —cp + L)+ a)(cy + ) +eci(c; —b ))
+ (—c(Ly + &) + LiL)(n+ a)(cqy + )
+Lic;(u+a)(c;—c)—eaBf+e(c,—b )(u+a)

Sehingga persamaan karakteristik dari matriks Jacobian tersebut
dapat dicari dengan menggunakan |AI — J(E)| = Odiperoleh :

S M+ AN+ A2+ A430+4,=0
Dengan
Al =L1—C2+L2+C1+2‘U+a

Ay = ((Ly —cy + L) (g +2u+a) — cy(Ly + &) + LyL,
+ (n+ 0)(cy + ) + ¢4(c; — ©))
Az = ((cl +2u+ a)(—c,(Ly + €) + LyLy)
+ (L —cp + L) (n+ o) (cq + ) +ecy(c; = b ))

Ay = (—cy(Ly + &) + LiL)(u+ a)(eq + p) + Lycg (n+ a)(c, — ©)
—eaf+e(c,—b )(u+a)

Selanjutnya akan dicari kestabilan dari persamaan di atas dengan
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz.

Menentukan syarat untuk persamaan

A+ A3 + A2 + 430+ 4,3 =0

1411 Ay A
2341 A
A% by by

Al a1

1ld,
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_ A142-43 _ A1y _
biA; — by A, A1A; — As Ay
= = Az) —AA )—
€1 b, ( 4, (43) ) a A, — A,
A4, — As Aq ) ( Aq )
= A —(A,4 —_—
( A1 ( 3) x A1A2 - A3 174 x A1A2 - A3
A A3A, _ A3(A1A; — A3) — ARA,
P A, — As AA; — As
Cle - b1C2

1
_ [As(414; — 4;) — AlA, A14, — As .
A1A2 - A3 * A3(A1A2 - A3) - A§A4 *

Berdasarkan kriteria Routh-Hurwitz sebelumnya, Persamaan ini
memiliki akar-akar negaatif jika dan hanya jika

—A;>0,4,>0A4;>0A4,>0
— AjAy — A3 >0
— (4,4, — A3)A; — A2A, >0

4.2.3 Keterkontrolan
Untuk melakukan analisis keterkontrolan, maka perlu adanya
sistem yang telah dilinearkan menggunakan matriks Jacobi yaitu

dy d3 dg dy
dz d4 d7 0
o dg dg 0
Lo 0 dg d11J
Dengan memisalkan :

A=

dy=-y(E+ID-u dg =-(B+b+w
d, =y(E+1) dog =p
d3=—5)/+c d10=a

dg=Sy—(c+e+p) dyp=-@w+a
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d5:S d6:—5y+b d7:S]/
dan matriks B diperoleh:
by 0
=_1|-by O
B=|""1
0 b,
0 0

Berdasarkan Teorema 2.3 dapat disusun matriks keterkontrolan
(M,) sebagai berikut :

(M.) = (BIAB|A*B|A3B)
dan diperoleh matriks M. keterkontrolan seperti berikut :

b1 01P1 P4 a, q5 r1 T5]
Mm.—|"b1 O Py Ps5|d; dg|ra 716
¢ _|0 b,|P3 Pe|lds d7|3 T7
lo 0l0 p,lq, qglrs ]

Dengan memasukan nilai titik kesetimbangan E, pada matriks M,
dan melakukan operasi baris elementer (OBE) diperoleh
kesimpulan bahwa sistem dinamik model penyebaran penyakit
bersifat terkontrol karena didapatkan rank matriks M, sama dengan
dimensi matriks A yaitu 4 , Dengan demikian dapat simpulkan
bahwa pada model penyebaran virus influenza tipe A bersifat
terkontrol.

Perhitungan (M_)secara lengkap dapat dilihat pada Lampiran B
4.3 Design Kontrol

4.3.1 Model Penyebaran Virus Influenza tipe A dengan
Kontrol Optimal

Model dikonstruksi dengan menambahkan strategi kontrol yang

diinginkan. Berikut ini diberikan beberapa asumsi yang digunakan

dalam strategi kontrol pada model penyebaran virus influenza tipe

A dengan resistansi penyakit pada manusia, yaitu :
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1. Kontrol u; merupakan proporsi pemberian obat influenza.
Sehingga, tingkat kematian individu yang meninggal
karena terinfeksi virus influenza berkurang dengan faktor
1—u

2. Strategi kontrol u, merupakan upaya untuk mengurangi
laju kontak penularan virus antara dari populasi rentan
menjadi populasi yang terinfeksi dan terpapar melalui
pengendalian lingkungan berupa penyuluhan, seminar dan
juga kerja bakti dengan faktor 1 — u,

Sehubungan dengan asumsi yang mendasari ini, model kontrol
optimal untuk penyebaran virus influenza tipe A yang
menyimpulkan strategi pencegahan dan pengobatan digambarkan

dengan diagram kompartemen yaitu sebagai berikut :
R

bl

CE

& (1—ugdvs(E+D |
#[S%"EIEE‘LI B1 f_R]pR

us HE ull-w)

Gambar 4.2 Diagram Kompartemen Model Matematika
Penyebaran Virus Influenza Tipe A dengan Kontrol u,dan u,

Berdasarkan diagram kompartemen diatas, model
matematika penyebaran virus influenza tipe A dapat disajikan
dalam system persamaan diferensial sebagai berikut:

S = = (1 = uyS®(EW®) +1(6)) + cE(t) + bI(£) + aR(t) — uS(t)(4.1a)

Z_f = (1—u)ySW(E@) + 1) — (c + £ + WE(t) (4.1b)
L= eE(t) — (B +b +u(l —u))I(0) (4.1c)
& = BI(H) — (@ + WR(D) (4.1d)

dt
Dengan0 <u; <l1dan0<u, <1
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Dan fungsi tujuan untuk model di atas diberikan sebagai
berikut :

t

J (g, ) = f (E(t) +1(0) + %u%(t) + %u%(t)) dt

0
Dimana :

E(t) = jumlah individu yang terpapar yang infektif

I(t) = jumlah individu yang terinfeksi yang infektif

C,= bobot pada kontrol pengendalian lingkungan

C,= bobot pada kontrol pengobatan individu terinfeksi

Koefisien C; >0 dan C, =0 merupakan koefisien bobot untuk
meminimumkan jumlah infektif yang didasarkan pada manfaat dan biaya
dari kontrol yang dilakukan.

fotf <%u%(t)> dt: faktor biaya yang melibatkan proses pengendalian

lingkungan
fotf (%u%(t)) de: faktor biaya yang melibatkan proses pengobatan
individu yang terinfeksi

Tipe permasalahan kontrol optimal dari penelitian ini yaitu

o fixed-final time(t,) dengan kondisi 0 < t < t;

o free-final state (x(t))
pada waktu awal (x(t,))sudah ditetapkan dan state pada waktu
akhir (x(tf))tidak ditetapkan. Sehingga, setiap sistem yang ada
menggunakan kondisi batas state pada kondisi awal berikut :

S(to) = So, E(to) = Eqo, I(to) = Ip, R(to) = Ro

Kondisi batas yang memenuhi pada tipe fixed-final time dan free-
final state yaitu sebagai berikut :

x(to) = xo, A'(t) = (g—f)*tf dengan xo = {So, EoIo, Ro }-

Fixed-final time artinya waktu akhir penelitian ini fixed atau
tidak ada variasi waktu sehingga 6ty = 0 dan free-final state
artinya diwaktu akhir tidak ditentukan berarti terdapat variasi state
diwaktu akhir sehingga §xy # 0. Oleh sebab itu persamaan (2.16)
dapat didefinisikan menjadi
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(38) -0, o=

Sehingga, pembuat nolnya adalah [(2—?) — A*(t)]’
* tf

Selanjutnya sesuai persamaan (2.9) fungsi tujuan pada persamaan
J(uq,u,) tidak mengandung persamaan meyer dianggap sama
dengan nol dan diperoleh

r)=(52), = (0), =0

Dengan A*(t;) = 0 merupakan kondisi transversalitas.

Oleh karena itu, diperoleh costate pada waktu akhir (A*(tf)) =0.

Jadi setiap sistem yang ada pada persamaan ini diinisialisasikan
dengan kondisi batas costate pada waktu akhir sebagai berikut :

A5(tr) = 0, 25(tr) = 0, 25 (tr) = 0, 2x(tr) = 0

4.3.2 Penyelesaian Kontrol Optimal
Langkah-langkah penyelesaian :
1. Bentuk fungsi Hamiltonian
H(x(t),u(t),A(t),t)
=V (x(8), u( t) A1), t) + A @O)f (x(©), u(t), 0)
H= E(t)+1(t)+—u1(t)+—u2(t)
+2g (- (1 - uz)yS(t)(E(t)) +1(6)) + cE(t) + bI(6) + aR () — uS(2))
g ((1 —u¥SW(E@) +1(8)) = (c + & + u)E(t))
+ 4 (E() = (B +b + (1 — u)I(®) + A (BIE) - (@ + WR(®))
2. Menentukan kondisi stationer untuk mendapatkan kontrol
optimal. Persamaan H diturunkan terhadap u, dan u,,
sehingga diperoleh

0H
(aul) 0
o 2Cus + A4,l) =0
N Ay (ul)
=T 0

Karena 0 < u,; < 1, sehingga
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( 0 iika — 1(.“1) <0
| jika 2C1 <
(#1) A (ul)
al<— <1
{ 2C,
.. Ar(uD)
— >
L 1 jika 20, > 1

Fungsi kontrol yang optimal u; berdasarkan tiga
kemungkinan di atas dapat ditulis sebagai berikut :

A (ul
uj = min {max {O, - Iz(gl)},l}
oH
b. (6u2) =0
& 2C,u3 + A;(YSE +yS) — A (¥ySE+yS) =0

& 2Cu5 = (A — A)(YSE +yS)
. (AE - As)(ySE + )/S)

Su; =
2C,
Karena 0 < u, < 1, sehingga
o (g = A)(¥SE +¥S)
<
( 0 jika 2, <0
u = 4 (Ag — A)(YSE +vS) a0 < (Ag — A5)(ySE +y5)
L 26, Jt 20,
Ag — A)(YSE +vyS
{ 1 g Qe = WOSE+7S)
2C,

Fungsi kontrol yang optimal u5 berdasarkan tiga
kemungkinan di atas dapat ditulis sebagai berikut :

\ . { { (/15—/15)()/55+V5)} }
u3 = min{max40, 1

2C,
3. Menentukan H optimal
Persamaan kontrol optimal yang diperoleh pada
persamaan u; danuj disubstitusikan ke dalam persamaan
H. Sehingga diperoleh
HY = B0+ 100+ 5 00 + 2 ()*0)
A, (y — (1 —w)yS(E®) + I(1)) + cE(t) + bI(t) + aR(t) — ,uS(t))
+25 (1= w)ySO(E@® + (D) = (c + & + E(®))
+ 4(€E) = (B + b+ p(1 —ui)I(6)) + A (BI(0) — (a + DR(Y))
4. Menyelesaikan persamaan state dan costate untuk
memperoleh sistem yang optimal
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a. Persamaan state
Persamaan state dalam kondisi optimal diperoleh
dengan cara menurunkan fungsi Pontryagin H* yang
sudah optimal terhadap A dapat dinyatakan secara
matematis melalui persamaan (2.15) seperti berikut:
con_ (OH
(0= ( a2 )
Berdasarkan persamaan di atas, sehingga diperoleh
persamaan state untuk setiap populasi sebagai berikut:

$* = ZZI =pu— 1 —wySO(E®) + 1)) + cE(t) + bI(t)
+ aR(t) — uS(t)
.. OH
E* = a;: = (1-uySW(EW@® + 1) — (c + &+ pE®)
=2 B — B+ b+ (1 - u)I)
o1,
oH*

R* = Er BI(t) — (a + WR(1)

b. Persamaan costate
Persamaan costate dalam kondisi optimal diperoleh
dengan cara menurunkan negative fungsi pontryagin H
yang sudah optimal terhadap A dapat dinyatakan
secara matematis melalui persamaan (2.15) seperti
berikut ini :
N oH*
rO= _< 0x )
Berdasarkan persamaan di atas, sehingga diperoleh
persamaan costate untuk setiap populasi sebagai
berikut :

. oH
As = ~35 [As — Aplly(1 = u3)(E + D] + Asu



. JH

OFE
—Eﬂ.]
. 0H

+ A1 —uj) + B + b]—PAg

. JH
Ar = "R [ + pldg — als

4.4 Analisis dan Hasil Solusi Numerik

Pada bagian ini dilakukan simulasi dengan menggunakan
software Matlab untuk melihat perubahan banyaknya individu di
masing-masing populasi pada saat R, < 0, Ry > 0. Metode yang
digunakan pada simulasi ini adalah metode Runge-Kutta Orde 4
dan metode Sweep Maju-Mundur. Adapun source code program
dapat dilihat pada Lampiran.

4.4.1 Solusi Numerik Ketika Ry < 0

Untuk simulasi numerik saat kondisiR, < 0, yang artinya
setiap individu yang terinfeksi memproduksi kurang dari satu
individu terinfeksi baru, dengan kata lain dapat diprediksi bahwa
infeksi akan bersih dari populasi.

Sub Populasi Nilai Awal Sumber
S(t) 0.4 [17]
E(t) 0.15 [17]
1(t) 0.25 [17]
R(b) 0.2 [17]

Tabel 4.3 Nilai Awal Sub-Populasi

Parameter Nilai Sumber
u 0.015 [6]
b 0.025 [6]
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c 0.35 [7]
e 0.15 [7]
a 0.35 [7]
B 0.5 (7]
Y 01 [7]

Tabel 4.4 Nilai Parameter

Dari nilai-nilai parameter yang diberikan dari Tabel 4.2,
didapatkan
y(B+b+u+e) (0.1)(0.69)

Ro= e er B+~ (0515)(054) ~ 22481

1

Jumlzh Individu S,E(D,1() dan A

1] o] 10 15 20 25 30 35 40 45 50
t

Gambar 4.3 Grafik Perubahan banyaknya individu untuk R, < 1

Dari Gambar 4.3 diketahui dengan kondisi awal yang
berbeda, populasi susceptible, exposed, infected,dan recovered
stabil asimtotik dan memperlihatkan bahwa solusi konvergen ke
titik kesetimbangann bebas penyakit E, = (1,0, 0, 0).Hal tersebut
sesuai dengan perhitungan yang menunjukkan jika R, < 1 maka
titik kesetimbangan bebas penyakit bersifat stabil asimtotik.

Banyaknya individu susceptible terus bertambah. Hal
tersebut karena disebabkan oleh tingginya tingkat kelahiran dan
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menurunnya daya tahan tubuh pada individu recovered. Disisi lain,
adanya kematian alami yang menyebabkan individu exposed,
infected dan recovered semakin berkurang. Sehingga pada
akhirnya akan menuju titik kesetimbangan bebas penyakit

E, =(1,0,0,0).

4.4.2 Solusi Numerik Ketika Ry > 0

Untuk simulasi numerik saat kondisi R, > 0, yang artinya
individu yang terinfeksi memproduksi lebih dari satu individu
terinfeksi baru, dengan kata lain dapat diprediksi bahwa infeksi
akan menyebar pada populasi. Nilai parameter yang digunakan
pada Tabel 4.2 dengan memperbesar nilai parameter y menjadi 0.5.
Kemudian simulasi yang dilakukan pada kondisi R, > 0 adalah
menunjukkan pengaruh kontrol pengobatan dan kontrol
pengendalian lingkungan yang diberikan. Sehingga dapat dibuat
simulasi perubahan banyaknya individu pada setiap populasi
sebelum dan setelah diberikan kontrol.

a. Populasi Susceptible

Berdasarkan Gambar 4.4 dengan kondisi awal yang berbeda,
diketahui bahwa banyaknya individu Susceptible tanpa
kontrol mengalami peningkatan dan penurunan sampai
akhirnya stabil mulai hari ke-40 dengan jumlah 810 individu.
Kemudian setelah diberikan kontrol pengobatan pada individu
infected, banyaknya individu susceptible mengalami
peningkatan dan stabil mulai hari ke-75 dengan jumlah 990
individu. Hal ini diakibatkan banyaknya individu yang
sembuh atau terbebas dari infeksi setelah diberikan
pengobatan sebanyak 180 individu.
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Populasi Susceptible

m— 51 tanpa kontol
: : : s 51 dengan kontrol
o09b.....fF....: fornvnnesnnes . .............. PR R 4
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Gambar 4.4 Grafik perbandingan perubahan banyaknya individu

Susceptible tanpa dan dengan kontrol

b. Populasi Exposed

Berdasarkan Gambar 4.5 dengan kondisi awal yang berbeda,
diketahui bahwa banyaknya individu Exposed tanpa kontrol
mengalami penurunan dan stabil pada hari ke-40 dengan
jumlah 120 individu. Menurunnya populasi exposed
dikarenakan besarnya pengaruh parameter y yaitu laju kontak
penularan virus yang mengakibatkan adanya interaksi antara
subpopulasi yang rentan dengan subpopulasi yang terinfeksi
dan antara subpopulasi yang rentan dengan subpopulasi
terpapar. Jika nilai y semakin besar, maka jumlah individu
tanpa kontrol akan semakin berkurang. Sedangkan banyaknya
individu setelah diberikan kontrol mengalami penurunan dan
stabil pada hari ke-60
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C.

Populasi Exposed
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Gambar 4.5 Grafik perbandingan perubahan banyaknya individu
Exposed tanpa dan dengan kontrol

Populasi Infected

Berdasarkan Gambar 4.6 dengan kondisi awal yang berbeda,
diketahui bahwa banyaknya individu Infected tanpa kontrol
mengalami penurunan dan stabil pada hari ke-36. Sedangkan
setelah diberikan kontrol mengalami penurunan lebih tajam
dan stabil pada hari ke-56. Hal ini menunjukkan bahwa tingkat
efektifitas pada pemberian kontrol populasi Infected
memberikan pengaruh yang nyata.

Populasi Infected
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Gambar 4.6 Grafik perbandingan perubahan banyaknya individu
Infected tanpa dan dengan kontrol
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d. Populasi Recovered

Berdasarkan Gambar 4.7 dengan kondisi awal yang
berbeda, diketahui bahwa banyaknya individu Recovered
tanpa kontrol mengalami peningkatan dan penurunan sampai
akhirnya stabil mulai hari ke-40. Kemudian setelah diberikan
kontrol, banyaknya individu Recovered mengalami
peningkatan dan penurunan lalu stabil mulai hari ke-60.
Adanya peningkatan lalu penurunan diakibatkan banyaknya
individu yang sembuh atau terbebas dari infeksi setelah
diberikan pengobatan. Namun individu Recovered ini
berkurang dikarenakan ada yang kembali menjadi individu
Susceptible dan juga adanya tingkat kematian alami.

Populasi Recovered
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Gambar 4.7 Grafik perbandingan perubahan banyaknya individu
Recovered tanpa dan dengan kontrol
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Grafik tingkat pemberian kontrol optimal berupa kontrol
pengobatan dan kontrol pengendalian lingkungan dapat dilihat
pada Gambar 4.8 dan Gambar 4.9

Kontrol Pengobatan
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T T g T
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0.35
03
Zoos
=)
02
015
01k ......... ........ A ......... ........ ........ ....... I ....... N
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0 l 1 1 i L 1 1
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Gambar 4.8 Grafik Tingkat Pemberian Kontrol Optimal Berupa
Pengobatan

Berdasarkan Gambar 4.8 ditunjukkan bahwa tingkat
pemberian kontrol pengobatan maksimal berada pada nilai 0.5.
Hal ini menunjukkan bahwa pada waktu t=100 hari, pemberian
kontrol dapat mempengaruhi secara maksimal.
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Kontrol F'engendal|an Llngkungan
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Gambar 4.9 Grafik Tingkat Pemberian Kontrol Optimal Berupa
Pengendalian Lingkungan

Berdasarkan Gambar 4.9 ditunjukkan bahwa tingkat
pemberian kontrol Pengendalian Lingkungan seperti penyuluhan,
seminar dan sosialisasi, maksimal berada pada nilai 0.5. Hal ini
menunjukkan bahwa pada waktu t=100 hari, pemberian kontrol
dapat mempengaruhi secara maksimal.
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BAB V
PENUTUP

Bab ini berisi tentang kesimpulan yang dihasilkan
berdasarkan penelitian yang telah dilakukan serta saran yang
diberikan jika penelitian ini ingin dikembangkan.

5.1 Kesimpulan

1. Kontrol Optimal yang diperoleh dari model matematika
penyebaran virus influenza tipe A menggunakan metode
Pontryagin Minimum Principle dengan kontrol berupa u, yaitu
pengobatan individu yang terinfeksi influenza untuk mengurangi
tingkat kematian yang terjadi dan kontrol u, yaitu upaya untuk
mengurangi laju kontak penularan virus melalui pengendalian
lingkungan berupa penyuluhan, seminar dan kerja bakti, akan
optimal jika nilai

. A,(ul)
u1 - -
Cq
. (g —2A)(SE +yS)
u2 = Cz

2. Berdasarkan hasil simulasi numerik yang telah dilakukan,
menunjukkan bahwa pemberian kontrol optimal dapat
meminimumkan jumlah individu yang meninggal karena
terinfeksi virus influenza tipe A dan meminimalisir laju
kontak penularan virus yang ada sehingga didapatkan
penurunan jumlah populasi terpapar dan terinfeksi.

5.2 Saran

Pada penelitian selanjutnya dapat dikembangkan dengan
melakukan modifikasi upaya kontrol optimal selain yang
dijelaskan pada penelitian ini, dengan data aktual yang dapat
dijadikan sebagai estimasi parameter. Selain itu, dalam penelitian
ini terdapat dua kontrol optimal, sehingga dapat dilakukan
pengujian pada setiap kontrol optimal agar dapat membandingkan
kontrol yang lebih efektif
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LAMPIRAN

Lampiran A. Perhitungan Basic Reprodudtion Number (Ry)

Diketahui titik setimbang non endemik
E, = ($°%E%I°%R®) = (1,0,0,0)
as

vl T YSO(E®) +1(t)) + cE(t) + bI(t) + aR(t) — uS(t) = 0

dE
e YSO(E®) +1(t)) — (c + & + WE() = 0

%=5E(t) —B+b+WIE) =0

dR
=== BI() = (@ + WR(®) = 0

Sehingga dapat dibentuk matriks dan
F . matriks dari laju individu baru terinfeksi penyakit yang
menambah kelas infeksi
V : matriks laju perkembangan, kematian, dan kesembuhan yang
mengurangi kelas infeksi

Matriks dan sebagai berikut

Misalx = (E,1,S,R)’
yS(E+1)
0

(c+e+wE
B+b+u)l—cE
V(x) =
—u+yS(E+D)—cE—bl—aR+uS
—BI+ (¢ + )R

Selanjutnya matriks F dan V masing-masing diturunkan terhadap
E dan I sehingga diperoleh matriks IF dan V sebagai berikut

Fx) = (”OS VOS) dan
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Substitusi nilai titik setimbang non endemik pada diperoleh
(Y 7
F@=(y o .
_fctet+upu
V(")‘( : B+b+u)
Kemudian didari V~1, sehingga diperoleh

W_l(X)=/ ctetp 0 \

£ 1
(c+e+w@B+b+uw ,8+b+/1/

Selanjutnya didapatkan matrik G = FV~1, sehingga diperoleh
1
0

_(Y 14 cte+pu
G_(O 0) £ 1

(c+e+wW@B+b+p) B+b+upu

r, ye v
=<c+£+/,t (c+e+wW)B+b+p) /3+b+u)
0 0

Kemudian ditentukan nilai eigen dari G dengan det(Al —G) = 0
sehingga diperoleh

‘/1_[ 4 Ve ] 14

ctetp crerwBibipwl Bibral=0

0 A

=0

3 14 Ye ]
/1[/1 [c+s+u+(c+s+u)(ﬁ+b+u)
Berdasarkan hasil determinan, didapatkan 2 nilai eigen yaitu

_ _ y(B+b+u+e)
A, =0dan4, = (c+e+p)(B+b+1u)

Dengan demikian diperoleh basid reprodudtion number yaitu
y(B+b+u+e)

T ete+wB b+
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Lampiran B. Perhitungan (M) Keterkontrolan

e  Untuk Matriks AB diperoleh :

D1 Da
P2 Ds
AB=|p; pe
] 0 p;
dengan memisalkan
py = bydy — byd; ps = bycd,
p; = byd, — by d, Pe = bydg
p3 = —byds p7 = byd,
Py = bydg
e Untuk Matriks A%B diperoleh :
91 G4s
2p _ |92 4e
A°B = q3 4
qs ds

dengan memisalkan

qd1 = b1(d12 + d2d3) —by(dsdy + did, + dsde)
9> = by(d1d; + dpd,y) — b1(d2d3 + d42 + d5d7)
qs = byd,ds — by (dsdg + dsd,)

qs = —bidsd,

qs = by(ddg + dyds + dedg + dodyo)

46 = by(ded, + dyd; + d;dg)

d7 = by(dyds + dg*)

qs = bydgd,

e Untuk Matriks A3B diperoleh :

A3B =
dengan memisalkan
rn, =b, (d13 + dyd; + dy(dyd; + dydy+ dsdg) —
(d3 (d,® + dyds) + dy(dyds + dzdy+ dsdg) + ds(dgd, +
dyd, + dgdg + dgdlo)))
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T, =by (dldz(dl +dy) + dy(dyds + dy*+ dgd,) —
(d3d2 (dy + dy) + dy(dyds + dy*+ dsdy) + ds(dydg +

drd, +drdy))
ry = by (dydsd, + dsdy(dy + dg) — (dadsd, + dsd,(d, +

dg) + ds(dsd; + dg)))

1, = b;(dydgdy — (dydgdy + dsdgds))

15 = by(dg(dy® + dpds) + dy (dyds + dsdy+ dsde)
+ d11))

1e = b, (ded,(dy + dy) + d,(dyds + d,°+ dsd)
+dg(dydg + d,dy + dydg) + dydoedy)

1, = b,(dedsd, + dgd,(d, + dg) + dg* (dsd, + dg))

T8 = bz(d7d5d9 + d82d9 + dgdllz)
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Lampiran C
Perhitungan Titik Kesetimbangan Endemik
Dari angka reproduksi dasar diperoleh

_ y(B+b+u+te
C(ct+e+wB+b+p

0

__ Y(Bt+b+pute)
BHb+p)="""" " (4.4)
__ Y(B+b+pu+te)
(c+e+up) = GebrR, (4.5)

Kemudian persamaan (4.4) disubstitusikan ke (4.3c)
eE—B+b+mwI=0
eE =B +b+pl

E_y(ﬁ+b+u+s)
T CF e+ wR,

__ (c+e+u)Rge
- y(ﬁ+b+u+s)E (4'6)

Kemudian persamaan (4.5) disubstitusikan ke (4.3b)
ySE+D—(c+e+wWE=0
yS(E+D=(c+e+wE

y(B+b+pu+e)
(B + b+ R
S(E+I) (B+b+u+e)
E (B+Db+ R,
I)_(ﬁ+b+,u+e)
(B+ b+ R,

yS(E+1) =

S(1+
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5(1 (c+s+u)Ros>_(ﬁ+b+u+e)
y(B+b+u+e) (B+Db+ R,
(B+b+pu+e)
G — _(BtbtwRy y(B+b+u+e)(B+b+pte) 4.7)
14 CHETWIRE T (y (Bb+p+e)+(c+E+U)RoE) (B+b+1)Ro
y(B+b+pu+e)

Selanjutnya dari persamaan (4.3d) diperoleh

Bl —(a+wWR=0

Bl = (a + WR
I = % (4.8)

Substitusi | pada persamaan (4.8) pada persamaan (4.3c)
eE—(B+b+wI=0
eE =B +b+pl
(a + wR
B

_ Be
— (B+b+p)(atp) E (4.10)

eE=PB+b+w

Substitusi persamaan (4.10), (4.6) dan (4.7) pada persamaan (4.3a)
u—yS(E+D+cE+bl+aR—uS=0
S u—ySE—ySI+cE+bl+aR—uS=0

S ySE —cE+ySI—bl —aR =p—uS
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yB+b+pu+e)B+b+pu+e)
y((y(ﬁ+b+u+s)+(c+£+u)RO£)(ﬁ+b+,u)Ro)E_CE
yB+b+pu+e)(B+b+u+e) (c+ e+ WRye
+y<(y(ﬁ+b+u+£)+(c+£+u)RO£)(ﬁ+b+u)Ro)<y(ﬂ+b+,u+£) )
_b<(c+£+u)R0£ E)—a( Be E)
YB+Db+pu+e) B+b+wla+w
yB+b+u+e)(B+b+u+e
=u_‘u((y(ﬁ+b+,u+e)+(c+s+/,¢)Roe)(ﬂ+b+,u)Ro>
@E{ ( yB+b+u+e)B+b+pu+e) )_
"\GB+b+u+e +(c+etmReB+b+ R,
yB+b+u+e)(B+b+u+e) (c+ e+ wRye
y((y(ﬁ+b+u+e)+(C+£+#)Ro£)(ﬂ+b+u)Ro)<V(ﬁ+b+#+£)>
_b((c+e+u)Roe >—a< Be )}
y(B+b+u+e) B+b+wla+p
yB+b+u+e)(B+b+u+e)
=”_“<(y(ﬁ+b+u+s)+(c+s+u)ROe)(ﬁ+b+y)Ro)
Misalkan
P ( yB+b+u+e)B+b+p+e) )
—HTH G@B+b+u+e)+(c+e+wRye)(B+b+ R,
Q
B yB+b+u+e)(B+b+u+e)
_{y(()/(ﬁ‘i‘b‘i‘,u"'g)+(C+€+#)Ro€)(ﬁ+b+#)Ro)_
N ( yB+b+u+e)B+b+u+e) )((c+s+u)Ros>
NGB +b+uta+c+etRDEB +b+wR,)\yB+b+u+e)
_b((c+s+/,c)Ros )—a( Be )}
YB+b+p+e) (B+b+u)(a+w
S EQ=P
(:)Ezg (4.11)
Sehingga diperoleh
(c+e+w)Roe (c+e+w)Roe (P
zy(ﬁ+b+u+£) < :V(B+b+u+£)(5) ) (4.12)
=Gt = B = G o (4.13)
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Berdasarkan persamaan (4.7), (4.11), (4.12), (4.13) diperoleh titik
kesetimbangan endemik E* = (S*, E*,I*,R*) dengan

(B+b+u+e)
g% — _(BbrwRe _ _ y(B+b+u+e)(B+b+u+e)
14 (CHEHROE T (Y (B+b+pt+e)+(c+e+u)Roe)(B+b+)Ry
Y(B+b+pu+e)
E* P
Q
« _ (c+e+p)Roe (5)
v(B+b+u+e) \Q

R=G+o +B:)(a vy <g>
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Lampiran D

Sourde Code Matlab Model |

clear all;

clc;

S51=0.4;

E1=0.15;

I11=0.25;

R1=0.2;

h = 0.001; %ukuran langkah, n
takhir=50;

%$Nilai Parameter
miu=0.015;
beta=0.5;
betakecil=0.025;
ckecil=0.35;
epsilon=0.15;
gamma=0.1;
alpa=0.35;

za=[S1 E1 Il R1];

[T,Y]=RK4 (miu, beta,betakecil,ckecil,epsilon,
gamma,alpa,@f, takhir,h, za);

figure (1) ;

plot (T,Y, 'LineWidth', 3);
legend('S1','E1'",'I1",'R1");

xlabel ('t');

ylabel ('"Jumlah Individu S(t),E(t),I(t) dan
R(t) ") ;

grid on
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Function Sistem Model |

function

y=f (miu,beta,betakecil, ckecil,epsilon, gamma, alpa
sty x)

y(1l) = miu-

gamma*x (1) * (x(2)+x(3) ) tckecil*x (2) +tbetakecil*x (3
) talpa*x (4) miu*x (1) ;

y(2) = gamma*x (1) * (x(2)+x(3)) -
(ckecil+epsilontmiu) *x(2) ;

y(3) = epsilon*x(2)-(betatbetakecil+miu) *x(3);
y(4) = beta*x(3)-(alpatmiu) *x(4);

Function RK4

function [T,

Y]=RK4 (miu, beta,betakecil,ckecil,epsilon,gamma, a
lpa, f,a2,h, za)

t=0:h:a2;
N=length (t);
w= length(za),
x=zeros (N, w) ;
x(1l,:)= za,
for i=1:N-1
kl=h*f (miu, beta,betakecil,ckecil,epsilon, gamma, a
lpa, t(i),x(i,:));

k2= h*f(mlu beta,betakecil,ckecil,epsilon,gamma, a
lpa,t(i)+h/2,x(i,:)+k1/2)

k3= h*f(mlu beta,betakecil,ckecil,epsilon,gamma, a
lpa,t(i)+h/2,x(i,:)+k2/2)

k4= h*f(mlu,beta,betakecil,ckecil,epsilon,gamma,a
lpa,t(i+l),x (i, :)+k3);

X (141, :)=x (i, :)+(k1+2*k2+2*k3+k4) /6;

end;

T=t"';

Y=x;

function

[T,Y]=RK4 (miu,beta,betakecil, ckecil, epsilon, gamm
a,alpa,f,a2,h,za)

t=0:h:a2;

N=length(t);

w=length (za);

’
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x=zeros (N, w) ;

x(1l,:)=za;

for i=1:N-1

k1=h*f (miu,beta,betakecil,ckecil,epsilon, gamma, a
lpa,t(i),x(i,:));

k2=h*f (miu,beta,betakecil,ckecil,epsilon, gamma, a
lpa,t(i)+h/2,x(i,:)+k1/2);

k3=h*f (miu,beta,betakecil,ckecil,epsilon, gamma, a
lpa,t(i)+h/2,x(i,:)+k2/2);

k4=h*f (miu,beta,betakecil,ckecil,epsilon, gamma, a
lpa, t (i+1),x (i, :)+k3);

x (141, :)=x(1, :)+(k1l+2*k2+2*k3+kd) /6;

end;

T=t';

Y=x;

Sourde Code Matlab Model 11
clear all;
clc;

510=0.4;
E10=0.15;
I110=0.25;
R10=0.2;
miu=0.015;
beta=0.5;
betakecil=0.025;
ckecil=0.35;
epsilon=0.15;
gamma=0.5;
alpa=0.35;
ulmax=1;
uZ2max=1;
ulmin=0;
u2min=0;

Cl =15;

c2 =20;

al=0;

a2=120;
M=500;
h=(a2-al) /M;
t=al:h:a2;
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P=length(t);
ul =zeros (P
u2 =zeros (P
ulLl =zeros(
ulL?2 =zeros (P
S1 =zeros (P
El =zeros (P
I1 =zeros(
R1 =zeros(

(

(

(

~.

~.

~.

IlL=zeros
TlL=zeros
RlL=zeros (P ;
lambdaSl=zeros (
lambdaEl=zeros (
lambdaIl=zeros (
lambdaRl=zeros (
lambdaSlL=zeros
lambdaElL=zeros
lambdaIllL=zeros
lambdaR1L=zeros

1)
1)
1
1
1)
) 4
)7
)7
)7
)7
)7
1)
S

cek=1;

it =0;

looping=0;

while (cek>le-3)&& (looping<120)
ull =ul;
ul2 =u2;

S1L=S1;

El1L=E1;

I1L=I1;

R1L=R1;

lambdaS1L =lambdaS1;
lambdaElL =lambdakl;
lambdaIll =lambdall;
lambdaR1L =lambdaRl;

S1(1)=S10;
E1(1)=E10;
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I1(1)=I10;
R1(1)=R10;
J(it+1)=0;

for i=1:P-1

J(it+1)=J(it+1)+h*(E1 (1) +I1 (1) +
1/2*Cl*ulLl (i) "2+1/2*C2*ul2 (i) "2);

x =[S1(i) E1(i) I1(i) R1(i)1;

kl=h*Fst (x,ulLl (i) ,ul2 (i), miu,beta,betakecil, ckec
il,epsilon,gamma,alpa);

k2=h*Fst (x+0.5*k1l,ull (i) ,ul2 (i), miu, beta,betakec
il,ckecil,epsilon,gamma,alpa);

k3=h*Fst (x+0.5*k2,ull (i) ,ul2 (i), miu,beta, betakec
il,ckecil,epsilon,gamma,alpa) ;

k4=h*Fst (x+k3,ull (i) ,ul2 (i), miu,beta,betakecil,c
kecil,epsilon,gamma, alpa);

x=x+(1/6)* (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

S1(i+l)=x(1);

El (i+1)=x(2);
I1(i+1)=x(3);
Rl (i+1)=x(4);
end

J(1t+1)=J (it+1)+h* (E1L (P)+I1 (P)+
1/2*Cl*ull (P)"2+1/2*C2*ul2 (P)"2);
%Plot populasi tanpa kontrol

if it==
figure (1)
plot (t, S1,
hold on;

b-', 'LineWidth', 3);

figure (2)
plot (t,EL,
hold on;

b-', 'LineWidth', 3);

~

figure (3)
plot (t,I1,
hold on;

b-', 'LineWidth', 3);

~

figure (4)
plot (t,R1,

b-"', 'LineWidth', 3);

~
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hold on;

end
lambdaS1 (P)=0;
lambdaEl (P)=0;
lambdaIl (P)=0
lambdaR1 (P) =0

’

’

ul (P)=

)= 0;
templ

X

)

= min([-lambdaIl (P)*miu*Il(P)/2*Cl
]1); %persamaan kontrol 1
= x([templ 0]);

ulma
ul (P

u2(P)= 0;

temp2 = min ([ (lambdaEl (P) -

lambdaS1 (P) ) *gamma*S1 (P) * (E1 (P)+1) /2*C2 u2max]) ;
%persamaan kontrol 2

u2 (P) = max([temp2 01]);

for i=1:P-1
j=P-1;
x =[lambdaSl (j+1) lambdaEl (j+1) lambdaIl (j+1)
lambdaRl (3+1) 1;
kl=h*Fcs (x,S1(j+1),E1(3+1),I1(3+1),R1(J+1),ull (J

1) ,ul2(j+1) ,miu,beta,betakecil, ckecil,epsilon,g
amma, alpa);
k2=h*Fcs (x+0.5*k1,S1(j+1),E1(j+1),I1(j+1),R1(j+1
) ,ull (§+1) ,ul2 (j+1) ,miu, beta,betakecil, ckecil, ep
silon, gamma, alpa) ;
k3=h*Fcs (x+0.5*k2,S1 (j+1),E1(j+1),I1(j+1),R1(j+1
) ,ull (§+1) ,ul2 (j+1) ,miu, beta,betakecil,ckecil,ep
silon, gamma, alpa) ;
k4=h*Fcs (x+k3,S1 (j+1) ,E1(j+1),I1(3+1),R1(j+1),ul
1(j+1),ul2(j+1),miu,beta,betakecil, ckecil,epsilo
n,gamma,alpa) ;

-(1/6) * (k1+2*k2+2*k3+k4) ;

lambdaS1 (7)=x(1);
lambdaEl (7)
lambdaIl (7)
lambdaR1 (7)

x(2);
=x(3);
=x(4);

’
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templ = min([-lambdall (j)*miu*I1(j)/2*C1
ulmax]); %persamaan kontrol 1
ul (j) = max([templ 01]);

temp2 = min ([ (lambdaEl (3) -
lambdaS1 (j)) *gamma*S1 () * (E1 (j)+1) /2*C2 u2max]) ;
$persamaan kontrol 2

u2(j) = max([temp2 01]);
end;
eS1l =sum(abs (S1-S1L));

( ( ))
eEl =sum(abs (E1-E1L));
ell =sum(abs (I1-I1L));
eRl =sum(abs (R1-R1L));
elambdaSl=sum(abs (lambdaSl-lambdaS1lL)) ;
elambdaEl=sum (abs (lambdaEl-lambdaElL)) ;
))
))

’

elambdaIl=sum(abs (lambdall-lambdaIlL
elambdaRl=sum (abs (lambdaRl-lambdaR1L
eul =sum(abs (ul-ull));

eu?2 =sum(abs (u2-ul2));
cek=eSl+eEl+ell+eRl+telambdaSl+elambdaEl+elambdal
l+elambdaRl+eul+eu2;

it= it+1;

ul = ((0.5*ul)+(0.5*ulLl));

u2 = ((0.5*%u2)+(0.5*ul2));

looping=looping+l;

end;

figure (1)

plot(t,S1l, 'r-', 'LinewWidth',3);

xlabel ('Waktu (hari)');

ylabel ('Banyaknya Individu S');

grid on

legend ('Sl tanpa kontrol', 'Sl dengan kontrol');
title('Populasi Susceptible');

’

figure (2)
plot(t,El, 'r-"', 'LineWidth', 3);
xlabel ('Waktu (hari)');

ylabel ('Banyaknya Individu E');
grid on
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legend ('E1l tanpa kontrol', 'El dengan kontrol');
title ('Populasi Exposed');
hold on;

figure (3)

plot(t,I1l, ' 'r-","'LineWidth',3);

xlabel ('Waktu (hari)'");

ylabel ('Banyaknya Individu I');

grid on

legend ('I1 tanpa kontrol','I1l dengan kontrol');
title('Populasi Infected');

hold on;

figure (4)

plot(t,R1l, 'r-"', 'LinewWidth',3);

xlabel ('Waktu (hari)'");

ylabel ('Banyaknya Individu R');

grid on

legend ('R1 tanpa kontrol', 'Rl dengan kontrol');
title('Populasi Recovered');

hold on;

figure (5)
plot(t,ul, 'r-', 'LineWidth',3);
xlabel ('Waktu (hari)'");

ylabel ("ul”*(t)");

grid on

legend ('kontrol pengobatan');
title ('Kontrol Pengobatan');
hold on;

figure (6)

plot(t,u2, 'r-', 'LineWidth', 3);

xlabel ('Waktu (hari)");

ylabel ("u2”*(t)"');

grid on

legend('kontrol pengendalian lingkungan');
title('Kontrol Pengendalian Lingkungan');
hold on;
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