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ABSTRAK 

Regresi nonparametrik birespon berbeda dengan regresi nonparametrik respon 

tunggal, dimana model birespon terdiri dari dua variabel respon dengan asumsi 

terdapat korelasi antar respon. Untuk mengakomodir korelasi antar respon, maka 

estimasi fungsi regresi memuat matriks bobot berupa matriks variance covariance 

error. Berdasarkan penelitian sebelumnya, matriks variance covariance 

diasumsikan sebagai fixed value. Sedangkan dalam kasus riil tidak diketahui 

nilainya, maka matriks variance covariance tersebut harus diestimasi dari data. 

Sehingga, tujuan penelitian ini adalah mengestimasi matriks variance covariance 

untuk mendapatkan model regresi nonparametrik birespon menggunakan spline 

truncated. Terdapat dua tahap untuk mengestimasi matriks variance covariance. 

Tahap pertama adalah melakukan estimasi terhadap koefisien regresi 

nonparametrik birespon menggunakan metode Weighted Least Square (WLS). 

Tahap kedua adalah mengestimasi matriks variance covariance menggunakan 

metode MLE dengan mengasumsikan error berdistribusi normal bivariat dengan 

mean 0 dan variance covariance W. Selanjutnya dilakukan penerapan terhadap data 

riil yaitu pada data Indeks Pembangunan Manusia (IPM) dan Indeks Pembangunan 

Gender (IPG). Variabel prediktor yang digunakan adalah angka kesakitan, angka 

partisipasi kasar SMA dan PDRB Perkapita. Kriteria pemilihan model terbaik 

berdasarkan titik knot optimum menggunakan nilai Generalized Cross Validation 

(GCV). Diperoleh model terbaik pada satu titik knot spline linier dengan GCV 

14,183. Model hasil estimasi parameter menggunakan matriks variance covariance 

lebih baik dalam memodelkan data IPM dan IPG Kabupaten/Kota di Pulau Jawa 

karena mempunyai RMSE sebesar 3,597 lebih kecil dibandingkan model hasil 

estimasi parameter dengan matriks variance covariance diketahui mempunyai 

RMSE sebesar 5,019. 

 

Kata Kunci: Birespon, GCV, IPG, IPM,  Matriks Variance-Covariance  
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    Jerry Dwi T Purnomo, M.Si, Ph.D 

 

 

ABSTRACT 

Bi-response nonparametric regression is different from uniresponse 

nonparametric regression, where bi-response model consists of two response 

variables with the assumption of dependency. To accommodate the correlation 

between responses, the estimation of regression function should be consisted of 

weight in the form of variance covariance matrix of residuals. It can be estimated 

using variance covariance error matrix. Based on previous research, the variance 

covariance matrix is assumed to be a fixed value. Whereas in the real case the value 

is unknown so that the variance covariance matrix must be estimated from the data. 

The purpose of this study is to estimate the variance covariance matrix of spline 

truncated on bi-response nonparametric regression models. There are two steps to 

estimate the variance covariance matrix. The first step is to estimate the Bi-response 

nonparametric regression coefficient using the Weighted Least Square (WLS) 

method and the second step is estimated the variance covariance matrix using the 

MLE method by assuming a bivariate normal distribution error with mean 0 and 

variance covariance W. Then, the result of the estimation is applied to the Human 

Development Index (HDI) and Gender Development Index (IPG) data. The 

predictor variables used were morbidity, gross participation rates of SMA and GDP 

per capita. Criteria for selecting the best model based on the optimum knot point 

uses the Generalized Cross Validation (GCV) value. The best model found was 

spline truncated use one knot with GCV 14.183. The estimation parameter model 

by using the variance covariance matrix is fit in modeling the HDI and GDI data 

since the RMSE is smaller than that of fixed variance covariance matrix. 

Key Word: Bi-response, GCV, GDI, HDI, Nonparametrics, Variance Covariance  
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BAB I 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Pemodelan statistika umumnya sangat memperhatikan beberapa konsep dasar 

yang menjadi landasan, diantaranya adalah konsep kemudahan matematika, konsep 

kesederhanaan model, konsep interpretasi model dan konsep kemudahan dalam 

implementasi model. Jika konsep dasar tersebut dapat terealisasi, maka model yang 

digunakan menjadi sangat baik dan sempurna. Banyak kasus pada pemodelan yang 

rumit, mungkin sangat sulit memenuhi konsep dasar ini, sehingga seseorang perlu 

membatasi diri pada beberapa konsep dasar yang lain (Budiantara, 2014). Salah 

satu pemodelan yang sering digunakan dalam bidang statistika adalah analisis 

regresi.  

Analisis regresi umumnya digunakan untuk memodelkan sebuah persoalan 

riil ke dalam bentuk persamaan matematis yang dapat menjelaskan pola hubungan 

antara variabel respon dengan variabel prediktor. Disamping itu, analisis regresi 

sangat bermanfaat untuk peramalan (forecasting). Pada saat memodelkan satu atau 

lebih variabel, hal pertama yang semestinya dilakukan adalah apakah variabel 

tersebut saling berkorelasi. Apabila terjadi korelasi, maka dapat dilakukan 

pemodelan statistika dengan menggunakan analisis regresi (Budiantara, 2009). 

Pada analisis regresi terdapat dua pendekatan yang sering digunakan yaitu regresi 

parametrik dan nonparametrik. Perbedaan utama dari kedua pendekatan tersebut 

terletak pada bentuk kurva regresi yang digunakan dalam pemodelan data. Regresi 

parametrik bentuk kurvanya harus diketahui, misalnya linier, kuadratik, kubik, 

polinomial derajat-p dan lain-lain. Sedangkan dalam regresi nonparametrik apabila 

pola hubungan antara variabel respon dan variabel prediktor tidak mengikuti suatu 

pola tertentu atau kurva regresi tidak diketahui. Kurva regresi hanya diasumsikan 

halus (smooth) (Budiantara, 2009) 

Pemodelan pada kasus tertentu seringkali tidak dapat diselesaikan dengan 

pendekatan regresi parametrik dan harus diselesaikan dengan pendekatan regresi 

nonparametrik. Pendekatan regresi nonparametrik mempunyai fleksibilitas dalam 
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memodelkan pola data (Eubank, 1999). Pendekatan regresi nonparametrik telah 

banyak digunakan antara lain Spline Truncated, Kernel, Polinomial Lokal, Deret 

Fourier, Multivariate Adaptive Regression Spline (MARS), Wavelets, dan lain-lain. 

Namun, dari beberapa estimasi dalam regresi nonparametrik, spline lebih banyak 

disukai dan mendapatkan perhatian dari para peneliti regresi nonparametrik, karena 

model spline merupakan model yang mempunyai interpretasi statistik dan 

interpretasi visual sangat khusus dan sangat baik (Eubank, 1999; Budiantara, 2009). 

Spline merupakan potongan polinomial tersegmen sehingga memiliki fleksibilitas 

lebih dari polinomial biasa, oleh karena itu spline lebih efektif dalam penyesuaian 

diri terhadap karakteristik suatu data (Fajriyyah dan Budiantara, 2015). Salah satu 

basis fungsi yang digunakan pada spline yaitu spline truncated (Lyche dan Morken, 

2008). 

Spline truncated merupakan model polinomial tersegmen yaitu memiliki 

perubahan pola perilaku kurva yang berbeda pada interval tertentu, yang ditandai 

dengan adanya titik knot. Estimasi kurva regresi nonparametrik spline truncated 

dapat dilakukan dengan memilih parameter yaitu orde dan banyaknya titik knot. 

Pada penelitian ini akan digunakan kriteria Generalized Cross Validation (GCV) 

yaitu dengan memilih niali GCV yang minimum. GCV digunakan karena memiliki 

sifat optimal asimtotik yang tidak dimiliki metode lain (Wahba,1990). 

Penelitian tentang spline truncated dalam regresi nonparametrik  telah banyak 

dikembangkan berdasarkan banyaknya respon. Para peneliti yang menerapkan 

regresi dengan satu respon pada regresi nonparametrik diantaranya Merdekawati 

dan Budiantara (2013) melakukan pemodelan regresi spline truncated multivariabel 

pada faktor-faktor yang mempengaruhi kemiskinan diprovinsi Jawa Tengah. 

Bintaningrum dan Budiantara (2014) juga melakukan pemodelan regresi 

nonparametrik spline truncated pada angka kelahiran kasar di Surabaya. Solicha, 

Budiantara dan Ratna (2018) melakukan pemodelan regresi nonparametrik spline 

truncated untuk memodelkan persentase unmet need di Kabupaten Gresik. Namun, 

dalam penelitian tersebut masih terbatas hanya membahas kasus dengan satu 

variabel respon, sehingga belum bisa mengakomodasi kasus dengan dua variabel 

respon. Selanjutnya, beberapa penelitian yang telah mengkaji pemodelan regresi 

birespon pada metode regresi nonparametrik diantaranya Adyana (2011) 
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menggunakan regresi nonparametrik birespon spline dengan dua variabel prediktor 

pada kasus tingkat kesejahteraan Indonesia. Pratiwi (2017) menggunakan spline 

truncated dalam regresi nonparametrik birespon pada kasus angka kematian bayi 

dan balita. Fernandes, dkk (2014) menggunakan estimasi spline truncated dalam 

regresi nonparametrik birespon pada data longitudinal. Regresi nonparametrik 

birespon berbeda dengan model regresi respon tunggal, dimana model birespon 

terdiri dari beberapa persamaan dengan asumsi terdapat korelasi antar respon. Para 

peneliti umumnya mengakomodir adanya korelasi ini dengan menggunakan 

matriks variance covariance yang digunakan pada saat estimasi parameter model. 

Matriks variance-covariance secara teori diasumsikan sebagai fixed variable, 

sedangkan dalam kasus riil tidak diketahui nilainya. Beberapa penelitian tentang 

estimasi matriks variance-covariance pada metode nonparametrik adalah 

Ampulembang, Otok dan Tuti (2015) mengestimasi matriks variance covariance 

pada model MARS. Islamiyati, Fatmawati dan Chamidah (2018) mengestimasi 

matriks covariance pada data longitudinal birespon menggunakan regresi spline 

penalized. Hal ini berarti bahwa matriks variance-covariance tersebut harus 

diestimasi dari data. Pada penelitian tersebut, aplikasi dari hasil estimasi hanya 

dilakukan pada data simulasi. Berdasarkan simulasi dari penelitian tersebut, 

didapatkan hasil bahwa estimasi menggunakan matrik variance-covariance lebih 

baik dibandingkan dengan estimasi tanpa menggunakan matrik variance 

covariance. Permasalahan statistik yang muncul dalam penelitian ini adalah 

bagaimana mengestimasi matriks variance-covariance dengan menggunakan 

pendekatan spline truncated dalam regresi nonparametrik birespon pada sebuah 

data riil. Spline truncated dalam regresi nonparametrik birespon juga pernah 

diaplikasikan ke dalam bidang-bidang sosiologi, ekonomi serta bidang sosial 

kependudukan, diantaranya IPM dan IPG. 

Indeks Pembangunan Manusia (IPM) dan Indeks Pembangunan Gender 

(IPG) merupakan salah satu contoh kasus pada bidang sosial dan kependudukan. 

IPM dan IPG adalah salah satu tolak ukur peningkatan sumber daya manusia suatu 

daerah atau negara yang dilihat berdasarkan tiga dimensi yaitu : (1) life expectancy 

at birth; (2)   literacy rate dan mean years of schooling; (3) purchasing power 
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parity. Ketiga indicator tersebut saling mempengaruhi satu sama lain dan dapat 

dipengaruhi oleh faktor-faktor lain (UNDP,1990).  

UNDP (1990) merumuskan bahwa pembangunan sumber daya manusia 

merupakan suatu proses meningkatkan pilihan-pilihan kehidupan yang lebih baik. 

Pengertian ini lebih ditujukan kepada peningkatan kesehatan, pendidikan, dan 

pendapatan. Dalam bahasa yang lebih mudah dipahami adalah hidup lebih lama dan 

sehat, berpendidikan cukup dan memiliki ketrampilan dan mempunyai pendapatan 

yang cukup untuk pemenuhan kebutuhan dasar minimal.  

Indeks Pembangunan Manusia (IPM) yang didasarkan pada perluasan 

pilihan-pilihan hidup yang lebih baik seperti hidup lebih lama dan sehat, lebih 

berpendidikan dan terampil agar mendapatkan penghasilan yang cukup untuk 

pemenuhan kebutuhan dasar. Indikator IPM masih digunakan sebagai tolak ukur 

pembangunan dengan beberapa penyempurnaaan terhadap variabel pembentuknya. 

Kemudian tahun 1995 dikembangkan pula indikator pembangunan gender dengan 

parameter IPG. 

Pembangunan gender atau pembangunan yang berhubungan dengan gender 

(Gender Development atau Gender Related Development) ditujukan untuk 

mengetahui ada tidaknya ketimpangan yang terjadi antara laki-laki dan perempuan 

dalam pembangunan. Ketimpangan di antara laki-laki dan perempuan dinyatakan 

dalam suatu angka atau indeks. Semakin besar ketimpangan diantara keduanya 

dalam pembangunan manusia, semakin rendah nilai indeks tersebut. 

Penelitian telah mengkaji pemodelan dari masing-masing respon tersebut 

seperti Pratowo (2011) mengkaji pemodelan IPM yang dipengaruhi pola konsumsi 

non makanan dan angka beban ketergantungan. Nurbaeti (2013) mengkaji 

pemodelan IPM yang dipengaruhi angka pengangguran di provinsi Jawa Tengah. 

Fajriyyah dan Budiantara (2015)  mengkaji pemodelan IPG yang dipengaruhi oleh 

angka partisipasi sekolah, angka buta huruf, TPAK dan persentase penduduk 

mempunyai keluhan kesehatan berdasarkan gender.  

Terpusatnya pembangunan di Pulau Jawa khususnya dikota-kota besar seperti 

Jakarta, Surabaya, Yogyakarta dan Semarang, menyebabkan pembangunan di 

Indonesia belum merata baik ekonomi, kesehatan dan pendidikan. Menurut data 

BPS setiap tahunnya keadaan IPM dan IPG di Pulau Jawa meningkat tetapi pada 
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level kabupaten/kota masih banyak yang berada dibawah rata-rata indeks 

Indonesia. Namun untuk mencapai tingkat pembangunan yang merata ditingkat 

kabupaten/kota tidaklah mudah. Pertumbuhan pembangunan dapat dicapai dengan 

berbagai faktor pendukung seperti rendahnya angka kesakitan, Pendidikan yang 

layak yang dapat dilihat dari angka partisipasi kasar dan tingginya PDRB suatu 

daerah. Alasan lain yaitu setelah dilakukan pemeriksaan awal menggunakan 

visualisasi plot dari hasil masing-masing variabel prediktor terhadap variabel 

respon IPM dan IPG tidak mengikuti suatu pola tertentu atau kurva regresi tidak 

diketahui dan berubah pada interval tertentu. Dengan demikian, pada penelitian ini 

digunakan data IPM dan IPG di Pulau Jawa yang meliputi kabupaten/kota di 

provinsi-provinsi Banten, Jawa barat, DKI Jakarta, Jawa tengah, DI Yogyakarta dan 

Jawa Timur dengan menggunakan model spline truncated pada regresi 

nonparametrik birespon menggunakan hasil estimasi matrik variance covariance. 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dikemukakan, maka permasalahan 

yang akan diselesaikan dalam penelitian ini sebagai berikut: 

1. Bagaimana mendapatkan bentuk estimasi model spline truncated dalam 

regresi nonparametrik birespon. 

2. Bagaimana mendapatkan estimasi matriks variance covariance model 

spline  truncated  pada nonparametrik birespon. 

3. Bagaimana memodelkan data IPM dan IPG menggunakan spline truncated  

dalam regresi nonparametrik birespon. 

 

1.3 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah yang telah disusun, maka tujuan yang ingin 

dicapai dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Mendapatkan bentuk estimasi model spline truncated dalam regresi 

nonparametrik birespon. 

2. Mendapatkan estimasi matriks variance-covariance model spline truncated  

dalam regresi nonparametrik birespon. 
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3. Memodelkan IPM dan IPG di Pulau Jawa menggunakan spline truncated  

dalam regresi nonparametrik birespon  

1.4 Manfaat Penelitian 

Adapun manfaat yang diharapkan dari penelitian ini antara lain: 

1. Menambah wawasan mengenai estimasi parameter model spline truncated 

pada regresi nonparametrik birespon menggunakan metode weighted least 

square 

2. Menambah wawasan mengenai estimasi matriks variance-covariance model 

spline truncated  dalam regresi nonparametrik birespon 

3. Memberikan informasi tambahan mengenai faktor-faktor yang berpengaruh 

terhadap IPM dan IPG di Pulau Jawa. 

1.5 Batasan Masalah 

Batasan masalah yang digunakan dalam penelitian ini adalah sebagai berikut. 

1. Penelitian ini dilakukan pada 119 Kabupaten/Kota di Provinsi Jawa dengan 

menggunakan data tahun 2018.  

2. Masing-masing variabel respon menggunakan variabel prediktor yang sama 

3. Mendapatkan estimasi parameter model regresi nonparametrik birespon 

menggunakan metode Weighted Least Square (WLS).  

4. Mendapatkan estimasi matrik variance-covariance menggunakan metode 

Maximum Likelihood Estimation (MLE). 

5. Metode yang digunakan dalam pemilihan titik knot optimal adalah 

Generalized Cross Validation (GCV). 

6. Fungsi spline yang digunakan dalam penelitian ini adalah fungsi spline linier. 

7. Banyak titik knot yang digunakan dalam fungsi spline adalah 1,2 knot. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

 Bab ini menjelaskan mengenai beberapa konsep, teorema dan dasar teori 

yang digunakan untuk menunjang penelitian. Penjelasan diawali dengan teori 

analisis regresi yang meliputi regresi parametrik dan regresi nonparametrik. 

Pembahasan regresi difokuskan pada salah satu metode regresi nonparametrik yang 

digunakan dalam penelitian ini yaitu spline truncated pada regresi nonparametrik 

birespon. Metode spline truncated pada regresi nonparametrik birespon merupakan 

pengembangan dari metode spline yang diuraikan pula dalam bab ini. Selanjutnya, 

menjelaskan tentang asumsi model regresi nonparametrik birespon dan ukuran 

kesesuaian model. Dasar teori juga dilengkapi dengan menyebutkan beberapa 

teorema yang akan digunakan untuk mendukung penyelesaian tujuan penelitian ini. 

Model spline truncated pada regresi nonparametrik birespon yang digunakan dalam 

penelitian ini akan diterapkan pada pemodelan data yang melibatkan dua respon 

yaitu Indeks Pembangunan Manusia (IPM) dan Indeks Pembangunan Gender (IPG) 

serta beberapa prediktor yang diduga mempengaruhinya. 

2.1. Statistika Deskriptif 

Statistika deskriptif adalah metode-metode yang berkaitan dengan 

pengumpulan dan penyajian suatu gugus data sehingga memberikan informasi yang 

berguna. Statistika deskriptif hanya memberikan informasi mengenai data dan tidak 

menarik suatu kesimpulan (inferensi). Ukuran pemusatan data, ukuran penyebaran 

data, grafik, dan diagram termasuk dalam katagori statistika deskriptif. 

Ukuran pemusatan data dan ukuran penyebaran data merupakan suatu alat 

yang dapat digunakan untuk mendefinisikan ukuran-ukuran numerik yang 

menjelaskan karakteristik dari data. Rata-rata dan varians sering digunakan untuk 

mendeskripsikan segugus data. Rata-rata adalah hasil pembagian antara jumlahan 

nilai setiap pengamatan dengan banyaknya data pengamatan yang dapat dituliskan 

dengan persamaan (2.1) (Walpole, 1995). 
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1
, 1,2,...,

n

j

j

x

x j n
n

=
= =


      (2.1) 

Indeks �̄� menunjukkan rata-rata variabel. Indeks jx  menunjukkan pengamatan ke-

j, dan indeks n menunjukkan banyaknya pengamatan. 

 Varians (𝑠2) adalah kuadrat simpangan dari semua nilai data terhadap 

rata-rata yang dituliskan dengan persamaan (2.2). 

 

( )
2

12

1

n

j

j

x x

s
n

=

−

=
−


       (2.2) 

nilai maksimum merupakan nilai tertinggi/terbesar yang terdapat dalam segugus 

data. Sedangkan nilai minimum adalah nilai terendah yang terdapat dalam 

sekumpulan data. 

2.2. Analisis Regresi 

Analisis regresi dalam statistika digunakan untuk menjelaskan dugaan 

tentang adanya hubungan kausal antara respon dengan prediktor. Terdapat dua 

pendekatan yang sering digunakan dalam analisis regresi yaitu regresi parametrik 

dan nonparametrik. Perbedaan utama dari kedua pendekatan regresi ini terletak 

pada bentuk pola kurva regresi yang digunakan dalam pemodelan data. 

2.2.1. Regresi Parametrik 

Regresi parametrik merupakan metode yang sederhana dalam kajian 

analisis regresi, namun disisi lain menuntut terpenuhinya asumsi. Salah satu asumsi 

yang harus dipenuhi adalah bentuk kurva regresinya harus diketahui, misalnya 

linier, kuadratik, kubik, polinomial derajat-p dan lain-lain (Budiantara, 2011). 

Pengetahuan terhadap kurva regresi memudahkan dalam memilih salah satu bentuk 

kurva atau fungsi regresi yang memungkinkan dari beberapa bentuk alternatif yang 

ada. Jika bentuk kurva atau fungsi regresi parametrik yang dipilih tepat maka hasil 

interpretasinya akan lebih sederhana dan mudah dianalisis. Regresi parametrik 

memiliki beberapa kelebihan yaitu sederhana, mudah interpretasinya, estimator 

tidak bias, efisien dan konsisten (Budiantara, 2009). Secara matematis bentuk 

persamaan regresi linier dapat ditulis sebagai berikut. 
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 ( ) , 1,2,...,j j jy g x j n= + =      (2.3) 

dengan 
jy  adalah variabel respon, fungsi ( )jg x  adalah fungsi kurva regresi 

parametrik yang memiliki error
j  yang diasumsikan identik, independen dan 

berdistribusi normal (Eubank, 1999).  

2.2.2. Regresi Nonparametrik 

Regresi nonparametrik digunakan apabila pola hubungan antara variabel 

respon dan variabel prediktor tidak mengikuti suatu pola tertentu atau kurva regresi 

tidak diketahui. Kurva regresi hanya diasumsikan halus (smooth) (Budiantara, 

2009). Dalam regresi nonparametrik data akan mencari sendiri bentuk estimasi 

kurvanya tanpa dipengaruhi oleh subyektivitas peneliti.  

Pendekatan regresi nonparametrik yang menyatakan hubungan antara p 

prediktor dengan respon tunggal yang melibatkan n pengamatan dapat dimodelkan 

dalam bentuk persamaan regresi sebagai berikut : 

( ) , 1,2, ,j kj jy f x j n= + =      (2.4) 

dengan n  adalah banyaknya pengamatan dan p adalah banyaknya prediktor 
jy  

adalah variabel respon, 
kjx  adalah variabel prediktor dan  random error 

j  

diasumsikan identik, independen dan berdistribusi normal dengan mean 0 dan 

varians 2  (Wahba, 1990).  

Terdapat beberapa metode dalam regresi nonparametrik yang dapat 

digunakan untuk mengestimasi bentuk kurva regresi ( )kjf x , diantaranya adalah 

metode spline truncated yang menjadi fokus penelitian dalam penilitian ini. Metode 

spline truncated merupakan pengembangan dari metode spline yang berfokus 

terhadap optimasi titik knot. 

2.3. Spline Truncated pada Regresi Nonparametrik  

Spline merupakan model yang mempunyai interpretasi statistik dan 

interpretasi visual yang sangat khusus dan sangat baik (Budiantara, 2009). Spline 

sebagai pendekatan pola data diperkenalkan oleh Whittaker pada tahun 1923, 

sedangkan spline sebagai persoalan optimasi dikembangkan oleh Reinsch pada 

tahun 1967 (Wahba, 1990). Metode spline dalam regresi nonparametrik dapat 
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ditemui dalam banyak bentuk, diantaranya adalah smoothing spline (Wang, 1998; 

Kim, dkk., 2004; Howell, 2007; Aydin, 2008) dan truncated spline (Smith, 1979; 

Budiantara, 2006; Sudiarsa, dkk., 2015; Ruliana, dkk., 2015). Kedua metode spline 

tersebut masing-masing menggunakan parameter yang berbeda untuk membuat 

estimasi kurva regresi lebih fleksibel, yaitu parameter penghalus pada smoothing 

spline dan titik knot pada truncated spline. Perbedaan jenis parameter tersebut, 

menyebabkan optimasi untuk mendapatkan estimator pada kedua metode spline 

tersebut juga berbeda. Estimator smoothing spline yang bergantung pada parameter 

penghalus diperoleh dengan optimasi penalized least square (PLS) (Wahba, 1990; 

Eubank, 1999), sedangkan estimator spline truncated yang bergantung pada titik 

knot diperoleh dengan optimasi OLS (Budiantara, 2006).  

Pendekatan spline umumnya menyatakan hubungan antara p prediktor dengan 

respon tunggal pada persamaan (2.5), dalam model aditif berikut ini: 

1 2( ) ( ) ... ( )j j j pj jy f x f x f x = + + + +      (2.5) 

persamaan (2.5) dapat ditulis dalam bentuk: 

1

( )
p

j kj j

k

y f x 
=

= +        (2.6) 

Secara umum, bentuk pendekatan fungsi spline truncated linier (orde 1) dalam 

regresi nonparametrik birespon dengan titik titik knot 
1 2, ,..., mK K K  dapat dinyatakan 

dalam persamaan berikut (2.7). 

0

1 1

( )
p m

j k kj kl kj kl j

k l

y x x K   +

= =

 
= + + − + 

 
      (2.7) 

dengan: 

0

1 1

( ) ( )
p m

k kj kl kj kl kj

k l

x x K f x   +

= =

 
+ + − = 

 
   

sehingga dapat dijelaskan bahwa 
jy  merupakan respon pada pengamatan ke-j, 

kjx

merupakan prediktor ke-k pada pengamatan ke-j, 0  merupakan intersep, k  

merupakan koefisien nonparametrik pada prediktor ke-k, kl  merupakan koefisien 

truncated pada prediktor ke-k dan knot ke-l, klK merupakan nilai knot pada 

prediktor ke-k dan knot ke-l. Jika fungsi regresi ( )kjf x  dalam model persamaan 
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(2.6) dihampiri dengan fungsi spline truncated, maka didapat spline truncated 

dalam regresi nonparametrik pada persamaan (2.7). 

2.4. Matrik Variance-Covariance 

Variance 
11 22,   dari 

1 2,  dan covariance ij untuk semua i j  

merupakan elemen-elemen dari matrik covariance yang dinotasikan dengan  

11 12

11 12

11 12

12 22

12 22

12 22

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 

 

 

 

 

 

 
 
 
 
 
 

=
 
 
 
 
 
 
 

W
    (2.8) 

diagonal matrik W mengandung variance   dan yang lainnya adalah covariance .  

2.5. Spline Truncated pada Regresi Nonparametrik Birespon 

Regresi nonparametrik birespon adalah model regresi yang bertujuan untuk 

mengetahui hubungan antara dua variabel respon dengan dua atau lebih variabel 

prediktor, dimana variabel yang digunakan tidak mengikuti pola tertentu. Asumsi 

mendasar regresi nonparametrik birespon adalah antara variabel respon saling 

berkorelasi tetapi bukan sebab akibat yang berarti perubahan data pada variabel 

respon satu tidak berpengaruh terhadap perubahan data pada variabel respon 

lainnya.  

Wang (1998) dalam penelitiannya pada smoothing spline, menyatakan model 

regresi nonparametrik birespon dalam bentuk persamaan regresi sebagai berikut: 

1 2( , ,..., )ij j j pj ijy f x x x = +       (2.9) 

dimana indeks i  menunjukkan banyaknya variabel respon ke- i , 1,2i = ; indeks j

menunjukkan banyanknya pengamatan data ke- j , 1,2,...,j n= ; indeks k  

menunjukkan banyaknya variabel prediktor ke- k ,  1,2,..., .k p=  Dengan 
ijy  adalah 

dua respon yang saling berkorelasi dan 
1 2( , ,..., )j j pjf x x x  adalah fungsi dalam 
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model dan 
ij adalah residual pengukuran dengan mean 0 dan variance covariance. 

dengan matrik variance covariance sebagai berikut. (Welsh dan Yee,2006) 

( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1 1 2

1 2 2

var var

var ,

, var

j

ij

j

j j j

j j j

Cov

Cov






  

  

 
=  

 

 
 =
 
 

W =

     (2.10) 

diasumsikan persamaan (2.9) bersifat aditif sehingga didapatkan persamaan sebagai 

berikut: 

1 2

1

( ) ( ) ... ( )

( )

ij j j pj ij

p

kj ij

k

y f x f x f x

f x




=

= + + + +

= +
    (2.11) 

kurva regresi ( )kjf x  dihampiri menggunakan fungsi spline truncated  linier 

dengan titik- titik knot 1 2, ,.., mK K K , sebagai berikut: 

1

0

1 1

( ) ( )
p m

kj i ki kj kil kj kil

k l

f x x x K   +

= =

 
= + + − 

 
     (2.12) 

dimana 
1

p

ki kj

k

x
=

 merupakan komponen nonparametrik dan 1

1

( )
m

kil kj kil

l

x K +

=

−  

merupakan komponen truncated dengan: 

1

1
,( )

( )
,0

kj kilkij kil

kj kil

kj kil

x Kx K
x K

x K
+

+

 −
− = 


   

indeks l  menunjukkan banyaknya titik knot dimana 1,2,..,l m= . Berdasarkan 

persamaan (2.11) dan (2.12) didapatkan model regresi nonparametrik birespon 

spline truncated sebagai berikut: 

1

0

1 1

( )
p m

ij i ki kj kil kj kil ij

k l

y x x K   +

= =

 
= + + − + 

 
     (2.13) 

persamaan (2.13) dapat diubah dalam bentuk matriks menjadi: 

x,ky = A( )β+ε        (2.14) 

dimana komponen-komponen matrik pada persamaan (2.14) dapat dijabarkan 

sebagai berikut: 
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( )1 2, ,...,
T

i i iny y y=y  

( )1 2, ,...,
T

i i in  =ε  

( )0 1 1 1 1 1 1 1 1, ,..., , ,..., , ,..., , ,...,
T

i i i i im p p pi pim        =β  

1 11 1
111 1 1 111 1 1 1 1

1 11 1
212 2 1 212 1 1 2 1

1 11 1
1 11 1 1 1

( ) ( )1 ( ) ( )

( ) ( )1 ( ) ( )

( ) ( )1 ( ) ( )

p p pi p pimi im

p p pi p pimi im

pnn pn pi pn pimn i n im

xx x K x Kx K x K

xx x K x Kx K x K

xx x K x Kx K x K

+ ++ +

+ ++ +

+ ++ +

 − −− −
 

− −− − =
 

 − −− − 

A(x,k)




 

orde matrik y dan ε  adalah 2 x 1n , untuk matrik β  berorde ( )( )( )2 1 2 1p m x+ +

, sedangkan matrik A(x,k) berorde ( )( )2 x 1 2n p m+ + . 

2.6. Weighted Least Square (WLS) 

Dalam pemodelan regresi nonparametrik birespon, diasumsikan bahwa 

error variabel respon yang sama identik dan independen, sedangkan error variabel 

respon yang berbeda tidak identik dan dependen. Metode Ordinary Least Square 

(OLS) mengasumsikan bahwa terdapat variansi konstan dalam error yang pada 

umumnya disebut keadaan homoskedastisitas. Metode Weighted Least Square 

(WLS) dapat digunakan ketika asumsi varians konstan dalam error dilanggar atau 

dalam kata lain disebut heterokedastisitas (Greene, 2003). Penelitian sebelumnya 

yang menyatakan bahwa metode WLS dapat digunakan dalam estimasi pemodelan 

birespon adalah Hidayati, Chamidah dan Budiantara (2019) pada regresi 

semiparametric multirespon spline truncated.  

Metode WLS mengestimasi parameter dengan meminimumkan jumlah 

kuadrat error antar pengamatan, Estimasi fungsi regresi spline truncated regresi 

nonparametrik birespon pada persamaan (2.14), diperoleh dengan menggunakan 

optimasi WLS, yaitu dengan menyelesaikan persamaan sebagai berikut: 

  ( ) ( ) TTmin min − −ε Wε = y A(x,k)β W y A(x,k)β   (2.15) 

dimana A(x,k)  berisi variabel prediktor nonparamterik dan β  adalah parameter 

dari variabel prediktor nonparamterik. 
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2.7. Pengujian Dependensi Variabel Respon 

Keberadaan korelasi respon pada model regresi birespon dapat diketahui 

dengan  menggunakan koefisien korelasi Pearson yang diperoleh dengan persamaan 

sebagai berikut:   

( )

( ) ( )

1 2

12 1/2

1 2

cov ,

var var

y y

y y
 =

  

     (2.16) 

nilai koefisien korelasi pada persamaan (2.14) berkisar antara -1 hingga 1 . Jika 

koefisien korelasi mendekati -1 atau 1 maka hubungan atau korelasi diantara respon 

semakin kuat, dan sebaliknya jika mendekati nol maka hubungan atau korelasi 

diantara respon semakin lemah (Draper dan Smith,1998). Sehingga, Hipotesis 

untuk pengujian dependensi antar variabel respon sebagai berikut 

H0 : 12 0 =  (tidak terdapat korelasi antar variabel respon) 

H1 : 12 0   (terdapat korelasi antar variabel respon) 

maka statistik uji  12

2

12

2

1

n
t





−
=

−
      (2.17) 

H0 akan ditolak jika nilai statistik uji ( )/2; 2n
t t

 −
  dengan menggunakan 5% =  

(Walpole, 1995). 

2.8. Pemilihan Titik Knot Optimal 

Pemilihan titik knot optimal pada regresi nonparametrik spline truncated   

sangatlah penting. Spline truncated   yang terbaik adalah spline memiliki titik knot 

optimal. Salah satu metode untuk menentukan titik knot optimal adalah Generalized 

Cross Validation (GCV). Model spline truncated terbaik memiliki knot optimal 

diperoleh dari nilai GCV yang minimum. Persamaan berikut menunjukkan fungsi 

GCV (Eubank, 1999). 

( )
( )

( ) ( )
1 2

1 2 2
1

1 2

, ,...,
, ,...,

, ,...,

m

m

m

MSE K K K
K K

n trace I A K K K
GCV K

−

=
−

,   (2.18) 

dengan  

( ) ( )1 2

2
1

1

, ,..., ˆ( )
m

n

ij kj
j

MSE K KK n y f x−

=

= −       
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dimana ( )1 2
, ,...,

m
K KK K=  merupakan titik knot pada masing-masing variabel 

prediktor sedangkan matrik ( )1 2
, ,...,

m
A K KK  diperoleh dari persamaan 

( )1 2
ˆ , ,...,

m
y A K KK y=  (Eubank, 1999). 

2.9. Teorema Matriks Aljabar 

Sub bab berikut ini menyajikan beberapa teorema dan proposisi tentang 

matriks aljabar. Teorema dan proposisi tersebut akan dipergunakan pada 

pembahasan teori (Bab 4) untuk mendapatkan estimasi matriks variance-

covariance dari model Spline Truncated pada Regresi Nonparametrik Birespon 

yang akan dibuktikan.Teorema yang digunakan sebagai berikut. 

Teorema 2.10.1 (Gupta dan Nagar, 2000) 

Jika A dan B masing-masing adalah matriks nonsingular berorde m×m dan n×n , 

maka: 

n m =A B A B  

Teorema 2.10.2 (Christensen, 1991) 

( )
( )

( )
( )

1

1 1t t
t t

t t

−

− − 
= −

 

H H
H H  

Teorema 2.10.3 (Searle, Casella dan McCulloch, 2006) 

Jika H(t) adalah matriks berorde r × r, dengan elemen dari H(t) adalah fungsi dari 

skalar t, maka:  

( ) ( )
( )1

ln
t

t tr t
t t

−  
=  

  

H
H H  

Teorema 2.10.4 (Broxon, 2006) 

Jika A, B, C dan D masing-masing adalah matriks berorde p×m, m×n, p×q dan q×n, 

maka: 

( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( )
T

vec vec tr
−

 = -1 T
A B C A B A CA  

2.10. Indeks Pembangunan Manusia dan Indeks Pembangunan Gender 

Menurut UNDP, Indeks Pembangunan Manusia (IPM) mengukur capaian 

pembangunan manusia berbasis sejumlah komponen dasar kualitas hidup. Sebagai 

ukuran kualitas hidup, IPM dibangun melalui pendekatan tiga dimensi yaitu, 
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dimensi umur panjang dan sehat, dimensi pengetahuan, dan dimensi kehidupan 

yang layak (BPS, 2015). Komponen penyusun IPM mencerminkan keberhasilan 

dalam pembangunan kesehatan, pendidikan dan kehidupan ekonomi yang layak.  

dimana

3 100,

2

IPM IS IP IL

IHLS IRLS
IP

=   

+
=

       (2.19) 

dengan IS menunjukkan indeks kesehatan, IP menunjukkan indeks pendidikan, IL 

menunjukkan indeks standar hidup layak, IHLS menunjukkan indeks harapan lama 

sekolah dan IRLS menunjukkan indeks rata-rata lama sekolah. 

Indeks Pembangunan Gender (IPG) dapat digunakan untuk mengetahui 

kesenjangan pembangunan manusia antara laki-laki dan perempuan. Nilai IPG 

berkisar antara 0-100 persen. Bila selisih antara nilai IPM dan IPG semakin jauh 

maka semakin tinggi kesenjangan pembangunan antara laki-laki dan perempuan 

(BPS, 2015). 

Perempuan

laki laki

IPM
IPG

IPM −

=         (2.20) 

IPM dan IPG merupakan suatu indeks komposit yang mencakup tiga 

dimensi pokok pembangunan manusia yang dinilai mencerminkan status 

kemampuan dasar penduduk yaitu kesehatan, pencapaian pendidikan, dan standar 

hidup layak. Beberapa pertimbangan yang digunakan sebagai dasar pemilihan 

variabel penelitian adalah adanya penelitian yang telah dilakukan sebelumnya yang 

telah dirangkum pada Tabel 2.1 sebagai berikut. 

Tabel 2. 1 Penelitian Sebelumnya Terkait Faktor yang Mempengaruhi  

IPM dan IPG 

Peneliti Judul Variabel Prediktor 

Madan (2012) 

Human Development and 

Poverty – A Perspective 

Across Indian States 

Rata-rata lama sekolah, Angka 

Kematian Bayi, Nutrisi Bayi, Sanitasi 

pada Rumah Tangga, Air minum bersih 

pada Rumah Tangga 
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Tabel 2. 2 Penelitian Sebelumnya Terkait Faktor yang Mempengaruhi  

IPM dan IPG (lanjutan) 

Peneliti Judul Variabel Prediktor 

Bhakti (2012) 

Analisis Faktor-Faktor 

yang Mempengaruhi 

Indeks Pembangunan 

Manusia di Indonesia 

Periode 2008-2012 

PDRB, rasio ketergantungan, konsumsi 

rumah tangga untuk makanan, APBD 

untuk pendidikan, dan APBD untuk 

kesehatan. 

Melliana dan 

Zain (2013) 

Analisis Statistika faktor 

yang Mempengaruhi IPM 

di Kabupaten/Kota di Jawa 

Timur menggunakan 

Regresi Panel 

Rasio Guru-Siswa, Angka Partisipasi 

Sekolah, Jumlah Sarana Kesehatan, 

Rumah tangga dengan Akses Air 

Bersih, Kepadatan Penduduk, TPAK 

Fajriyyah dan 

Budiantara 

(2015) 

Pemodelan IPG dengan 

Pendekatan Regresi Spline 

di Indonesia 

Angka Partisipasi Kasar, Angka 

Partisipasi Sekolah, Angka Buta Huruf, 

Tingkat Partisipasi Angkatan Kerja, 

Persentase Penduduk Punya Keluhan 

Kesehatan, Rasio Jenis Kelamin 

Klasen (2018) 

Human Development Indices 

and Indicators: A Critical 

Evaluation 

Tingkat Pengangguran Terbuka, Angka 

Kesakitan, Angka Kematian, 

Pertumbuhan ekonomi 

2.11. Ukuran Kesesuaian Model 

Model yang sesuai adalah model yang memiliki ukuran yang baik pada 

tahap evaluasi. Dalam penelitian ini menggunakan dua ukuran yaitu Root of Mean 

Square Error (RMSE) serta R2 atau koefisien determinasi. RMSE adalah ukuran 

yang digunakan untuk mengevaluasi model dengan cara menghitung selisih antara  

nilai observasi ij
y  dengan nilai estimasi ˆ ( )

kj
f x  pada setiap respon ( )1,2i = , dengan 

persamaan sebagai berikut (Greene, 2003):  

( )
2

1

ˆ ( )

, 1,2.
2i

n

ij kj
j

y

y f x

RMSE i
n

=

−

= =
−


     (2.21) 
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Nilai R2 mengukur seberapa besar rasio antara keragaman data yang mampu 

dijelaskan oleh model dibandingkan dengan total keragaman data, dengan 

persamaan sebagai berikut: 

( )

( )

2

12

2

1

ˆ ( )

1 , 1,2.
i

n

ij kj
j

y n

ij i
j

y f x

R i

y y

=

=

−

= − =

−





     (2.22) 

Hal yang perlu diperhatikan dalam pemodelan data adalah bagaimana 

membentuk model yang sesuai/tepat menggambarkan fenomena riil yang kompleks 

bukan mendapatkan model yang sempurna. Salah satu cara untuk mengetahuinya 

adalah dengan melakukan pemilihan model terbaik. Model yang baik adalah model 

yang memiliki nilai 
1y

RMSE dan 
2y

RMSE kecil serta nilai dan 
1

2

y
R  dan

2

2

y
R  yang besar. 

2.11.1. Dimensi Kesehatan 

Dimensi kesehatan untuk mengukur IPM dan IPG adalah Angka Harapan 

Hidup (AHH). AHH merupakan rata-rata perkiraan lama tahun yang dapat 

ditempuh oleh seseorang selama hidup. Penghitungan angka harapan hidup melalui 

pendekatan tak langsung (indirect estimation). Jenis data yang digunakan adalah 

Anak Lahir Hidup (ALH) dan Anak Masih Hidup (AMH).  

Menurut BPS tahun 2018 selain dari sisi angka harapan hidup, perubahan 

AHH dapat dilihat dari beberapa indikator lain. Salah satunya adalah angka 

kesakitan. Angka kesakitan merupakan gangguan terhadap kondisi fisik maupun 

jiwa, termasuk karena kecelakaan, atau hal lain yang menyebabkan terganggunya 

kegiatan sehari-hari. Indikator Angka Kesakitan dapat dimanfaatkan untuk 

mengukur tingkat kesehatan masyarakat secara umum yang dilihat dari adanya 

keluhan yang mengindikasikan terkena suatu penyakit tertentu. Pengetahuan 

mengenai derajat kesehatan suatu masyarakat dapat menjadi pertimbangan dalam 

pembangunan bidang kesehatan, yang bertujuan agar semua lapisan masyarakat 

memperoleh pelayanan kesehatan secara mudah, murah dan merata. Melalui upaya 

tersebut, diharapkan akan tercapai derajat kesehatan masyarakat yang lebih baik. 

Sehingga pada penelitian ini dimensi kesehatan pada pemodelan IPM dan 

IPG akan diukur dengan menggunakan Angka Kesakitan. 
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2.11.2. Dimensi Pendidikan 

Dimensi Pendidikan yang digunakan sebagai penghitung IPM dan IPG 

adalah Harapan Lama Sekolah dan Rata-rata Lama Sekolah. Menurut Kemdikbud 

2017, keberhasilan pembangunan suatu wilayah ditentukan oleh sumber daya 

manusia yang berkualitas. Pendidikan merupakan salah satu cara meningkatkan 

kualitas SDM tersebut. Oleh karena itu peningkatan mutu pendidikan harus terus 

diupayakan, dimulai dengan membuka kesempatan seluas-luasnya kepada 

penduduk untuk mengenyam pendidikan, hingga pada peningkatan kualitas dan 

kuantitas sarana dan prasarana pendidikan. Untuk mengetahui seberapa banyak 

penduduk yang memanfaatkan fasilitas pendidikan dapat dilihat dari persentase 

penduduk menurut partisipasi sekolah. Untuk melihat partisipasi sekolah dalam 

suatu wilayah biasa dikenal beberapa indikator untuk mengetahuinya salah satunya 

adalah Angka Partisipasi Kasar (APK). 

APK merupakan perbandingan antara siswa pada jenjang pendidikan 

tertentu dengan penduduk usia sekolah dan dinyatakan dalam persentase. Pada 

penelitian ini APK dipilih untuk mengukur dimensi pendidikan pada pemodelan 

IPM dan IPG, hal ini berdasarkan pernyataan oleh BPS,2018 Program pemerintah 

yang berfokus pada pendidikan seperti Indonesia Pintar dan Bantuan Operasional 

Sekolah mulai terasa dampaknya. Hal ini dapat dilihat dari Angka Partisipasi Kasar 

(APK). APK SMA merupakan siswa usia 16-18 tahun pada jenjang pendidikan 

SMA dalam persentase. APK SMA sangat berpengaruh terhadap Harapan Lama 

Sekolah dan Rata-rata lama sekolah karena merupakan jenjang yang paling tinggi 

diantara pendidikan formal. 

Sehingga pada penelitian ini dimensi Pendidikan pada pemodelan IPM dan 

IPG akan diukur dengan menggunakan Angka Partisipasi Kasar SMA. 

2.11.3. Dimensi Standar Hidup Layak 

Dimensi lain dari ukuran kualitas hidup manusia adalah standar hidup layak. 

Dalam cakupan lebih luas, standar hidup layak menggambarkan tingkat 

kesejahteraan yang dinikmati oleh penduduk sebagai dampak semakin membaiknya 

ekonomi. UNDP mengukur standar hidup layak menggunakan Produk Nasional 

Bruto (PNB) per kapita yang disesuaikan, sedangkan BPS dalam menghitung 
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standar hidup layak menggunakan rata-rata pengeluaran per kapita riil yang 

disesuaikan dengan paritas daya beli (purchashing power parity). 

PDRB Perkapita merupakan merupakan salah satu indikator penting untuk 

mengetahui kondisi ekonomi di suatu daerah dalam suatu periode tertentu, baik atas 

dasar harga berlaku maupun atas dasar harga konstan. Maka dapat dikatakan ketika 

terjadi perubahan PDRB perkapita maka paritas daya beli akan berubah. Sehingga 

pada penelitian ini dimensi Pendidikan pada pemodelan IPM dan IPG akan diukur 

dengan menggunakan PDRB Perkapita. Berikut kerangka pemikiran teoritis 

berdasarkan penelitian yang telah dikaukan sebelumnya dan alasan pemilihan 

variabel yang telah dijelaskan sebelumnya. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.1 Kerangka Pemikiran Teoritis 

Pendidikan Kesehatan Standar Hidup Layak 

Harapan Lama Sekolah 

Rata-rata Lama 

Sekolah 

Angka Harapan 

Hidup 

Produk Nasional  Bruto 

(PNB) perkapita 

Indeks 

Pembangunan 

Manusia 

Indeks 

Pembangunan 

Gender 

Angka Buta Huruf 

Angka Partisipasi 

Kasar 

Rasio Guru-Siswa 

Rasio Sekolah-Murid, 

dll 

Angka Kesakitan 

Angka Kematian 

Bayi 

Persentase Keluhan 

Kesehatan, dll. 

  

Persentase 

Penduduk Miskin 

PDRB perkapita 

TPT 

TPAK 

Angka Partisipasi 

Kasar 
Angka Kesakitan PDRB Perkapita 
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

Bab ini membahas metodologi penelitian yang terdiri atas sumber data yang 

digunakan, penjelasan mengenai variabel-variabel penelitian yaitu variabel respon 

maupun variabel prediktor, langkah-langkah metode analisis serta rencana jadwal 

penelitian. 

3.1. Sumber Data 

Data yang digunakan dalam penelitian ini adalah data sekunder, yaitu data 

yang telah dipublikasikan oleh BPS Provinsi Jawa dalam website resminya 

www.bps.go.id. Unit observasi yang digunakan adalah seluruh kabupaten/kota 

yang ada di Pulau Jawa yaitu sebanyak 119 kabupaten/kota. 

3.2. Variabel Penelitian 

Variabel yang digunakan dalam penelitian ini terdiri dari dua variabel respon

( )y dan tiga variabel prediktor ( )x , dapat dilihat pada Tabel 3.1. 

Tabel 3.1 Variabel Penelitian 

No. Faktor Notasi 

1 Indeks Pembangunan Manusia (IPM) Y1 

2 Indeks Pembangunan Gender (IPG) Y2 

3 Angka Kesakitan X1 

4 Angka Partisipasi Kasar SMA X2 

5 PDRB Perkapita X3 

 

Adapun definisi operasional dari variabel-variabel penelitian diatas menurut 

Badan Pusat Statistik dan beberapa literatur lain disajikan pada Tabel 3.2. 

Tabel 3.2 Definisi Operasional Variabel Penelitian 

Variabel 

Penelitian 

Definisi Operasional 

Indeks 

Pembangunan 

Manusia 

(IPM) 

IPM merupakan ukuran perbandingan dari harapan hidup, 

pendidikan, dan standar hidup. IPM digunakan sebagai 
 

http://www.jatim.bps.go.id/
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Tabel 3.3 Definisi Operasional Variabel Penelitian (Lanjutan) 

Variabel 

Penelitian 

Definisi Operasional 

Indeks 

Pembangunan 

Manusia 

(IPM) 

indikator untuk menilai aspek kualitas dari pembangunan dan 

untuk mengklasifikasikan apakah sebuah negara termasuk 

negara maju, negara berkembang, atau negara terbelakang dan 

juga untuk mengukur pengaruh dari kebijakan ekonomi 

terhadap kualitas hidup. (BPS, 2015) 

Indeks 

Pembangunan 

Gender (IPG) 

IPG merupakan indeks yang mengukur pencapaian 

pembangunan kapabilitas dasar manusia pada bidang 

kesehatan, pendidikan, dan ekonomi di suatu wilayah yang 

dibagi berdasarkan jenis kelamin laki-laki dan perempuan. 

(Kemenppa, 2015) 

Angka 

Kesakitan  

Angka kesakitan merupakan jumlah penduduk yang 

mengalami keluhan kesehatan dan terganggunya aktivitas 

dibagi banyaknya jumlah penduduk. 

Angka 

Partisipasi 

Kasar SMA 

Angka partisipasi kasar SMA merupakan proporsi anak sekolah 

pada jenjang SMA terhadap penduduk pada kelompok usia 16-

18 tahun. 

PDRB 

Perkapita 

Pendapatan regional dibagi dengan jumlah penduduk yang 

tinggal di daerah itu. 

3.3. Struktur Data 

Struktur data yang digunakan dalam penelitian berdasarkan variabel yang 

digunakan adalah sebagai berikut 

Tabel 3.4 Struktur Data 

Kab/Kota 
Respon Prediktor 

Y1 Y2 X1 X2 X3 

1 Y11 Y21 X (1) 1 X (2) 1 X (3) 1 

2 Y12 Y22 X (1) 2 X (2) 2 X (3) 2 

3 Y13 Y23 X (1) 3 X (2) 3 X (3) 3 

      

119 Y1119 Y2119 X (1)119 X (2) 119 X (3) 119 
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3.4. Langkah Analisis 

Sub-bab ini merupakan bagian dari langkah-langkah yang digunakan untuk 

menjawa tujuan penelitian yaitu sebagai berikut.   

3.4.1. Estimasi Parameter Model Spline Truncated dalam Regresi 

Nonparametrik Birespon 

Tujuan pertama dari penelitian ini adalah mendapatkan bentuk estimasi 

model spline truncated dalam regresi nonparametrik birespon. Untuk 

menyelesaikan tujuan pertama dilakukan dengan langkah-langkah sebagai : 

1. Diberikan data berpasangan 
1 2 pj 1 2( , ,..., , y , y )j j j jx x x , 1,2,...,j n=  dan p

menunjukkan banyaknya variabel prediktor, diasumsikan mengikuti model 

regresi nonparametrik birespon 

1 2( , ,..., )ij j j pj ijy f x x x = +    

2. Asumsikan model regresi nonparametrik birespon pada langkah (1) merupakan 

model yang bersifat aditif 

1 2

1

( ) ( ) ... ( )

( )

ij j j pj ij

p

kj ij

k

y f x f x f x

f x




=

= + + + +

= +
  

dimana indeks i  menunjukkan banyaknya variabel respon ke- i , 1,2i = ; 

indeks j  menunjukkan banyanknya pengamatan data ke- j , 1,2,...,j n= ; 

indeks k  menunjukkan banyaknya variabel prediktor ke- k , 1,2,...,k p=  dan 

1

( )
p

kj

k

f x
=

  adalah komponen nonparametrik. 

3. Komponen nonparametrik 
1

( )
p

kj

k

f x
=

 dihampiri menggunakan fungsi spline 

truncated linier dengan m knot. 

0 1

( ) ( )
p m

kj ki kj kil kj kil

k l

f x x x K  +

= =

= + −  , 1,2,...,l m=  

4. Berdasarkan langkah (3) didapat model spline truncated dalam regresi 

nonparametrik birespon. 
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0 1 1 1 1 1

1 1

( ) ... ( )
m m

ij i i j il j il pi pj pil pj pil ij

l l

y x x K x x K     + +

= =

= + + − + + + − +   

5. Menyajikan (4) dalam bentuk matriks. 

( )= +y A x,k β ε  

y merupakan matriks yang memuat komponen respon, ( )A x,k  merupakan 

matriks yang memuat komponen nonparametrik dan truncated dan β

merupakan matriks yang memuat koefisien parameter nonparametrik dan 

truncated. 

6. Mendapatkan estimasi parameter β  menggunakan metode Weighted Least 

Square dengan membentuk fungsi Q( )β  

Q( ) = ( - ( , ) ) ' ( - ( , ) )x k x k=β ε'Wε y A β W y A β  

7. Dari persamaan (6) nilai dapat  β diestimasi  menggunakan  metode  Weighted 

Least Square dengan menyelesaikan optimasi: 

 min Q( ) min( - ( , ) ) ' ( - ( , ) )x k x k
 

=β y A β W y A β  

8. Menyelesaikan persamaan (7) dengan derivatif parsial, kemudian hasilnya 

disama dengankan nol (0) 

Q( )
0


=



β

β
 

9. Mendapatkan estimasi dari β  yaitu β  

3.4.2. Estimasi Matriks Variance-Covariance Model Spline Truncated dalam 

Regresi Nonparametrik Birespon 

Tujuan kedua dari penelitian ini adalah mendapatkan estimasi matriks 

variance covariance model spline truncated  dalam regresi nonparametrik birespon 

menggunakan metode MLE dengan langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Asumsikan random error ε  dalam model regresi nonparametrik birespon 

memiliki distribusi normal multivariat ~ ( )Nε 0,W  

2. Membentuk fungsi likelihood L( )W  

3. Membuat transformasi fungsi likelihood L( )W menjadi ln L( )W  

4. Menderivatifkan fungsi ln L( )W  terhadap W kemudian disamadengankan nol, 

sehingga didapatkan W  
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ln L( )
0


=



W

W
 

3.4.3. Aplikasi pada Data IPM dan IPG di Pulau Jawa 

Tujuan ketiga dari penelitian ini adalah memodelkan IPM dan IPG di Jawa 

dengan menggunakan pendekatan estimasi model spline truncated  dalam regresi 

nonparametrik birespon. Untuk menyelesaikan tujuan ketiga dilakukan dengan 

langkah-langkah sebagai berikut: 

1. Membuat eksplorasi data untuk mengetahui statistik deskriptif dari masing-

masing variabel penelitian. 

2. Membuat scatter plot antara IPM dan variabel prediktor yang mempengaruhi. 

3. Membuat scatter plot antara IPG dan variabel prediktor yang mempengaruhi. 

4. Melakukan pengujian korelasi antara variabel IPM dan IPG. 

5. Memodelkan IPM dan IPG dengan variabel yang diduga mempengaruhi 

menggunakan model spline truncated  dalam regresi nonparametrik birespon. 

6. Memilih titik knot optimal berdasarkan nilai GCV minimum.  

7. Menetapkan model terbaik berdasarkan langkah (6) menggunakan 

perhitungan MSE dan R2 sebagai  kriteria dari kebaikan model. 

8. Menguji random error berdistribusi normal multivariat. 

9. Membuat kesimpulan dari model yang terbentuk 
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3.5. Diagram Alir 

Berdasarkan langkah analisis yang sudah ditentukan maka diperoleh 

diagram alir dari penelitian ini adalah sebagai berikut: 

Data

Mulai

Membuat scatterplot variabel respon dan variabel prediktor

Melakukan pengujian korelasi antara variabel IPM dan IPG.

Memodelkan IPM dan IPG menggunakan spline truncated  dalam 

regresi nonparametrik birespon.

Melakukan estimasi parameter dengan menggunakan WLS

Melakukan estimasi matrik variance covariance menggunakan MLE

1
 

Gambar 3.1 Flowchart Memodelkan Data IPM dan IPG 
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Memilih titik knot optimal berdasarkan nilai GCV minimum

Menetapkan model terbaik

Menginterpretasikan model yang terpilih

Selesai

1

 

Gambar 3.2 Flowchart Memodelkan Data IPM dan IPG (Lanjutan) 
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BAB IV  

HASIL DAN PEMBAHASAN 

Bab ini menyajikan hasil pembahasan teori untuk menjawab Tujuan 1, 2 dan 3 yang 

disebutkan dalam Bab 1, yang umumnya membahas pembuktian estimator spline 

truncated dalam regresi nonparametrik birespon. Pembahasan mengenai Tujuan 1 

difokuskan pada teori untuk mendapatkan estimasi fungsi spline truncated dalam 

model regresi nonparametrik birespon menggunakan metode WLS. Pembahasan 

mengenai Tujuan 2 difokuskan pada kajian teori untuk mendapatkan estimasi bobot 

menggunakan matrik variance covariance yang mengakomodasi adanya korelasi 

antar respon dalam model regresi nonparametrik birespon. Metode yang digunakan 

untuk mendapatkan estimasi fungsi regresi dan estimasi matrik variance covariance 

dalam penelitian ini adalah metode MLE. Sedangkan pembahasan mengenai 

Tujuan 3 menerapkan hasil estimasi fungsi dan estimasi matrik variance covariance 

yang diperoleh terhadap data IPM dan IPG untuk mengetahui kebaikan model. 

Hasil pembahasan diperoleh berdasarkan tahapan metodologi pada Bab 3, yang 

dapat dijabarkan dalam sub bab dibawah ini. 

4.1. Estimasi Parameter Spline Truncated dalam Regresi Nonparametrik 

Birespon 

 Diberikan data berpasangan 
1 2 pj 1 2( , ,..., , y , y )j j j jx x x . Terdapat p variabel 

prediktor dan jumlah data sebanyak n pengamatan. Sehingga model spline 

truncated dalam regresi nonparametrik birespon yang digunakan dapat ditulis 

sebagai berikut: 

1 1 1 2 1

2 2 1 2 2

( , ,..., )

( , ,..., )

j j j pj j

j j j pj j

y f x x x

y f x x x





= +

= +
      (4.1) 

dengan 1,2,...,j n= . Bentuk kurva 
1 1 2( , ,..., )j j pjf x x x  dan 

2 1 2( , ,..., )j j pjf x x x   

diasumsikan tidak diketahui. Sedangkan error random di dalam 
1 j  dan 

2 j saling 

independen dengan mean 0 dan variance covariance W . Persamaan (4.1) jika 

disajikan dalam bentuk matrik, dapat ditulis sebagai berikut: 
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1_1 1 11 1 21 1 1

1_ 2 1 12 1 22 1 2

1_119 1 1119 1 2119 1 119

2_1 2 11 2 21 2 1

2_ 2 2 12 2 22 2 2

2_119 2

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )

p

p

p

p

p

y f x f x f x

y f x f x f x

y f x f x f x

y f x f x f x

y f x f x f x

y f

+ + + 
 

+ + + 
 
 

+ + + 
=

  + + +
 

+ + + 
 
 
 
 

1_1

1_ 2

1_119

2_1

2_ 2

1119 2 2119 2 119 2_119( ) ( ) ... ( )px f x f x













   
   
   
   
   
   

+
   
   
   
   
   
   + + +   

  (4.2) 

( )i kjf x merupakan komponen nonparametrik yang dihampiri dengan fungsi spline 

truncated, dimana i merupakan banyaknya respon. Berdasarkan persamaan (2.11), 

maka persamaan spline truncated dalam regresi nonparametrik biresepon dengan p 

variabel prediktor dan m titik knot sebagai berikut: 

0 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1

1

( ) ( )

... ( )

m m

ij i i j il j il i j il j il

l l

m

pi pj pil pj pil ij

l

y x x K x x K

x x K

    

  

+ +

= =

+

=

   
= + + − + + −   

   

 
+ + + − + 

 

 



 (4.3) 

dengan 1,2i =  dan 1,2,...,j n= , sehingga dapat dijabarkan model dengan 1 (satu) 

knot sebagai berikut: 

( ) ( )

( )

0 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 1 2 2 1

1 1

( ) ( )

... ( )

ij i i j i j i i j i j i

pi pj pi pj pi ij

y x x K x x K

x x K

    

  

+ +

+

= + + − + + −

+ + + − +
  (4.4) 

Sedangkan model dengan 2 (dua) knot dapat dijabarkan sebagai berikut: 

( )

( )

( )

0 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 2

2 2 2 1 2 2 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( )

... ( ) ( )

ij i i j i j i i j i

i j i j i i j i

pi pj pi pj pi pi pj pi ij

y x x K x K

x x K x K

x x K x K

   

  

   

+ +

+ +

+ +

= + + − + −

+ + − + −

+ + + − + − +

   (4.5) 

Fungsi spline truncated ( )i kjf x pada persamaan matrik (4.2) dapat diuraikan 

sehingaa terpisah antara parameter dan variabel-variabelnya dalam bentuk: 

1

2

      
= +            

      

1 1 1

2 2 2

y A (x,k) 0 β ε

y 0 A (x,k) β ε
    (4.6) 

dimana komponen 1
A (x,k)  dan 2A (x,k)  dapat dijabarkan sebagai berikut 
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111 1 1 111 1 1 1 1

212 2 1 212 1 1 2 1

1

1 11 1 1 1

( ) ( )1 ( ) ( )

( ) ( )1 ( ) ( )

( ) ( )1 ( ) ( )

p p pi p pimi im

p p pi p pimi im

pnn pn pi pn pimn i n im

xx x K x Kx K x K

xx x K x Kx K x K

xx x K x Kx K x K

+ ++ +

+ ++ +

+ ++ +

 − −− −
 

− −− − =
 
 
 − −− − 

A (x,k)  

111 1 1 111 1 1 1 1

212 2 1 212 1 1 2 1

2

1 11 1 1 1

( ) ( )1 ( ) ( )

( ) ( )1 ( ) ( )

( ) ( )1 ( ) ( )

p p pi p pimi im

p p pi p pimi im

pnn pn pi pn pimn i n im

xx x K x Kx K x K

xx x K x Kx K x K

xx x K x Kx K x K

+ ++ +

+ ++ +

+ ++ +

 − −− −
 

− −− − =
 
 
 − −− − 

A (x,k)  

Dengan 1 2 1 2y , y ,ε ,ε adalah vektor berukuran (nx1) , 1 2
β ,β  adalah vektor 

berukuran ((p(1+m)+1)x1) serta 1
A (x,k)  dan 2A (x,k)  adalah matrik berukuran 

( )( )x 1 1n p m+ + .  Sehingga persamaan matrik di atas dapat disederhanakan seperti 

pada persamaan (2.14) sebagai berikut: 

x,ky = A( )β+ε   

dengan y adalah vektor yang memuat vektor y1 dan y2 mempunyai orde 2nx1 dan 

ε  adalah vektor yang memuat vektor 1ε  dan 2ε  mempunyai orde 2nx1. x,kA( )

adalah matrik berukuran ( )( )2 x 2 1 2n p m+ + . Serta β  adalah matrik berukuran 

( )( )( )2 1 2 x1p m+ + . 

` Berdasarkan asumsi spline truncated dalam regresi nonparametrik birespon 

yaitu random error saling berkorelasi tetapi saling independen dengan mean nol 

dan variance covariance tidak sama (heterogen) maka untuk memperoleh estimator 

digunakan optimasi WLS. Untuk mendapatkan estimator yang menjamin terjadinya 

nilai minimum maka terdapat syarat yang harus dipenuhi yaitu syarat perlu dan 

syarat cukup. Syarat perlu dapat dilihat pada turunan pertama disamakan dengan 

nol dan syarat cukup dilihat dari turunan kedua merupakan matrik definit positif. 

Matriks variance covariance W merupakan matrik simetris berukuran 2nx2n 

sebagai berikut: 

11 12

12 22

 

 

= 

 
=  
 

W Σ I

I
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Optimasi pada persamaan 2.14 dapat dilakukan dengan melakukan derivative 

parsial. Pertama memisalkan fungsi ( )Q  = T T
ε Wε = (y -A(x,k)β) W(y -A(x,k)β)

sehingga: 

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

( ) =Q  − −

= − −

= − −

= − −

= −

T

T T T

T T T

T T T T T T

T T T T T

y A(x,k)β W y A(x,k)β

y A (x,k)β W y A(x,k)β

y A (x,k)β Wy WA(x,k)β

y Wy β A (x,k)Wy y WA(x,k)β +β A(x,k) WA(x,k)β

y Wy 2β A (x,k)Wy +β A(x,k) WA(x,k)β

 

Kedua, dilakukan proses turunan persamaan di atas terhadap β , sebagai berikut: 

( )
( )

( )

.

Q  −
=

 

=

T T T T T

T T

y Wy 2β A (x,k)Wy +β A(x,k) WA(x,k)ββ

β β

-2A (x,k)Wy + 2A (x,k)WA(x,k)β

 (4.7) 

Ketiga, untuk mendapatkan estimator  β  maka hasil persamaan (4.7) disamakan 

dengan nol. 

0 =

=

T T

T T

-2A (x,k)Wy + 2A (x,k)WA(x,k)β

A (x,k)WA(x,k)β A (x,k)Wy
 

( )=
-1

T T
β A (x,k)WA(x,k) A (x,k)Wy   (4.8) 

jika estimator telah memenuhi syarat perlu dan cukup maka bentuk estimasi fungsi 

spline truncated dalam regresi nonparametrik birespon menjadi sebagai berikut: 

( , )

= 

f x k =

= T -1 T

A(x,k)β

A(x,k)(A(x,k) WA(x,k)) A(x,k) Wy

H(x,k)y

   (4.9) 

dimana ) = T -1 T
H(x,k A(x,k)(A(x,k) WA(x,k)) A(x,k) W  matrik berukuran 2nx2n. 

Matrik H(x,k) memuat titik knot sedangkan penentuan titik knot optimal diperoleh 

dengan memilih GCV yang paling minimum sesuai dengan persamaan 2.15. 
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4.2. Estimasi Matrik Variance Covariance Spline Truncated dalam Regresi 

Nonparametrik Birespon 

 Diasumsikan ( )~ ,Nε 0 W  dengan ε  adalah vektor berorde 2nx1 sedangkan 

W adalah matriks berorde 2nx2n , maka fungsi probabilitas bersama diberikan 

dalam persamaan berikut: 

( ) ( )
1/22 /2 11

2 exp
2

n Tg 
−− − 

= − 
 

ε W ε W ε     (4.10) 

dimana ( )f x= −ε y  dan ( )f x = A(x,k)β  adalah fungsi dari spline truncated pada 

regresi nonparametrik birespon yang diberikan oleh persamaan (2.14). Maka fungsi 

likelihood dari persamaan (4.10) sebagai berikut: 

( ) ( ) ( ) ( )
1/22 /2 1

2 exp
2

n T

L 
−−  

= − − − 
 

W W y A(x,k)β W y A(x,k)β  (4.11) 

Jika ( )−y A(x,k)β dapat dijabarkan seperti 1 1 1

2 2 2

− 
 

− 

y A (x,k)β

y A (x,k)β
 maka persamaan 

(4.11) menjadi 

( ) ( )
1/22 /2 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1
2 exp

2

T

n

L 
−−

 − −   
= −    

− −     

y A (x,k)β y A (x,k)β
W W W

y A (x,k)β y A (x,k)β
 

(4.12) 

dimana hasil estimasi β  adalah 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

=

=

-1
T T

-1
T T

β A x,k A x,k A x,k y

β A x,k A x,k A x,k y

   

Sehingga, dapat ditulis sebagai berikut: 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2

= =

= =

-1
T T

1 1

-1
T T

2 2

A (x,k)β A (x,k) A x,k A x,k A x,k y H x,k y

A (x,k)β A (x,k) A x,k A x,k A x,k y H x,k y

 

dengan  

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1

2 2 2 2

=

=

-1
T T

1

-1
T T

2

H x,k A (x,k) A x,k A x,k A x,k

H x,k A (x,k) A x,k A x,k A x,k
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fungsi likelihood pada persamaan (4.12) dapat dijabarkan sebagai berikut 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

1/22 /2 1 1 1 1

2 2 2 2

1/22 /2 1 1

2 2

1
2 exp

2

1
2 exp

2

T

n

T

n

L 



−−

−−

    
 = −    
     

    
 = −    
     

1 1

2 2

1 1

2 2

y - H (x,k)y y - H (x,k)y
W W W

y - H (x,k)y y - H (x,k)y

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
W W

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

          (4.13) 

Matriks varian kovarian error W  dalam persamaan (4.13) merupakan matriks 

bobot dengan struktur matriks seperti dinyatakan dalam persamaan berikut: 

= W Σ I         (4.14) 

dimana I merupakan matrik identitas berukuran nxn. Dengan mensubstitusi 

persamaan (4.14) ke dalam persamaan (4.13), maka diperoleh: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
1/22 /2 1 1

2 2

1
2 exp

2

T

n

L 
−−

    
 =  −    
     

1 1

2 2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ Σ I Σ I

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

          (4.15) 

Dengan menggunakan Teorema 2.10.1, maka diperoleh 

Σ I =
2n n

=Σ I Σ  

Sehingga persamaan (4.15) menjadi: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
/22 /2 1 1

2 2

1
2 exp

2

T

nn

L 
−−

    
 = −    
     

1 1

2 2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ Σ Σ I

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

          (4.16) 

dengan mengambil transformasi ln, maka fungsi log likelihood dalam persamaan 

(4.16), dapat dinyatakan dengan persamaan sebagai berikut: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
11 1

2 2

1
ln ln 2 ln

2 2

T

n
L n 

−   
= − − −    

   

1 1

2 2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ Σ Σ I

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

          (4.17) 
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apabila dalam persamaan (4.17), 
( )

( )
1

2

 
 
 

1

2

I - H (x,k) y

I - H (x,k) y
 dinyatakan dalam bentuk 

vec(H) (vektor berorde n×n), dimana 
( )

( )
1

2

 
=  
 

1

2

I - H (x,k) y
H

I - H (x,k) y
, maka dengan 

menggunakan Teorema 2.10.4 diperoleh: 

( )

( )

( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

1 11 1

2 2

1

1

( ) ( )

( ) ( )

T

T

T

T

vec vec

vec vec

tr

− −

−

−

   
 =    

   

= 

=

1 1

2 2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ I H Σ I H

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

H Σ I H

Σ H IH

 

          (4.18) 

dengan mensubstitusi persamaan (4.18) ke dalam persamaan (4.17), diperoleh: 

( ) ( )

( )

( )

( )

( )
1 11

2 2

ln ln 2 ln
2

1

2

T

n
L n

tr



−

= − −

    
 −    
     

1 1

2 2

Σ Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

 (4.19) 

Nilai maksimum dari fungsi likelihood pada persamaan (4.19) diperoleh dengan 

menurunkan secara parsial ( )ln L W  terhadap ( ), 1,2
ij

i j = =  kemudian hasilnya 

disamakan dengan nol, dapat dijabarkan sebagai berikut: 

( )
( )

( )

( )

( )

( )
1 11

2 2

ln
ln 2 ln

2

1

2

ij ij

T

ij

L n
n

tr


 



−

  
= − −     

    
 −    
      

1 1

2 2

Σ
Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

 (4.20) 

untuk mendapatkan turunan parsial dari persamaan (4.20), maka dapat digunakan 

Teorema 2.10.3 maka diperoleh hasil: 

 
1ln

ij ij

tr
 

−
  

=  
   

Σ
Σ Σ       (4.21) 

dan dengan menggunakan Teorema 2.10.2, diperoleh hasil: 
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1

1 1

1 1

,

ij ij

i j

 

−

− −

− −

 
= −

 

= −

Σ Σ
Σ Σ

Σ T Σ

        (4.22) 

1

1

,

ln
ij ij

i j

tr

tr

 

−

−

  
=  

   

 =  

Σ
Σ Σ

Σ T

      (4.23) 

dimana T (i , j )  adalah matriks simetris berorde 2× 2 yang elemennya bernilai 1 

pada baris i kolom j dan baris j kolom i dan bernilai 0 untuk elemen lainnya. Dengan 

menggunakan persamaan (4.21), (4.22), dan (4.23) ke dalam persamaan (4.20), 

maka diperoleh: 

( )
( )

( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

1

,

1 11

2 2

1

1 11

,

2 2

ln

2

1
0

2

1

i j

ij

T

ij

T

i j

ij

L n
tr

tr

tr tr
n







−

−

−

−


 = −  

    
 = −    
      

    
  = −             

1 1

2 2

1 1

2 2

Σ
Σ T

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

I - H (x,k) y I - H (x,k) yΣ
Σ T

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

1 11 1

( , )

2 2

1 11 1

( , )

2 2

1

1

T

i j

T

i j

tr
n

tr
n

− −

− −


 
 



    
 = − −    
     

    
 =    
     

1 1

2 2

1 1

2 2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ T Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ T Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

 

          (4.24)

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
1 11 1 1

, ( , )

2 2

1
T

i j i j
tr tr

n

− − −

     
    =             

1 1

2 2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ T Σ T Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
 

          (4.25) 

Misalkan 
( )

( )

( )

( )
1 1

2 2

1
T

n

   
 =    

   

1 1

2 2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
   (4.26) 
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Maka, hal ini dapat dibuktikan dengan mensubstitusikan persamaan (4.26) ke dalam 

persamaan (4.25) sebagai berikut: 

( ) ( )

( )

1 1 1

, ( , )

1

,

i j i j

i j

tr tr

tr

− − −

−

  = − 

=

Σ T Σ T Σ Σ

Σ T

      (4.27)  

Akibatnya diperoleh persamaan: 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )

( )
( )

( )

( )

( )

( )

1 11 1 1

, ( , )

2 2

1 11

,

2 2

1

1

1

1

T

i j i j

T

i j

tr tr
n

tr
n

n

− − −

−

     
    =             

    
 =    
     

=

1 1

2 2

1 1

2 2

1

2

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ T Σ T Σ

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

I - H (x,k) y I - H (x,k) y
Σ T

I - H (x,k) y I - H (x,k) y

I - H (x,k) y

I - H (x( )

( )

( )
1

2 2

T
    
    
     

1

2

I - H (x,k) y

,k) y I - H (x,k) y

 

maka estimasi Σ pada persamaan (4.27) dapat dinyatakan dalam persamaan 

sebagai berikut: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 2 2

2 2 1 1 2 2 2 2

T T

T T

n n

n n

                
 =
 
               

 
 

1 1 1
I - H (x,k) y I - H (x,k) y I - H (x,k) y I - H (x,k) y

Σ
I - H (x,k) y I - H (x,k) y I - H (x,k) y I - H (x,k) y

          (4.28) 

Berdasarkan persamaan (4.28), maka diperoleh estimasi matriks bobot W dalam 

persamaan (4.14) sebagai berikut:  

 

 

= 

 
=  
 

11 12

12 22

W Σ I

I
 

dengan  
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( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

11

2 2 2 2 2 2 2

11

1 1 2 2 2

12 21

T

T

T

n

n

n





 

      =

      =

      = =

1 1

1

y - H (x,k)y y - H (x,k)y

y - H (x,k)y y - H (x,k)y y

y - H (x,k)y y - H (x,k)y

 

4.3. Pemodelan IPM dan IPG dengan Spline Truncated pada Regresi 

Nonparametrik Birespon  

4.3.1. Eksplorasi Data 

  Indonesia terbagi menjadi lima gugusan pulau besar. Diantara lima pulau 

besar di Indonesia yaitu Sulawesi, Kalimantan, Sumatera, Papua dan Jawa. Jawa 

merupakan pulau terkecil tetapi juga merupakan pulau terpadat. Populasi di Pulau 

Jawa sebesar 60% dari total populasi Indonesia. Luas Pulau Jawa adalah 

138.793,6kilometer persegi dengan jumlah kepadatan populasi sebanyak 1.317 

jiwa/km². Pulau Jawa dibagi menjadi 6 provinsi, yaitu Banten, DKI Jakarta, Jawa 

Barat, Jawa Tengah, Jawa Timur, dan Daerah Istimewa Yogyakarta. Adapun 

provinsi di Jawa yang memiliki penduduk terbanyak adalah Jawa Barat, yakni 

mencapai 49 juta jiwa. Kemudian diikuti Jawa Timur sebanyak 39,74 juta jiwa, 

Jawa Tengah 34,55 juta jiwa, Banten dengan jumlah penduduk 12,71 juta jiwa, DKI 

Jakarta 10,5 juta jiwa dan Daerah Istimewa Yogyakarta 3,87 juta jiwa. Kepadatan 

penduduk provinsi di Pulau Jawa dapat divisualisasikan dalam Gambar 4.1. 

 

Gambar 4.1 Kepadatan Penduduk Provinsi di Pulau Jawa 

 



39 

 

Banyaknya populasi yang terdapat di Pulau Jawa, membuat pemerintah 

selalu memberikan penanganan khusus dalam upaya meningkatkan sumber daya 

manusia. Salah satu dari beberapa ukuran meningkatnya sumber daya manusia 

dapat dilihat pada Indeks Pembangunan Manusia (IPM) dan Indeks Pembanguna 

Gender (IPG). IPM adalah salah satu indeks yang digunakan untuk mengukur 

keberhasilan pembangunan manusia di suatu wilayah. Indeks tersebut tersusun dari 

tiga indeks yaitu indeks pendidikan, indeks kesehatan dan indeks hidup layak. 

Penduduk sebagai sasaran pembangunan manusia terbagi berdasarkan beberapa 

kategori, antara lain adalah gender. Istilah “Gender” digunakan untuk menjelaskan 

perbedaan peran perempuan dan laki-laki yang bersifat bawaan sebagai ciptaan 

Tuhan. Gender adalah pembedaan peran, kedudukan, tanggung jawab, dan 

pembagian kerja antara laki-laki dan perempuan yang ditetapkan oleh masyarakat 

berdasarkan sifat perempuan dan laki-laki yang dianggap pantas menurut norma, 

adat istiadat, kepercayaan atau kebiasaan masyarakat. 

Menciptakan kondisi setara dan mengurangi ketimpangan gender menjadi 

beberapa hal yang menjadi fokus pembangunan. Hal tersebut guna menciptakan 

keadaan yang adil dan ideal antara laki-laki dan perempuan, memiliki kesempatan 

yang sama dalam peningkatan kualitas hidup seperti kesehatan, pendidikan dan 

ekonomi tanpa adanya diskriminasi. Kualitas pembangunan manusia tinggi dan 

merata tentu akan mendorong pembangunan gender ke arah yang lebih baik. 

Idealnya, kualitas pembangunan manusia akan berbanding lurus dengan kualitas 

pembangunan gender.  

Pemerataan keberhasilan pembangunan manusia seringkali hanya dilihat 

secara global saja meski pada dasarnya pembangunan manusia harus memberikan 

keadilan dan kemakmuran kepada semua masyarakat, baik laki-laki maupun 

perempuan.  Dalam pemenuhan tujuan tersebut, terbentuklah sebuah indeks yang 

disebut dengan indeks pembangunan gender. Indeks terebut bertujuan untuk 

melihat pemerataan pembangunan manusia bagi penduduk laki-laki dan 

perempuan.  

Berdasarkan data BPS, Pembangunan Manusia Indonesia menurut 

kesetaraan gender menunjukkan tren perbaikan. Ini tercermin dari Indeks 

Pembangunan Gender (IPG) Indonesia pada 2018 yang berada di level 90,99 dari 

https://databoks.katadata.co.id/datapublish/2018/11/30/36-perempuan-indonesia-memilih-menjadi-pengusaha
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skala 0-100. Indeks tersebut naik 0,03 poin persentase dari tahun sebelumnya. 

Meskipun IPG mengalami kenaikan, namun Indeks Pembangunan Manusia (IPM) 

perempuan Indonesia masih berada di level 71,39. Perkembangan IPM dan IPG ini 

sesuai dengan Gambar 4.2  

      

(a) (b)  

Gambar 4.2  Perkembangan (a) IPM dan (b) IPG di Indonesia 

Secara umum, pembangunan manusia dan pembangunan gender di tingkat provinsi 

terus mengalami kemajuan dari tahun ke tahun. Pada tahun 2018, IPM dan IPG di 

seluruh provinsi meningkat meskipun peningkatannya bervariasi antarprovinsi, 

dimana IPM dan IPG di 11 provinsi yang tumbuh lebih tinggi dibandingkan dengan 

IPM dan IPG Indonesia, sedangkan 23 provinsi lainnya tumbuh lebih rendah. 

Beberapa provinsi yang mengalami pertumbuhan lebih tinggi dibandingkan dengan 

IPM dan IPG Indonesia berada dipulau Jawa. Berikut ini adalah visualisasi yang 

menunjukkan perbandingan antara IPM dan IPG provinsi di Pulau Jawa. 

 

Gambar 4.3  Perbandingan IPM dan IPG Provinsi di Pulau Jawa 
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Pada gambar 4.3 terlihat bahwa, nilai IPM untuk seluruh provinsi di Pulau 

Jawa sangat bervariasi. Provinsi DKI Jakarta memiliki nilai IPM yang masuk dalam 

kategori “tinggi”. Sedangkan kelima provinsi lainnya, masih masuk dalam IPM 

kategori “sedang”. Selanjutnya akan dilihat bagaimana pemerataan pembangunan 

manusia diantara penduduk laki-laki dan perempuan di semua provinsi yang ada di 

Pulau Jawa. Pada Gambar 4.3, nilai IPG untuk keenam provinsi masuk dalam 

kategori “tinggi”. Nilai IPG terendah ditempati oleh Provinsi Jawa Barat sedangkan 

nilai IPG tertinggi ditempati oleh Provinsi DKI Jakarta. Terlihat pula secara visual, 

bahwa IPM dan IPG memiliki pola yang searah dimana provinsi dengan IPM yang 

tinggi juga memiliki IPG yang tinggi. Hal tersebut dapat diartikan jika provinsi 

dengan kualitas pembangunan manusia yang baik akan memiliki kualitas 

pembangunan gender yang baik pula dengan catatan tidak ada kesenjangan 

peningkatan kualitas hidup antara laki-laki dan perempuan. Dari Gambar 4.3 

terdapat perbedaan antara IPM dan IPG yang menunjukkan bahwa pembangunan 

manusia tidak sama dengan pembangunan gender artinya masih ada ketidaksetaraan 

gender dalam proses pembangunan di Pulau Jawa. Selanjutnya akan dilihat 

deskriptif dari data IPM dan IPG Provinsi di Pulau Jawa data tahun 2018, hasilnya 

sebagai berikut. 

Tabel 4. 1. Statistik Deskriptif Variabel Penelitian Tingkat Provinsi 

  Rata Rata Minimum Maksimum 

IPM 74,19 70,77 80,47 

IPG 92,11 89,19 94,73 

Tabel 4.1 menunjukkan deskriptif dari variabel respon. Nilai rata-rata biasanya 

digunakan untuk melihat kecondongan data dengan membandingkan pada rentang 

nilai minimum dan maksimum. Nilai rata-rata IPM dan IPG tidak berada ditengah 

antara nilai minimum dan nilai maksimum, artinya pembangunan manusia dan 

gender belum merata di pulau Jawa. Nilai rata-rata IPM provinsi di pulau Jawa 

mendekati nilai minimum, hal ini menunjukkan bahwa banyak provinsi yang berada 

pada rentang antara rata-rata dan nilai maksimum, sehingga IPM provinsi di pulau 

Jawa banyak yang berada diatas rata-rata IPM pulau Jawa. Pada tahun 2018, IPM 

provinsi tertinggi sebesar 80,47 dicapai oleh Provinsi DKI Jakarta, sedangkan IPM 
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provinsi terendah sebesar 70,77 adalah Provinsi Jawa Timur. Nilai rata-rata IPG 

provinsi di pulau Jawa mendekati nilai maksimum, yang berarti banyak IPG 

provinsi yang berada dibawah rata-rata. Berdasarkan data, IPG provinsi tertinggi 

sebesar 94,73 dicapai oleh Provinsi DKI Jakarta, sedangkan IPM provinsi terendah 

sebesar 89,19 adalah Provinsi Jawa Barat. 

Provinsi DKI Jakarta sudah menjadi provinsi dengan IPM dan IPG tertinggi 

sejak indeks pembangunan manusia dihitung BPS. Sebagai ibukota negara, 

Provinsi DKI Jakarta merupakan pusat dari seluruh kegiatan, baik pendidikan, 

perekonomian, bisnis, dan lain-lain. Hal ini mendukung Provinsi DKI Jakarta dalam 

pencapaian pembangunan manusia. Sarana dan prasarana Provinsi DKI Jakarta 

cukup lengkap dan memadai. Akses untuk mendapatkan pendidikan maupun 

kesehatan pun mudah. Selain itu, sebagai provinsi dengan banyak pusat kegiatan, 

secara tidak langsung menjadikan Provinsi DKI Jakarta menarik bagi sumber daya 

manusia dengan pendidikan tinggi. Dari sisi level, capaian IPM dan IPG yang tinggi 

memang penting untuk melihat kemajuan pembangunan suatu wilayah. Jika dilihat 

dari Kabupaten/kota di Pulau Jawa masih banyak Kabupaten/Kota yang berada 

dibawah IPM dan IPG Indonesia bahkan berada di bawah IPM dan IPG provinsi.  

Metode penghitungan IPM dan IPG yang digunakan BPS mengacu pada 

metodologi yang digunakan oleh UNDP. Sejak tahun 2015, BPS telah 

menggunakan penghitungan IPM dan IPG yang terbaru dengan melakukan 

penyesuaian pada beberapa indikator. IPM dan IPG dihitung dari agregasi tiga 

dimensi, yaitu umur panjang dan hidup sehat, pengetahuan, serta standar hidup 

layak. Setiap dimensi diwakili oleh indikator. Dimensi umur panjang dan hidup 

sehat diwakili oleh indikator umur harapan hidup saat lahir. Sementara itu, rata-rata 

lama sekolah dan harapan lama sekolah merupakan indikator yang mewakili 

dimensi pengetahuan. Terakhir, dimensi standar hidup layak Indonesia diwakili 

oleh indikator pengeluaran per kapita yang disesuaikan. Maka pada penelitian ini 

akan diambil indikator lain yang diduga dapat digunakan untuk mengukur 

perubahan IPM dan IPG, indikator yang digunakan adalah Angka Kesakitan untuk 

mengukur dimensi umur Panjang dan hidup sehat, Angka Partisipasi Kasar SMA 

untuk mengukur dimensi pengetahuan serta PDRB Perkapita digunakan untuk 

mengukur dimesi standar hidup layak.  
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Gambaran antara hubungan IPM dan IPG dengan variabel yang diduga 

mempengaruhi perubahan nilai IPM dan IPG dapat dilihat dari visualisasi 

menggunakan Scatterplot. Identifikasi awal mengenai pola data dibutuhkan untuk 

melihat kesesuaian metode yang akan digunakan. Berikut adalah Scatterplot antara 

IPM (y1) dan IPG (y2) terhadap variabel yang diduga mempengaruhi yaitu Angka 

Kesakitan(x1), Angka Partisipasi Kasar SMA(x2), PDRB Perkapita(x3). 

 

(a) Scatterplot y1 dan x1   (d) Scatterplot y2 dan x1 

 
(b) Scatterplot y1 dan x2   (e) Scatterplot y2 dan x2 

 
(c) Scatterplot y1 dan x3   (f) Scatterplot y2 dan x3 

Gambar 4.4  Scatterplot Variabel Respon terhadap Variabel Prediktor 
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Berdasarkan Gambar 4.4 perbedaan warna menjelaskan kabupaten/kota,. 

Warna biru menjelaskan kota dan warna merah menjelaskan kabupaten. Sehingga, 

karakteristik anatar kabupaten/kota dapat terlihat jelas. Pada plot Angka Kesakitan, 

Angka Partisipasi Kasar SMA dan PDRB Perkapita terhadap IPM dan IPG 

mengindikasikan bahwa terdapat beberapa plot yang tidak menunjukkan pola yang 

jelas atau ada kecenderungan plot data memiliki perubahan perilaku pada suatu 

interval tertentu. Untuk melihat lebih rinci eksplorasi variabel yang digunakan, 

berikut disajikan tabel statistik deskriptif dari masing-masing variabel penelitian. 

Tabel 4. 2. Statistik Deskriptif Variabel Penelitian Tingkat Kabupaten/Kota 
 

Rata Rata Standar Deviasi Minimum Maksimum 

IPM 71,98 5,46 61,00 86,11 

IPG 90,79 4,24 79,18 98,48 

Angka Kesakitan 0,33 0,06 0,20 0,52 

APK SMA 0,80 0,16 0,46 1,20 

PDRB PerKapita 0,598 0,864 0,182 6,922 

Berdasarkan informasi Tabel 4.2 pada kolom minimum dan maksimum, nilai IPM 

terendah berada pada Kabupaten Sampang sedangkan nilai IPM tertinggi terdapat 

pada Kota Yogyakarta. Sedangkan nilai IPG terendah terdapat pada Kabupaten 

Bandung Barat dan nilai IPG tertinggi terdapat pada Kota Yogyakarta. Angka 

kesakitan terendah berada pada Kabupaten Bangkalan sedangkan angka kesakitan 

tertinggi berada pada Kabupaten Blitar. APK SMA terendah berada pada 

Kabupaten Sumedang, sedangkan APK SMA tertinggi berada pada Kota Salatiga. 

PDRB Perkapita terendah pada Kabupaten Pemalang dan PDRB Perkapita tertinggi 

pada Kota Jakarta Pusat. 

4.3.2. Korelasi antar Variabel Respon 

Berdasarkan asumsi pemodelan menggunakan spline truncated pada regresi 

nonparametriK birespon yaitu terdapat korelasi antar variabel respon maka, table 

4.3 menunjukkan pengujian korelasi menggunakan metode pearson. 
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Tabel 4. 3. Korelasi antar Variabel Respon 

 Pearson P Value 

IPM dan IPG 0,7159 0.000 

Pada Tabel 4.3 hasil pengujian korelasi pearson antara respon IPM dan IPG 

menunjukkan adanya korelasi positif yang signifikan yaitu 0,7159 dengan hipotesis 

untuk pengujian korelasi sebagai berikut. 

H0 : 12 0 =  (tidak terdapat korelasi antar variabel respon) 

H1 : 12 0   (terdapat korelasi antar variabel respon) 

maka statistik uji   

 ( )( )0,025;117
11,078PPvalue t =      

Sehingga diperoleh pvalue sebesar 0.000 maka, terdapat korelasi antar variabel 

respon dan pemodelan regresi nonparametrik birespon merupakan salah satu solusi 

yang tepat dalam memodelkan data. 

4.3.3. Pemilihan Titik Knot Optimal 

Tahapan pemodelan spline truncated pada regresi nonparametrik birespon 

diawali dengan mencari titik knot optimal berdasarkan nilai GCV. Pada penelitian 

ini, kriteria yang digunakan dalam pemilihan titik knot optimal adalah dengan nilai 

GCV terkecil. Titik knot yang digunakan adalah satu knot dan dua knot. Pembagian 

titik knot yang digunakan pada penelitian ini sebanyak 185 berdasarkan rentang 

minimum hingga maksimum dari data masing-masing variabel prediktor yang 

sesuai dengan perilaku datanya. Nilai GCV menggunakan satu titik knot sebagai 

berikut: 

 

Gambar 4.5  Nilai GCV dari pembagian satu titik knot 

Pada Gambar 4.5 hanya ditampilkan 5 titik yang terbentuk yang mengandung GCV 

optimal. Sedangkan untuk nilai GCV dan titik knot yang terbentuk ditampilkan 
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pada Lampiran 4. Titik knot optimal ditandai dengan nilai GCV minimum, nilai 

tersebut berada pada pembagian titik knot yang ke-10. Nilai-nilai titik knot dapat 

ditunjukkan pada Tabel 4.4 

Tabel 4. 4. Nilai GCV Menggunakan Satu Titik Knot  

Pembagian 

Titik ke- 

Respon 1 Respon 2 
GCV 

K111 K211 K311 K121 K221 K321 

9 0,299 0,604 0,563 0,399 0,866 3,427 14,813 

10 0,299 0,616 0,563 0,399 0,899 3,777 14,558* 

11 0,299 0,628 0,563 0,399 0,933 4,126 14,599 

12 0,299 0,639 0,563 0,399 0,966 4,476 14,614 

13 0,299 0,651 0,563 0,399 1,000 4,825 14,670 

Berdasarkan Tabel 4.4, nilai GCV minimum adalah sebesar 14,558 untuk 

satu titik knot. Nilai tersebut diperoleh dari satu titik knot optimal pada setiap 

variabel prediktor, Titik knot optimal respon 1 yaitu Indeks Pembangunan Manusia 

(IPM) untuk variabel Angka Kesakitan (X1) berada pada titik knot 0,299. Variabel 

Angka Partisipasi Kasar SMA (X2) berada pada titik knot 0,616. Variabel PDRB 

Perkapita (X3) berada pada titik knot 0,563. Titik knot optimal respon 2 yaitu Indeks 

Pembangunan Gender (IPG) untuk variabel Angka Kesakitan (X1) berada pada titik 

knot 0,399. Variabel Angka Partisipasi Kasar SMA (X2) berada pada titik knot 

0,899. Variabel PDRB Perkapita (X3) berada pada titik knot 3,777. 

 

Gambar 4.6  Nilai GCV dari pembagian dua titik knot 
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Pada Gambar 4.6 hanya ditampilkan 5 titik yang terbentuk yang mengandung GCV 

optimal. Sedangkan untuk nilai GCV dan titik knot yang terbentuk ditampilkan 

pada Lampiran 5. Titik knot optimal ditandai dengan nilai GCV minimum, nilai 

tersebut berada pada pembagian titik knot yang ke-4. Nilai-nilai titik knot dapat 

ditunjukkan pada Tabel 4.5 

Tabel 4. 5. Nilai GCV Menggunakan Dua Titik Knot  

Respon 1 Respon 2 
GCV 

K111 K112 K211 K212 K311 K312 K121 K122 K221 K222 K321 K322 

0,223 0,292 0,272 0,486 0,680 2,121 0,230 0,320 0,279 0,515 0,684 2,135 15,871 

0,223 0,315 0,272 0,558 0,680 2,601 0,230 0,351 0,279 0,593 0,684 2,619 15,991 

0,223 0,246 0,272 0,343 0,680 1,160 0,230 0,260 0,279 0,357 0,684 1,167 15,710* 

0,223 0,338 0,272 0,629 0,680 3,081 0,230 0,381 0,279 0,672 0,684 3,102 15,906 

0,223 0,269 0,272 0,415 0,680 1,641 0,230 0,290 0,279 0,436 0,684 1,651 15,893 

Berdasarkan Tabel 4.5, nilai GCV minimum adalah sebesar 15,710 untuk 

dua titik knot. Nilai tersebut diperoleh dari dua titik knot optimal pada setiap 

variabel prediktor, Titik knot optimal respon 1 yaitu Indeks Pembangunan Manusia 

(IPM) untuk variabel Angka Kesakitan (X1) berada pada titik knot 0,223 dan 0,246 

variabel Angka Partisipasi Kasar SMA (X2) berada pada titik knot 0,272 dan 0,343, 

variabel PDRB Perkapita (X3) berada pada titik knot 0,680 dan 1,160. Titik knot 

optimal respon 2 yaitu Indeks Pembangunan Gender (IPG) untuk variabel Angka 

Kesakitan (X1) berada pada titik knot 0,230 dan 0,260 variabel Angka Partisipasi 

Kasar SMA (X2) berada pada titik knot 0,279 dan 0,357; variabel PDRB Perkapita 

(X3) berada pada titik knot 0,684 dan 1,167. 

Berdasarkan hasil yang telah diperoleh pada pemilihan titik knot optimal 

dengan menngunakan satu dan dua titik knot yang terbentuk, nilai GCV untuk satu titik 

knot dan dua titik knot berturut-turut adalah 14,558 dan 15,710, sehingga titik knot 

optimum yang diambil untuk pemodelan spline truncated pada regresi nonparametrik 

birespon adalah spline linier dengan satu titik knot. 

4.3.4. Penaksiran Parameter dan Interpretasi Model Spline Truncated pada 

Regresi Nonparametrik Birespon untuk Data IPM dan IPG  

Setelah ditentukan titik knot optimal maka langkah selanjutnya adalah 

menghitung penaksiran parameter menggunakan model spline truncated pada 

regresi nonparametrik birespon dengan satu titik knot.  



48 

 

 

Pada persamaan (4.3) telah dituliskan model spline truncated pada regresi 

nonparametrik birespon dengan satu titik knot, sehingga dapat diuraikan 

berdasarkan masing-masing respon sebagai berikut. 

1 01 11 1 111 1 111 21 2 211 2 211

31 3 311 3 311 1

( ) ( )

( )

j j j j j

j j j

y x x K x x K

x x K

    

  

+ +

+

= + + − + + −

+ + − +
 (4.29) 

2 02 12 1 121 1 121 2 221 2 221

32 3 321 3 321 2

( ) ( )

( )

j j j k kj j

j j j

y x x K x x K

x x K

    

  

+ +

+

= + + − + + −

+ + − +
 (4.30) 

Berdasarkan hasil dari estimasi parameter pada persamaan 4.8, berikut ini adalah 

hasil estimasi parameter data IPM dan IPG:  

Tabel 4. 6. Estimasi Parameter Pemodelan IPM dan IPG di Pulau Jawa 

Respon Titik Knot Nilai Titik Knot Parameter 

Respon 1 

β01 1 (Intersep) 50,076 

β11 
1 jx  -12,161 

γ11 1( 0,299)jx +−  2,895 

β21 2 jx  15,409 

γ21 2( 0,616)jx +−  0,445 

β31 3 jx  46,397 

γ31 3( 0,563)jx +−  -44,479 

Respon 2 

β02 1 (Intersep) 73,69 

β12 1 jx  -4,505 

γ12 1( 0,399)jx +−  5,619 

β22 2 jx  14,468 

γ22 2( 0,899)jx +−  -7,554 

β32 3 jx  37,830 

γ32 3( 3,777)jx +−  -37,048 

Berdasarkan estimasi parameter dan titik knot optimal dalam Tabel 4.6, maka dapat 

dituliskan persamaan model spline truncated pada regresi nonparametrik birespon 

untuk pemodelan IPM dan IPG sebagai berikut: 
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Untuk respon yang pertama: 

1 1 1 2 2

3 3

50,076 12,161 2,895 0,299 15,409 0,445 0,616

46,397 44,

( ) ( )

(479 0,563)

j j j j j

j j

y x x x x

x x

+ +

+

− + +

− −

= + − −

+
 

Untuk respon yang kedua: 

2 1 1 2 2

3 3

73,69 4,505 5,692 0,399 14,468 7,554 0,89( ) ( )9

37,830 37,048 3 7)7( ,7

j j j j j

j j

y x x x x

x x

+ +

+

− −= −

+ −−

+ − +
 

dari kedua model tersebut didapatkan nilai R2 sebesar 88,47%, nilai tersebut 

menjelaskan 88,47% variabilitas data mampu dijelaskan oleh model dan sisanya 

sebesar 11,53% dijelaskan oleh faktor lain yang tidak terdapat dalam model. 

Setelah diperoleh model spline truncated pada regresi nonparametrik 

birespon, selanjutnya ditampilkan hasil perbandingan antara data aktual dan data 

prediksi diberikan pada Gambar 4.6.  

 
(a)  

 
(b) 

Gambar 4.7  Plot Perbandingan antara data actual dengan data prediksi pada data (a) 

IPM dan (b) IPG 
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Berdasarkan Gambar 4.6 (a) dapat diketahui bahwa hasil prediksi spline 

truncated dengan menggunakan matrik variance covariance cenderung lebih 

mampu mengikuti pola data IPM jika dibandingkan dengan hasil prediksi tanpa 

menggunakan matrik variance covariance, begitu pula pada gambar 4.6 (b) hasil 

prediksi spline truncated dengan menggunakan matrik variance covariance 

cenderung lebih mampu mengikuti pola data IPG. Hal tersebut sesuai dengan nilai 

RMSE yang diperoleh dari masing-masing model. Hasil Prediksi model spline 

truncated pada regresi nonparamterik birespon dengan menggunakan matrik 

variance covariance memiliki RMSE sebesar 3,597, sedangkan prediksi model 

spline truncated pada regresi nonparamterik birespon tanpa menggunakan matrik 

variance covariance memiliki RMSE sebesar 5,019. Sehingga dapat disimpulkan 

bahwa model spline truncated pada regresi nonparamterik birespon dengan 

menggunakan matrik variance covariance lebih baik dalam memodelkan data IPM 

dan IPG Kabupaten/Kota di Pulau Jawa. 

4.4. Interpretasi Model  

Interpretasi model dari variabel-variabel prediktor dilakukan untuk 

mengetahui pengaruh dari masing-masing variabel prediktor tersebut terhadap 

masing-masing variabel respon. Untuk lebih mempermudah interpretasi model, 

maka penjabaran akan dilakukan untuk setiap segmen atau potongan yang 

terbentuk.  

Untuk respon yang pertama: 

1 1 1 2 2

3 3

50,076 12,161 2,895 0,299 15,409 0,445 0,616

46,397 44,

( ) ( )

(479 0,563)

j j j j j

j j

y x x x x

x x

+ +

+

− + +

− −

= + − −

+
 

Interpretasi pada model pertama dengan variabel respon indeks 

pembangunan manusia dan variabel prediktor angka kesakitan, angka partisipasi 

kasar SMA dan PDRB Perkapita.  

1. Berikut adalah interpretasi model terhadap variabel angka kesakitan dengan 

asumsi variabel lain konstan adalah sebagai berikut : 

1 1

1

1 1

50,076 12,161 0,299

4 9,2669,210 0,299

j j

j

j j

x x
y

x x


= 

− 

−



   (4.31) 
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Berdasarkan persamaan (4.31), dapat diinterpretasikan bahwa pada 

kabupaten/kota dengan angka kesakitan kurang dari 29,9 persen dan apabila 

angka kesakitan naik satu satuan, maka Indeks Pembangunan Manusia akan 

turun sebesar 12,161 persen. Sedangkan pada kabupaten/kota dengan angka 

kesakitan lebih dari 29,9 persen dan apabila angka kesakitan naik satu satuan, 

maka Indeks Pembangunan Manusia akan turun sebesar 9,266 persen. Berikut 

kabupaten/kota yang termasuk dalam pembagian interval ini. 

 

Gambar 4.8  Angka Kesakitan pada Respon IPM berdasarkan Interval Titik Knot 

Kategori 1 dengan interval data kurang dari 0,299 yaitu Kota Jakarta Selatan, 

Kota Jakarta Barat, Kota Jakarta Utara, Sukabumi, Majalengka, Indramayu, 

Subang, Karawang, Bekasi, Bandung Barat, Kota Bogor, Kota Sukabumi, Kota 

Bekasi, Kota Depok, Klaten, Sukoharjo, Wonogiri, Karanganyar, Batang, Kota 

Magelang, Kota Pekalongan, Lumajang, Madiun, Magetan, Tuban, Lamongan, 

Gresik, Bangkalan, Kota Probolinggo, Kota Surabaya, Kota Tangerang, Kota 

Serang, Kota Tangerang Selatan, dan selainnya berada pada kategori 2 yaitu 

interval lebih dari 0,299. 

2. Berikut adalah interpretasi model terhadap variabel angka partisipasi kasar SMA 

dengan asumsi variabel lain konstan adalah sebagai berikut : 

2 2

1

2 249,802

50,076 1

1

5,

5,

409 0,616

0,6185 64

j j

j

j j

x x
y

x x


= 

+ 

+



   (4.32) 

Berdasarkan persamaan (4.32), dapat diinterpretasikan bahwa pada 

kabupaten/kota dengan angka partisipasi kasar SMA per 100 penduduk yang 

berusia 16-18 tahun, kurang dari 61,6 persen dan apabila angka partisipasi kasar 

SMA naik satu satuan, maka Indeks Pembangunan Manusia akan naik sebesar 
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15,409 persen. Sedangkan pada kabupaten/kota dengan angka partisipasi kasar 

SMA lebih dari 61,6 persen dan apabila angka partisipasi kasar SMA naik satu 

satuan, maka Indeks Pembangunan Manusia akan naik sebesar 15,854 persen. 

Berikut kabupaten/kota yang termasuk dalam pembagian kategori ini 

 

Gambar 4.9  Angka Partisipasi Kasar SMA pada Respon IPM berdasarkan Interval 

Titik Knot 

Kategori 1 dengan interval data kurang dari 0,616 yaitu Sumedang, 

Probolinggo, Bangkalan, Lebak, dan selainnya berada pada kategori 2 yaitu 

interval lebih dari 0,616. 

3. Berikut adalah interpretasi model terhadap variabel PDRB Perkapita dengan 

asumsi variabel lain konstan adalah sebagai berikut : 

            3 3

1

3 375,118

50,076 46,397 0,616

1, 0918 ,616

j j

j

j j

x x
y

x x

+ 
= 

+ 

                      (4.33) 

Berdasarkan persamaan (4.33), dapat diinterpretasikan bahwa pada 

kabupaten/kota dengan PDRB Perkapita kurang dari 61,6 juta dan apabila 

PDRB Perkapita naik 100 juta maka Indeks Pembangunan Manusia naik 4,6 

persen. Sedangkan apabila PDRB perkapita lebih dari 61,6 juta dan PDRB 

Perkapita naik 100 juta maka Indeks Pembangunan Manusia naik 0,192 

persen. Berikut kabupaten/kota yang termasuk dalam pembagian kategori ini 
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Gambar 4.10  PDRB Perkapita pada Respon IPM berdasarkan Interval Titik Knot 

Kategori 2 dengan interval data lebih dari 0,563 yaitu Kepulauan Seribu, Kota 

Jakarta Selatan, Kota Jakarta Timur, Kota , Jakarta Pusat, Kota Jakarta Barat, 

Kota Jakarta Utara, Purwakarta, Karawang, Bekasi, Kota Bandung,  Kota 

Cirebon, Cilacap, Kudus, Kota Magelang, Kota Surakarta, Kota Salatiga, Kota 

Semarang, Kota Tegal, Kota Yogyakarta, Pasuruan, Sidoarjo, Mojokerto, 

Bojonegoro, Gresik, Kotakediri, Kotamalang, Kota Madiun, Kota Surabaya, 

Kota Batu, Kota Tangerang, Kota Cilegon dan selainnya berada pada kategori 

1 yaitu interval kurang dari 0,563. 

Untuk respon yang kedua: 

2 1 1 2 2

3 3

73,69 4,505 5,692 0,399 14,468 7,554 0,89( ) ( )9

37,830 37,048 3 7)7( ,7

j j j j j

j j

y x x x x

x x

+ +

+

− −= −

+ −−

+ − +
 

Interpretasi pada model kedua dengan variabel respon indeks pembangunan 

gender dan variabel prediktor angka kesakitan, angka partisipasi kasar SMA dan 

PDRB Perkapita.  

1. Berikut adalah interpretasi model terhadap variabel angka kesakitan dengan 

asumsi variabel lain konstan adalah sebagai berikut : 

1 1

2

1 175,96

73,69 4,505 0,399

0,31 1,1 9987

j j

j

j j

x x
y

x x


= 

+ 

−



   (4.34) 

Berdasarkan persamaan (4.34), dapat diinterpretasikan bahwa pada 

kabupaten/kota dengan angka kesakitan kurang dari 39,9 persen dan apabila 

angka kesakitan turun 1 persen, maka Indeks Pembangunan Gender akan naik 

sebesar 4,505 persen. Sedangkan pada kabupaten/kota dengan angka kesakitan 
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lebih dari 39,9 persen dan apabila angka kesakitan naik1 persen, maka Indeks 

Pembangunan Gender akan naik sebesar 1,187 persen. Hal ini tidak sesuai 

dengan hipotesis peneliti, karena ketika angka kesakitan naik maka angka 

harapan hidup akan turun sehingga mempengaruhi turunnya nilai IPG. Tetapi 

jika diteliti lebih jauh terkait dengan pembanguan gender maka kasus ini 

mungkin terjadi jika kesadaran bahwa tidak ada perbedaan gender dalam 

proses pembangunan manusia. Kabupaten/kota yang termasuk dalam 

pembagian kategori ini adalah kabupaten/kota maju. Seperti Jakarta Pusat, 

Jakarta Timur, Jakarta Selatan, Semarang dan Surabaya. Kabupaten/kota 

tersebut merupakan pusat pemerintahan, perkantoran dan semua aktifitas yang 

berkaitan dengan industri disetiap provinsi. Sehingga baik gender laki-laki 

maupun perempuan akan memiliki keinginan untuk bekerja yang hampir sama. 

Hal itu menyebabkan ketika peran laki-laki sebagai pencari nafkah terganggu 

aktifitasnya maka dapat langsung digantikan oleh peran perempuan. 

 
Gambar 4.11  Angka Kesakitan pada Respon IPG berdasarkan Interval Titik Knot 

Berdasarkan gambar 4.9 kategori 1 dengan interval data kurang dari 0,399 

yaitu Kepulauan Seribu, Kuningan, Pangandaran, Wonosobo, Brebes, Kota 

Surakarta, Kota Tegal, Blitar, Banyuwangi, Bondowoso, Jombang, 

Sampang, Kota Pasuruan dan selainnya berada pada kategori 2 yaitu interval 

lebih dari 0,399. 

2. Berikut adalah interpretasi model terhadap variabel angka partisipasi kasar 

SMA dengan asumsi variabel lain konstan adalah sebagai berikut : 

2 2

2

2 280,472

73,69 14,468 0,899

0,86,914 99

j j

j

j j

x x
y

x x


= 

+ 

+



   (4.35) 



55 

 

Berdasarkan persamaan (4.35), dapat diinterpretasikan bahwa pada 

kabupaten/kota dengan angka partisipasi kasar SMA per 100 penduduk 

yang berusia 16-18 tahun, kurang dari 89,9 persen dan apabila angka 

partisipasi kasar SMA naik 1 persen, maka Indeks Pembangunan Gender 

akan naik sebesar 14,468 persen. Sedangkan pada kabupaten/kota dengan 

angka partisipasi kasar SMA lebih dari 89,9 persen dan apabila angka 

partisipasi kasar SMA naik 1 persen, maka Indeks Pembangunan Gender 

akan naik sebesar 6,914 persen.  Berikut kabupaten/kota yang termasuk 

dalam pembagian kategori ini 

 

Gambar 4.12  Angka Partisipasi Kasar SMA pada Respon IPG Berdasarkan Interval 

Titik Knot 

Berdasarkan Gambar 4.10 kategori 1 dengan interval data kurang dari 0,899 

yaitu Kota Jakarta Pusat, Cianjur, Ciamis, Sumedang, Wonosobo, 

Lumajang, Bondowoso, Probolinggo, Bangkalan, Sampang, Pandeglang, 

Lebak dan selainnya berada pada kategori 2 yaitu interval lebih dari 0,899. 

3. Berikut adalah interpretasi model terhadap variabel PDRB Perkapita dengan 

asumsi variabel lain konstan adalah sebagai berikut : 

3 3

2

3 3

3,777

213,620

73,69 37,

0,78

830

2 3,777

j j

j

j j

x x
y

x x


= 

+ 

+



  (4.36) 

Berdasarkan persamaan 4.36, dapat diinterpretasikan bahwa pada 

kabupaten/kota dengan PDRB Perkapita per ratusan juta kurang dari 37,77 

juta dan apabila PDRB Perkapita naik 37,830 juta maka Indeks 

Pembangunan Gender naik 1 satuan. Sedangkan apabila PDRB perkapita 

lebih dari 37,77 juta dan naik 0,782 juta maka Indeks Pembangunan Gender 
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turun 1 satuan. Berikut pembagian kabupaten/kota yang termasuk dalam 

kategori ini 

 
Gambar 4.13  PDRB Perkapita pada Respon IPG berdasarkan Interval Titik Knot 

Berdasarkan Gambar 4.11 kategori 2 dengan interval data lebih dari 0,631 

yaitu Kepulauan Seribu, Kota Jakarta Selatan, Kota Jakarta Timur, Kota 

Jakarta Pusat, Kota Jakarta Barat, Kota Jakarta Utara, Purwakarta, 

Karawang, Bekasi, Kota Bandung, Kota Cirebon, Cilacap, Kudus, Kota 

Magelang, Kota Surakarta, Kotasalatiga, Kotasemarang, Kota Yogyakarta, 

Pasuruan, Sidoarjo, Mojokerto, Gresik, Kota Kediri, Kota Malang, Kota 

Madiun, Kota Surabaya, Kota Batu, Kota Tangerang, Kota Cilegon dan 

selainnya berada pada kategori 1 yaitu interval kurang dari 0,631. 
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BAB V 

KESIMPULAN 

5.1. Kesimpulan 

Jika diberikan model spline truncated pada regresi nonparametrik birespon 

sebagai berikut: 

1

0

1 1

( )
p m

ij i ki kj kil kj kil ij

k l

y x x K   +

= =

 
= + + − + 

 
   

dengan asumsi ~ ( )ij Nε 0,W maka dari hasil pembahasan dan analisis yang telah 

dilakukan didapatkan kesimpulan sebagai berikut: 

1. Estimasi parameter spline truncated dalam regresi nonparametrik birespon 

adalah sebagai berikut: 

( )
-1

T T
β = A (x,k)WA(x,k) A (x,k)Wy  

dengan A(x,k) merupakan matrik berukuran ( )( )2 x 2 2n m p+  yang berisi titik 

knot dan data observasi variabel prediktor. Hasil estimasi fungsi spline 

truncated dalam regresi nonparametrik birespon dapat dijabarkan menjadi 

( , )f x k =

T -1 T

A(x,k)β

= A(x,k)(A(x,k) WA(x,k)) A(x,k) Wy

= H(x,k)y

 

dengan = T -1 T
 H(x,k) A(x,k)(A(x,k) WA(x,k)) A(x,k) W , dan  H(x,k)  

merupakan matrik berukuran 2 x 2n n . 

2. Estimasi matriks variance-covariance spline truncated dalam regresi 

nonparametrik birespon adalah sebagai berikut: 

 

 

= 

 
=  
 

11 12

12 22

W Σ I

I
 

dengan 
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( ) ( )
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1 1 1 1

11

2 2 2 2 2 2 2

22

1 1 2 2 2

12 21
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T

T

n

n
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      =

      =

      = =

1 1

1

y - H (x,k)y y - H (x,k)y

y - H (x,k)y y - H (x,k)y y

y - H (x,k)y y - H (x,k)y

 

3. Model terbaik untuk data IPM dan IPG provinsi di Pulau Jawa tahun 2018 

menggunakan hasil dari matrik variance covariance model spline truncated 

regresi nonparametrik birespon adalah menggunakan knot 1, Model untuk IPM 

dan IPG yang terbentuk sebagai berikut: 

Untuk respon yang pertama: 

1 1 1 2 2

3 3

50,076 12,161 2,895 0,299 15,409 0,445 0,616

46,397 44,

( ) ( )

(479 0,563)

j j j j j

j j

y x x x x

x x

+ +

+

− + +

− −

= + − −

+
 

Untuk respon yang kedua: 

2 1 1 2 2

3 3

73,69 4,505 5,692 0,399 14,468 7,554 0,89( ) ( )9

37,830 37,048 3 7)7( ,7

j j j j j

j j

y x x x x

x x

+ +

+

− −= −

+ −−

+ − +

 

Model spline truncated pada regresi nonparametrik birespon yang diperoleh 

menghasilkan R2 sebesar 88,47%. nilai tersebut menjelaskan 88,47% variabilitas 

data mampu dijelaskan oleh model dan sisanya sebesar 11,53% dijelaskan oleh 

faktor lain yang tidak terdapat dalam model. 

 

5.2. Saran 

Adapun saran berdasarkan analisis yang telah dilakukan dalam penelitian ini 

adalah:  

1. Dalam penelitian tesis ini hanya menggunakan spline linier saja dengan titik knot 

1 dan 2 untuk penelitian selanjutnya diharapkan dapat lebih menggunakan banyak 

orde dan knot dari jumlah penelitian tesis ini agar mendapatkan GCV yang lebih 

optimum.  

2. Untuk penelitian selanjutnya dapat dibuat suatu program untuk mencari lokasi titik 

knot untuk menghitung GCV yang optimal sesuai metode yang ingin digunakan, 
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agar memudahkan perhitungan ketika menggunakan knot yang banyak serta 

kombinasi orde.  

3. Untuk variabel angka kesakitan terhadap IPG tidak memenuhi hipotesis peneliti, 

sehingga perlu dicari data pendukung terkait angka kesakitan terpilah antara laki-

laki dan perempuan, serta faktor pendukung lain seperti banyaknya jumlah 

penduduk perempuan dan laki-laki masing-masing kabupaten/kota. 
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(Halaman ini sengaja dikosongkan) 
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LAMPIRAN 

Lampiran 1. Data IPM dan IPG Kabupaten/Kota di Pulau Jawa dan Faktor- Faktor Yang 

Mempengaruhi Tahun 2018 

 
Kabupaten/Kota IPM IPG AngkaKesakitan APKSMA PDRB 

Kepulauan Seribu 70,91 93,57 0,41 0,90 3,38796 

Kota Jakarta Selatan 84,44 96,07 0,22 0,72 2,61584 

Kota Jakarta Timur 82,06 94,79 0,33 0,80 1,55531 

Kota Jakarta Pusat 81,01 95,62 0,30 0,56 6,92243 

Kota Jakarta Barat 80,88 95,22 0,29 0,71 1,68677 

Kota Jakarta Utara 79,87 93,51 0,30 0,78 2,71854 

Bogor 69,69 89,05 0,34 0,63 0,37721 

Sukabumi 66,05 86,95 0,28 0,61 0,24984 

Cianjur 64,62 83,72 0,38 0,59 0,18983 

Bandung 71,75 93,59 0,34 0,66 0,30448 

Garut 65,42 82,42 0,37 0,72 0,20338 

Tasikmalaya 65 85,98 0,32 0,65 0,19393 

Ciamis 69,63 86 0,31 0,58 0,2451 

Kuningan 68,55 86,62 0,41 0,79 0,21176 

Cirebon 68,05 82,92 0,35 0,84 0,2089 

Majalengka 66,72 85,93 0,29 0,75 0,23386 

Sumedang 70,99 94,88 0,31 0,46 0,28297 

Indramayu 66,36 87,97 0,30 0,73 0,43386 

Subang 68,31 90,57 0,23 0,68 0,23748 

Purwakarta 69,98 87,19 0,37 0,72 0,66139 

Karawang 69,89 90,45 0,23 0,76 0,93066 

Bekasi 73,49 88,28 0,25 0,89 0,84096 

Bandung Barat 67,46 79,18 0,28 0,62 0,26019 

Pangandaran 67,44 89,68 0,41 0,91 0,26098 

Kota Bogor  75,66 90,92 0,24 0,73 0,38489 

Kota Sukabumi 73,55 91,07 0,23 0,82 0,35157 

Kota Bandung 81,06 95,11 0,34 0,93 1,05664 

Kota Cirebon 74,35 93,94 0,35 0,75 0,68295 
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Lampiran 1. Data IPM dan IPG Kabupaten/Kota di Pulau Jawa dan Faktor- Faktor Yang 

Mempengaruhi Tahun 2018 (Lanjutan) 

 
Kabupaten/Kota IPM IPG AngkaKesakitan APKSMA PDRB 

Kota Bekasi 81,04 93,26 0,27 1,16 0,31032 

Kota Depok 80,29 93,06 0,27 1,03 0,27589 

Kota Cimahi 77,56 92,36 0,31 0,87 0,477 

Kota Tasikmalaya 72,03 91,07 0,32 0,92 0,30321 

Kota Banjar 71,25 87,11 0,39 0,87 0,23195 

Cilacap 69,56 86,53 0,32 0,96 0,64512 

Banyumas 71,3 87,94 0,37 0,90 0,29716 

Purbalingga 68,41 92,32 0,36 0,68 0,25065 

Banjarnegara 66,54 95,18 0,34 0,75 0,21872 

Kebumen 68,8 93,09 0,31 0,95 0,21756 

Purworejo 71,87 95,11 0,39 0,95 0,24216 

Wonosobo 67,81 92,91 0,45 0,55 0,22162 

Magelang 69,11 92,23 0,31 0,70 0,23698 

Boyolali 73,22 93,24 0,33 0,78 0,30845 

Klaten 74,79 96 0,28 1,04 0,31634 

Sukoharjo 76,07 96,73 0,27 0,93 0,3864 

Wonogiri 69,37 91,13 0,26 0,83 0,2845 

Karanganyar 75,54 96,61 0,26 0,76 0,39004 

Sragen 72,96 92,27 0,31 1,01 0,39529 

Grobogan 69,32 85,81 0,36 0,85 0,18543 

Blora 67,95 83,79 0,35 0,94 0,27999 

Rembang 69,46 86,49 0,32 0,71 0,27786 

Pati 70,71 91,5 0,37 0,90 0,31848 

Kudus 74,58 92,89 0,39 0,92 1,21356 

Jepara 71,38 90,66 0,36 0,86 0,22622 

Demak 71,26 90,4 0,40 1,10 0,21219 

Semarang 73,61 96,35 0,36 0,67 0,44425 

Temanggung 68,83 95,62 0,32 0,71 0,26395 

Kendal 71,28 92,96 0,39 1,06 0,40926 

 



69 

 

Lampiran 1. Data IPM dan IPG Kabupaten/Kota di Pulau Jawa dan Faktor- Faktor Yang 

Mempengaruhi Tahun 2018 (Lanjutan) 

Kabupaten/Kota 
IPM IPG AngkaKesakitan APKSMA PDRB 

Batang 67,86 90,65 0,27 0,62 0,26508 

Pekalongan 68,97 92,87 0,31 0,60 0,23886 

Pemalang 65,67 85,49 0,40 0,70 0,18193 

Tegal 67,33 86,95 0,32 0,81 0,23016 

Brebes 65,68 86,24 0,42 0,69 0,23862 

Kota Magelang 78,31 96,07 0,30 0,92 0,67268 

Kota Surakarta 81,46 96,82 0,41 0,81 0,85787 

Kota Salatiga 82,41 95,12 0,33 1,20 0,64219 

Kota Semarang 82,72 95,82 0,31 1,04 0,97782 

Kota Pekalongan 74,24 94,59 0,27 0,74 0,33219 

Kota Tegal 74,44 93,45 0,45 0,80 0,56658 

Kulon Progo 73,76 95,03 0,38 0,86 0,24235 

Bantul 79,45 95,11 0,32 0,94 0,24281 

Gunung Kidul 69,24 84,59 0,34 0,64 0,23825 

Sleman 83,42 96,01 0,39 0,88 0,36291 

Kota Yogyakarta 86,11 98,48 0,33 1,08 0,791 

Pacitan 67,33 84,44 0,39 0,91 0,27076 

Ponorogo 69,91 93 0,31 0,73 0,22117 

Trenggalek 68,71 92,52 0,38 0,76 0,25033 

Tulungagung 71,99 95,75 0,33 0,68 0,35375 

Blitar 69,93 92,33 0,52 0,74 0,29549 

Kediri 71,07 92,81 0,37 0,73 0,24693 

Malang 69,4 88,38 0,32 0,75 0,37425 

Lumajang 64,83 87,88 0,24 0,54 0,29594 

Jember 65,96 84,23 0,30 0,87 0,29628 

Banyuwangi 70,06 86,44 0,45 0,72 0,4848 

Bondowoso 65,27 89,89 0,46 0,53 0,2399 

Situbondo 66,42 86,69 0,31 0,68 0,27839 

Probolinggo 64,85 84,86 0,37 0,47 0,27579 
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Lampiran 1. Data IPM dan IPG Kabupaten/Kota di Pulau Jawa dan Faktor- Faktor Yang 

Mempengaruhi Tahun 2018 (Lanjutan) 

 
Kabupaten/Kota IPM IPG AngkaKesakitan APKSMA PDRB 

Pasuruan 67,41 90,41 0,31 0,64 0,84109 

Sidoarjo 79,5 93,33 0,31 1,13 0,85385 

Mojokerto 72,64 90,15 0,39 0,87 0,69241 

Jombang 71,86 89,94 0,42 0,91 0,30259 

Nganjuk 71,23 93,26 0,34 0,78 0,23652 

Madiun 71,01 91,13 0,27 0,91 0,25946 

Magetan 72,91 92,93 0,27 0,95 0,28101 

Ngawi 69,91 91,72 0,30 0,88 0,2318 

Bojonegoro 67,85 89,77 0,39 0,80 0,59257 

Tuban 67,43 87,34 0,30 0,63 0,5208 

Lamongan 71,97 88 0,29 0,91 0,31401 

Gresik 75,28 89,72 0,26 1,00 1,00544 

Bangkalan 62,87 86,38 0,20 0,49 0,24402 

Sampang 61 84,33 0,49 0,56 0,19854 

Pamekasan 65,41 85,5 0,37 0,79 0,18304 

Sumenep 65,25 80,11 0,31 0,86 0,30172 

Kota Kediri 77,58 94,48 0,34 0,95 4,49235 

Kota Blitar 77,58 97,6 0,37 1,06 0,44828 

Kota Malang 80,89 94,71 0,32 0,93 0,78436 

Kota Probolinggo 72,53 95,56 0,29 0,89 0,44821 

Kota Pasuruan 74,78 96,02 0,43 0,79 0,38818 

Kota Mojokerto 77,14 93,05 0,30 1,01 0,4953 

Kota Madiun 80,33 93,47 0,32 0,91 0,7465 

Kota Surabaya 81,74 93,57 0,29 0,88 1,88731 

Kota Batu 75,04 89,27 0,33 0,98 0,76783 

Pandeglang 64,34 86,47 0,38 0,59 0,21891 

Lebak 63,37 79,26 0,39 0,47 0,20658 

Tangerang 71,59 90,9 0,32 0,73 0,35251 

Serang 65,93 92,18 0,39 0,71 0,47708 
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Lampiran 2. Program GCV Pemilihan Titik Knot  

gcv1knot<-function(x,y,b,knot){ 

  #b adalah banyak titik yang dicoba sebagai knot 

  x =as.matrix(x) 

  y =as.matrix(y) 

  gcv =as.vector(0) 

  knott =matrix(0,nrow=b-2,ncol=ncol(x)) 

  knots =vector("list",b) 

  knott =knot 

  kn =vector("list",ncol(x)) 

  for (i in 1:nrow(knott)) 

{ 

    knots[[i]]=knott[i,] 

    kn=as.list(knots[[i]]) 

    gcv[i]=((1/nrow(x))*t(y)%*%(diag(1,nrow=nrow(x),ncol=nrow(x))- 

mtruncated(x,kn)$H)%*%y)/(((1/nrow(x))*sum(diag(diag(1,nrow=

nrow(x),ncol=nrow(x))-mtruncated(x,kn)$H)))^2) 

  } 

  n  =length(gcv) 

  optimum =min(gcv) 

  indeks.knotoptimum=which.min(gcv) 

  knot.optimum =knott[indeks.knotoptimum,] 

  hasil<-list(knot=knott,gcv=gcv,gcv.minimum=optimum, 

knot.optimum=knot.optimum) 

  return(hasil) 

} 

gcv1knot(x,y,b,knot) 
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Lampiran 3. Estimasi Parameter Menggunakan Matrik Variance-Covariance 

hitung<-function(x,y,knot){ 

  x=as.matrix(x) 

  y=as.matrix(y) 

  I=diag(1,nrow=nrow(x),ncol=nrow(x)) 

  J=matrix(1,nrow=nrow(x),ncol=nrow(x)) 

  matriksX=mtruncated(x,knot)$xtruncated 

  Ak=mtruncated(x,knot)$H 

  H=Ak%*%(pinv(t(Ak)%*%Ak)%*%t(Ak)) 

  H1=H[1:119,1:119] 

  H2=H[120:238,120:238] 

  W11=t((I-H1)%*%y1)%*%((I-H1)%*%y1)/n 

  W22=t((I-H2)%*%y2)%*%((I-H2)%*%y2)/n 

  W12=t((I-H1)%*%y1)%*%((I-H2)%*%y2)/n 

  Wgab=rbind(c(W11,W12),c(W12,W22)) 

  W=kron(Wgab,eye(n,n)) 

beta=(pinv(t(matriksX)%*%W%*%matriksX)%*%t(matriksX)%*%W%

*%y) 

  SSE=t(y)%*%(I-Ak)%*%y 

  SST=t(y)%*%(I-(1/nrow(x))*J)%*%y 

  SSR=SST-SSE 

  R.square=as.numeric((SSR/SST)*100) 

  dbr=ncol(matriksX)-1 

  dbe=nrow(x)-ncol(matriksX) 

  dbt=nrow(x)-1 

  MSE=SSE/dbe 

  MSR=SSR/dbr 

  Se=as.vector(sqrt(MSE%*%diag(pinv(t(matriksX)%*%matriksX)))) 

  Fhitung=MSR/MSE 

  p.valueF=pf(Fhitung,dbr,dbe,lower.tail=FALSE ) 

  keputusan=NULL 

  keputusan.1=NULL 

  if (p.valueF < 0.05) 

  { 

    keputusan.1=c("tolak Hnol") 

  }  else  

  { 

    keputusan.1=c("gagal tolak hnol") 

  } 
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Lampiran 3. Estimasi Parameter Menggunakan Matrik  

Variance-Covariance  (Lanjutan) 

 

 
for (i in 1:length(Se)){ 

    thitung=beta/Se 

    p.value=2*pt(abs(thitung),df=nrow(x)-1,lower=FALSE)  

    if (p.value[i]>=0.05) { 

      keputusan[i]=c("gagal tolak Hnol") 

    } else{ 

      keputusan[i]=c("tolak Hnol") 

    } 

  }     

ytopi=Ak%*%y 

  b<-data.frame(Sumber=c("regresi","error","total"), 

Sum.of.Square=c(round(SSR,4),round(SSE,4),round(SST,4)),db=c(dbr,dbe

,dbt),mean.of.square=c(round(MSR,4),round(MSE,4),"-

"),Fhitung=c(round(Fhitung,4),"-","-"),p.value=c(p.valueF,"-","-

"),keputusan=c(keputusan.1,"-","-")) 

  

inferensi=data.frame(beta=beta,standar.error=Se,t.hitung=thitung,p.value=

p.value,keputusan=keputusan) 

  hasil<-

list(ytopi=ytopi,beta=beta,tabel.anova=b,inferensi=inferensi,R.square=R.sq

uare) 

  return(hasil) 

} 

hitung(x,y,knot) 
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Lampiran 4. Nilai GCV Satu Titik Knot 

Titik Knot ke- K111 K211 K311 K121 K221 K321 GCV 

1 0,299 0,511 0,563 0,399 0,597 0,631 14,773 

2 0,299 0,522 0,563 0,399 0,630 0,981 14,784 

3 0,299 0,534 0,563 0,399 0,664 1,330 14,785 

4 0,299 0,546 0,563 0,399 0,697 1,680 14,792 

5 0,299 0,557 0,563 0,399 0,731 2,029 14,810 

6 0,299 0,569 0,563 0,399 0,765 2,379 14,810 

7 0,299 0,581 0,563 0,399 0,798 2,728 14,812 

8 0,299 0,593 0,563 0,399 0,832 3,078 14,814 

9 0,299 0,604 0,563 0,399 0,866 3,427 14,813 

10 0,299 0,616 0,563 0,399 0,899 3,777 14,558 

11 0,299 0,628 0,563 0,399 0,933 4,126 14,599 

12 0,299 0,639 0,563 0,399 0,966 4,476 14,614 

13 0,299 0,651 0,563 0,399 1,000 4,825 14,670 

14 0,299 0,663 0,563 0,399 1,034 5,175 14,731 

15 0,299 0,675 0,563 0,399 1,067 5,524 14,775 

16 0,299 0,686 0,563 0,399 1,101 5,874 14,807 

17 0,299 0,698 0,563 0,399 1,134 6,223 14,819 

18 0,299 0,710 0,563 0,399 1,168 6,573 14,816 

19 0,299 0,721 0,563 0,399 1,202 6,922 14,817 

20 0,311 0,522 0,597 0,411 0,630 0,981 14,829 

21 0,311 0,534 0,597 0,411 0,664 1,330 14,831 

22 0,311 0,546 0,597 0,411 0,697 1,680 14,838 

23 0,311 0,557 0,597 0,411 0,731 2,029 14,856 

24 0,311 0,569 0,597 0,411 0,765 2,379 14,856 

25 0,311 0,581 0,597 0,411 0,798 2,728 14,858 

26 0,311 0,593 0,597 0,411 0,832 3,078 14,859 

27 0,311 0,604 0,597 0,411 0,866 3,427 14,858 

28 0,311 0,616 0,597 0,411 0,899 3,777 14,603 

29 0,311 0,628 0,597 0,411 0,933 4,126 14,648 

30 0,311 0,639 0,597 0,411 0,966 4,476 14,704 

31 0,311 0,651 0,597 0,411 1,000 4,825 14,765 

32 0,311 0,663 0,597 0,411 1,034 5,175 14,810 

33 0,311 0,675 0,597 0,411 1,067 5,524 14,841 

34 0,311 0,686 0,597 0,411 1,101 5,874 14,854 

35 0,311 0,698 0,597 0,411 1,134 6,223 14,850 

36 0,311 0,710 0,597 0,411 1,168 6,573 14,852 

37 0,311 0,721 0,597 0,411 1,202 6,922 14,864 

38 0,322 0,534 0,630 0,422 0,664 1,330 14,866 

39 0,322 0,546 0,630 0,422 0,697 1,680 14,873 

40 0,322 0,557 0,630 0,422 0,731 2,029 14,892 
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Lampiran 4. Nilai GCV Satu Titik Knot (Lanjutan) 

Titik Knot ke- K111 K211 K311 K121 K221 K321 GCV 

41 0,322 0,569 0,630 0,422 0,765 2,379 14,892 

42 0,322 0,581 0,630 0,422 0,798 2,728 14,894 

43 0,322 0,593 0,630 0,422 0,832 3,078 14,895 

44 0,322 0,604 0,630 0,422 0,866 3,427 14,894 

45 0,322 0,616 0,630 0,422 0,899 3,777 14,639 

46 0,322 0,628 0,630 0,422 0,933 4,126 14,726 

47 0,322 0,639 0,630 0,422 0,966 4,476 14,788 

48 0,322 0,651 0,630 0,422 1,000 4,825 14,833 

49 0,322 0,663 0,630 0,422 1,034 5,175 14,864 

50 0,322 0,675 0,630 0,422 1,067 5,524 14,876 

51 0,322 0,686 0,630 0,422 1,101 5,874 14,872 

52 0,322 0,698 0,630 0,422 1,134 6,223 14,873 

53 0,322 0,710 0,630 0,422 1,168 6,573 14,886 

54 0,322 0,721 0,630 0,422 1,202 6,922 14,888 

55 0,334 0,546 0,664 0,434 0,697 1,680 14,896 

56 0,334 0,557 0,664 0,434 0,731 2,029 14,915 

57 0,334 0,569 0,664 0,434 0,765 2,379 14,916 

58 0,334 0,581 0,664 0,434 0,798 2,728 14,918 

59 0,334 0,593 0,664 0,434 0,832 3,078 14,918 

60 0,334 0,604 0,664 0,434 0,866 3,427 14,917 

61 0,334 0,616 0,664 0,434 0,899 3,777 14,662 

62 0,334 0,628 0,664 0,434 0,933 4,126 14,785 

63 0,334 0,639 0,664 0,434 0,966 4,476 14,831 

64 0,334 0,651 0,664 0,434 1,000 4,825 14,860 

65 0,334 0,663 0,664 0,434 1,034 5,175 14,872 

66 0,334 0,675 0,664 0,434 1,067 5,524 14,867 

67 0,334 0,686 0,664 0,434 1,101 5,874 14,868 

68 0,334 0,698 0,664 0,434 1,134 6,223 14,882 

69 0,334 0,710 0,664 0,434 1,168 6,573 14,884 

70 0,334 0,721 0,664 0,434 1,202 6,922 14,891 

71 0,346 0,557 0,697 0,446 0,731 2,029 14,911 

72 0,346 0,569 0,697 0,446 0,765 2,379 14,913 

73 0,346 0,581 0,697 0,446 0,798 2,728 14,914 

74 0,346 0,593 0,697 0,446 0,832 3,078 14,915 

75 0,346 0,604 0,697 0,446 0,866 3,427 14,913 

76 0,346 0,616 0,697 0,446 0,899 3,777 14,659 

77 0,346 0,628 0,697 0,446 0,933 4,126 14,821 

78 0,346 0,639 0,697 0,446 0,966 4,476 14,849 

79 0,346 0,651 0,697 0,446 1,000 4,825 14,860 

80 0,346 0,663 0,697 0,446 1,034 5,175 14,854 

81 0,346 0,675 0,697 0,446 1,067 5,524 14,855 
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Lampiran 4. Nilai GCV Satu Titik Knot (Lanjutan) 

Titik Knot ke- K111 K211 K311 K121 K221 K321 GCV 

82 0,346 0,686 0,697 0,446 1,101 5,874 14,870 

83 0,346 0,698 0,697 0,446 1,134 6,223 14,871 

84 0,346 0,710 0,697 0,446 1,168 6,573 14,879 

85 0,346 0,721 0,697 0,446 1,202 6,922 14,900 

86 0,357 0,569 0,731 0,457 0,765 2,379 14,902 

87 0,357 0,581 0,731 0,457 0,798 2,728 14,904 

88 0,357 0,593 0,731 0,457 0,832 3,078 14,903 

89 0,357 0,604 0,731 0,457 0,866 3,427 14,902 

90 0,357 0,616 0,731 0,457 0,899 3,777 14,648 

91 0,357 0,628 0,731 0,457 0,933 4,126 14,827 

92 0,357 0,639 0,731 0,457 0,966 4,476 14,837 

93 0,357 0,651 0,731 0,457 1,000 4,825 14,831 

94 0,357 0,663 0,731 0,457 1,034 5,175 14,832 

95 0,357 0,675 0,731 0,457 1,067 5,524 14,847 

96 0,357 0,686 0,731 0,457 1,101 5,874 14,849 

97 0,357 0,698 0,731 0,457 1,134 6,223 14,857 

98 0,357 0,710 0,731 0,457 1,168 6,573 14,877 

99 0,357 0,721 0,731 0,457 1,202 6,922 14,880 

100 0,369 0,581 0,765 0,469 0,798 2,728 14,881 

101 0,369 0,593 0,765 0,469 0,832 3,078 14,880 

102 0,369 0,604 0,765 0,469 0,866 3,427 14,879 

103 0,369 0,616 0,765 0,469 0,899 3,777 14,625 

104 0,369 0,628 0,765 0,469 0,933 4,126 14,813 

105 0,369 0,639 0,765 0,469 0,966 4,476 14,807 

106 0,369 0,651 0,765 0,469 1,000 4,825 14,808 

107 0,369 0,663 0,765 0,469 1,034 5,175 14,823 

108 0,369 0,675 0,765 0,469 1,067 5,524 14,825 

109 0,369 0,686 0,765 0,469 1,101 5,874 14,833 

110 0,369 0,698 0,765 0,469 1,134 6,223 14,854 

111 0,369 0,710 0,765 0,469 1,168 6,573 14,856 

112 0,369 0,721 0,765 0,469 1,202 6,922 14,857 

113 0,381 0,593 0,798 0,481 0,832 3,078 14,857 

114 0,381 0,604 0,798 0,481 0,866 3,427 14,856 

115 0,381 0,616 0,798 0,481 0,899 3,777 14,602 

116 0,381 0,628 0,798 0,481 0,933 4,126 14,792 

117 0,381 0,639 0,798 0,481 0,966 4,476 14,794 

118 0,381 0,651 0,798 0,481 1,000 4,825 14,810 

119 0,381 0,663 0,798 0,481 1,034 5,175 14,812 

120 0,381 0,675 0,798 0,481 1,067 5,524 14,820 

121 0,381 0,686 0,798 0,481 1,101 5,874 14,841 

122 0,381 0,698 0,798 0,481 1,134 6,223 14,844 
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Lampiran 4. Nilai GCV Satu Titik Knot (Lanjutan) 

Titik Knot ke- K111 K211 K311 K121 K221 K321 GCV 

123 0,381 0,710 0,798 0,481 1,168 6,573 14,845 

124 0,381 0,721 0,798 0,481 1,202 6,922 14,845 

125 0,393 0,604 0,832 0,493 0,866 3,427 14,844 

126 0,393 0,616 0,832 0,493 0,899 3,777 14,591 

127 0,393 0,628 0,832 0,493 0,933 4,126 14,801 

128 0,393 0,639 0,832 0,493 0,966 4,476 14,817 

129 0,393 0,651 0,832 0,493 1,000 4,825 14,819 

130 0,393 0,663 0,832 0,493 1,034 5,175 14,827 

131 0,393 0,675 0,832 0,493 1,067 5,524 14,848 

132 0,393 0,686 0,832 0,493 1,101 5,874 14,851 

133 0,393 0,698 0,832 0,493 1,134 6,223 14,852 

134 0,393 0,710 0,832 0,493 1,168 6,573 14,852 

135 0,393 0,721 0,832 0,493 1,202 6,922 14,850 

136 0,404 0,616 0,866 0,504 0,899 3,777 14,597 

137 0,404 0,628 0,866 0,504 0,933 4,126 14,845 

138 0,404 0,639 0,866 0,504 0,966 4,476 14,847 

139 0,404 0,651 0,866 0,504 1,000 4,825 14,855 

140 0,404 0,663 0,866 0,504 1,034 5,175 14,876 

141 0,404 0,675 0,866 0,504 1,067 5,524 14,879 

142 0,404 0,686 0,866 0,504 1,101 5,874 14,880 

143 0,404 0,698 0,866 0,504 1,134 6,223 14,880 

144 0,404 0,710 0,866 0,504 1,168 6,573 14,879 

145 0,404 0,721 0,866 0,504 1,202 6,922 14,625 

146 0,416 0,628 0,899 0,516 0,933 4,126 14,812 

147 0,416 0,639 0,899 0,516 0,966 4,476 14,820 

148 0,416 0,651 0,899 0,516 1,000 4,825 14,841 

149 0,416 0,663 0,899 0,516 1,034 5,175 14,844 

150 0,416 0,675 0,899 0,516 1,067 5,524 14,845 

151 0,416 0,686 0,899 0,516 1,101 5,874 14,845 

152 0,416 0,698 0,899 0,516 1,134 6,223 14,844 

153 0,416 0,710 0,899 0,516 1,168 6,573 14,591 

154 0,416 0,721 0,899 0,516 1,202 6,922 14,829 

155 0,428 0,639 0,933 0,528 0,966 4,476 14,850 

156 0,428 0,651 0,933 0,528 1,000 4,825 14,854 

157 0,428 0,663 0,933 0,528 1,034 5,175 14,854 

158 0,428 0,675 0,933 0,528 1,067 5,524 14,854 

159 0,428 0,686 0,933 0,528 1,101 5,874 14,853 

160 0,428 0,698 0,933 0,528 1,134 6,223 14,601 

161 0,428 0,710 0,933 0,528 1,168 6,573 14,866 

162 0,428 0,721 0,933 0,528 1,202 6,922 14,869 

163 0,439 0,651 0,966 0,539 1,000 4,825 14,870 
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Lampiran 4. Nilai GCV Satu Titik Knot (Lanjutan) 

Titik Knot ke- K111 K211 K311 K121 K221 K321 GCV 

164 0,439 0,663 0,966 0,539 1,034 5,175 14,869 

165 0,439 0,675 0,966 0,539 1,067 5,524 14,868 

166 0,439 0,686 0,966 0,539 1,101 5,874 14,616 

167 0,439 0,698 0,966 0,539 1,134 6,223 14,865 

168 0,439 0,710 0,966 0,539 1,168 6,573 14,865 

169 0,439 0,721 0,966 0,539 1,202 6,922 14,865 

170 0,451 0,663 1,000 0,551 1,034 5,175 14,864 

171 0,451 0,675 1,000 0,551 1,067 5,524 14,612 

172 0,451 0,686 1,000 0,551 1,101 5,874 14,856 

173 0,451 0,698 1,000 0,551 1,134 6,223 14,856 

174 0,451 0,710 1,000 0,551 1,168 6,573 14,855 

175 0,451 0,721 1,000 0,551 1,202 6,922 14,603 

176 0,463 0,675 1,034 0,563 1,067 5,524 14,842 

177 0,463 0,686 1,034 0,563 1,101 5,874 14,841 

178 0,463 0,698 1,034 0,563 1,134 6,223 14,590 

179 0,463 0,710 1,034 0,563 1,168 6,573 14,837 

180 0,463 0,721 1,034 0,563 1,202 6,922 14,585 

181 0,475 0,686 1,067 0,575 1,101 5,874 14,593 
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