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ABSTRAK

Bintang boson merupakan objek matematis yang muncul ketika medan skalar
kompleks terkopel dengan gravitasi. Limit medan lemah sistem Einstein-Klein-
Gordon akan tereduksi menjadi sistem Poisson-Schrodinger. Sistem ini terdiri atas
dua persamaan yaitu persamaan poisson yang menggambarkan potensial gravitasi
Newton dan persamaan Schrodinger yang menggambarkan medan skalar. Tesis ini
bertujuan untuk mendapatkan solusi bintang boson Newtonian dalam limit medan
lemah serta limit kopling besar beserta parameter-parameter fisisnya. Dengan
menggunakan pendekatan tersebut maka akan diapatkan parameter-parameter fisis
bintang boson Newtonian. Dalam tesis ini didapatkan bahwa massa maksimum
bintang boson Newtonian beberapa kali lebih besar dibandingkan pendekatan
relativistic. Model bintang boson Newtonian dalam 4 dimensi dapat pula diperluas
dalam D dimensi.
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Bintang boson adalah jenis objek matematis dalam relativitas umum yang
dihasilkan ketika medan skalar kompleks terkopel dengan gravitasi. walaupun
dapat didefinisikan dengan singkat, namun dinamika bintang boson sangat tidak
sederhana jika dipandang dari sudut pandang matematis. Bintang boson juga dapat
dianggap sebagai analogi dari bintang fermion, yang merupakan jenis bintang yang
kita kenal selama ini seperti matahari, bintang katai putih, dan bintang neutron.
Bintang boson seringkali menunjukkan perilaku yang menarik yang layak untuk
dipelajari lebih lanjut. Namun, bagaimanapun juga harus dicatat bahwa bintang
boson adalah murni konstruksi matematis, sedangkan pertanyaan mengenai
eksistensi fisisnya masih belum terjawab hingga kini. Tetapi, bahkan jika bintang
boson tidak eksis di alam, maka akan tetap memberikan peranan penting sebagai
model sederhana dari benda kompak [1].

Sebagai objek astronomi, bintang boson, jika memang benar ada, maka
haruslah tersusun dari jenis partikel boson yang stabil. Salah satu yang diusulkan
adalah axion, yang juga masih merupakan partikel hipotesis [15]. Selain itu, bintang
boson juga telah diajukan sebagai salah satu kandidat penyusun materi gelap di
alam semesta [14].

Hingga saat ini, masih belum ada tanda-tanda yang menunjukkan bukti
keberadaan bintang boson. Namun jika jika jenis bintang ini ada, maka salah satu
cara mendeteksinya adalah melalui gelombang gravitasi [16]. Dengan mendeteksi
gelombang gravitasi dari pasangan bintang boson yang saling berotasi, maka
diharapkan akan didapatkan bukti keberadaan bintang boson. Hal ini mirip seperti
yang dilakukan ketika para ilmuwan mendeteksi gelombang gravitasi dari dua
lubang hitam yang saling berotasi menggunakan LIGO (Laser Interferometer
Gravitational-Wave Observatory).

Asal mula teori mengenai bintang boson dapat ditelusuri hingga tahun 1950.

Yaitu ketika fisikawan John Wheeler menkonstruksi objek mirip partikel dengan



menggandengkan  medan  elektromagnetik  dengan  gravitasi.  Dalam
mengerjakannya, Wheeler berhasil menghasilkan solusi yang dia namakan geons.
Sayangnya, solusi ini ternyata tidak stabil. Walaupun demikian, penelitian tersebut
telah membentuk dasar untuk formulasi boson star yang dibuat oleh Kaup , dimana
medan elektromagnetik diganti dengan medan skalar kompleks [17]. Ide Kaup telah
mengalami banyak penambahan sejak pertama kali diusulkan, dan hasilnya adalah
bermacam-macam bintang boson. Ada varian yang sangat banyak dari bintang
boson, yang terentang dari bintang boson bermuatan, dimana medan kompleks
digandengkan dengan medan elektromagnetik, hingga bintang boson Newtonian,
dimana menggunakan gravitasi Newton dibandingkan relativitas umum. Beberapa
bintang boson menunjukkan perilaku yang mirip dengan soliton, dimana dua
bintang bososn yang bergerak saling berlawanan arah dapat bertabrakan, dan
berinteraksi dengan cara yang non linear, dan kemudian mengembalikan bentuk
awalnya setelah proses tumbukan [1]

Pada tahun 1986, colpi, shapiro dan wasserman [12] menunjukkan bahwa
jika persamaan rapat lagrangian medan skalar ditambahkan suku potensial
interaksi, lalu dengan memilih konstanta kopling yang sesuai, maka dapat diperoleh
bintang boson dengan massa yang dapat diperbandingkan dengan bintang neutron.
khususnya untuk kasus potensial dengan bentuk A|¢|*, dan untuk nilai konstanta
kopling tak berdimensi, A = Ahc/4mGm?, yang cukup, maka didapatkan bahwa
solusi statisnya berubah signifikan jika dibandingkan dengan solusi bintang boson
dengan A= 0. seperti yang telah didemonstrasikan bahwa ketika A — oo maka massa
maksimum bintang boson akan mempunyai kebergantungan dengan skala yang
sama pada massa partikel m, seperti pada bintang fermion. hasil ini membangkitkan
kembali ketertarikan pada implikasi astrofisis dari bintang boson, termasuk
kemungkinan bahwa bitang boson adalah penyusun, atau paling tidak bagian dari
materi gelap di alam semesta. [3]

Namun untuk mendapatkan solusi bintang boson yang bersifat relativistik,
terutama untuk solusi rotasi dan simetri aksial dibutuhkan proses komputasi yang
sangat rumit. Sehingga, kiranya perlu juga untuk memeriksa perilaku bintang boson
dalam limit medan lemah serta beberapa parameter-parameter fisisnya. Oleh karena

itu dalam tesis ini akan dikaji bintang boson dengan pendekatan yang lebih



sederhana, yaitu dengan meninjau bintang boson yang bersimetri bola, tidak
berotasi, dan didekati dengan limit medan lemah. Kemudian akan didapatkan

parameter-parameter fisis serta hubungan antara parameter-parameter tersebut.

1.2 Rumusan Masalah
Rumusan masalah dalam thesis ini adalah bagaimana perilaku dan

parameter-parameter fisis bintang boson dalam limit medan lemah.

1.3 Batasan Masalah
Permasalahan dalam penelitian ini dibatasi pada bintang boson Newtonian

dengan metode analitik menggunakan approksimasi limit medan lemabh.

1.4 Tujuan Penelitian
Tujuan penelitian ini adalah:
1. Mendapatkan solusi bintang boson dalam aproksimasi Newtonian
menggunakan limit medan lemah
2. Menentukan parameter-parameter fisis bintang boson Newtonian dalam

limit medan lemah
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BAB 2
TEORI MEDAN SKALAR

2.1 Medan Skalar
Lagrangian dari suatu sistem menggambarkan perubahan dari dinamika
sistem tersebut. Dalam mekanika klasik, sistem partikel didefinisikan oleh sebuah
koordinat umum sedangkan lagrangianya adalah fungsi differensial koordiant
umum terhadap waktu. Rapat lagrangian medan skalar kompleks klasik diberikan
oleh:
L=L(D,d,0,P,0,P), (2.1)

dengan ®* merupakan kompleks konjugat dan

P (2.2)
Wu® = oxw

turunan pertama medan skalar terhadap koordinat dx*. Aksi medan skalar adalah:

S = f d*xL, (2.3)
untuk memperoleh persamaan dinamika dari medan scalar, diterapkan prinsip variasi
pada aksi S

éS = f d*x8L, (2.4)
persamaan (2.4) dapat diselesaikan dengan menyelesaikan suku 6L terlebih dahulu
yaitu

6£—6L6d>+a£6<1>*+ 60, + g 60,0" 2.5

- 0D b (9, @) * 99,0 (2.5)
selanjutnya suku 69, ® dapat diuraikan menjadi:

50,® — 9,(® + 6P) — 9,P = 9,50, (2.6)

hal yang sama juga diterapkan pada suku 69, ®*. Subtitusikan kembali ke persamaan
(2.5), menjadi



sc=L 60+ 50+ 955 50 4 —2F ———9,60",
T o a(a”cb) g 3(9,®") * (2.7)

bagi suku ketiga dari persamaan (2.5) dapat dituliskan menjadi

oL ——— 9,00 = a( oL 5c1>> (a a—£>6¢ 2
a(9,®) * 9(9,P) “a(a,®)) (28)

subtitusikan kedua bentuk tersebut kembali ke persamaan (2.6) dan dengan penataan
ulang, diperoleh:

6L = <6L %) 6—L>6¢+<6L - 6(\/_11)) 6P*

b *0(9,P) 30"~ % 30,07

d oL oY) d —aL odb*
* <a(a ) >+”<a(au¢*) >

(2.9)

subtitusikan kembali bentuk 6 £ ke persamaan (2.4) memberikan:

oS = fd“ ——6 oL od
“a(aﬂop)
+fd4 oL d 6_13 Xl 2.10
x od* Ila(aﬂq)*) ( )

+fd4a L e +fd4a _ 9L s
*u\a(a,®) *u\a(@,n ’

Dua suku terakhir pada persamaan (2.7) merupakan teorema divergensi Gauss

dalam 4 dimensi dan dapat diganti menjadi integral permukaan. Akan tetapi, karena
6 bernilai nol pada permukaan. maka didapatkan dua suku tearakhir bernilai nol.
Agar aksi S stasioner, maka variasi aksi 6S harus bernilai nol
8§ =0, (2.11)

dari persamaan (2.7), supaya variasi aksi 6S bernilai nol, maka suku yang di dalam
kurung harus bernilai nol karena variasi medan 6 di dalam volume tidak bernilai nol.

Dengan demikian dipenuhi oleh



0L 0L

% - au m = 0, (212)

dan untuk kompleks konjugatnya

oL . oL .
0o *o9(a,0)

(2.13)

2.2 Teorema Noether

Dalam teori medan, jika rapat lagrangian suatu medan simetri terhadap
transformasi global U(1), akan terdapat kuantitas yang kekal dalam medan tersebut.
Hal ini pertama kali dikemukakan oleh matematikawan Jerman yaitu Emmy
Noether. Pengetahuan akan suatu kuantitas yang kekal sangat penting terutama
dalam kasus yang rapat lagrangiannya tidak dapat ditentukan. Dalam kasus ini rapat
lagrangian ditentukan secara terbalik dari kuantitas yang kekal tersebut.

Untuk menurunkan teorema Noether, pertama-tama ditinjau terlebih dahulu
transformasi dari sistem koordinat

xt - x'* = xt - xH, (2.14)

transformasi sistem koordinat tersebut mengakibatkan persamaan medan juga
bertransformasi:
D(x) » D' (x') = d(x) - 6P (x), (2.15)

perubahan aksi akibat transformasi tersebut ialah:
55=S5"-5 (2.16)

= | d’x'L(®’,9,9') - f dPxL(®,8,9),
Qr Qr

dengan Q' merupakan transformasi dari Q dibawah transformasi sistem koordinat.
Pada integral pertama, indeks x’ merupakan sebuah indeks dummy, jadi dapat

diganti dengan x dan persamaan tersebut menjadi:



§S =] dPxc(®’,9,9) - f dPxL(®,9,P),
o v (2.17)

= j dPx[L(®’,0,0") — £(P,8,P)] + f dPxL(®’,9,9"),
Qr —Q
suku terakhir merupakan integral melalui perubahan volume yang sangat kecil Q" —
Q. Dengan menggunakan teorema Gauss dan menggantikan suku @' dengan &, maka

suku terakhir tersebut dapat dituliskan sebagai
J dPxL(®’,0,9') = J dDa,l((Sx’lL(CD’,au(D’)), (2.18)
Q'-Q Q

sampai disini harus didefinisikan variasi untuk nilai x yang tetap dan hanya merubah
fungsi itu sendiri. Misalkan sebuah fungsi f (x) yang bertransformasi menjadi f”(x).
Hal yang diperhatikan ialah penggunaan tanda aksen (‘) menyatakan fungsi setelah
bertransformasi, bukan menyatakan sebuah turunan. Transformasi diatas dituliskan

sebagai

5f(x) = f(x) — fF(x) (2.19)
=[f(x) -] - [f () - ()]
= 8f(x) - 9, f(0)8x™,

dimana § merupakan simbol variasi dengan menjaga x tetap.
Identitas pada persamaan (2.19) membuat integran pada persamaan (2.17)

dapat dituliskan dalam bentuk yang lebih sederhana
L£(d',9,9") — L(®,9,9) = b2, (2.20)

dengan menggunakan identitas pada persamaan Euler-Lagrange, maka persamaan

ini dapat dituliskan menjadi

5L=20 a—LSq) 2.21
- “(a(aﬂ) ) 220



kemudian dengan mensubtitusikan kembali persamaan ini dan persamaan (2.18) ke

persamaan (2.17), maka diperoleh

5S = fﬂ dPd), <a 0.9) 5c1>> - fn dPa, (5x’1L(CI>’, aﬂcp')) (2.22)

selanjutnya suku 6® dijabarkan dengan persamaan (2.19), sehingga memberikan
5® = 6b — 9, P5xY, (2.23)

selanjutnya subtitusikan kembali ke persamaan (2.22), diperoleh

L
0S = f dDaﬂ <— (6D — 9,P6xY) + L6x”> (2.24)
Q a(auq))

—f 020, (2550 — 25 5,5 + L5xH
o MN0(00) T 9(3,0)

—f a29, (=25 50 -~ 5, 05x0 + givcox
“ o C "\ 00,0)°" " a(a,@) " g =0% )

penulisan ini melanggar aturan konvensi Einstein. Sehingga persamaan ini

dituliskan dengan bentuk yang lain yaitu

ss—f 20, (=25 s — (=2 5.0 + g=r ) 6x (2.25)
o *\0(0,9) 03, 2) " 9 ’ |

oL
= f dDau <— 0P — T““6xv>,
Q O(GMCI))



dengan T*Y
(2.26)

TH = (_az: 9, ® + g””L>,
2(a,®) "’

adalah tensor energi momentum dari medan skalar. Sekarang dapat didefinisikan

sebuah arus yaitu

oL :
jt = ——=<06D + THdx, (227)
2(9,)
oL
= ——06D + KH,
2(9,9)
sehingga variasi aksi 6S dapat dituliskan menjadi lebih sederhana yaitu
(2.28)

88 = f dPa, j*,
Q

hasil ini memberikan bahwa bila suatu teori simetri terhadap transformasi (6S =
0), maka aka nada suatu kuantitas yang kekal. Ruas kanan persamaan menjadi

9 j* =0, (2.29)
sehingga rapat arus j* harus konstan (kekal) untuk memenuhi kasus diatas. Hasil ini
yang disebut sebagai teorema Noether dan arus yang kekal dalam kasus ini disebut
arus Noether.

Untuk medan skalar kompleks, rapat arus Noether dapat dihitung dengan

memvariasi medannya, §®. Sehingga rapat arusnya

j* = L 5 +—2k 5D, (2.30)
2(9,P) a(9,®*)
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Untuk mendapatkan total muatan, komponen waktu rapat arus diintegrasi

terhadap keseluruhan ruang

. 2.31)
Q= f joav, (

2.3 Metrik Ruang-Waktu
Metrik ruang-waktu yang digunakan dalam pembahasan di sini adalah
metrik dengan konfigurasi simetrik bola. Untuk 4 dimensi, digunakan koordinat

{t,r, 0, p} dan elemen garisnya dituliskan sebagai
ds? = dt? —dr? —r2d6? — r?sin? 6d ¢?, (2.32)
Selanjutnya untuk mempermudah penulisan digunakan koordinat umum

dari {¢,7, 8, ¢} menjadi {x°, x1, x2, x3}, sehingga elemen garis ruang-waktu pada

persamaan 2.23 dapat disederhanakan menjadi

ds* = g, dxtdxY, (2.33)
dengan
-1 0 0 0
o 1 o0 0
g,uv - 0 0 TZ 0 (234)
0 0 0 7r2%sin%0

Pada ruang waktu 5 dimensi, akan diperkenalkan satu koordinat baru yaitu
@,, sehingga sistem koordinat terdiri dari {t,, 6, ¢4, ¢, }. Bila dituliskan dalam
koordinat umum menjadi {x°, x, x2, x3, x*}. Elemen garis dari ruang-waktu 5

dimensi ini ialah

ds? = —dt? + dr? + r2d6? + r? cos 82 dg3 + r? sin? 8d ¢?, (2.35)

dari elemen garis ini, maka dapat diperoleh tensor metrik ruang-waktunya ialah
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-1 0 0 0 0
0O 1 O 0 0
Juv = 0 0 72 0 0
\ 0 0 0 r2cosf? 0 / (2.36)
0 0 0 0 r2sin2 6

selanjutnya didefinisikan g adalah determinan dari tensor metrik g,,,,, yaitu

g = det(g,w), (2.37)
variasi dari ,/—g adalah
d\/—g
g =< 2.38
6+/—9g g og (2.38)
_11
_2 = g,

Untuk mencari variasi dari ./ —g maka variasi dari determinan tensor metrik

&g harus diketahui. Untuk menghitung ,/—g, langkah pertama ialah dengan

menggunakan identitas dari logaritma sebuah matrik, yaitu
In(det(4)) = tr(In(4)), (2.39)

dengan A merupakan matrik persegi dan tidak berupa matrik singular. Jika diambil

turunan pada persamaan 2.39, maka diperoleh

8(det(4)) B
~detd) = tr(A~1 x 8A), (2.40)

dengan menggunakan persamaan ini, nilai dari ./ —g dapat dihitung dengan

mengganti matrik A dengan tensor metrik g,,,, disubtitusikan, maka diperoleh

12



8\—g = _Jr—-gg V89
NEY
= Tg#vcgguw

bila tensor metrik dikalikan dengan inversnya, maka

guwg"’ =1,

dengan | merupakan sebuah matrik identitas. Jika diambil variasinya

899"’ =481 =0,
ruas kiri dapat diuraikan menjadi
59;11/9!“/ = 5(9;11/9!“/ + guv(Sng =0,

bawa kembali hasil ini ke persamaan 2.43 diperoleh

89uwg"’ + 99"’ =0,

atau

6guvglw = 9;w5g‘“’,
dari persamaan ini dan persamaan 2.46 didapatkan
69 = —99,v69"",

subtitusikan persamaan ini ke persamaan 2.41 diperoleh

-9
5\/__ = \/_ Iuv bg v,

2
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(2.41)
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(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)
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BAB 3
BINTANG BOSON DALAM 4 DAN 5 DIMENSI

Dalam bab ini akan dikonstruksi kembali bintang boson statik stasioner
dalam 4 dan 5 dimensi dengan pendekatan yang bersifat relativistik. Bentuk
potensial yang akan digunakan adalah U(|¢|) = m?|®|? + A|®|*. Kemudian akan
ditunjukkan bentuk eksplisit lagrangiannya serta komponen-komponen tensor energi

momentumnya.

3.1 Bintang Boson Statik Stasioner Simetri Bola Berdimensi 4
Rapat lagrangian bagi bintang boson yang terkopel dengan gravitasi

Einstein diberikan oleh

1
_ = 2 2|2 4 31
L= 9[167TGR+|6(D| m?|®|? + 1| ®|*|, (3.1)

dengan A|¢|* merupakan potensial interaksi, sedangkan R adalah scalar Ricci. Dan

konstantam, A > 0. Suku medan skalar |0¢|? dapat juga dituliskan dengan

1
lo®|? = EgﬂV(avcp*a,lcp + 9,"0,P), (3.2)

Aksi Einstein Hilbert dapat dituliskan sebagai

1
4 _ 2 _ m2|p|? 4 3.3
S—fd x ./ 9[16 R + |00| m*|®|* + 1| D| ], (3.3)

Ditinjau bintang boson bersimetri bola dan tak berotasi, sehingga ansatz

yang digunakan adalah
o(t,1,6,90) = ¢p(t,7) exp(iowt), (3.4)

dimana kompleks konjugatnya
@ (t,7,0,9) = $p(t,r)exp —(iwt), (3.5)
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kemudian dengan mensubtitusikan ansatz diatas kedalam persamaan rapat

lagrangian, maka akan didapatkan bentuk eksplisit lagrangian

- 2 _ 2 2 4 36
L=— [16 GR+|6CI>| | |2 + 2| D] ] (3.6)

L= [ R+ 0707 — (0,0 = =5 00 - (0,9)°

161G r2sin20

(3.7)
— m2|D|2 +A|c1>|4],

karena ¢ merupakan fungsi dari w dan r saja, maka suku-suku yang merupakan turunan ¢

terhadap w dan r lenyap. Sehingga bentuk eksplisit rapat lagrangiannya menjadi

_ 2 2142 4 38
L= = [16 SR+ 0292 = (3,0)> — (I + AI|* (3.8)

selanjutnya dicari komponen-komponen tensor energi momentumnya dengan

menggunakan persamaan

oL

T = _gllv[’ Zaguv‘

(3.9)

dengan mensubtitusikan ansatz dan komponen tensor metriknya maka akan didapatkan

bentuk tensor energi momentumnya

1 af * *
T = —Gu [Eg (0,P7 03P + 9pD*0,P) + U(ICIDI)] 310

+ (0,99, + 8,979, P),

dengan menggunakan persamaan diatas Kita dapat mengetahui komponen tensor energi

momentum yang tidak nol, yaitu:

Too = w?¢? + (0,¢)* — U(lg)), (3.11)
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Ti1 = w?¢p?+ (0,¢)* — U9, (3.12)
Ty = 1%(w?¢? = (3,4)* = U(lpD), (3.13)
Tss = r2sin? 0 (w?¢? — (8,¢)% — U(|$])), (3.14)
dimana U(|¢]) = m?|®|* + A|®|*.

3.2 Bintang Boson Statik Stasioner Simetri Bola Berdimensi 5
Bintang boson dapat dibangun dari medan skalar yang memiliki rapat

lagrangian

- 2 2 2 4 315
L=/— [16 GR+|6d>| — m2|D| +/1|c1>|], (3.15)

Dimana A|¢|* merupakan potensial interaksi.

Suku medan skalar |d¢|? dapat juga dituliskan dengan

1
|0®|? = ng(avcb*aucb + 0,09, ®), (3.16)

dimana bentuk aksinya adalah

S = j d4x,/ [HR + |6CD|2 2|q)|2 +A|(D|4], (317)

Ditinjau bintang boson bersimetri bola dan tak berotasi, sehingga ansatz
yang digunakan adalah

d(t,1,0,,0,,¢9) = p(t,r) exp(iwt), (3.18)

dimana kompleks konjugatnya
d*(t, 1,604,605, ¢) = p(t,r)exp —(iwt), (3.19)
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kemudian dengan mensubtitusikan ansatz diatas kedalam persamaan rapat

lagrangian, maka akan didapatkan bentuk eksplisit lagrangian

L 2 _ 2|2 4 3.20
L=— [16 GR+|6CI>| || +/1|cb|], (3.20)

L=-g mR + w?¢? — (0,-¢)? _riz(agl¢)2 -

. (3.21)
rzsmze ( 92¢) coszea‘p¢ a m2|¢|2 + A|¢|4]'

karena ¢ merupakan fungsi dari w dan r saja, maka suku-suku yang merupakan turunan ¢

terhadap w dan r lenyap. Sehingga bentuk eksplisit rapat lagrangiannya menjadi

1
L= g o R+ 0?97 — 0,0) - |0l + Ao, (3.22)

Selanjutnya dicari komponen-komponen tensor energi momentumnya dengan

menggunakan persamaan

oL
T = =9k =23 (3.23)

dengan mensubtitusikan ansatz dan komponen tensor metriknya maka akan didapatkan

bentuk tensor energi momentumnya

1 af * *
Ty = —Guv [E_g (0,P* 03P + 9pP*9,P) + U(ICDI)] (320

+ (9,970, ® + 0,09, D),

dengan menggunakan persamaan diatas Kita dapat mengetahui komponen tensor energi

momentum yang tidak nol, yaitu:

Too = w?¢? + (0,$)* — U(lgD), (3.25)
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Ti; = w?@? + (0,¢)* — U(lp)),

Ty, = Tz(w2¢2 - (0r¢)2 - U(|¢D),

Ts3 = 12sin? 0 (w?¢? — (3,¢)% — U(I9D),

Tpq = 12052 0 (w?®? — (3,@)2 + U(|D])),

dimana U(|¢|) = m?|®|? + A|D|*.
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BAB 4
LIMIT MEDAN LEMAH

Dalam bagian ini akan ditinjau limit medan lemah dalam sistem Einstein-
Klein-Gordon (EKG) dari teori bintang boson. Dengan melakukan pendekatan limit
medan lemah maka sistem EKG akan dapat direduksi menjadi persamaan Poisson-
Schrodinger, dimana akan terdapat dua persamaan yaitu, persamaan Poisson yang
menggambarkan gravitasi Newton dan persamaan Schrodinger yang
menggambarkan medan skalar. Kedua persamaan inilah yang merepresentasikan

bintang boson Newtonian.

Tinjau sebuah sistem boson boson skalar yang memiliki gravitasi dan
interaksi diri serta bermassa m yang diatur oleh persamaan aksi medan berikut:

S=Jd4x\/—_gL
[ atxy=g [ /=5 g R IO = m2l012 — 5 2161

(4.1)

dimana d*x = dt d3x, G adalah konstanta gravitasi Newton, R adalah skalar Ricci,

X adalah konstanta kopling skalar tak berdimensi, dan [3¢|2 = g#*(9,$) (3, ).

Dengan prinsip variasi yang diterapkan pada aksi dalam persamaan (4.1),

maka akan didapatkan persamaan medan Einstein yaitu:

R 5 vR =8nGT,,, (4.2)

uv

dimana tensor energi momentum sistem tersebut diberikan oleh:

* * 1
T,uv = [aud) av¢ + avd) aud) - guv|a¢|2 - guvmzlad)lZ] - guv5/1|¢|4; (4-3)
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persamaan gerak untuk medan skalar kompleks ¢ diberikan oleh:
O¢ —m?¢p — A|Pp|?¢ = 0, (4.4)

dimanaog¢ = \/%g Oy (1 /—g g”"@vq’)) merupakan operator d’ Alembertian.

Limit Newtonian dapat diperoleh dengan mengasumsikan bahwa metrik
ruang-waktu berada dalam pendekatan medan lemah, yang dapat dituliskan
sebagai:

Joo = —(1 +2V), (4.5)

dan

J-9=1 (4.6)

dengan & adalah potensial gravitasi Newton.
Dengan mengasumsikan lebih jauh bahwa medan skalar kompleks memiliki
kebergantungan terhadap waktu yang bersifat harmonik, yang dinyatakan dalam

persamaan:

1 -
¢ =\/2——mll)(1‘, t)e M, (4.7

akan diperoleh memperoleh persamaan (non-linear) Schrodinger (lampiran B.2):

| i
= ==V + mep + = Iy, (4.8)

seperti limit Newtonian pada persamaan (4.4), dimana V2 merupakan Laplacian
dalam ruang datar dan dot menyatakan turunan terhadap waktu. Dalam limit ini,
persamaan Einstein akan tereduksi menjadi persamaan Poisson

V2V = 4nGm|y|?, (4.9)

Dengan menggunakan pendekatan Newtonian (Lampiran B) terhadap

Lagrangian dan Hamiltonian, didapatkan:
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1 ! 12
5= fdt @ [~ (V9)? + 1 — = VP2 — mVIl2 — o Iyl*], (4.00)

dimana (V¢)? = VV. VV dan symbol = mengindikasikan bahwa ada suku permukaan

yang diabaikan. Oleh karenanya, Hamiltonian sistem dapat dinyatakan menjadi:

1

— 1 11
AW = [ arae = [ar [%qu)z o VI mVIy 2 —gﬁw], (411)

disisi lain, jumlah partikel Newtonian dinyatakan oleh
N = f & )2, (4.12)

sebagai tambahan, dibutuhkan juga kondisi N = N, yaitu , kondisi dimana di dalam
sistem terdapat N' buah boson skalar. Selanjutnya ditinjau 6{H — u(N — N)} =0
yang merupakan persamaan untuk medan skalar dalam pendekatan medan rata-rata,
dimana u merupakan pengali Lagrange

Sekarang telah diperoleh dua persamaan yg terkopel untuk medan gravitasi

stasioner dan medan materi yaitu:

V2V = 4nGmly|?, (4.13)

1 A
=5 VA A mey + s [P = (4.14)

oleh karena itu, sistem akan tereduksi menjadi limit Newtonian pada sistem

Schrédinger-Poisson.
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BAB 5
SOLUSI STATIK STASIONER SIMETRI BOLA

Dalam bab ini akan diturunkan solusi statik stasioner dalam simetri bola dari
bintang boson dengan menggunakan pendekatan limit medan lemah serta limit
kopling besar. Dalam limit kopling besar, nilai konstanta kopling tak berdimensi A
akan dianggap sangat besar. Agar mempermudah perhitungan, maka akan dilakukan
juga proses rescalling terhadap beberapa kuantitas. Dengan pendekatan-pendekatan
tadi maka di akhir akan didapatkan persamaan diferensial linier yang akan dipecahkan
untuk mendapatkan parameter-parameter fisis bintang boson yaitu densitas

ternormalisasi, potensial gravitasi, massa, dan massa maksimum.

5.1 Solusi Statis Stasioner Simetri Bola Dalam 4 dimensi
Dalam sub bab ini akan ditinjau limit kopling besar, dimana diasumsikan

untuk kasus A > 1, dimana

A

= 5.1
8nGm?’ 1)
sebagai tambahan, diperkenalkan kuantitas-kuantitas berikut
= 5.2
h=—F"1, .
A (5.2)
4GA
= 5.3
1Y f —, (5.3)
_H
he=—, (5.4)

seperangkat persamaan tersebut dapat direduksi kedalam bentuk:
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V2V = 9|2, (5.5)

1 1
_ L2 Sy — 5.6
2Av,311+vw+2|tp| Y=Y, (5.6)

dimana V2 adalah Laplacian yang diskalakan dalam suku koordinat 7,

Dalam limit A — oo, persamaan (5.6) dapat direduksi lebih jauh menjadi:
1
v+ o |W12Y = u, W, (5.7)

interpretasi lebih jauh dapat dilakukan terhadap persamaan (5.7) dengan cara
sebagai berikut. Dalam wilayah diluar bintang boson, solusinya adalah ¥ = 0.
Dalam wilayah didalam bintang boson , yaitu, dalam daerah |¥| > 0, solusinya akan
dinyatakan dalam persamaan

1
V=u,— 5P (5.8)

dimana fungsi densitas ternormalisasi didefinisikan oleh
p =¥ (5.9)
perlu dicatat bahwa u, mengindikasikan bahwa nilai potensial gravitasi pada
permukaan bintang boson, dimana p = 0. Jika relasi (5.8) disubtitusikan kedalam
persamaan poisson (5.5), maka akan diperoleh persamaan diferensial linier
Vip +2p =0, (5.10)
yang mana valid dalam daerah di dalam bintang boson, sementara p = 0 diluar

bintang boson. Akibat persamaan (4.12), solusi persamaan linier (5.10) haruslah

dinormalisasi menjadi
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VA

4tGm?

f Pr.p(r), (5.11)

selanjutnya, ditinjau solusi simetri bola dari sistem. Kemudian, persamaan (5.10)

dapat ditulis kembali menjadi:

1 d?
r, dr2

(r.p) +2p =0, (5.12)

dimana r, = +/r..r.. solusi ternormalisasi untuk p(r,) secara analitik dapat dituliskan

menjadi
4mGm? N sin+/2r, r, < ﬂ/\/z
p(r.) = { VA V2n? zr. ( ) , (5.13)
0 (r. > n/\2)
Densitas
o(r)

2.x10721
15x10721 " — A=10

I A =100
102 A =500

i — A =1000
. 10_22? — A=5000

re

Gambar 5.1 Plot densitas ternormalisasi bintang boson terhadap jarak r, untuk
daerah r, < /+/2 dengan variasi A yang berbeda

Dari persamaan (5.13) dan gambar 5.1 terlihat bahwa densitas bintang boson
berbanding terbalik dengan konstanta kopling A. Dimana untuk jarak », yang sama,
semakin besar nilai konstanta kopling A maka nilai densitas p(r,) akan semakin kecil.
Sebaliknya jika nilai konstanta kopling A semakin kecil maka nilai densitas p (r,) akan

semakin besar.
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solusi untuk potensial gravitasi V(r,) dapat didapatkan melalui persamaan (5.12)
untuk r, < 7/+/2. Kita harus memilih nilai u, sehingga V(r,) cocok dengan potensial

Newton pada r, > m/v/2. Oleh karena itu kita mendapatkan

V2Gm2N 2nGm? N sin+2r,

VG) =] T V& VB VI VEn (r. <m/V2) (5.14)
* _ szN (r* > 7-[/\/2) ’
VA
Potensial Gravitasi
v(r.)
[ | | | | r*
05 70 15 2.0

i — A=10
~5.x10722 - A =100

f A =500
-1.x10721 - — A=1000

i — A =5000
-15x10721
_2.x10721 1

Gambar 5.2 Plot potensial gravitasi ternormalisasi bintang boson terhadap jarak r,
untuk daerah r, < 7/+/2 dengan variasi A yang berbeda

dari persamaan (5.14) dan gambar 5.1 terlihat bahwa potensial gravitasi bintang boson
berbanding terbalik dengan konstanta kopling A. Dimana untuk jarak r, yang sama,
semakin besar nilai konstanta kopling A maka nilai potensial gravitasi V(r,) akan
semakin kecil. Sebaliknya jika nilai konstanta kopling A semakin kecil maka nilai

potensial gravitasi V(r,) akan semakin besar.
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Potensial Gravitasi

V(rs)

3.x10722 ¢
2.5x10_22§ — A=10
2.x1o-22f A =100

i A =500
15x10722 "

[ — A =1000
1.x10_22: A =5000

5.x10723

15 20 25 30

Gambar 5.1 Plot potensial gravitasi ternormalisasi bintang boson terhadap jarak
untuk daerah , > 7/+/2 dengan variasi A yang berbeda

5.2 Massa dan Massa Maksimum Bintang Boson Dalam Dimensi 4

Energi Newtonian E dari sistem dalam limit kopling besar dapat dinyatakan

dari persamaan (4.11) sebagai

VA

E =
2nGm?

1 1
3 2 2 4 5.15
Jdr*[ 2"@*” |V|I| |4H| ’ ( )

dengan mensubtitusikan solusi dari persamaan (5.14) dan (5.8) kedalam persamaan
(5.15) maka akan diperoleh

2nGm?

e fuo

= 2n6m?

VA 1 1
= 3 _ _ 52
£ fdr* [2pv 4’)]

(5.16)
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massa bintang boson diberikan oleh

M =Nm+E, (5.17)

setelah mensubtitusi solusi (5.14) kedalam (5.16), didapatkan bahwa massa bintang

boson bersimetri bola menjadi

—_ _ sz 2
M(N) = mN ﬁm/xN , (5.18)

secara kebetulan, jika nilai N divariasikan, maka nilai M maksimum akan terjadi

pada
N = %% (5.19)
dan nilai M maksimum adalah
n_VA (5.20)

Mpax = 2\/7 om’
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Massa maksimum

M(N)
8x1016 |
— A=10
6x1016 |
b A =100
b A =500
4x1018 |
— A =1000
I — A =5000
2x1018 |
0 2x 102 4x 102 6x 102! 8x 102 1x102£\l

Gambar 5.1 Plot massa maksimum bintang boson terhadap jumlah partikel dengan
variasi A yang berbeda

yang seharusnya menjadi massa tipikal dari bintang boson dalam limit kopling
besar. Nilai massa ini beberapa kali lebih besar dibandingkan hasil yang diperoleh
dengan pendekatan relativitas umum. Hal ini mirip dengan kasus yang telah
diketahui baik untuk bintang boson Newtonian dan bintang boson relativistik tanpa
interaski diri. Kita tidak perlu meninjau bintang boson dengan massa maksimum,
khususnya untuk menjelaskan rotasi galaksi yang disebabkan oleh boson star
raksasa yang berlokasi di pusat galaksi.

5.3 Solusi Statis Stasioner Simetri Bola dalam D-1 dimensi

Dalam ruang waktu dimensi-D, kita menggunakan bentuk yang sama dari
rapat lagrangian £ dan rapat Hamiltonian £ dalam dimensi 4. Kemudian bentuk
persamaan gerak untuk p tidak berubah. Laplacian dalam sistem koordinat bola yang

berdimensi ruang D-1 menjadi

1 d d
D-2 5.21
& dr, (5.21)

V=
*oyD-2(r,

Untuk bintang boson berdimensi D, jumlah partikel dinyatakan dalam
persamaan berikut
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e (ﬂ)D_B

~ 4mGmP-2

f d’r.p(r,), (5.22)

dengan menyelesaikan persamaan diferensial untuk dimensi D maka didapatkan

solusi untuk densitas ternormalisasi dan potensial gravitasi pada daerah r, < q/v2

D—-1 A/
4GmP 2 v —D2‘3( 2r,)
5= (5.23)

4p-s(VR)™ q%]%(q) (V2r) 2

p(r) =

sedangkan untuk potensial gravitasinya untuk daerah r, < q/v2

]¥(\/5r*)

D3 D3 D—3 D-1 =3 (5.24
AD_l(\//_\) (D-3)q Ap_q (\/K) QTJE(Q) (\/Er*)T ( )

D-3

D—-1
47GmP? 2 2nGmP? 22N

V() =

dan untuk daerah r, > q/v2
4rGmP? 1

V(r,) = AD_l(\/K)D_3 (D — 3)rP-3

(5.25)

D-1
dimana Ap_; = % J.(2) adalah fungsi Bessel jenis pertama, dan g adalah nol tidak
2

trivial pertama dari /p-3(x), yaitu, /Jp-3(q) = 0. Seperti dalam kasus D=4, kita telah
2 2

memilih nilai i, sehingga V(r,) sesuai denga potensial gravitasi pada ruang hampa
diluar bintang.
Energi Newtonian memiliki bentuk yang sama pada empat dimensi

1
E =Ny, (5.26)

selanjutnya, massa dari bintang boson simetri bola diberikan oleh

D-3
4rGmP! 22
M(N) = mN — — N2, (5.27)
25, (V) @ =D
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massa maksimum terjadi ketika N bernilai

N Ap1 (VB (0 - 3)q”‘3’

2mCmD2 3 (5.28)
22
sehingga massa maksimumnya adalah
D-3
max 4GmP-3 2
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“Halaman ini sengaja dikosongkan”
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BAB 6
PENUTUP

6.1 Kesimpulan
Dari hasil penelitian yang telah dilakukan, telah diturunkan fitur-fitur
Bi