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Perumusan Masalah

1. Bagaimana mengembangkan model sistem persediaan multi-
item dengan memperhatikan kerusakan produk sebagai fungsi
negatif eksponensial dan menambahkan tingkat diskon ke
dalam masalah kontrol optimal.

2. Bagaimana menentukan produksi dan persediaan yang optimal
dar1 model sistem persediaan multi-item mengggunakan
Prinsip Maksimum Pontryagin.

3. Bagaimana analisa simulasi dengan mengunakan software
Matlab pada kerusakan produk sebagai fungsi negatit
eksponensial setelah dilakukan kontrol optimal pada sistem
persediaan.



Batasan Masalah

Y —

SIS

Barang yang diproduksi adalah 2 jenis

Tingkat kerusakan terjadi setelah produk masuk dalam gudang
penyimpanan.

Tidak ada perbaikan pada produk yang rusak.

Tidak ada kekurangan dalam persediaan.

Semua permintaan konsumen dapat dipenuhi.

Model yang digunakan dalam penelitian in1 adalah model
persediaan yang kontinu.

Gudang penyimpanan produk dianggap dapat menampung
jumlah produk yang dipesan.

Distribusi waktu untuk kerusakan produk mengikuti distribusi
negatif' eksponensial g(t) = e %60 >0,t > 0.



Tujuan Penelitian

1.

Mengembangkan model sistem persediaan multi-item
dengan memperhatikan kerusakan produk sebagai
fungsi negatit eksponensial dan menambahkan
tingkat diskon ke dalam masalah kontrol optimal.

Menentukan produksi dan persediaan yang optimal
dari model sistem persediaan multi-item
mengggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin.

Menganalisa simulasi dengan mengunakan software
Matlab pada kerusakan produk sebagai fungsi negatit
eksponensial setelah dilakukan kontrol optimal pada
sistem persediaan.



Manfaat Penelitian

1. Secara teoritis dapat memformulasikan dan
menganalisa model matematika untuk masalah
persediaan.

2. Secara praktis sebagal pertimbangan untuk
menentukan kebijakan optimal bagi pelaku usaha di
industri perdagangan yang berkaitan dengan
manajemen persediaan.



TINJAUAN PUSTAKA

Berikut beberapa penelitian terdahulu

mempertimbangkan persediaan multi-item dengan laju permintaan
yang bersifat stokastik.

membahas tentang kepadatan laju permintaan untuk persediaan
multi-item.

membahas tentang persediaan multi-item dengan memperhatikan
kerusakan produk dan persediaan linier tergantung laju permintaan.

meneliti kontrol optimal pada model persediaan multi-item dengan
kerusakan produk untuk tipe yang berbeda pada laju permintaan.

meneliti kontrol optimal pada model persediaan multi-item dengan
kerusakan produk alami.




Dalam paper (Bhattacharya,2005) model sistem persediaan yang digunakan sebagai
berikut.

X1 =x1(O[=(D1 + 01) — agx2(t) — ag1x1(0)] + uy (£)
Xy = X(O[—(Dz + 03) — az1x1(t) — azx,(0)] + uy ()

Denganx; = 0,u; =0

Pada Graian dan Essayed (2010) digunakan fungsi objektif sebagai berikut.
7 2
2] = minj Z(hii(xi — %)% + ;i (u; — @)% + (6 + a))xf + 2h_12(xy — %7) (x, — X3)dt
0 =1

Dengant € [0,T], hy hyy > h%,, h;;> 0,i = 1,2



Persediaan

) Menurut Handoko, persediaan merupakan suatu
istilah yang digunakan untuk menunjukkan
sumber daya yang disimpan sebagai antisipasi
terhadap pemenuhan permintaan dari waktu ke
waktu.

Macam-macam
biaya persediaan

Biaya pemesanan (ordering cost)

Biaya penyimpanan (holding cost)

backorders

Biaya penyiapan (setup cost)

Biaya kerugian (shortage cost) » Lost sales

Partial backorders




Kontrol Optimal

Pada umumnya fungsi objektif pada masalah kontrol optimal dapat diformulasikan sebagai
berikut

T
J(w@®) = S(x(¢r), tf) +J0 V(x(t), u(t), t)dt

dengan sistem (plant) dinyatakan oleh persamaan berikut,

x(t) = f(x(®),u(0), t)

serta kondisi batas x(ty) = x ,x(tf) = Xxf



Prinsip Maksimum Pontryagin

Langkah-langkah menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan menggunakan
Prinsip Maksimum Pontryagin adalah sebagai berikut.
@ menyelesalkan sekumpulan 2n persamaan
. f OH
OH
—(5x )+
dengan kondisi awal xp; dan kondisi akhir
» 4 OS N 08 - P —
[H = 7 —]r{()tf =+ [(T)° — A (t)]rf()x,r =0

@ untuk memperoleh kontrol optimal, solusi x™(t). A" (t) dari langkah 4
disubstitusikan ke dalam ekspresi kontrol optimal ¢~ pada langkah 2.

H* (6)(x* (£), h(x* (£), A*(2), £), A*(£). £) = H* (£)(x* (£), \* (2), £)
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HASIL DAN PEMBAHASAN

Model sistem persediaan multi item:

X1 = Xq (t)[—(D1(t) + 913_91t) — aq2%,(t) — a11x1(t)] + u, (t)
Xp = X3 (t)[—(Dz(t) + Hze_ezt) — az1x1(t) — azyx; (t)] + uy (t)

Dengan X = O,U,l' > O,Di = 0,0 < Hi < 1,(11]' > O,Clii >0



1. Penyelesaian titik kesetimbangan

Il.(t) = .lfl(t)[—(Dl + 916'0") o 0121‘2(” — auil‘l(t)] + U[(t) =)

Igtt) = .lfg(t)[—(Dz + 92(.’-02!) — 021;1'1(1') — aggzl‘g(t)] + 'llg(t) =)

sehingga diperoleh,
(D1 + 91(_’_9“) + \/(Dl + 91(.’_01‘)2 - 4(—(111)111
Llalb = 5
2(=ay,)
(D2 + 926’_92‘) + \/(D2 + 92(?"02‘)2 -_ 4(—022)112
L2a26 =

2(—(122)

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)



Pada kasus ini titik setimbang harus bernilai non-negatif karena berupa suatu
persediaan barang dan diasumsikan tidak ada kekurangan persediaan sehingga
diambil persamaan x4, dan x,, dengan batasan D; < u;

(D, + 6,e=%t) — \/(D; + B2 — 4(—ay,; )u;

(4.8)
2(=ay;)

.l'lb -

T = 2 T (4.9)

Persamaan 4.9 disubstitusikan ke dalam Persamaan 4.8 sehingga diperoleh persamaan
polinomial berderajat 4



Sehingga diperoleh,

T = ((—2a2)*(=2an)" = 4(=2az)(an)(-2a11)*(a12))z"
—(4(=2a22)*(=2a11)*(D1 + b1e™"*) + (=2a22)(—2a11)(a12)
—8(=2a3) (a2 )(=2a11)*(a12)( Dy + 8,e7"*))2?
+(4(=2a2)*(=2a11)* (D + 61e7"")? = 2(=2a2)*(4a11u;)
(=2a11)? + 8(=2a22)(Ds + 2e=1)(=2a1, 2 (ar2)

(D + 61e7") + 4(=2az)(as1)(=2ay; )(ar2)(day,u,)
—4(4a22u1)(-2011)2(a12)2)r2 4 (4(—2a22)2(4auu1)(—Qau)

(Dy + 01e7) + 4(=2az)(az)(=2ay; )(a12)(4ayu,))x
+(=2a2)*(4anu)>. (4.10)



Langkah-langkah mencari akar-akar persamaan 4.10 adalah sebagai berikut:

ag = (=2az)*(=2an)" = 4(=2ax)(az)(-2a11)*(a12)

ay = —(4(=2a2)*(=2a1)*(Dy + 61e™"") + (=2a20)(—2a11)*(a12)
—8(—2ag)(as )(— 2(111) (a12)(Dy +91‘—’-0”))

az = 4(=2an)*(=2a1)*(D) + 6ie™"")? = 2(=2az)*(4an1u;)

(=2a11)? + 8(=2az)(Ds + bae="t)(=2a11)(a12) (D + re=%)
+4(=2az)(ax )(=2a11)(a12)(dauy ) = 4(dazu, )(=2ay,)*(a;0)?
az = 4(=2ax)*(danm)(—2an)(Dy + O1e™")
+4(=2az2) (a2 )(—=2a11)(a12)(dayuy)
a; = (=2a5)*(da,,u,)?
(4.11)

Mencari nilai b; dengani = 1,2,3,4
a, as

b=—b——b— b, =
1 g 2 g 3 @y’ 4 = a4/ay



Mencari nilai ¢1, ¢, dan c5

3 2
C1:b2—§b1
1, 1
C2=§b1—5b1 b2+b3
3 4
C3:b 16b1b2 b1b3_ﬁb1

Mencari nilai d{,d, dan d5

5
dl =§C1

dz = 2C12 —C3

1 1 1
¥ 5 C1C3 —_sz

d2 =373 8

Sehingga diperoleh:

1,
€ = (12- 3({’
) ] (35
= 29-¢— —i-(?( 1)
= 2(b: 1» (1+1u bb B = 21, = 25)?
= 0 7 N — ,(’)) ]_2('2_,\;}1)'
.4
(‘2 == ([:; - —d.(IQ - —’__d‘
27
1 o — l " 1 .-a o : ')
= -_E(:l;— 5’.‘('3 ot g‘:’ Cxe '(:j‘l)(-z" —03) + E[E('] _)3
1 3 2.4 1 9 1 2 1 3 4
= 3(02 - Tb;)‘ 2 z(b)— gbl)(b( + —)bl,_) 11-1()3 = ;S(s"‘)
11, 1 1.5 P
_; ;bl — —')1()7 + b;, = E(E(b) = _bl))( (b, — l_wa-
b (2 -b( 3 bl\ 28 ")' —)I “(l 3 ) o
—( 1+‘1—6‘0102—I lu—m NE z_-(-j)g—;]) ) 4.15)

Selanjutnya mencari nilai k,n,m, dan j untuk
memperoleh akar-akar polinomial

=

ot [gpe e

4



Dengan k=r

1
n = C1+k+‘l‘—§dl

= (be—;—jb“f)+(

5 -
== (bz = §b1> : (4.17)

2
j = +2A+27—:§d1

3 2 4 €2
= (b'-’_gbl) +2(—2 -
- (bz—fb';’).

K 8

Sehingga nilai m sebagai berikut,

L



Maka diperoleh formula akar-akar polinomial derajat 4 sebagai berikut,

%} N \/J = .1(1.1) + mv/j) _ 111”’ (4.20)

I =

Tz =

/i -1 ) 1
o N dstein l @2

/7 =4 /1) 1

Tipa = —\‘—)] + \/} (,‘)) Ll I) -— 11)1. (422)
] '§ —=4(n + ‘ 1

Tipa = -@ _VJ (”) myi) _ 1. 4.23)

o

Sehingga titik kesetimbangannya sebagai berikut:

(X1p1, X2p), (X1p2, X2p), (X1p3, X2p) dan (X1p4, X2p)

Dari ke empat titik tersebut, harus dipilih titik yang bernilai positif.



Penyelesaian linierisasi

] A=
—(Dl(t) + 916—9” — alg.lfg(t) o= 2(aurl(t)) —alg;rl(t)
—aglgl‘g(t) —(Dg(t) + 026’-92t e agll‘l(t) — 2(022.‘172(t))

Penyelesaian kestabilan
det(ul — A) = 0 dengan matriks A,

A=
—(Dl(t) + 916-9“ = alg.l?g(t) = 2(aur1(t)) —alg;rl(t)
—aglIg(t) —(Dg(t) + 026’_92t — agll‘l(t) - 2(022.’l'2(t))
Misal,
aa = —(Di(t) + 61" = ayyx,(t) = 2(ayz:(t))
bb = —(llg;l‘l(t)
cc = —anrst)

dd = —(Dy(t) + Ope™" = a2, (t) — 2(agz,(t))



Jadi,

U+ aa bb

cc u+dd =0

det

(14 (Di(t) + 6re™" 4 aroza(t) + 2(anzi(t)))

(14 (Da(t) + 027" + gz, (t) + 2(ag222(t))) = (a1221(t)) (ana(t))

12+ (Da(t) + 0267%" 4 agx1(t) + 2a2022(t) + Di(t) + 6167 + ayozs(t)

+ 2ay121 (1)) 4 Dy (1)0267 4 any 1 (t) Dy (t) + 2D (t)ags(t)x2(t)

+ Dy(t)8,6%t + (0,679%) (0,6 %t) + 8,6 M an 1, (t) + 20,67 asn x5 (1)

+ Ds(t)ayaxa(t) + araza(t) (0267 %) + ayaxa(t)azx:(t) 4+ arpxa(t)aznza(t)

+ 2anx1(t) Da(t) + 2a1121(t) (B2e7Y) + 2a1121(t)an 1 (t)

+ day 7, (t)2a0,14(t) =
(4.25)

0



misal:

h S
I

1,

B = (Dy(t) + 027 + agyx1(t) + 2a0x2(t) + D(t) + 61!
+ayp7(t) + 201,24 (1))

C = Dy(t)f2e™"" + anxi(t)Dy(t) + 2Dy (t)azs(t)za(t)

+ Dy ()17t 4 (01e71Y) (0267) + 167 an 21 (1)

12,6 agya(t) + Di(t)angalt) + araz(t) (Bre=)

+aipxa(t)asizi(t) + ayaxa(t)aznxa(t) + 2anx1 () Da(t)

+2a1,2(t)(6267%") + 21,2, (t)azn x, (t) + a7 (t)2a27,(t)

(4.26)
sehingga akar-akar persamaannya diperoleh,
—B +B? - 4AC
fhyg = (4.27)
24
dimana,
-B + vVB? = 4AC
= 51 (4.28)
—-B -/ B? - 1AC
My = (4.29)

24



Di dalam B dan ' masih memuat variabel r,(f) dan x,(f) sebingga untuk
memenuhi kriteria kestabilan x,(¢) dan x»(¢) haruslah positif atau (). z2(f) > 0.
Dar hasil yang diperoleh, maka j, < () (stabil asimptotik) dan y, agar diperoleh

stabil maka y; < () dengan syarat,

VB2 = 4AC
(VB2 = 4AC)?
B? - 4AC
—4AC

1AC

dengan syarat 4AC" > () maka i, stabil.

vV A A A A

(4.30)



Penyelesaian Keterkontrolan

" 1 0 =69.7082 —=0.2017
T o1 =0.1069 —69.7937

Mc mempunyai rank yang sama dengan 2 maka sistem terkontrol

Penyelesaian Keteramatan

1 0

0 1
—=69.7082 =0.2017
[ =0.1069 —=69.7937

M, =

o

Mo mempunyai rank yang sama dengan 2 maka sistem teramati



Fungsi objektif sistem persediaan Multi item

2
T

2] = minj e_ptZ(hii(xi — %)%+ ¢i(uy — )% + (0 + a;))xf + 2h_12(x; — %) (x, — Xp)dt
0 i=1

Dengan t € [0, T];h11h22 > h%z; hii> O,l = 1,2

Penyelesaian Kontrol Optimal menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin

1 2 A \2 2 a2
H = [—;(’_pt[hu(.l‘l — fl)' + (‘11(&1(” - -u;)' -+ (91 + (1,11).1"1' + 1122(.1'2 — .1.‘-2)'

-+-(.';3(flf_>(f) — “~2)2 -+ (62 + 0,22).1‘3 + 2[!]2(.'1‘1 - ;1?1)(.1‘2 — .l:f_))”
+A () (21 (t)[=(Dy + 0167 + aypxa(t) = ayzy(t))] + uy(t))
+/\2(f)(.1‘2(t)[—(D2 + 02(:-&"( + (lg].l‘l(t) — agg.l'g(t))] + Ill(f)) (432)



Meminimumkan H terhadap semua vektor kontrol persamaan u(t)

Ai (t)

t
e Pcu

u;(t) =

Maka diperoleh u;(t) yang optimal u; (t)

Ai (t)

t
e Pcu

u; (t) =

& ei\‘,,(,) +1u; <0

U;—‘(f) =4 ;éi;ls'?: + I;t' 0 S (-ﬁ‘:':%g: < 5 "t S Umax

Adlt) _
\ “Ymazx e=Ple + Uy > Upay

(4.34)



Sehingga H optimal,

1 AD " 5 "
I = ["‘5‘—’_“[/111(11 - 71)" + en(uj(t) — iy )? + (6, + an )z + hoa(zs — 7)°

4epa(uz(t) = 1ia)? + (B2 + a)xs + 2hia(x) = 71)(z2 — 7))
+ A1 (1) (z1(t)[=(Dy + bre™"" = ayaxa(t) — anxi(t))] + ui(t))
+ Ao (t) (22(t) [ (D2 + 677" = agx,(t) = an,(t))] + u5(t)) (4.35)

Persamaan state,

IL‘I(t) — (;l‘l(t))[—(Dl + 016'9" + am:rg(t) - auxl(t))] + u}(t) (436)
i3(t) = (za(t))[= (D2 4 Oae™" + anxi(t) = agoxa(t))] + ul(t) (4.37)

Persamaan costate,

A = =(—eP(hu(z1 — 1) + en(u)(t) = 1)) + 2hia(x2 — 72)
+ A1 () [=((Dy + 61e™") = ajaza(t) = 2an121(t)))
—Az(t)ag;wa(t)))

Ay = —=(=e P (ha(z2 = 22) + cna(u5(t) = ti2)) + 2h1a(z) — 1)

+/\2(t)[—((D2 + 926_02t) a— aglxl(t) o 2(122.’1‘2(t))]
=A1(t)ayaz,(t))) (4.38)



Penyelesaian numerik

Penyelesaian numerik pada penelitian ini menggunakan metode Runge Kutta Orde 4

Tabel 4.1: Nilai Parameter (Ahmad Alshamrani dan El-Gohary,2011)

par. ] o2 (12 a2y h“ 1212 IIQQ C11 C29 91 92 ] (a5 (11 (12
val. 0.04 0.05 0.2 0.1 2 4 D 6 5 002 003 06 08 3 4

Diberikan nilai parameter untuk nilai awal x10=1,x20=1,x1=3,x2=5,u1=9,
u2=5,p=0.1. Untuk jumlah permintaan mengikuti fungsi permintaan linier di.xi
+ ai = 0 dengan ai dan di adalah konstan.
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Gambar 4.1: Tingkat persediaan 1 terhadap waktu t



Jumnlah Persediaan 2
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Gambar 4.2: Tingkat persediaan 2 terhadap waktu t




Jumlah Produksi 1

01 = 62 == 001

Gambar 4.3: Tingkat produksi 1 terhadap waktu t
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Jumlah Produksi 2
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Gambar 4.4: Tingkat produksi 2 terhadap waktu t
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Jumlah Persediaan 1
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Gambar 4.5: Tingkat persediaan 1 terhadap waktu t
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Jumlah Persediaan 2
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Gambar 4.6: Tingkat persediaan 2 terhadap waktu t



Jumlah Produksi 1
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Gambar 4.7: Tingkat produksi 1 terhadap waktu t
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Jumlah Produksi 2
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Gambar 4.8: Tingkat produksi 2 terhadap waktu t



Jumlah Persediaan 1
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Gambar 4.9: Tingkat persediaan 1 terhadap waktu t



Jumlah Persediaan 2
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Gambar 4.10: Tingkat persediaan 1 terhadap waktu t



Jumlah Produksi 1

01 = 62 = 008

Gambar 4.11: Tingkat produksi 1 terhadap waktu t
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Jumlah Produksi 2

Time

Gambar 4.12: Tingkat produksi 2 terhadap waktu t
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Fungsi Biaya Total
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Gambar 4.5: Fungsi biaya total 8; = 6, = 0.01
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Gambar 4.10 Fungsi biaya total 8; = 68, = 0.05
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Gambar 4.10 Fungsi biaya total 8; = 6, = 0.08
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KESIMPULAN

1. Model sistem persediaan multi-item adalah sebagai berikut.

Il.(t) = .’L‘l(t)[— Dl + 91(.’.—8”) - alo.tg(t) - (111.1‘1 t ] + ul(t
Iztt) = zo(t)[=(Dy + 0 pe™) = ag 71 (t) = aznxs(t)] + us(t)

dengan kendala vaniabel sebagai berikut:
zi(t) 2 0,ui(t) 2 0,D; 2 0.0<0; < 1,ai; 2 0,0 >0

2. Fungsi objektif dari sistem perawatan produksi sebagai berikut:

T
2J = min / e Y2 (hi(zi = T3)* + cii(ui — )% + (6; + aii))xs +
ui(t)>0
2’112(1‘1 ~~ ﬁ)(l‘g — .fg)dt (51)

dengan t € [0., T],huhgg > ’1.%2, hig >0>0,2=1, 2



3. Diperoleh u;(t) yang optimal yaitu u}(t)

Ai(t) .

ul (t) = + u;

el

Sehingga persamaan u; (f) diperoleh batasan sebagai berikut.

0 GTA:,(QE‘L‘ RS ’li,‘ < ()
- A ~ A A
ui(t) =14 24 4, 0< 2 44 <y, (5.2)
Umazx ;f-%%: + Ui > Umax
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