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ABSTRAK 
 

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan-𝑘 simpul dari graf terhubung 𝐺 dan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑘  adalah partisi dari 𝑉 𝐺  ke dalam kelas-kelas warna yang 

dihasilkan. Untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , kode warna dari 𝑣 terhadap Π didefinisikan 

sebagai 𝑘-vektor: 𝑐Π 𝑣 =  𝑑 𝑣, 𝐶1 , 𝑑 𝑣, 𝐶2 , ⋯ , 𝑑 𝑣, 𝐶𝑘  , dimana 𝑑 𝑣, 𝐶𝑖 = 

min 𝑑 𝑣, 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐶𝑖  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Jika setiap simpul di 𝐺 mempunyai kode 

warna yang berbeda terhadap Π, maka 𝑐 disebut pewarnaan lokasi dari 𝐺. 

Bilangan kromatik lokasi dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝜒𝐿 𝐺  adalah banyaknya 

warna minimum pada pewarnaan lokasi dari 𝐺. Misalkan 𝐺1 dan 𝐺2 adalah dua 

graf terhubung. Amalgamasi sisi dari graf 𝐺1 dan graf 𝐺2 dengan menggabungkan 

sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐺1  dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐺2 , dinotasikan dengan 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐺1 , 𝐺2; 𝑒, 𝑓  adalah 

graf yang diperoleh dengan menggabungkan sisi 𝑒 dari graf 𝐺1 dan sisi 𝑓 dari graf 

𝐺2 menjadi satu sisi 𝑔, dimana 𝑔 adalah sisi bersama dari graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐺1 , 𝐺2; 𝑒, 𝑓 . Pada penelitian ini dapat ditentukan bilangan kromatik lokasi 

pada: graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  dan graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓 . 

 

Kata kunci: pewarnaan lokasi, bilangan kromatik lokasi, graf hasil amalgamasi 

sisi. 
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ABSTRACT 
 

Let 𝑐 be a vertex 𝑘-coloring of a connected graph 𝐺 and Π =

 𝐶1 , 𝐶2 , ⋯ , 𝐶𝑘  be a partition of 𝑉 𝐺  into the resulting color classes. For each 

𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , the color code of 𝑣 with respect to Π is defined as the 𝑘-vector: 

𝑐Π 𝑣 =  𝑑 𝑣, 𝐶1 , 𝑑 𝑣, 𝐶2 , ⋯ , 𝑑 𝑣, 𝐶𝑘  , where 𝑑 𝑣, 𝐶𝑖 = min 𝑑 𝑣, 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐶𝑖  

for 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. If each vertex of 𝐺 have distinct color codes with respect to Π, then 

𝑐 is called a locating coloring of 𝐺. The locating chromatic number of 𝐺, denoted 

by 𝜒𝐿 𝐺  is the minimum number of colors in a locating coloring of 𝐺. Let 𝐺1 and 

𝐺2 be two connected graphs. Edge amalgamation of graph 𝐺1 and graph 𝐺2 by 

amalgamating edge 𝑒 ∈ 𝐸 𝐺1  and edge 𝑓 ∈ 𝐸 𝐺2 , denoted by 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐺1 , 𝐺2; 𝑒, 𝑓  is the graph obtained by amalgamating edge 𝑒 of graph 𝐺1 

and edge 𝑓 of graph 𝐺2 into a single edge 𝑔, where 𝑔 is common edge of graph 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐺1 , 𝐺2; 𝑒, 𝑓 . In this research, the locating chromatic number of: graph 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graph 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graph 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , 

graph 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graph 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  and graph 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  can be determined. 

 

Keywords: locating coloring, locating chromatic number, edge amalgamation 

graph. 
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BAB 1 

PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

 Teori graf merupakan salah satu cabang dari ilmu matematika yang dapat 

menyelesaikan suatu permasalahan. Sehingga dengan merepresentasikan ke dalam 

bentuk graf maka suatu permasalahan yang ada menjadi lebih mudah dan 

sederhana. Graf, dinotasikan dengan 𝐺 =  𝑉, 𝐸  adalah pasangan himpunan 

berhingga  𝑉, 𝐸  dengan 𝑉 𝐺  adalah himpunan tak kosong dari elemen yang 

disebut simpul (vertex) dan 𝐸 𝐺  adalah himpunan (boleh kosong) dengan elemen 

dari pasangan tak terurut  𝑢, 𝑣  dengan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺  dan 𝑢 ≠ 𝑣, yang disebut sisi 

(edge). Untuk penyederhanaan penulisan, sisi 𝑒 =  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 𝐺  dapat ditulis 

𝑒 = 𝑢𝑣 ∈ 𝐸 𝐺  dan graf 𝐺 =  𝑉, 𝐸  dapat ditulis 𝐺. 

Banyak hal yang dapat dikembangkan dalam teori graf. Salah satu topik 

yang menjadi kajian adalah konsep pewarnaan lokasi pada graf yang merupakan 

pengembangan dari dua konsep dalam graf, yaitu pewarnaan simpul dan dimensi 

partisi pada graf. Kajian tentang pewarnaan lokasi pada graf merupakan kajian 

yang cukup baru dalam teori graf. Konsep pewarnaan lokasi untuk pertama kali 

dikenalkan oleh Chartrand, dkk. (2002). 

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan-𝑘 simpul dari graf terhubung 𝐺 dan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑘  adalah partisi dari 𝑉 𝐺  ke dalam kelas-kelas warna yang 

dihasilkan. Untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , kode warna dari 𝑣 terhadap Π didefinisikan 

sebagai 𝑘-vektor: 𝑐Π 𝑣 =  𝑑 𝑣, 𝐶1 , 𝑑 𝑣, 𝐶2 , ⋯ , 𝑑 𝑣, 𝐶𝑘  , dimana 𝑑 𝑣, 𝐶𝑖 = 

min 𝑑 𝑣, 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐶𝑖  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Jika setiap simpul di 𝐺 mempunyai kode 

warna yang berbeda terhadap Π, maka 𝑐 disebut pewarnaan lokasi dari 𝐺. 

Bilangan kromatik lokasi dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝜒𝐿 𝐺  adalah banyaknya 

warna minimum pada pewarnaan lokasi dari 𝐺. 

Penelitian tentang bilangan kromatik lokasi untuk pertama kali dikaji oleh 

Chartrand, dkk. (2002). Mereka menentukan bilangan kromatik lokasi dari 

beberapa kelas graf, diantaranya adalah graf lintasan, graf sikel, graf bintang 
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ganda dan graf multipartit lengkap. Bilangan kromatik lokasi pada graf lintasan 𝑃𝑛  

adalah 3 untuk 𝑛 ≥ 3. Pada graf sikel diperoleh 𝜒𝐿 𝐶𝑛 = 3 untuk 𝑛 ganjil dan 

𝜒𝐿 𝐶𝑛 = 4 untuk 𝑛 genap. Sedangkan pada graf bintang ganda diperoleh 

𝜒𝐿 𝑆𝑎,𝑏 = 𝑏 + 1 untuk 1 ≤ 𝑎 ≤ 𝑏 dan 𝑏 ≥ 2. Misalkan graf terhubung 𝐺 

berorder 𝑛 ≥ 3, maka 𝜒𝐿 𝐺 = 𝑛 jika dan hanya jika graf multipartit lengkap. 

Sehingga bilangan kromatik lokasi pada graf lengkap 𝐾𝑛  adalah 𝑛. Chartrand, 

dkk. (2003) juga mengkarakterisasi semua graf terhubung 𝐺 berorder 𝑛 dengan 

bilangan kromatik lokasi 𝑛 − 1 dan 𝑛 − 2. 

Asmiati, dkk. (2011) menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

amalgamasi simpul dari 𝑘 buah graf bintang. Bilangan kromatik lokasi pada graf 

bintang 𝑆𝑛  adalah 𝑛 + 1. Beberapa penulis juga menentukan bilangan kromatik 

lokasi pada graf-graf hasil operasi, diantaranya adalah Baskoro dan Purwasih 

(2012) menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf hasil korona dari dua graf, 

Behtoei dan Anbarloei (2014) menentukan bilangan kromatik lokasi pada graf 

hasil join dari dua graf. Berdasarkan uraian di atas, dalam tesis ini ditentukan 

bilangan kromatik lokasi pada graf hasil amalgamasi sisi dari dua graf terhubung. 

1.2 Rumusan Masalah 

 Berdasarkan latar belakang di atas, rumusan masalah yang dibahas dalam 

penelitian ini adalah bagaimana menentukan bilangan kromatik lokasi pada: graf 

hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  dan graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓 . 

1.3 Batasan Masalah 

 Permasalahan yang dibahas dalam penelitian ini dibatasi pada graf yang 

diteliti adalah hasil amalgamasi sisi dari: graf sikel dengan graf sikel, graf sikel 

dengan graf bintang, graf sikel dengan graf lengkap, graf bintang dengan graf 

bintang, graf bintang dengan graf lengkap dan graf lengkap dengan graf lengkap. 
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1.4 Tujuan Penelitian 

Berdasarkan rumusan masalah di atas, tujuan dari penelitian ini adalah 

untuk mendapatkan bilangan kromatik lokasi pada: graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , 

graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓 , graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  dan graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓 . 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat yang diharapkan dari penelitian ini adalah memberikan 

pengetahuan baru dalam bidang teori graf, khususnya dalam ruang lingkup 

bilangan kromatik lokasi pada graf, yaitu mengetahui bilangan kromatik lokasi 

pada graf hasil amalgamasi sisi dari dua graf terhubung. 
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BAB 2 

KAJIAN PUSTAKA DAN DASAR TEORI 

 

2.1 Terminologi Dasar Graf 

 Graf, dinotasikan dengan 𝐺 =  𝑉, 𝐸  adalah pasangan himpunan 

berhingga  𝑉, 𝐸  dengan 𝑉 𝐺  adalah himpunan tak kosong dari elemen yang 

disebut simpul (vertex) dan 𝐸 𝐺  adalah himpunan (boleh kosong) dengan elemen 

dari pasangan tak terurut  𝑢, 𝑣  dengan 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺  dan 𝑢 ≠ 𝑣, yang disebut sisi 

(edge). Untuk penyederhanaan penulisan, sisi 𝑒 =  𝑢, 𝑣 ∈ 𝐸 𝐺  dapat ditulis 

𝑒 = 𝑢𝑣 ∈ 𝐸 𝐺  dan graf 𝐺 =  𝑉, 𝐸  dapat ditulis 𝐺. Banyak simpul dari graf 𝐺 

disebut order dari 𝐺, dinotasikan dengan  𝑉 𝐺   sedangkan banyak sisi dari graf 

𝐺 disebut size dari 𝐺, dinotasikan dengan  𝐸 𝐺  . Jika terdapat sebuah sisi antara 

𝑢 dan 𝑣, yaitu 𝑒 = 𝑢𝑣 ∈ 𝐸 𝐺  maka simpul 𝑢 dikatakan bertetangga (adjacent) 

dengan simpul 𝑣 sedangkan sisi 𝑒 dikatakan melekat (incident) dengan simpul 𝑢 

dan 𝑣. 

 Derajat (degree) simpul 𝑣, dinotasikan deg 𝑣  adalah banyak sisi yang 

melekat pada simpul 𝑣. Simpul dengan derajat nol disebut simpul terisolasi 

(isolated vertex) sedangkan simpul dengan derajat satu disebut simpul anting 

(pendant). Sisi yang simpul ujungnya pada simpul yang sama disebut loop 

sedangkan beberapa sisi berbeda yang mempunyai simpul ujung yang sama 

disebut sisi ganda (multiple edge). Graf yang tidak mempunyai loop dan sisi 

ganda disebut graf sederhana (simple graph). Graf 𝐺 disebut terhubung 

(connected) jika setiap dua simpul sebarang berbeda terhubung. 

 Misalkan 𝐺 adalah graf, 𝑣 dan 𝑤 adalah simpul-simpul dari 𝐺. Jalan 

(walk) dari 𝑣 ke 𝑤 adalah barisan berhingga dari simpul dan sisi secara 

bergantian, dimulai dari simpul 𝑣 dan diakhiri pada simpul 𝑤. Jalan dengan 

panjang 𝑛 dari 𝑣 ke 𝑤 dituliskan sebagai: 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2𝑣2 ⋯𝑣𝑛−1𝑒𝑛𝑣𝑛  dengan 

𝑣0 = 𝑣; 𝑣𝑛 = 𝑤 dan 𝑒𝑖 = 𝑣𝑖−1𝑣𝑖 . Lintasan (path) dengan panjang 𝑛 dari 𝑣 ke 𝑤 

adalah jalan dari 𝑣 ke 𝑤 yang semua sisinya berbeda. Lintasan dari 𝑣 ke 𝑤 

dituliskan sebagai: 𝑣 = 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2𝑣2 ⋯𝑣𝑛−1𝑒𝑛𝑣𝑛 = 𝑤 dengan 𝑒𝑖 ≠ 𝑒𝑗  untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 
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𝑣1 𝑣2 

𝑣5 𝑣6 

𝑣4 
𝑣3 

𝑒1 

𝑒2 
𝑒3 

𝑒4 

𝑒5 

𝑒6 
𝑒7 

𝑒8 

𝑒9 

𝑒10  

Lintasan sederhana dengan panjang 𝑛 dari 𝑣 ke 𝑤 adalah lintasan dari 𝑣 ke 𝑤 

yang semua simpulnya berbeda. Lintasan sederhana dari 𝑣 ke 𝑤 dituliskan 

sebagai: 𝑣 = 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2𝑣2 ⋯𝑣𝑛−1𝑒𝑛𝑣𝑛 = 𝑤 dengan 𝑒𝑖 ≠ 𝑒𝑗  untuk 𝑖 ≠ 𝑗 dan 

𝑣𝑘 ≠ 𝑣𝑚  untuk 𝑘 ≠ 𝑚. 

Sirkuit dengan panjang 𝑛 adalah lintasan yang dimulai dan diakhiri pada 

simpul yang sama. Sirkuit adalah lintasan dituliskan sebagai: 

𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2𝑣2 ⋯𝑣𝑛−1𝑒𝑛𝑣𝑛  dengan 𝑣0 = 𝑣𝑛 . Sirkuit sederhana dengan panjang 𝑛 

adalah sirkuit yang semua simpulnya berbeda. Sirkuit sederhana dituliskan 

sebagai: 𝑣0𝑒1𝑣1𝑒2𝑣2 ⋯𝑣𝑛−1𝑒𝑛𝑣𝑛  dengan 𝑒𝑖 ≠ 𝑒𝑗  untuk 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝑣𝑘 ≠ 𝑣𝑚  untuk 

𝑘 ≠ 𝑚, kecuali 𝑣0 = 𝑣𝑛 . Jarak (distance) simpul 𝑢 ke simpul 𝑣, dinotasikan 

dengan 𝑑 𝑢, 𝑣  adalah panjang lintasan minimum dari simpul 𝑢 ke simpul 𝑣. Jika 

graf 𝐺 tidak mempunyai lintasan dari simpul 𝑢 ke 𝑣 maka didefinisikan 𝑑 𝑢, 𝑣 =

∞. Diameter graf 𝐺, dinotasikan dengan diam 𝐺  adalah jarak maksimum antara 

dua simpul sebarang pada graf 𝐺, yaitu diam 𝐺 = max 𝑑 𝑥, 𝑦 : 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 𝐺  . 

Jika 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺  dan 𝐶 ⊂ 𝑉 𝐺 , maka jarak simpul 𝑣 ke 𝐶, dinotasikan dengan 

𝑑 𝑣, 𝐶 , yaitu 𝑑 𝑣, 𝐶 =min 𝑑 𝑣, 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐶 . 

 

Gambar 2.1: Graf terhubung 𝐺 dengan 6 simpul dan 10 sisi 

 Pada Gambar 2.1, graf 𝐺 dengan 𝑉 𝐺 =  𝑣1 , 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5 , 𝑣6  dan 

𝐸 𝐺 =  𝑒1 , 𝑒2 , 𝑒3 , 𝑒4 , 𝑒5 , 𝑒6, 𝑒7, 𝑒8, 𝑒9, 𝑒10 . Simpul 𝑣4 dikatakan bertetangga 

dengan simpul 𝑣3 dan 𝑣5 sedangkan sisi 𝑒6 dikatakan melekat dengan simpul 𝑣3 

dan 𝑣5. Selanjutnya, deg 𝑣1 = 2, deg 𝑣2 = 4, deg 𝑣3 = 6, deg 𝑣4 = 2, 

deg 𝑣5 = 3 dan deg 𝑣6 = 3. Jadi, graf 𝐺 di atas bukan merupakan graf 

sederhana karena graf tersebut mempunyai loop dan sisi ganda tetapi graf 𝐺 

terhubung karena setiap dua simpul sebarang berbeda terhubung. Barisan 

𝑣1𝑒1𝑣2𝑒3𝑣3𝑒5𝑣4𝑒5𝑣3𝑒6𝑣5 merupakan jalan dari 𝑣1 ke 𝑣5 dengan panjang 5 karena 
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𝑣1 

𝑣2 𝑣3 

𝑣4 

𝑢1 

𝑢2 𝑢3 

𝑢4 

𝐺1 𝐺2 

terdapat sisi yang muncul dua kali, yaitu 𝑒5, barisan 𝑣1𝑒1𝑣2𝑒3𝑣3𝑒4𝑣3𝑒5𝑣4 

merupakan lintasan dari 𝑣1 ke 𝑣4 dengan panjang 4 karena semua sisinya berbeda 

dan terdapat simpul yang muncul dua kali, yaitu 𝑣3, barisan 

𝑣2𝑒3𝑣3𝑒5𝑣4𝑒10𝑣5𝑒6𝑣3𝑒7𝑣6𝑒8𝑣2 merupakan sirkuit dengan panjang 6 karena 

merupakan lintasan yang dimulai dan diakhiri pada simpul yang sama, yaitu 𝑣2 

dan barisan 𝑣2𝑒3𝑣3𝑒5𝑣4𝑒10𝑣5𝑒9𝑣6𝑒8𝑣2 merupakan sirkuit sederhana dengan 

panjang 5 karena merupakan sirkuit yang semua simpulnya berbeda. Selanjutnya, 

𝑑 𝑣2, 𝑣4 = 2 dan diam 𝐺 = 3. Jika 𝑣4 ∈ 𝑉 𝐺  dan 𝐶 =  𝑣2 , 𝑣5 ⊂ 𝑉 𝐺 , maka 

𝑑 𝑣4, 𝐶 = 1. 

Subgraf dari graf 𝐺 adalah graf 𝐻 sedemikian sehingga setiap simpul dari 

𝐻 adalah simpul dari 𝐺 dan setiap sisi dari 𝐻 adalah sisi dari 𝐺. Dengan kata lain, 

𝑉 𝐻 ⊆ 𝑉 𝐺  dan 𝐸 𝐻 ⊆ 𝐸 𝐺 . Jika 𝑉 𝐻 = 𝑉 𝐺 , maka 𝐻 disebut subgraf 

merentang (spanning subgraph) dari graf 𝐺. Dua graf 𝐺1 dan 𝐺2 disebut isomorfis 

jika terdapat fungsi bijektif 𝑓: 𝑉 𝐺1 → 𝑉 𝐺2  sedemikian sehingga 𝑣1𝑣2 ∈

𝐸 𝐺1  jika dan hanya jika 𝑓 𝑣1 𝑓 𝑣2 ∈ 𝐸 𝐺2 , dinotasikan dengan 𝐺1 ≅ 𝐺2. 

 

 

Gambar 2.2: Dua graf 𝐺1 dan 𝐺2 adalah isomorfis 

 Pada Gambar 2.2, dua graf 𝐺1 dan 𝐺2 adalah isomorfis karena 

terdapat fungsi bijektif 𝑓: 𝑉 𝐺1 → 𝑉 𝐺2  sedemikian sehingga 𝑣𝑖𝑣𝑗 ∈ 𝐸 𝐺1  jika 

dan hanya jika 𝑓 𝑣𝑖 𝑓 𝑣𝑗  ∈ 𝐸 𝐺2 , dimana 𝑓 𝑣𝑖 = 𝑢𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 4, 𝑓 𝑣𝑗  =

𝑢𝑗 , 1 ≤ 𝑗 ≤ 4 dan 𝑖 ≠ 𝑗. 
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2.2 Jenis – Jenis Graf 

2.2.1 Graf Sikel (Cycle Graph) 

 Graf sikel, dinotasikan dengan 𝐶𝑛  untuk 𝑛 ≥ 3 adalah graf terhubung 

sederhana yang setiap simpulnya berderajat dua. Order dan size dari graf sikel 

adalah 𝑛. 

 

Gambar 2.3: Graf sikel 𝐶8 

2.2.2 Graf Bintang (Star Graph) 

 Graf bintang, dinotasikan dengan 𝑆𝑛  untuk 𝑛 ≥ 3 adalah graf terhubung 

sederhana yang satu simpulnya berderajat 𝑛 sedangkan simpul yang lainnya 

berderajat satu. Order dan size dari graf bintang adalah 𝑛 + 1 dan 𝑛. 

 

Gambar 2.4: Graf bintang 𝑆4 
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2.2.3 Graf Lengkap (Complete Graph) 

 Graf lengkap, dinotasikan dengan 𝐾𝑛  untuk 𝑛 ≥ 4 adalah graf terhubung 

sederhana yang setiap simpulnya berderajat 𝑛 − 1. Order dan size dari graf 

lengkap adalah 𝑛 dan 𝑛 𝑛 − 1 2 . 

 

Gambar 2.5: Graf lengkap 𝐾6 

2.3 Operasi pada Graf 

2.3.1 Amalgamasi Sisi 

Misalkan 𝐺1 dan 𝐺2 adalah dua graf terhubung. Amalgamasi sisi dari graf 

𝐺1 dan graf 𝐺2 dengan menggabungkan sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐺1  dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐺2 , 

dinotasikan dengan 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐺1 , 𝐺2; 𝑒, 𝑓  adalah graf yang diperoleh dengan 

menggabungkan sisi 𝑒 dari graf 𝐺1 dan sisi 𝑓 dari graf 𝐺2 menjadi satu sisi 𝑔, 

dimana 𝑔 adalah sisi bersama dari graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐺1, 𝐺2; 𝑒, 𝑓 . 
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𝑣3 

𝑣4 

𝑣5 

𝑣6 

𝑢3 𝑢4 

𝑢5 

𝑢6 

𝑢7 𝑢8 

𝑢2 = 𝑣2 = 𝑤2 

𝑢1 = 𝑣1 = 𝑤1 

𝑒1 = 𝑓1 = 𝑔1 

𝑣3 

𝑣4 

𝑣5 

𝑣6 

𝑢3 𝑢4 

𝑢5 

𝑢6 

𝑢7 𝑢8 

𝑣2 = 𝑢2 = 𝑤2 

𝑣1 = 𝑢1 = 𝑤1 

𝑓1 = 𝑒1 = 𝑔1 

 

 

Gambar 2.6: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶8 , 𝐾6; 𝑒1 , 𝑓1 . 

 

 

Gambar 2.7: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾6, 𝐶8; 𝑓1, 𝑒1 . 

Pada Gambar 2.6 dan Gambar 2.7 menunjukkan bahwa graf hasil 

amalgamasi sisi dari dua graf terhubung adalah graf yang isomorfis, sehingga 

operasi tersebut bersifat komutatif. 

2.4 Bilangan Kromatik Lokasi 

Konsep pewarnaan lokasi pada graf yang merupakan pengembangan dari 

dua konsep dalam graf, yaitu pewarnaan simpul dan dimensi partisi pada graf. 

Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung. Pewarnaan simpul dari 𝐺 adalah pemberian 

warna pada setiap simpul di 𝐺 sedemikian sehingga tidak terdapat dua simpul 
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𝑣1 

𝑣2 

𝑣3 𝑣4 

𝑣5 

𝑣1 

𝑣2 

𝑣3 𝑣4 

𝑣5 

bertetangga mempunyai warna yang sama. Bilangan kromatik dari 𝐺, dinotasikan 

dengan 𝜒 𝐺  adalah banyaknya warna minimum pada pewarnaan simpul dari 𝐺. 

 

 

Gambar 2.8: Graf terhubung 𝐺 dengan 𝜒 𝐺 = 3 

Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung dan Π =  𝑆1 , 𝑆2 , ⋯ , 𝑆𝑘  adalah partisi 

dari 𝑉 𝐺 . Untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , representasi dari 𝑣 terhadap Π didefinisikan 

sebagai 𝑘-vektor : 𝑟 𝑣 Π  =  𝑑 𝑣, 𝑆1 , 𝑑 𝑣, 𝑆2 , ⋯ , 𝑑 𝑣, 𝑆𝑘  , dimana 𝑑 𝑣, 𝑆𝑖 = 

min 𝑑 𝑣, 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑆𝑖  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Jika setiap simpul di 𝐺 mempunyai 

representasi yang berbeda terhadap Π, maka Π disebut partisi pembeda dari 𝐺. 

Dimensi partisi dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝑝𝑑 𝐺  adalah banyaknya partisi 

minimum pada partisi pembeda dari 𝐺. 

 

 

Gambar 2.9: Graf terhubung 𝐺 dengan 𝑝𝑑 𝐺 = 3 

 Pada Gambar 2.9, graf 𝐺 dengan 𝑉 𝐺 =  𝑣1 , 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5  dan 𝑆1 =

 𝑣1 , 𝑣2 , 𝑆2 =  𝑣5  dan 𝑆3 =  𝑣3, 𝑣4 . Representasi dari setiap simpul terhadap 

Π =  𝑆1 , 𝑆2, 𝑆3  adalah: 

𝑟 𝑣1 Π  =  𝑑 𝑣1, 𝑆1 , 𝑑 𝑣1 , 𝑆2 , 𝑑 𝑣1 , 𝑆3  =  0,1,2  
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𝑣1 

𝑣2 

𝑣3 𝑣4 

𝑣5 

𝑟 𝑣2 Π  =  𝑑 𝑣2, 𝑆1 , 𝑑 𝑣2, 𝑆2 , 𝑑 𝑣2, 𝑆3  =  0,1,1  

𝑟 𝑣3 Π  =  𝑑 𝑣3, 𝑆1 , 𝑑 𝑣3, 𝑆2 , 𝑑 𝑣3, 𝑆3  =  1,1,0  

𝑟 𝑣4 Π  =  𝑑 𝑣4, 𝑆1 , 𝑑 𝑣4, 𝑆2 , 𝑑 𝑣4, 𝑆3  =  2,1,0  

𝑟 𝑣5 Π  =  𝑑 𝑣5, 𝑆1 , 𝑑 𝑣5, 𝑆2 , 𝑑 𝑣5, 𝑆3  =  1,0,1  

 Karena setiap simpul di 𝐺 mempunyai representasi yang berbeda terhadap 

Π =  𝑆1 , 𝑆2, 𝑆3  maka Π merupakan partisi pembeda dari 𝐺. Jadi, dimensi partisi 

dari 𝐺, 𝑝𝑑 𝐺 = 3. 

Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan-𝑘 simpul dari graf terhubung 𝐺 dan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑘  adalah partisi dari 𝑉 𝐺  ke dalam kelas-kelas warna yang 

dihasilkan. Untuk setiap 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , kode warna dari 𝑣 terhadap Π didefinisikan 

sebagai 𝑘-vektor : 𝑐Π 𝑣 =  𝑑 𝑣, 𝐶1 , 𝑑 𝑣, 𝐶2 , ⋯ , 𝑑 𝑣, 𝐶𝑘  , dimana 𝑑 𝑣, 𝐶𝑖 = 

min 𝑑 𝑣, 𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐶𝑖  untuk 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. Jika setiap simpul di 𝐺 mempunyai kode 

warna yang berbeda terhadap Π, maka 𝑐 disebut pewarnaan lokasi dari 𝐺. 

Bilangan kromatik lokasi dari 𝐺, dinotasikan dengan 𝜒𝐿 𝐺  adalah banyaknya 

warna minimum pada pewarnaan lokasi dari 𝐺. Karena setiap pewarnaan lokasi 

merupakan pewarnaan maka 𝜒 𝐺 ≤ 𝜒𝐿 𝐺 . 

 

 
Gambar 2.10: Graf terhubung 𝐺 dengan 𝜒𝐿 𝐺 = 4 

 Pada Gambar 2.10, graf 𝐺 dengan 𝑉 𝐺 =  𝑣1 , 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4, 𝑣5  dan 𝐶1 =

 𝑣1 , 𝑣3 , 𝐶2 =  𝑣2 , 𝐶3 =  𝑣5  dan 𝐶4 =  𝑣4 . Kode warna dari setiap simpul 

terhadap Π =  𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3 , 𝐶4  adalah: 

𝑐Π 𝑣1 =  𝑑 𝑣1 , 𝐶1 , 𝑑 𝑣1 , 𝐶2 , 𝑑 𝑣1 , 𝐶3 , 𝑑 𝑣1 , 𝐶4  =  0,1,1,2  
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𝑐Π 𝑣2 =  𝑑 𝑣2, 𝐶1 , 𝑑 𝑣2, 𝐶2 , 𝑑 𝑣2, 𝐶3 , 𝑑 𝑣2, 𝐶4  =  1,0,1,2  

𝑐Π 𝑣3 =  𝑑 𝑣3, 𝐶1 , 𝑑 𝑣3, 𝐶2 , 𝑑 𝑣3, 𝐶3 , 𝑑 𝑣3, 𝐶4  =  0,1,1,1  

𝑐Π 𝑣4 =  𝑑 𝑣4, 𝐶1 , 𝑑 𝑣4, 𝐶2 , 𝑑 𝑣4, 𝐶3 , 𝑑 𝑣4, 𝐶4  =  1,2,1,0  

𝑐Π 𝑣5 =  𝑑 𝑣5, 𝐶1 , 𝑑 𝑣5, 𝐶2 , 𝑑 𝑣5, 𝐶3 , 𝑑 𝑣5, 𝐶4  =  1,1,0,1  

 Karena setiap simpul di 𝐺 mempunyai kode warna yang berbeda terhadap 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, 𝐶3 , 𝐶4  maka 𝑐 merupakan pewarnaan lokasi dari 𝐺. Jadi, bilangan 

kromatik lokasi dari 𝐺, 𝜒𝐿 𝐺 = 4. 

Proposisi 2.1 Misalkan 𝐻 adalah subgraf dari graf 𝐺. Maka 𝜒𝐿 𝐺 ≥ 𝜒𝐿 𝐻 . 

Bukti. Apapun warna-warna yang digunakan pada simpul-simpul dari subgraf 𝐻 

dalam pewarnaan lokasi minimum dari graf 𝐺 juga dapat digunakan dalam 

pewarnaan lokasi dari subgraf 𝐻 dengan sendirinya. 

 Berikut ini diberikan teorema dasar tentang bilangan kromatik lokasi pada 

graf terhubung. Lingkungan dari 𝑢, dinotasikan dengan 𝑁 𝑢  adalah himpunan 

simpul-simpul yang bertetangga dengan 𝑢. 

Teorema 2.2 Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung 𝐺. Jika 𝑢 

dan 𝑣 adalah simpul-simpul yang berbeda di 𝐺 sedemikian sehingga 𝑑 𝑢, 𝑤 =

𝑑 𝑣, 𝑤  untuk setiap 𝑤 ∈ 𝑉 𝐺 −  𝑢, 𝑣 , maka 𝑐 𝑢 ≠ 𝑐 𝑣 . Secara khusus, jika 

𝑢 dan 𝑣 adalah simpul-simpul yang tidak bertetangga di 𝐺 sedemikian sehingga 

𝑁 𝑢 = 𝑁 𝑣 , maka 𝑐 𝑢 ≠ 𝑐 𝑣 . 

Bukti. Misalkan 𝑐 adalah pewarnaan lokasi pada graf terhubung 𝐺 dan misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑘  adalah partisi dari simpul-simpul 𝐺 ke dalam kelas warna 𝐶𝑖 . 

Untuk simpul 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉 𝐺 , andaikan 𝑐 𝑢 = 𝑐 𝑣  sedemikian sehingga simpul 𝑢 

dan 𝑣 termuat dalam kelas warna yang sama, misalkan 𝐶𝑖  dari Π. Akibatnya, 

𝑑 𝑢, 𝐶𝑖 = 𝑑 𝑣, 𝐶𝑖 = 0. Karena 𝑑 𝑢, 𝑤 = 𝑑 𝑣, 𝑤  untuk setiap 𝑤 ∈ 𝑉 𝐺 −

 𝑢, 𝑣  maka 𝑑 𝑢, 𝐶𝑗  = 𝑑 𝑣, 𝐶𝑗   untuk setiap 𝑗 ≠ 𝑖, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘. Akibatnya, 

𝑐Π 𝑢 = 𝑐Π 𝑣  sehingga 𝑐 bukan pewarnaan lokasi. Jadi, 𝑐 𝑢 ≠ 𝑐 𝑣 . 
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BAB 3 

METODE PENELITIAN 

 

 Pada bagian ini dideskripsikan bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

amalgamasi sisi dari dua graf terhubung. Pada penelitian ini, operasi amalgamasi 

sisi digunakan untuk membentuk suatu graf baru dari graf sikel dengan graf sikel, 

graf sikel dengan graf bintang, graf sikel dengan graf lengkap, graf bintang 

dengan graf bintang, graf bintang dengan graf lengkap dan graf lengkap dengan 

graf lengkap. 

 Selanjutnya, graf hasil amalgamasi sisi tersebut dibentuk partisi dari 

himpunan simpul ke dalam kelas-kelas warna berdasarkan pewarnaan simpul. 

Kemudian setiap simpul di graf dan kelas-kelas warna, dibentuk kode warna dari 

setiap simpul terhadap kelas-kelas warna yang didefinisikan sebagai 𝑘-vektor, 

yaitu jarak minimum setiap simpul terhadap kelas-kelas warna. Dengan demikian, 

jika setiap simpul di graf mempunyai kode warna yang berbeda terhadap kelas-

kelas warna maka membentuk pewarnaan lokasi dari pewarnaan simpul. 

Banyaknya warna minimum pada pewarnaan lokasi dari graf yang terbentuk 

disebut bilangan kromatik lokasi dari graf. 

 Berdasarkan deskripsi tersebut maka diperoleh beberapa teorema terkait 

dengan bilangan kromatik lokasi pada graf hasil amalgamasi sisi dari dua graf 

terhubung dengan melakukan beberapa tahapan-tahapan sebagai berikut: 

1. Mengkonstruksi graf hasil amalgamasi sisi antara graf sikel, graf bintang dan 

graf lengkap. 

2. Menentukan pewarnaan lokasi pada graf hasil amalgamasi sisi antara graf 

sikel, graf bintang dan graf lengkap. 

3. Menentukan batas atas dari bilangan kromatik lokasi diperoleh dari pewarnaan 

lokasi yang sesuai. 

4. Menentukan batas bawah dari bilangan kromatik lokasi diperoleh dengan 

menggunakan proposisi dan teorema yang ada. 
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𝑣𝑛  𝑢𝑚  𝑣𝑛−1 𝑢𝑚−1 

𝑣3 

𝑢𝑚+3
2

 

𝑣4 

𝑣5 

𝑣6 

𝑢3 𝑢4 

𝑢5 

𝑢𝑚−2 

𝑢2 = 𝑣2 = 𝑤2 

𝑢1 = 𝑣1 = 𝑤1 

𝑒1 = 𝑓1 = 𝑔1 

BAB 4 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

 Pada bab ini dibahas bilangan kromatik lokasi pada graf hasil amalgamasi 

sisi dari dua graf terhubung. Graf yang diteliti adalah hasil amalgamasi sisi dari: 

graf sikel dengan graf sikel, graf sikel dengan graf bintang, graf sikel dengan graf 

lengkap, graf bintang dengan graf bintang, graf bintang dengan graf lengkap dan 

graf lengkap dengan graf lengkap. 

 Amalgamasi sisi dari dua graf sikel 𝐶𝑚  dan 𝐶𝑛  dengan menggabungkan 

sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐶𝑛  untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 3 adalah graf yang diperoleh 

dengan menggabungkan sisi 𝑒1 = 𝑢1𝑢2 dari graf sikel 𝐶𝑚  dan sisi 𝑓1 = 𝑣1𝑣2 dari 

graf sikel 𝐶𝑛  menjadi satu sisi 𝑔1 = 𝑤1𝑤2, dimana 𝑔1 adalah sisi bersama dari 

graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . 

 

 

Gambar 4.1: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 genap. 

Teorema 4.1 Diberikan dua graf sikel 𝐶𝑚  dengan order 𝑚 dan 𝐶𝑛  dengan order 𝑛 

untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 3. Maka bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒, 𝑓  adalah 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒, 𝑓  =  
3 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 + 𝑛 − 2 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙,
4 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 + 𝑛 − 2 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝.
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Bukti. Ambil 𝑒1 = 𝑓1, dimana sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐶𝑛 . Pandang dua 

kasus berikut: 

Kasus 1: Untuk 𝑚 + 𝑛 − 2 ganjil. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 

genap. Misalkan Π =  𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 ∪  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑚+3

2
 jika 𝑖 ganjil, untuk 

𝑚+3

2
< 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 

genap dan untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 jika 𝑖 ganjil. 

𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑚+3

2
 jika 𝑖 genap, untuk 

𝑚+3

2
< 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 

ganjil dan untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 jika 𝑖 genap. 

𝐶3 =  𝑢𝑖  untuk 𝑖 =
𝑚+3

2
. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada tiga kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑎 =  0,1, 𝑑 𝑎, 𝐶3  , dimana untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐶1. 

Karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐶1 sedemikian sehingga 𝑑 𝑎, 𝐶3  selalu berbeda 

maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶1 mempunyai kode 

warna yang berbeda. 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑏 =  1,0, 𝑑 𝑏, 𝐶3  , dimana untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐶2. 

Karena untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐶2 sedemikian sehingga 𝑑 𝑏, 𝐶3  selalu berbeda 

maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶2 mempunyai kode 

warna yang berbeda. 

iii. Kelas warna 𝐶3:  𝑐Π 𝑢𝑖 =  1,1,0  untuk 𝑖 =
𝑚+3

2
. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 3. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 

genap. Berdasarkan Gambar 4.2, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat 

subgraf merentang yang isomorfis dengan graf sikel dengan order ganjil. 

Sehingga dengan menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 
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1 2 1 

1 

1 1 

1 

1 

2 

2 

2 2 

2 

2 

3 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 3. Karena  𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   = 𝑚 + 𝑛 −

2 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 3. 

Karena 3 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 3 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 3. 

Karena operasi amalgamasi sisi bersifat komutatif maka pada kasus untuk 𝑚 

genap dan 𝑛 ganjil mempunyai hasil yang sama dengan pada kasus untuk 𝑚 ganjil 

dan 𝑛 genap. 

 

 

Gambar 4.2: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

ganjil dan 𝑛 genap. 

Kasus 2: Untuk 𝑚 + 𝑛 − 2 genap. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 

ganjil. Misalkan Π =  𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3, 𝐶4  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 ∪  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑚+3

2
 jika 𝑖 ganjil, untuk 

𝑚+3

2
< 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 

genap, untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑛+3

2
 jika 𝑖 ganjil dan untuk 

𝑛+3

2
< 𝑖 ≤ 𝑛 jika 𝑖 genap. 

𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑚+3

2
 jika 𝑖 genap, untuk 

𝑚+3

2
< 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 

ganjil, untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑛+3

2
 jika 𝑖 genap dan untuk 

𝑛+3

2
< 𝑖 ≤ 𝑛 jika 𝑖 ganjil. 

𝐶3 =  𝑢𝑖  untuk 𝑖 =
𝑚+3

2
 dan 𝐶4 =  𝑣𝑖  untuk 𝑖 =

𝑛+3

2
. 
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Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada empat kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑎 =  0,1, 𝑑 𝑎, 𝐶3 , 𝑑 𝑎, 𝐶4  , dimana untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝐶1. Karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐶1 sedemikian sehingga 𝑑 𝑎, 𝐶3 ≠

𝑑 𝑎, 𝐶4  meskipun terdapat tunggal 𝑘 ∈ 𝐶1 sedemikian sehingga 

𝑑 𝑘, 𝐶3 = 𝑑 𝑘, 𝐶4  maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶1 

mempunyai kode warna yang berbeda. 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑏 =  1,0, 𝑑 𝑏, 𝐶3 , 𝑑 𝑏, 𝐶4  , dimana untuk setiap 

𝑏 ∈ 𝐶2. Karena untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐶2 sedemikian sehingga 𝑑 𝑏, 𝐶3 ≠

𝑑 𝑏, 𝐶4  meskipun terdapat tunggal 𝑘 ∈ 𝐶2 sedemikian sehingga 

𝑑 𝑘, 𝐶3 = 𝑑 𝑘, 𝐶4  maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶2 

mempunyai kode warna yang berbeda. 

iii. Kelas warna 𝐶3:  𝑐Π 𝑢𝑖 =  1,1,0, ⋯   untuk 𝑖 =
𝑚+3

2
. 

iv. Kelas warna 𝐶4: 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ ,0  untuk 𝑖 =
𝑛+3

2
. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 4. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 

ganjil. Berdasarkan Gambar 4.3, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat 

subgraf merentang yang isomorfis dengan graf sikel dengan order genap. 

Sehingga dengan menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 4. Karena  𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   = 𝑚 + 𝑛 −

2 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 4. 

Karena 4 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 4 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 4. 

 

 

 

 

 

 



21 
 

2 

1 

4 

1 

1 

1 1 

1 

1 

2 2 

2 2 

2 2 

3 

 

 

Gambar 4.3: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

ganjil dan 𝑛 ganjil. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 genap dan 𝑛 

genap. Misalkan Π =  𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3 , 𝐶4  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 ∪  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 ganjil, untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑛+2

2
 jika 𝑖 ganjil 

dan untuk 
𝑛+4

2
< 𝑖 ≤ 𝑛 jika 𝑖 ganjil. 

𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 genap, untuk 3 ≤ 𝑖 <
𝑛+2

2
 jika 𝑖 

genap dan untuk 
𝑛+4

2
< 𝑖 ≤ 𝑛 jika 𝑖 genap. 

𝐶3 =  𝑣𝑖  untuk 𝑖 =
𝑛+4

2
 dan 𝐶4 =  𝑣𝑖  untuk 𝑖 =

𝑛+2

2
. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada empat kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑎 =  0,1, 𝑑 𝑎, 𝐶3 , 𝑑 𝑎, 𝐶4  , dimana untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝐶1. Misalkan terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶1 sedemikian sehingga 𝑑 𝑘, 𝐶4 =

𝑑 𝑙, 𝐶4  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶3 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶3  atau/dan 𝑑 𝑘, 𝐶3 = 𝑑 𝑙, 𝐶3  tetapi 

𝑑 𝑘, 𝐶4 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶4  maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶1 

mempunyai kode warna yang berbeda. 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑏 =  1,0, 𝑑 𝑏, 𝐶3 , 𝑑 𝑏, 𝐶4  , dimana untuk setiap 

𝑏 ∈ 𝐶2. Misalkan terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶2 sedemikian sehingga 𝑑 𝑘, 𝐶3 =

𝑑 𝑙, 𝐶3  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶4 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶4  atau/dan 𝑑 𝑘, 𝐶4 = 𝑑 𝑙, 𝐶4  tetapi 
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𝑑 𝑘, 𝐶3 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶3  maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶2 

mempunyai kode warna yang berbeda. 

iii. Kelas warna 𝐶3:  𝑐Π 𝑣𝑖 =  ⋯ , ⋯ ,0,1  untuk 𝑖 =
𝑛+4

2
. 

iv. Kelas warna 𝐶4: 𝑐Π 𝑣𝑖 =  ⋯ , ⋯ ,1,0  untuk 𝑖 =
𝑛+2

2
. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 4. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 genap dan 𝑛 

genap. Berdasarkan Gambar 4.4, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat 

subgraf merentang yang isomorfis dengan graf sikel dengan order genap. 

Sehingga dengan menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 4. Karena  𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   = 𝑚 + 𝑛 −

2 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 4. 

Karena 4 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 4 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 4. 

Tanpa mengurangi keumuman, ambil sebarang 𝑒 = 𝑓, dimana sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan 

sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐶𝑛 . Maka berlaku 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒, 𝑓  =  
3 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 + 𝑛 − 2 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙,
4 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 + 𝑛 − 2 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝.

   ∎ 

 

 

Gambar 4.4: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐶𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

genap dan 𝑛 genap. 
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Secara khusus, untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 = 3, bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

amalgamasi sisi dari graf sikel 𝐶𝑚  dan graf bintang 𝑆3 diperoleh: 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆3; 𝑒1 , 𝑓1  = 3 untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 = 3 sedangkan 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆3; 𝑒1 , 𝑓1  = 4 untuk 𝑚 genap dan 𝑛 = 3. Tanpa mengurangi 

keumuman, ambil sebarang 𝑒 = 𝑓, dimana sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝑆3 . 

Maka berlaku 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆3; 𝑒, 𝑓  =  
3 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙, 𝑛 = 3,
4 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝, 𝑛 = 3.

  

 

 

Gambar 4.5: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆3; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

ganjil dan 𝑛 = 3. 

 

 

Gambar 4.6: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆3; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

genap dan 𝑛 = 3. 
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𝑢3 

𝑢𝑚  

𝑣3 

𝑣𝑛+1 

𝑣4 

𝑣5 

𝑢𝑚−1 

𝑢4 

𝑢5 

𝑢6 

𝑢7 

𝑒1 = 𝑓1 = 𝑔1 

𝑢2 = 𝑣2 = 𝑤2 

𝑢1 = 𝑣1 = 𝑤1 

 Amalgamasi sisi dari graf sikel 𝐶𝑚  dan graf bintang 𝑆𝑛  dengan 

menggabungkan sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝑆𝑛  untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4 

adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan sisi 𝑒1 = 𝑢1𝑢2 dari graf sikel 

𝐶𝑚  dan sisi 𝑓1 = 𝑣1𝑣2 dari graf bintang 𝑆𝑛  dimana simpul-simpul 𝑣1 dan 𝑣2 

berderajat 𝑛 dan satu menjadi satu sisi 𝑔1 = 𝑤1𝑤2, dimana 𝑔1 adalah sisi bersama 

dari graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . 

 

 

Gambar 4.7: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Teorema 4.2 Diberikan graf sikel 𝐶𝑚  dengan order 𝑚 dan graf bintang 𝑆𝑛  dengan 

order 𝑛 + 1 untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4. Maka bilangan kromatik lokasi pada graf 

hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓  adalah 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑛. 

Bukti. Ambil 𝑒1 = 𝑓1, dimana sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝑆𝑛 . Pandang dua 

kasus berikut: 

Kasus 1: Untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Misalkan Π =  𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3 , ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑣3 ∪  𝑢𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 ganjil. 

𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑣4 ∪  𝑢𝑖  untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 genap. 

𝐶3 =  𝑤1 . 

𝐶𝑖 =  𝑣𝑖+1  untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 
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Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑣3 =  0,2,1,2, ⋯ ,2  dan 

𝑐Π 𝑎 =  0,1, 𝑑 𝑎, 𝐶3 , 𝑑 𝑎, 𝐶4 , ⋯ , 𝑑 𝑎, 𝐶𝑛  , dimana untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝐶1 −  𝑣3 . Karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐶1 −  𝑣3  sedemikian sehingga 

𝑑 𝑎, 𝐶3 ≠ 𝑑 𝑎, 𝐶4 , dimana 𝑑 𝑎, 𝐶4 = 𝑑 𝑎, 𝐶𝑖  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 maka 

jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶1 mempunyai kode warna 

yang berbeda. 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑣4 =  2,0,1,2, ⋯ ,2  dan 

𝑐Π 𝑏 =  1,0, 𝑑 𝑏, 𝐶3 , 𝑑 𝑏, 𝐶4 , ⋯ , 𝑑 𝑏, 𝐶𝑛  , dimana untuk setiap 

𝑏 ∈ 𝐶2 −  𝑣4 . Karena untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐶2 −  𝑣4  sedemikian sehingga 

𝑑 𝑏, 𝐶3 ≠ 𝑑 𝑏, 𝐶4 , dimana 𝑑 𝑏, 𝐶4 = 𝑑 𝑏, 𝐶𝑖  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 maka 

jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶2 mempunyai kode warna 

yang berbeda. 

iii. Kelas warna 𝐶3:  𝑐Π 𝑤1 =  1,1,0,1, ⋯ ,1 . 

iv. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖+1 =  2,2,1, ⋯ , ⋯ , ⋯   untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 

𝑛 ≥ 4. Berdasarkan Gambar 4.8, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat 

subgraf yang isomorfis dengan graf bintang 𝑆𝑛−1. Sehingga dengan menggunakan 

Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑛−1  dimana 

𝜒𝐿 𝑆𝑛−1 = 𝑛. Jadi, 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛. 
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Gambar 4.8: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Kasus 2: Untuk 𝑚 genap dan 𝑛 ≥ 4. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 genap dan 𝑛 ≥ 4. 

Misalkan Π =  𝐶1 , 𝐶2 , ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑣3 ∪  𝑢𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 ganjil. 

𝐶2 =  𝑣4 ∪  𝑢𝑖  untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 genap. 

𝐶3 =  𝑤2 ∪  𝑣5 . 

𝐶4 =  𝑤1 . 

𝐶𝑖 =  𝑣𝑖+1  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑣3 =  0,2,2,1, ⋯ ,2  dan 

𝑐Π 𝑎 =  0,1, 𝑑 𝑎, 𝐶3 , 𝑑 𝑎, 𝐶4 , ⋯ , 𝑑 𝑎, 𝐶𝑛  , dimana untuk setiap 

𝑎 ∈ 𝐶1. Misalkan terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶1 sedemikian sehingga 𝑑 𝑘, 𝐶4 =

𝑑 𝑙, 𝐶4  dan 𝑑 𝑘, 𝐶𝑖 = 𝑑 𝑙, 𝐶𝑖  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶3 ≠

𝑑 𝑙, 𝐶3  atau/dan 𝑑 𝑘, 𝐶3 = 𝑑 𝑙, 𝐶3  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶4 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶4  dan 

𝑑 𝑘, 𝐶𝑖 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶𝑖  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 maka jelas bahwa setiap simpul pada 

kelas warna 𝐶1 mempunyai kode warna yang berbeda. 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑣4 =  2,0,2,1, ⋯ ,2  dan 

𝑐Π 𝑏 =  1,0, 𝑑 𝑏, 𝐶3 , 𝑑 𝑏, 𝐶4 , ⋯ , 𝑑 𝑏, 𝐶𝑛  , dimana untuk setiap 
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𝑏 ∈ 𝐶2. Misalkan terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶2 sedemikian sehingga 𝑑 𝑘, 𝐶3 =

𝑑 𝑙, 𝐶3  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶4 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶4  dan 𝑑 𝑘, 𝐶𝑖 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶𝑖  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤

𝑛 atau/dan 𝑑 𝑘, 𝐶4 = 𝑑 𝑙, 𝐶4  dan 𝑑 𝑘, 𝐶𝑖 = 𝑑 𝑙, 𝐶𝑖  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 

tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶3 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶3  maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas 

warna 𝐶2 mempunyai kode warna yang berbeda. 

iii. Kelas warna 𝐶3:  𝑐Π 𝑤2 =  1,2,0,1, ⋯ ,2  dan 𝑐Π 𝑣5 =  2,2,0,1, ⋯ ,2 . 

iv. Kelas warna 𝐶4:  𝑐Π 𝑤1 =  1,1,1,0, ⋯ ,1 . 

v. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖+1 =  2,2,2,1, ⋯ , ⋯   untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 genap dan 

𝑛 ≥ 4. Berdasarkan Gambar 4.9, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat 

subgraf yang isomorfis dengan graf bintang 𝑆𝑛−1. Sehingga dengan menggunakan 

Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑛−1  dimana 

𝜒𝐿 𝑆𝑛−1 = 𝑛. Jadi, 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛. 

Tanpa mengurangi keumuman, ambil sebarang 𝑒 = 𝑓, dimana sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan 

sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝑆𝑛 . Maka berlaku 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑛   ∎ 
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Gambar 4.9: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

genap dan 𝑛 ≥ 4. 

 Amalgamasi sisi dari graf sikel 𝐶𝑚  dan graf lengkap 𝐾𝑛  dengan 

menggabungkan sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐾𝑛  untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4 

adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan sisi 𝑒1 = 𝑢1𝑢2 dari graf sikel 

𝐶𝑚  dan sisi 𝑓1 = 𝑣1𝑣2 dari graf lengkap 𝐾𝑛  menjadi satu sisi 𝑔1 = 𝑤1𝑤2, dimana 

𝑔1 adalah sisi bersama dari graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . 

 

 

Gambar 4.10: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Teorema 4.3 Diberikan graf sikel 𝐶𝑚  dengan order 𝑚 dan graf lengkap 𝐾𝑛  

dengan order 𝑛 untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4. Maka bilangan kromatik lokasi pada graf 

hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  adalah 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑛. 
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Bukti. Ambil 𝑒1 = 𝑓1, dimana sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐾𝑛 . Pandang dua 

kasus berikut: 

Kasus 1: Untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Misalkan Π =  𝐶1 , 𝐶2 , 𝐶3 , ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑣3 ∪  𝑢𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 ganjil. 

𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢𝑖  untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 genap. 

𝐶3 =  𝑤1 . 

𝐶𝑖 =  𝑣𝑖  untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑣3 =  0,1,1, ⋯ ,1  dan 

𝑐Π 𝑎 =  0,1, 𝑑 𝑎, 𝐶3 , ⋯ , 𝑑 𝑎, 𝐶𝑛  , dimana untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐶1 −  𝑣3 . 

Karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐶1 −  𝑣3  sedemikian sehingga 𝑑 𝑎, 𝐶3  selalu 

berbeda meskipun terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶1 −  𝑣3  sedemikian sehingga 

𝑑 𝑘, 𝐶4 = 𝑑 𝑙, 𝐶4 , dimana 𝑑 𝑘, 𝐶4 = 𝑑 𝑘, 𝐶𝑖  dan 𝑑 𝑙, 𝐶4 = 𝑑 𝑙, 𝐶𝑖  

untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶1 

mempunyai kode warna yang berbeda. 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0,1, ⋯ ,1  dan 

𝑐Π 𝑏 =  1,0, 𝑑 𝑏, 𝐶3 , ⋯ , 𝑑 𝑏, 𝐶𝑛  , dimana untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐶2 −  𝑤2 . 

Karena untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐶2 −  𝑤2  sedemikian sehingga 𝑑 𝑏, 𝐶3  selalu 

berbeda meskipun terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶2 −  𝑤2  sedemikian sehingga 

𝑑 𝑘, 𝐶4 = 𝑑 𝑙, 𝐶4 , dimana 𝑑 𝑘, 𝐶4 = 𝑑 𝑘, 𝐶𝑖  dan 𝑑 𝑙, 𝐶4 = 𝑑 𝑙, 𝐶𝑖  

untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 maka jelas bahwa setiap simpul pada kelas warna 𝐶2 

mempunyai kode warna yang berbeda. 

iii. Kelas warna 𝐶3:  𝑐Π 𝑤1 =  1,1,0, ⋯ ,1 . 

iv. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1,1, ⋯ , ⋯   untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 



30 
 

1 2 

3 
4 

𝑛 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 ganjil dan 

𝑛 ≥ 4. Berdasarkan Gambar 4.11, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat 

subgraf yang isomorfis dengan graf lengkap 𝐾𝑛 . Sehingga dengan menggunakan 

Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝐾𝑛  dimana 𝜒𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛. 

Jadi, 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  =

𝑛. 

 

 

Gambar 4.11: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

ganjil dan 𝑛 ≥ 4. 

Kasus 2: Untuk 𝑚 genap dan 𝑛 ≥ 4. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 genap dan 𝑛 ≥ 4. 

Misalkan Π =  𝐶1 , 𝐶2 , ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑣4 ∪  𝑢𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 ganjil. 

𝐶2 =  𝑣3 ∪  𝑢𝑖  untuk 4 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 jika 𝑖 genap. 

𝐶3 =  𝑤2 . 

𝐶4 =  𝑤1 . 
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𝐶𝑖 =  𝑣𝑖  untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑣4 =  0,1,1,1,1, ⋯ ,1  dan 

𝑐Π 𝑎 =  0,1, 𝑑 𝑎, 𝐶3 , 𝑑 𝑎, 𝐶4 , 𝑑 𝑎, 𝐶5 , ⋯ , 𝑑 𝑎, 𝐶𝑛  , dimana untuk 

setiap 𝑎 ∈ 𝐶1 −  𝑣4 . Karena untuk setiap 𝑎 ∈ 𝐶1 −  𝑣4  sedemikian 

sehingga 𝑑 𝑎, 𝐶5  selalu berbeda, dimana 𝑑 𝑎, 𝐶5 = 𝑑 𝑎, 𝐶𝑖  untuk 

6 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 meskipun terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶1 −  𝑣4  sedemikian sehingga 

𝑑 𝑘, 𝐶4 = 𝑑 𝑙, 𝐶4  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶3 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶3  atau/dan 𝑑 𝑘, 𝐶3 =

𝑑 𝑙, 𝐶3  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶4 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶4  maka jelas bahwa setiap simpul pada 

kelas warna 𝐶1 mempunyai kode warna yang berbeda. 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑣3 =  1,0,1,1,1, ⋯ ,1  dan 

𝑐Π 𝑏 =  1,0, 𝑑 𝑏, 𝐶3 , 𝑑 𝑏, 𝐶4 , 𝑑 𝑏, 𝐶5 , ⋯ , 𝑑 𝑏, 𝐶𝑛  , dimana untuk 

setiap 𝑏 ∈ 𝐶2 −  𝑣3 . Karena untuk setiap 𝑏 ∈ 𝐶2 −  𝑣3  sedemikian 

sehingga 𝑑 𝑏, 𝐶5  selalu berbeda, dimana 𝑑 𝑏, 𝐶5 = 𝑑 𝑏, 𝐶𝑖  untuk 

6 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 meskipun terdapat 𝑘, 𝑙 ∈ 𝐶2 −  𝑣3  sedemikian sehingga 

𝑑 𝑘, 𝐶3 = 𝑑 𝑙, 𝐶3  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶4 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶4  atau/dan 𝑑 𝑘, 𝐶4 =

𝑑 𝑙, 𝐶4  tetapi 𝑑 𝑘, 𝐶3 ≠ 𝑑 𝑙, 𝐶3  maka jelas bahwa setiap simpul pada 

kelas warna 𝐶2 mempunyai kode warna yang berbeda. 

iii. Kelas warna 𝐶3:  𝑐Π 𝑤2 =  1,1,0,1,1, ⋯ ,1 . 

iv. Kelas warna 𝐶4:  𝑐Π 𝑤1 =  1,1,1,0,1, ⋯ ,1 . 

v. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1,1,1, ⋯ , ⋯ , ⋯   untuk 5 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 genap dan 

𝑛 ≥ 4. Berdasarkan Gambar 4.12, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat 

subgraf yang isomorfis dengan graf lengkap 𝐾𝑛 . Sehingga dengan menggunakan 
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𝑛 

𝑣3 

𝑣4 

𝑣𝑛+1 𝑢𝑚+1 

𝑢3 

𝑢4 
𝑢2 = 𝑣1 = 𝑤2 𝑢1 = 𝑣2 = 𝑤1 

𝑒1 = 𝑓1 = 𝑔1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

5 

Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝐾𝑛  dimana 𝜒𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛. 

Jadi, 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  =

𝑛. 

Tanpa mengurangi keumuman, ambil sebarang 𝑒 = 𝑓, dimana sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan 

sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐾𝑛 . Maka berlaku 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑛  ∎ 

 

 

Gambar 4.12: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐶𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 

genap dan 𝑛 ≥ 4. 

 Amalgamasi sisi dari dua graf bintang 𝑆𝑚  dan 𝑆𝑛  dengan menggabungkan 

sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝑆𝑛  untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 3 adalah graf yang diperoleh 

dengan menggabungkan sisi 𝑒1 = 𝑢1𝑢2 dari graf bintang 𝑆𝑚  dimana dua simpul 

𝑢1 dan 𝑢2 berderajat 𝑛 dan satu dan sisi 𝑓1 = 𝑣2𝑣1 dari graf bintang 𝑆𝑛  dimana 

dua simpul 𝑣2 dan 𝑣1 berderajat satu dan 𝑛 menjadi satu sisi 𝑔1 = 𝑤1𝑤2, dimana 

𝑔1 adalah sisi bersama dari graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . 

 

 

Gambar 4.13: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 = 𝑛. 
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Teorema 4.4 Diberikan dua graf bintang 𝑆𝑚  dengan order 𝑚 + 1 dan 𝑆𝑛  dengan 

order 𝑛 + 1 untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 3. Maka bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓  adalah 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛 . 

Bukti. Ambil 𝑒1 = 𝑓1, dimana sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝑆𝑛 . Pandang dua 

kasus berikut: 

Kasus 1: Untuk 𝑚 = 𝑛. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 = 𝑛. Misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   berdasarkan 

pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 ∪  𝑣3 , 𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢3  dan 𝐶𝑖 =  𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖+1  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1, ⋯ ,1  dan 𝑐Π 𝑣3 =  0,1, ⋯ ,2 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0, ⋯ ,1  dan 𝑐Π 𝑢3 =  1,0, ⋯ ,2 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖+1 =  1,2, ⋯ , ⋯   dan 𝑐Π 𝑣𝑖+1 =  2,1, ⋯ , ⋯   

untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 = 𝑛. 

Berdasarkan Gambar 4.14, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat subgraf 

yang isomorfis dengan dua graf bintang 𝑆𝑚−1 dan 𝑆𝑛−1. Sehingga dengan 

menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑚−1 =

𝑚 atau 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑛−1 = 𝑛. Karena 𝑚 = 𝑛 maka 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛. 
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Gambar 4.14: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 

𝑚 = 𝑛. 

Kasus 2: Untuk 𝑚 ≠ 𝑛. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 < 𝑛. Misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   berdasarkan 

pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 ∪  𝑣3 , 𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢3 , 𝐶𝑖 =  𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖+1  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dan 

𝐶𝑖 =  𝑣𝑖+1  untuk 𝑚 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1,1, ⋯ ,2  dan 𝑐Π 𝑣3 =  0,1,2, ⋯ ,2 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0,1, ⋯ ,1  dan 𝑐Π 𝑢3 =  1,0,2, ⋯ ,3 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖+1 =  1,2, ⋯ , ⋯ ,3  dan 𝑐Π 𝑣𝑖+1 =  2,1, ⋯ , ⋯ ,2  

untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

iv. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖+1 =  2,1,2, ⋯ , ⋯   untuk 𝑚 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 < 𝑛. 

Berdasarkan Gambar 4.15, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat subgraf 

yang isomorfis dengan dua graf bintang 𝑆𝑚−1 dan 𝑆𝑛−1. Sehingga dengan 

menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑚−1 =

𝑚 atau 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑛−1 = 𝑛. Karena 𝑚 < 𝑛 maka 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 
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𝑢2 = 𝑣2 = 𝑤2 

𝑢1 = 𝑣1 = 𝑤1 

𝑢3 

𝑢4 

𝑒1 = 𝑓1 = 𝑔1 
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2 

3 𝑚 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛. 

Karena operasi amalgamasi sisi bersifat komutatif maka pada kasus untuk 𝑚 > 𝑛 

mempunyai hasil yang sama dengan pada kasus untuk 𝑚 < 𝑛. 

Tanpa mengurangi keumuman, ambil sebarang 𝑒 = 𝑓, dimana sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan 

sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝑆𝑛 . Maka berlaku 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛  ∎ 

 

 

Gambar 4.15: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝑆𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 

𝑚 < 𝑛. 

 Amalgamasi sisi dari graf bintang 𝑆𝑚  dan graf lengkap 𝐾𝑛  dengan 

menggabungkan sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐾𝑛  untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4 

adalah graf yang diperoleh dengan menggabungkan sisi 𝑒1 = 𝑢1𝑢2 dari graf 

bintang 𝑆𝑚  dimana dua simpul 𝑢1 dan 𝑢2 berderajat 𝑛 dan satu dan sisi 𝑓1 = 𝑣1𝑣2 

dari graf lengkap 𝐾𝑛  menjadi satu sisi 𝑔1 = 𝑤1𝑤2, dimana 𝑔1 adalah sisi bersama 

dari graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . 

 

 

Gambar 4.16: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 = 𝑛. 
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Teorema 4.5 Diberikan graf bintang 𝑆𝑚  dengan order 𝑚 + 1 dan graf lengkap 𝐾𝑛  

dengan order 𝑛 untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4. Maka bilangan kromatik lokasi pada graf 

hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  adalah 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛 . 

Bukti. Ambil 𝑒1 = 𝑓1, dimana sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐾𝑛 . Pandang tiga 

kasus berikut: 

Kasus 1: Untuk 𝑚 = 𝑛. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 = 𝑛. Misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   berdasarkan 

pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 , 𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢3  dan 𝐶𝑖 =  𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1, ⋯ ,1 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0, ⋯ ,1  dan 𝑐Π 𝑢3 =  1,0, ⋯ ,2 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖+1 =  1,2, ⋯ , ⋯   dan 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ , ⋯   untuk 

3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 = 𝑛. 

Berdasarkan Gambar 4.17, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat subgraf 

yang isomorfis dengan graf bintang 𝑆𝑚−1 dan graf lengkap 𝐾𝑛 . Sehingga dengan 

menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑚−1 =

𝑚 atau 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛. Karena 𝑚 = 𝑛 maka 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛. 
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Gambar 4.17: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 

𝑚 = 𝑛. 

Kasus 2: Untuk 𝑚 < 𝑛. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 < 𝑛. Misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   berdasarkan 

pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 , 𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢3 , 𝐶𝑖 =  𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dan 𝐶𝑖 =  𝑣𝑖  

untuk 𝑚 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1, ⋯ ,1 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0, ⋯ ,1  dan 𝑐Π 𝑢3 =  1,0, ⋯ ,2 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖+1 =  1,2, ⋯ ,2  dan 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ ,1  untuk 

3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

iv. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ , ⋯   untuk 𝑚 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 < 𝑛. 

Berdasarkan Gambar 4.18, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat subgraf 

yang isomorfis dengan graf bintang 𝑆𝑚−1 dan graf lengkap 𝐾𝑛 . Sehingga dengan 

menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑚−1 =
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𝑚 atau 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛. Karena 𝑚 < 𝑛 maka 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛. 

 

 

Gambar 4.18: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 

𝑚 < 𝑛. 

Kasus 3: Untuk 𝑚 > 𝑛. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 > 𝑛. Misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑚   adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   berdasarkan 

pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 , 𝐶2 =  𝑤2 ∪  𝑢3 , 𝐶𝑖 =  𝑢𝑖+1, 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dan 𝐶𝑖 =  𝑣𝑖  

untuk 𝑛 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑚 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1,1, ⋯ ,1 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0,1, ⋯ ,2  dan 𝑐Π 𝑢3 =  1,0,2, ⋯ ,2 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖+1 =  1,2, ⋯ ,2,2  dan 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ ,2,2  

untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

iv. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,2,2,2, ⋯   untuk 𝑛 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 
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Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑚. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 > 𝑛. 

Berdasarkan Gambar 4.19, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat subgraf 

yang isomorfis dengan graf bintang 𝑆𝑚−1 dan graf lengkap 𝐾𝑛 . Sehingga dengan 

menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝑆𝑚−1 =

𝑚 atau 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛. Karena 𝑚 > 𝑛 maka 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑚. 

Karena 𝑚 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑚 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  =

𝑚. 

Tanpa mengurangi keumuman, ambil sebarang 𝑒 = 𝑓, dimana sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan 

sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐾𝑛 . Maka berlaku 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  = 𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛  ∎ 

 

 

Gambar 4.19: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝑆𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 

𝑚 > 𝑛. 

 Amalgamasi sisi dari dua graf lengkap 𝐾𝑚  dan 𝐾𝑛  dengan menggabungkan 

sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐾𝑚  dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐾𝑛  untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 4 adalah graf yang diperoleh 

dengan menggabungkan sisi 𝑒1 = 𝑢1𝑢2 dari graf lengkap 𝐾𝑚  dan sisi 𝑓1 = 𝑣1𝑣2 

dari graf lengkap 𝐾𝑛  menjadi satu sisi 𝑔1 = 𝑤1𝑤2, dimana 𝑔1 adalah sisi bersama 

dari graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . 
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Gambar 4.20: Graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 𝑚 = 𝑛. 

Teorema 4.6 Diberikan dua graf lengkap 𝐾𝑚  dengan order 𝑚 dan 𝐾𝑛  dengan 

order 𝑛 untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 4. Maka bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  adalah 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  =  
𝑛 + 1 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 𝑛,

𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≠ 𝑛.
  

Bukti. Ambil 𝑒1 = 𝑓1, dimana sisi 𝑒1 ∈ 𝐸 𝐾𝑚  dan sisi 𝑓1 ∈ 𝐸 𝐾𝑛 . Pandang dua 

kasus berikut: 

Kasus 1: Untuk 𝑚 = 𝑛. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 = 𝑛. Misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛 , 𝐶𝑛+1  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   

berdasarkan pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 , 𝐶2 =  𝑤2 , 𝐶𝑖 =  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1, 𝐶𝑛 =  𝑣𝑛  dan 

𝐶𝑛+1 =  𝑢𝑚  . 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 + 1 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1, ⋯ ,1,1 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0, ⋯ ,1,1 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖 =  1,1, ⋯ ,1,2  dan 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ ,2,1  untuk 

3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 − 1 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

iv. Kelas warna 𝐶𝑛 : 𝑐Π 𝑣𝑛 =  1,1, ⋯ ,0,2 . 

v. Kelas warna 𝐶𝑛+1: 𝑐Π 𝑢𝑚 =  1,1, ⋯ ,2,0 . 
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Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 + 1. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 = 𝑛. Misalkan 

𝑐 adalah pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . Andaikan 

terdapat partisi Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛  dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   dan 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1, ⋯ ,1 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0, ⋯ ,1 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖 =  1,1, ⋯ ,1  dan 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ ,1  untuk 

3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Karena terdapat dua simpul 𝑢𝑖 , 𝑣𝑖 ∈ 𝐶𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 yang termuat dalam kelas 

warna yang sama maka 𝑑 𝑢𝑖 , 𝐶𝑗  = 𝑑 𝑣𝑖 , 𝐶𝑗   untuk setiap 𝑗 ≠ 𝑖, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. 

Akibatnya, 𝑐Π 𝑢𝑖 = 𝑐Π 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. Sehingga 𝑐 bukan pewarnaan 

lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1 . Hal ini kontradiksi dengan pemisalan 

sehingga pengandaian salah. Jadi, 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛 + 1. 

Karena 𝑛 + 1 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 + 1 maka 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  = 𝑛 + 1. 

 

 

Gambar 4.21: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 

𝑚 = 𝑛. 
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Kasus 2: Untuk 𝑚 ≠ 𝑛. 

Menentukan batas atas dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 < 𝑛. Misalkan 

Π =  𝐶1 , 𝐶2, ⋯ , 𝐶𝑛  adalah partisi dari 𝑉 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   berdasarkan 

pewarnaan simpul 𝑐 dengan: 

𝐶1 =  𝑤1 , 𝐶2 =  𝑤2 , 𝐶𝑖 =  𝑢𝑖 , 𝑣𝑖  untuk 3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dan 𝐶𝑖 =  𝑣𝑖  untuk 

𝑚 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

Kode warna dari setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terhadap Π 

dapat dilihat pada 𝑛 kelas warna berikut: 

i. Kelas warna 𝐶1: 𝑐Π 𝑤1 =  0,1, ⋯ ,1 . 

ii. Kelas warna 𝐶2: 𝑐Π 𝑤2 =  1,0, ⋯ ,1 . 

iii. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑢𝑖 =  1,1, ⋯ ,2  dan 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1, ⋯ ,1  untuk 

3 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 dengan koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

iv. Kelas warna 𝐶𝑖 : 𝑐Π 𝑣𝑖 =  1,1,1, ⋯   untuk 𝑚 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 dengan 

koordinat ke-𝑖 pada setiap kode warna adalah 0. 

Sehingga dapat dilihat bahwa setiap simpul di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  

mempunyai kode warna yang berbeda terhadap Π. Jadi, 𝑐 adalah pewarnaan lokasi 

pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  dan 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛. 

Menentukan batas bawah dari 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1   untuk 𝑚 < 𝑛. 

Berdasarkan Gambar 4.22, di graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  terdapat subgraf 

yang isomorfis dengan dua graf lengkap 𝐾𝑚  dan 𝐾𝑛 . Sehingga dengan 

menggunakan Proposisi 2.1 diperoleh 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝐾𝑚 = 𝑚 

atau 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝜒𝐿 𝐾𝑛 = 𝑛. Karena 𝑚 < 𝑛 maka 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≥ 𝑛. 

Karena 𝑛 ≤ 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  ≤ 𝑛 maka 𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  =

𝑛. 

Karena operasi amalgamasi sisi bersifat komutatif maka pada kasus untuk 𝑚 > 𝑛 

mempunyai hasil yang sama dengan pada kasus untuk 𝑚 < 𝑛. 
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1 𝑚 
𝑚 + 1 

𝑛 

2 

3 

3 
𝑚 

Tanpa mengurangi keumuman, ambil sebarang 𝑒 = 𝑓, dimana sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐾𝑚  dan 

sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐾𝑛 . Maka berlaku 

𝜒𝐿 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒, 𝑓  =  
𝑛 + 1 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 = 𝑛,

𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛 𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑚 ≠ 𝑛.
   ∎ 

 

 

Gambar 4.22: Pewarnaan lokasi pada graf hasil 𝑎𝑚𝑎𝑙𝑠 𝐾𝑚 , 𝐾𝑛 ; 𝑒1 , 𝑓1  untuk 

𝑚 < 𝑛. 
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BAB 5 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan tujuan penelitian pada Bab 1 serta hasil dan pembahasan pada 

Bab 4, maka dapat diambil kesimpulan sebagai berikut: 

1. Untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 3, bilangan kromatik lokasi pada graf hasil amalgamasi sisi 

dari graf sikel dengan order 𝑚 dan graf sikel dengan order 𝑛 dengan 

menggabungkan sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐶𝑛  adalah 3 untuk 

𝑚 + 𝑛 − 2 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙 dan 4 untuk 𝑚 + 𝑛 − 2 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝. 

2. Untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4, bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

amalgamasi sisi dari graf sikel dengan order 𝑚 dan graf bintang dengan 

order 𝑛 + 1 dengan menggabungkan sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝑆𝑛  

adalah 𝑛. 

3. Untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4, bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

amalgamasi sisi dari graf sikel dengan order 𝑚 dan graf lengkap dengan 

order 𝑛 dengan menggabungkan sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐶𝑚   dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐾𝑛  

adalah 𝑛. 

4. Untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 3, bilangan kromatik lokasi pada graf hasil amalgamasi sisi 

dari graf bintang dengan order 𝑚 + 1 dan graf bintang dengan order 

𝑛 + 1 dengan menggabungkan sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝑆𝑛  adalah 

𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛 . 

5. Untuk 𝑚 ≥ 3 dan 𝑛 ≥ 4, bilangan kromatik lokasi pada graf hasil 

amalgamasi sisi dari graf bintang dengan order 𝑚 + 1 dan graf lengkap 

dengan order 𝑛 dengan menggabungkan sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝑆𝑚   dan sisi 𝑓 ∈

𝐸 𝐾𝑛  adalah 𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛 . 

6. Untuk 𝑚, 𝑛 ≥ 4, bilangan kromatik lokasi pada graf hasil amalgamasi sisi 

dari graf lengkap dengan order 𝑚 dan graf lengkap dengan order 𝑛 

dengan menggabungkan sisi 𝑒 ∈ 𝐸 𝐾𝑚  dan sisi 𝑓 ∈ 𝐸 𝐾𝑛  adalah 𝑛 + 1 

untuk 𝑚 = 𝑛 dan 𝑚𝑎𝑥 𝑚, 𝑛  untuk 𝑚 ≠ 𝑛. 
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5.2 Saran 

Berdasarkan hasil penelitian tentang bilangan kromatik lokasi pada graf 

hasil amalgamasi sisi antara graf sikel, graf bintang dan graf lengkap, sehingga 

peneliti memberikan saran kepada pembaca untuk melakukan penelitian tentang 

bilangan kromatik lokasi pada graf-graf khusus lainnya ataupun dengan 

menggunakan operasi pada graf yang lain, yaitu operasi comb dari dua graf 

terhubung. 
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