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Nama Mahasiswa : Abu Fadlol Arrosyidi
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Pembimbing : 1. Agus Purwanto D.Sc
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Abstrak

Telah dilakukan penurunan solusi bermuatan dan simetri aksial dalam
teori gravitasi f(R) dari solusi simetri bola menggunakan algoritma Newman-
Janis termodifikasi. Pekerjaan utama kami adalah membentuk metrik Kerr-
Newman dalam gravitasi f(R) dan membandingkan hasilnya dengan solusi
Kerr-Newman dalam gravitasi Finstein. Kami juga melakukan penelitian
terkait kemungkinan singularitas yang muncul dimana dalam beberapa limit
tertentu mendekati singularitas dalam gravitasi Einstein.

Kata-kunci: Teori Gravitasi Einstein, Teori Gravitasi f(R),Solusi
Simetri Aksial, Algoritma Newmann-Janis, Konstanta Skalar
Kurvatur,Solusi Kerr-Newman, Singularitas
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Abstract

We have investigated charged and azially symmetric solutions for f(R)
gravity via modified Newman-Janis algorithm. Our main objectives is to re-
derive construction of Kerr-Newman metric in f(R) gravity and comparing
their solutions in Finstein gravity. We also study possible singularities appear
in some cases which approaching Finstein gravity in certain limat.

Key-words: General Relativity, f(R) Theory of Gravity, Azially Symmetric
Solution,  Newmann-Janis Algorithm,  Constant Scalar
Curvature, Newman-Janis solution, Singularity
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BAB 1
PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang

Fisika merupakan upaya menemukan pola-pola keteraturan alam dan
membingkainya menjadi bagan berpikir yang runtut, yakni berupa kaitan
logis antara konsep-konsep tertentu. Bagan berpikir itu secara matematis
disajikan sebagai kaitan-kaitan matematis yang menghubungkan struktur-
struktur matematis yang mewakili konsep-konsep tertentu sehingga fisika dan
matematika memiliki kaitan yang erat (Rosyid,2012).

Beberapa hasil pengamatan dalam bidang astronomi dan astrofisika
memperlihatkan kegagalan pandangan Newton dalam memberikan penjelasan
dan prediksi perilaku benda-benda langit, misalnya tidak mampu menjelaskan
terjadinya presesi orbit Merkurius. Masalah berikutnya dalam teori Newton,
cahaya tidak akan terpengaruh oleh gravitasi. Demikian halnya, spektrum
gelombang elektromagnetik secara umum. Oleh karena itu, sangat masuk
akal jika gravitasi Newton tidak memperkirakan terjadinya pembelokan cahaya
oleh gravitasi. Tetapi dalam kenyataan, Merkurius terlihat oleh Eddington
meskipun berada di balik Matahari pada saat terjadi gerhana Matahari pada
tahun 1930. Juga, teori gravitasi Newton tidak meramalkan keberadaan
gelombang gravitasi (Krane,1992).

Pada tahun 1915, Albert Einstein memperkenalkan Teori Relativitas
Umumnya. Menurut Einstein, hukum gravitasi Newton tidak berhasil
menjelaskan lebih lanjut tantang gerak benda-benda langit, karena menurut
hukum gravitasi Newton jika sebuah benda digerakkan maka gaya gravitasi
benda tersebut terhadap benda lain akan berubah secara sepontan. Perubahan
sepontan ini dengan kata lain berarti efek gravitasi antara benda tersebut
merambat melebihi kecepatan cahaya, suatu yang dilarang dalam teori
relativitas khusus (Purwanto, 2009;Anugraha, 2005). Einstein mengemukakan
bahwa gravitasi adalah sebuah medan yang menyebabkan kelengkungan ruang
waktu karena adanya sebuah benda yang bermassa.

Pada tahun 1916, Karl Schwarzschild bekerja untuk mendapatkan solusi
dari persamaan medan FEinstein yang menggambarkan evolusi geometri
ruang-waktu. Schwarzchild mendapatkan solusi metrik yang bersifat bola
dan merepresentasikan medan gravitasi di luar suatu partikel bersimetri
bola dengan pusat partikel terletak pada pusat koordinat bola, Solusi ini
tidak mempertimbangkan distribusi muatan dari sumber . Beberapa tahun
setelahnya Reissner dan Nordstrom mendapatkan solusi perluasan dari metrik
Schwarzschild dengan adanya kebergantungan pada distribusi muatan pada
sumber massa yang melengkungkan ruang-waktu.

Secara astrofisika benda langit (planet, bintang, lubang hitam dan lain-
lainnya) haruslah berotasi, sedankan solusi Schwarzschild adalah solusi untuk
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benda yang tak berotasi oleh karena itu perlu dibentuk persamaan metrik
yang menyempurnakan metrik Schwarzschild tersebut. Pada tahun 1963 Kerr
menemukan bentuk metrik ruang waktu untuk benda yang berotasi sebagai
penyempurnaan metrik Schwarzschild.

Setelah penemuan metrik tersebut oleh Kerr, Newmann dan Janis dapat
menunjukkan bahwa solusi Kerr dapat diturunkan dengan cara lain yang
selanjutnya disebut algoritma Newmann-Janis. Algoritma ini jika dikenakan
pada metrik Schwarzschild akan menghasilkan metrik Kerr dan saat algoritma
ini dikenakan pada metrik Reissner-Nordstrom akan didapatkan bentuk metrik
baru yang disebut metrik Kerr-Newman.

Teori teori gravitasi Einstein menjadi teori yang terbaik untuk menjelaskan
masalah gravitasi selama 100 tahun terakhir. Teori gravitasi Einstein mampu
menyediakan model kosmologi, seperti model Friedmann atau Leimatre yang
mendeskripsikan evolusi alam semesta yang kita ketahui saat ini. Sampai
sekarang teori gravitasi Einstein mampu melewati bayak tes eksperimental
yang terkait dengannya. Pada beberapa dekade terkhir untuk menjelaskan
pengamatan astrofisika yang berhubungan dengan kurva rotasi dari galaksi
spiral kita memmunculkan konsep tentang dark matter. Tak lama kamudian
kembali kita dipaksa menerima konsep dark energy untuk menjelaskan
akselerasi dari ekspansi alam semesta yang didukung oleh pengamatan
pergeseran merah dari supernova.

Adanya indikasi materi gelap pertama kali diamati oleh Frits Zwicky
(Zwicky,1934) dengan mengamati gerak galaksi-galaksi anggota gugus galaksi
Coma berdasarkan kecepatan gerak. Kemudian dilakukan oleh Vera Rubin,
meneliti kecerahan bintang dan gas yang bergerak di beberapa galaksi di
sekitar galaksi Bima Sakti menggunakan spektrograf. Pengamatan yang
terkenal adalah bullet cluster, tabrakan antar dua kluster galaksi.Tabrakan
kedua kluster galaksi tersebut mengakibatkan pusat massa tiap kluster, yang
seharusnya di pusat massa baryon, ternyata tidak berada di pusat baryon
(Rubin,1970). Sehingga seolah ada massa 'tambahan’ yang tidak terlihat tapi
bisa dideteksi melalui perlensaan gravitasi. Adanya massa tambahan inilah
terindikasi adanya materi gelap. Keberadaan materi gelap ini bersifat stabil,
tidak berinteraksi elektromagnetik dan bisa dideteksi keberadaannya melalui
interaksi gravitasi. Fenomena bullet cluster menunjukkan sifat interaksi antar
materi gelap sendiri ternyata cukup lemah (Clowe, 2006).

Saat ini, keberadaan materi tampak pada alam semesta diperkirakan
sekitar 4% dari keseluruhan massa dan energi. Sekitar 23% disebut Materi
Gelap (patikel-partikel yang berinteraksi hanya melalui interaksi lemah dan
gravitasi), dan 75% adalah Energi Gelap. Kandidat Energi Gelap terbaik
memiliki konstanta kosmologi positif sangat kecil yang diidentifikasi pada
energi vakum dalam model standar (Fatibene dan Garruto , 2014). Di sisi
lain baru-baru ini, penelitian-penelitian yang memodifikasi persamaan medan
Einstein dengan mengesampingkan asumsi indikasi keberadaan materi gelap
dan energi gelap juga semakin meningkat dan hal ini juga sangat mungkin
dilakukan.



Kesenjangan dari fakta-fakta antara pengamatan dan perhitungan
mendorong munculnya beberapa gagasan yang didasari oleh persamaan medan
Einstein, yaitu kaitan antara materi dan energi dengan geometri ruang-
waktu. Gagasan pertama, mengindikasikan keberadaan materi gelap dengan
memodelkan ruas kanan pada persamaan medan Einstein (tensor kovarian
energi-momentum). Gagasan kedua, memodifikasi ruas kiri persamaan medan
Einstein, dengan asumsi tidak ada tambahan materi di luar materi yang
tampak.

Salah satu modifikasi yang paling sederhana pada teori gravitasi Einstein
adalah dengan menambah suku invariant dengan orde yang lebih tinggi dalam
aksi Einstein-Hilbert standar, yang disebut sebagai teori gravitasi berorde
tinggi, salah satu kelas dari teori ini adalah teori yang disebut teori gravitasi
f(R) yang diperoleh dari teori gravitasi Einstein dengan menambah suku
dengan orde lebih tinggi pada skalar Ricci pada teori gravitasi Einstein.
Motivasi untuk mempelajari teori adalah fakta bahwa dengan menambahkan
suku ekstra pada aksi kita dapat mengatasi masalah evolusi alam semesta
sebagaimana yang teramati tanpa memunculkan konsep dark matter dan dark
energy [Sporea,2014].

1.2 Rumusan Masalah

Permasalahan dalam penelitian ini adalah bagaimana mendapatkan solusi
simetri Aksial dngan menggunakan algoritma Newmann-Janis serta arti fisinya
dari teori f(R) ,dengan demikian dapat diangkat dua rumusan masalah yaitu
bagaimana Bentuk metrik simetri aksial dalam teori serta bagaimana implikasi
fisis dari solusi tersebut.

1.3 Batasan Masalah
Penelitian ini tidak mengkaji bagaimana sifat termodinamika dari solusi
simetri aksial.

1.4 Tujuan
Tujuan penelitian ini adalah mendapatkan solusi simetri aksial dari solusi
simetri bola pada teori gravitasi f(R) serta implikasi dari solusi tersebut.

1.5 Manfaat
Manfaat yang diperoleh pada penelitian ini adalah sebagai berikut

1. Mendapatkan solusi simetri aksial pada teori gravitasi f(R) yang
merupakan keumuman dari teori gravitasi Einstein.

2. Mengatahui implikasi dari solusi simetri aksial pada teori gravitasi f(R).






BAB 2
TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Teori Gravitasi Einstein

Ketika teori gravitasi Einstein diperkenalkan pada tahun 1915, orang
sudah mengenal mekanika Newton, relativitas khusus, dan gravitasi Newton.
Mekanika Newton sangat berhasil di dalam menerangkan sifat gerak benda
berkelajuan rendah. Namun mekanika ini gagal untuk benda yang
kelanjuannya mendekatilaju cahaya. Di samping itu, transformasi Galileo
gagal apabila diterapkan pada hukum-hukum seperti persamaan Maxwell yang
sifatnya menjadi tidak kovarian di dalam kerangka inersial. Kekurangan
ini ditutupi oleh Einstein dengan mengemukakan teori relativitas khusus
(TRK) (Anugraha,2004). Hukum gravitasi Newton berhasil menerangkan
fenomena gerak benda-benda langit yang dipengaruhi oleh interaksi gravitasi
antar benda-benda tersebut dengan ketelitian tinggi. Namun sayangnya,
hukum ini tidak konsisten dengan TRK. Jika sebuah benda berubah posisinya
maka gaya gravitasi benda tersebut terhadap benda lain akan berubah
dalam sekejap, atau terjadi aksi spontan. Dengan kata lain, efek gravitasi
haruslah merambat dengan kelajuan melebihi kecepatan cahay, sesuatu yang
bertentangan dengan TRK. Permaslahan tersebut dijawab oleh Einstein pada
tahun 1915. TRK dibuat Einstein menjadi lebih umum dengan sebutan teori
gravitasi Einstein dengan dilibatkannya pengaruh medan gravitasi. Teori
gravitasi Einstein adalah teori geometri yang menjelaskan gravitasi, pengaruh
sebaran massa, dan energi yang mengakibatkan perubahan ruang-waktu.
Gravitasi dipandang oleh Einstein bukan sebagai gaya,akan tetapi lebih sebagai
manifestasi kelengkungan ruang dan waktu. Menurut Einstein, geometri
ruang-waktu ini dipengaruhi oleh sebaran massa dan energi. Ketika kumpulan
massa dan energinya semakin besar, maka ruang-waktunya akan semakin
melengkung.

Teori teori gravitasi Einstein ini dibangun atas dua asas, yaitu pertama,
asas kesetaraan (principle of equivalence) dan kedua, kovariansi umum (general
covariance)(Krane,1992; Purwanto, 2009). Untuk menjelaskan asas kesetaraan
ini perlu diberikan penggambaran sebagai berikut. Misalnya seorang astronot
berada di dalam roket yang masih berada pada landasannya di permukaan
bumi. Sebuah benda yang dilepaskan teramati jatuh ke bawah dengan
percepatan g = 9,8m/s* . Kemudian diandaikan roket tersebut berada di
ruang angkasa dengan medan gravitasi amat kecil sehingga dapat diabaikan.
Mesin peluncur kemudian dinyalakan sehingga memberikan percepatan yang
dikendalikan tepat sebesar g, = 9,8m/s?> . Sekali lagi benda tersebut
dilepaskan. Maka benda tersebut akan meluncur ke bawah dengan percepatan
a = 9,8m/s* . Kedua percobaan yang bersifat angan-angan tersebut
memberikan hasil sama.



| a=9.8m/s’

a=98m/s’

Gambar 2.1: Pengamat dalam medan gravitasi sebesar g = 9,8m/s®> merasa
sama dengan pengamat yang dipercepat sebesar a = 9, 8m/s?

Einstein  menggunakan hasil percobaan angan-angan 7 gedanken
experiment” itu untuk mengemukakan asas kesetaraan yang berbunyi,
"Tidak ada percobaan yang dapat dilakukan dalam daerah kecil (lokal)
yang dapat membedakan medan gravitasi dengan sistem dipercepat yang
setara”.  Pernyataan daerah kecil ini perlu disebutkan karena alasan
berikut.Seandainya dilepaskan dua benda yang terpisah sejauh jarak kecil r,
maka di dekat permukaan bumi setiap benda bergerak sepanjang lintasan
jari-jari menuju pusat bumi sehingga kedua benda tersebut makin lama
makin dekat. Namun jika lebar roket cukup kecil, perbedaannya tidak akan
teramati. Hal ini persis seperti percobaan di dalam roket yang meluncur di
ruang angkasa yang dilepaskan dengan percepatan tertentu (Anugraha, 2004).

Persamaan dari teori fisis akan mempunyai bentuk sama di setiap
sistem koordinat. Prinsip ini mungkin dipenuhi oleh setiap teori dengan
menuliskan persamaan di dalam bentuk invarian. Bentuk ini hanya diperoleh
hanya dengan menggunakan tensor ruangwaktu dalam formulasi matematis
yang disebut tensor.Secara umum, kuantitas fisis tidak kovarian. Sebagai
contoh, persamaan Maxwell dalam bentuk vektor-tiga tidak invarian terhadap
transformasi Lorentz. Tapi jika persamaan ini dituliskan dalam bentuk tensor
maka mereka invarian terhadap transformasi Lorentz, dan semua transformasi
koordinat. Teori gravitasi Einstein memakai formulasi matematis tensor untuk
memenuhi asas kovariansinya.

Salah satu teknik yang paling berguna dalam proses fisika direpresentasikan
oleh prisip aksi terkecil atau prinsip variasi. Menggunakan prinsip variasi ini
akan membantu kita menurunkan persamaan karakteristik untuk fenomena
tertentu. Persamaan medan FEinstein kita turunkan dari prinsip ini.

2.1.1 Persamaan Medan Einstein

Prinsip variasi digunakan untuk menurunkan persamaan-persamaan gerak
partikel dan persamaan medan dalam fisika, tidak terkecuali teori gravitasi



FEinstein. Persamaan medan Einstein dapat diperoleh dari prinsip variasi untuk
aksi dalam kondisi vakum

5]@ = (5/de/ —g EG = O, (21)

dengan L adalah rapat lagrangian gravitasi. Bentuk dari L4 adalah
1
= R
167G~
dengan G adalah konstanta gravitasi Newton dan R adalah skalar Ricci.
Bentuk £ menghasilkan bentuk variasi

Sl = & / d0V=g R = 0. (2.3)

Variasi terhadap metrik

Le (2.2)

69 = 99", = =999, (2.4)
dengan g merupakan determinan dari tensor metrik g yang menghasilkan
—dg 1
5(V=9) = 5= = —5V/=99u09" 25
(V=9) =3 T=5 2V 99w (2.5)

subtitusi persamaan (2.5) pada persamaan (2.3) menghasilkan

0= 5/dQ\/—_gR _ /dQ\/—_98R+/dQR5\/—_g

1
= /dQ {\/—ggl“’éRW +v—9gR,,0g" — §R\/—ggw,59“”} .

1
0 = /dQ\/__g {R,u,u - igMVR} 69'[“/

1
RW’_ §g,u1/R = 0.

persamaan (2.6) merupakan persamaan Medan Einstein dalam keadaan
vakum.

Keberadaan materi memberikan sumbangan terhadap bentuk Lagrangian.
Sumbangsih tersebut berupa Lagrangian materi £,, yang berkaitan dengan
tensor kovarian energi momentum 7). Lagrangian materi ini memberikan
bentuk umum untuk persamaan medan

1
R, — §gWR = KTy, (2.7)

dengan xk = 87G.

Persamaan (2.7) adalah persamaan medan gravitasi yang diperoleh
Einstein pada tahun 1915 (Landau, 1975). Sisi kiri pada persamaan tersebut
menggambarkan kelengkungan ruang-waktu sedangkan pada ruas kananannya
menggambarkan tentang distribusi sumber massa yang menyebabkan
kelengkungan tersebut, demikial sebaliknya (Lihat apendik A untuk turunan
persamaan medan Einstein).

(2.6)



2.2 Solusi Persamaan Medan Einstein

Solusi persamaan medan Einstein yang menggambarkan tentang benda-
benda bermassa berserta kelengkungan ruang-ruang waktu disekelilingnya
secara sederhana ada dua, yaitu solusi simetri bola dan solusi simetri aksial.

2.2.1 Solusi Simetri Bola

Solisi simetri bola dari persamaan medan Einstein dapat dibagi menjadi
dua, yaitu solusi dari keadaan 7},, = 0 yang diperkenalkan Karl Schwarzchild
dan solusi bermuatan 7}, # 0 yang diperkenalkan oleh Reissner-Nordstom.

Pada tahun 1916, Karl Schwarzschild bekerja untuk mendapatkan solusi
dari persamaan Einstein dalam vakum yang menggambarkan evolusi geometri
ruang-waktu. Schwarzchild mendapatkan solusi metrik yang bersifat bola
dan merepresentasikan medan gravitasi di luar suatu partikel bersimetri
bola dengan pusat partikel terletak pada pusat koordinat bola.  Solusi
ini menghasilkankan adanya sebuah ruang yang di dalamnya gravitasi
menyebabkan kelengkungan yang luar biasa sehingga ruang-waktu tidak dapat
diamati dan cahaya pun tidak bisa keluar darinya sehingga ia disebut lubang
hitam.

Reissner pada tahun 1916 dan Nordstom pada tahun 1918 mendapatkan
solusi untuk persamaan medan Einstein, solusi keduanya mirip dengan solusi
Schwarzchild tapi dengan tambahan hadirnya muatan listrik dalam solusi
tersebut.
2.2.1.1 Solusi Tak Bermuatan

Salah satu solusi persamaan medan FEinstein diberikan oleh Karl
Schwarzchild bagi medan statik dan bersimetri bola. Kondisi statik berarti
g bergantung 2°, dan ds® invarian terhadap perubahan koordinat 2° — —2°,
maka tidak ada suku yang bersangkutan dengan dx’/dx pada bentuk ds?. Ini
berarti bahwa g;o = go; = 0.

Didekat obyek masif M ruang-waktu yang melengkung, garis dunia ds
dari partikel dan berkas cahaya adalah geodesik, untuk mendapatkannya perlu
diketahui tensor metrik g, di dalam koordinat yang dipilih. dalam koordinat
bola

=t =ra2*=0,23=¢
dengan M sebagai titik pusatnya. jika M nol maka rumus jarak
ds® = —dt* + dr* + r*df? + r* sin® 0d¢* (2.8)

Jika massa M dinyalakan maka akan terjadi dua hal, ruang posisi akan
melengkung sehingga lingkaran r tidak secara tepat berada pada jarak r
dari pusat lingkaran, dan jam pada setiap permukaan r tidak teramati dari
permukaan 7 yang lain. Efek ini dapat dituliskan dalam elemen jarak

ds? = —e?dt? + eP\dr? + r2d6? + r? sin® 0d¢? (2.9)

dengan v = v(r), A = A(r).



Persamaan 2.9 memberi elemen tensor metrik
goo = —€*, g1 = €**, gag = 1%, g3 = r*sin* 0 (2.10)

atau dapat ditulis

- 0 0 0
0 e 0 0
Juv = 0 0 2 0 (2.11)
0 0 0 r*sin*0
bentuk kontra variannya
—e” 0 0 0
0 e2 0 0
po_
=1 0 0 2 0 (2.12)
0 0 0 r2sin 24
Selanjutnya menghitung komponen simbol Cristoffel
1 T
Fﬁy = _gp (augzz‘r + aygp,u - afg;w) ) (213)

2

akan didapatkan total 64 komponen. Komponen-komponen yang tidak nol
adalah

0 _ o _ ./
I = Ty =v,
F(l]o — V/€2V_2>\,
1 _ /
Iy, = —re
I, = —rsin®fe
1
2, = Iy, =~
12 21 7"
2, = —sinfcosd,
1
3 _ 2
Iy = F31;a
I, = I3, =cotd.

Lalu menghitung tensor Ricci

R, = 0,17, —-0,l7, +1, 1" —171%.
Komponen-komponen tensor Ricci yang tidak nol adalah
2 /
Ry = (—V" +UN = — —V) e A (2.14)
r
2\
Ry = V'+/2 -\ -2 (2.15)
T
Ryy = (1=XNr+vr)e? -1 (2.16)
Rss = sin?0{e (1 — Nr+vr) -1} (2.17)
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Pada area yang sangat jauh dari sumber medan gravitasi atau di ruang
kosong tensor Ricci lenyap, R, = 0. Kondisi ini memberikan

2 2v

V"N == = 0, (2.18)
r
/
VU N — N 0, (2.19)
r
(1—=Nr+vre? -1 = 0. (2.20)

Selisihkan persamaan (2.19) dengan persamaan (2.18) memberikan
N+ =0,
sehingga
A+v = konstan (2.21)

Untuk » — oo, maka v, u — 0. Didalam limit ini elemen garis akan menjadi
Minkowski. Akan didapat

Nt/ =0 —v=-) (2.22)

Kondisi ini membuat persamaan (2.20)

d
(1+2r)e* = d—[reQV] =1
r

dengan mengintegralkannya

/ dire®] = / dr

re? = r—2m (2.23)

dengan —2m adalah konstanta integrasi.

oo = —¢€
(1 (2.24)
— - _
qun = e
— 6—21/

- (1o’ -

Dengan demikian, elemen garis (2.9) menjadi

2 2m\
ds* = — (1 - _m) dt* + (1 - _m> dr? + (r*d6* + r*sin® 0d¢*) (2.26)
r r

Persamaan (2.26) dikenal sebagai solusi Schwarzschild atau elemen garis
Schwarzschild. Elemen garis atau metrik ini menggambarkan medan gravitasi
di luar sumber yang simetri bola serta tidak bergantung pada distribusi materi
di dalam sumber.
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2.2.1.2 Solusi Bermuatan

Solusi  Reissner-Nordstrom — merupakan  generalisasi dari  solusi
Schwarzschild.  Jika massa benda pada solusi Schwarzchild bermuatan
total ¢, maka nilai tensor energi momentum 7}, merupakan tensor energi
momentum untuk medan elektromagnetik yang disebabkan muatan total ¢
yang nilainya tidak nol.

Untuk medapatkan solusi ini, dimulai dengan persamamaan medan
FEinstein

1
R, = 8rG (T/w — igWT>
(2.27)
dengan tensor energi-momentum medan Maxwell

1
Ty =—F)F,, + L—lgWF’MF%, (2.28)

dimana F),, merupakan tensor kuat medan F,, = d,A, — 0, A,.
Nilai T dari persamaan (2.28) adalah nol, sehingga persamaan
(2.27)menjadi

Ry, = 87GT,,. (2.29)

Dengan menggunakan cara yang sama pada solusi Schwarzchild, akan
didapatkan metrik

2 2 2 2\ !
ds? = — (1—Tm+%)dt2+ (1—7m+%) dr? + r2dQ?
(2.30)
dengan
2
G
Q? = e (2.31)

Jika diambil @) = 0, maka metrik tersebut akan kembali menjadi metrik
Schwarzchlid. Metrik diatas disebut sebagai metrik Reisner-Nordstom.

2.2.2 Solusi Simetri Aksial

Secara astrofisika benda langit (pelanet, bintang, lubang hitam dan lain-
lainnya) haruslah berotasi, sedangkan solusi Schwarzschild adalah sebuah
benda langit yang tidak berotasi, oleh karena itu perlu dibentuk persamaan
metrik yang menyempurnakan solusi Schwarzschild tersebut. Pada tahun
1963 Kerr menemukan bentuk metrik ruang waktu bersimetri aksial yang
menghasilkan adanya rotasi dari benda langit (Wiltshere,2009).

Newman dan Janis pada tahun 1965 membuat suatu algoritma yang
mampu menunjukkan bahwa solusi Kerr dapat diperoleh dengan cara
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melakukan suatu transformasi kompleks dari solusi Schwarzchild. Metode
yang sama digunakan pula pada solusi Reissner-Nordstom untuk mendapatkan
solusi simetri aksial yang menghasilkan solusi yang disebut sebagai metrik
Kerr-Newmann. Metrik ini merepresentasikan suatu lubang hitam yang
berotasi dan bermuatan.

2.2.2.1 Algoritma Newmann-janis

Solusi simetri aksial dapat diperoleh dari solusi simetri bola dengan
menggunakan algoritma Newman-Janis (Newman dan Janis, 1965). Kita ambil
bentuk solusi simetri bola seperti persamaan (2.9)

ds? = =M at? 4+ 2N dr? 4 r2d0>. (2.32)

Mengikuti Newman-Janis, bentuk metrik tersebut dapat dituliskan dalam
koordinat Eddington-Finkelstein (u,r, 6, ¢)yang bernilai nol untuk suku g,,.
Menggunakan transformsi

dt = du + F(r)dr, (2.33)
dengan
F(r) = M=),
akan merubah bentuk elemen garis persamaan (2.32) menjadi
ds? = —e* " du® F 220 dudr 4 r2d02. (2.34)

Elemen garis ini dapat dibentuk dalam matriks

—ev FerNH) 0
B :Fez\(r)+l/(r) 0 0 0
g,uu - 0 0 ,r_2 0 ? (235>
0 0 0 r?sin*0
yang bentuk kontra variannya
0 Fe M) 0
=A(r)—v(r) —2X(r)
w | Fe A e 0 0
g = 0 0 .2 0 . (2.36)
0 0 0 r%sin®0
Matriks (2.36)dapat dituliskan dalam suku-suku null tetrad sebagai
g = —1"n" — I"n* + m*m” + m"mt, (2.37)
dengan [*, n*, m* dan m* harus memenuhi
" =m,m"'=n,n" =0, [,n'=—-mm'=-1, [,m"=n,m"=(.38)
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m* menyatakan konjugat kompleks dari m*. Untuk tensor metrik (2.36), null
tetradnya dipilih

o= o
1

- __6—%(7“)5? + e—A(T)—V(T)(;g
1 {

[ SH SH

" 2 ( 2 ¥ sin 6 3)
1 ?

nt = —— 0y — —0% ). 2.39

mn 7’\/§ ( 2 sin 6 3) ( )

Koordinat r dikembangkan dari radius real menjadi variabel kompleks
melalui transformasi berikut (Uretta, 2015)

Re(r>p+2 B Fpt2

Ir|2 72 +a2cos?f’

P —s (2.40)

sehingga null tertad persamaan (2.39) menjadi
m o= o

1 . _ _
nt = __6—2)\(r,7“)5ii + e—A(T,T)—l/(T,T)é(})L

1 {
" V2 (52 i Sin953>
1 ?
/N IV N V'
m 7 (52 sin963) : (2.41)

Langkah selanjutnya dari algoritma ini adalah mengembangkan suatu
metrik baru yang diperoleh dengan transormasi

[\]

ot — & = 2" +iacos (0] — o), (2.42)
serta transformasi untuk null tetrad
zr — g — 7097 (2.43)
Transformasi (2.42) menghasilkan
U = u—1tacosb
T = r+iacosf
f = 0
o = o. (2.44)

Hasil transformasi persamaan (2.44) dan transformasi (2.43) ini akan
memberikan bentuk null tetrad yang baru

" o= o
1 . . .
r — _5672)\(7‘,0)5? + ef)\(r,b?)fy(rﬁ)dg
mht = ! (iasin 6(0f — o) + 05 + Lég‘) . (2.45)
(7 + ia cos 0)v/2 sin 0
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Null tetarad baru jika dimasukkan dalam persamaan (2.37)akan
menghasilkan komponen-komponen metrik kontravarian g"” sebagai berikut,

a®sin? 0 —A—v a?sin? 9 a

02 —€ - 2 2
_e—)\—u _ a®sin?9 6—2)\ + a’sin? 9 0 _a
G = p? p? . p? , (2.46)
0 0 =~ 0
p

a _a 0 1
p? p? p2sin? 0

dengan p* = 72 +a* cos? § serta A\, v = \(7,0), v(r,6). Untuk memudahkan kita
dalam mendapatkan elemen garis maka tensor metrik di atas diubah dalam
bentuk metrik kovarian g,

—e? —eMr) asin® e’ (e — e*)
—eM 0 0 ae*t sin? 0

asin®fe’ (e’ —e) aerVsin?0 0 sin®0[p? — ae’(—2e* + ) sin? 0]

Metrik (2.47) dapat disederhanakan dengan transformasi lebih lanjut
sehingga komponen non diagonal yang bernilai hanyalah g¢4. Prosedur ini
membuat kita mudah membandingkan solusi ini dengan solusi Kerr-Newmann
dalam koordinat Boyer-Lindquist.

Koordinat 4 dan ¢ dapat didefinisikan ulang mengikuti transformasi
berikut

di = dt+ g(F)dr (2.48)

dan
d¢ = dyp+ h(F)dF, (2.49)

dengan
i AFO (2 4 a2 in? PeAFOTVE0)

9(r) = - A0 (12 1 a2 sin G20 (2.50)

serta
h(r) = ac? (2.51)

P2 + aZsin? e 0)
Setelah transformasi (2.48) dan (2.49), tensor metrik kovarian (2.47) akan
menjadi

2.52)

—e? 0 0 ae’ (e’ — e*)sin?
2
0 p2e*2>‘—7—a2 sin? 0 0 0
0 0 2 0
ae’ (e’ — e*)sin? 0 0 sin?0[p? — a’e’(—2e* + €¥) sin? 0]
atau elemen garisnya
2
2 _ 2w 7,2 P S22 02 ViU A w2
ds® = —e™dt” + B 1 a2 sin26dr + pdO” + [2ae” (e” — e) sin® f]dtdy
+sin? 0[p* — a?e”(—2e* + e”) sin? 0] dy?, (2.53)

dengan A = A\(7,0) dan v = v(7,0).
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2.2.2.2 Solusi Tak Bermuatan

Solusi Schwarzchild memberi nilai e*) = 1 — 22 Bentuk (")
mengantarkan kita mendapatkan solusi tak bermuatan simetri aksial mulai
dari elemen garis persamaan (2.26)

r T

2m 2m\ "
ds* = (1 - —) dt* + (1 - _m) dr? + (r*df? + r* sin? 0dp?).

Tensor metrik dalam koordinat Eddington-Finkelstein (u,r, 6, ¢) berbentuk

0 -1 0 0
-1 1—-22 0 0
wo r
g = 0 0 2 0 (2.54)

0 0 0 r’sin®0
Null tetrad kompleks persamaan (2.39)-persamaan (2.41) menjadi

T

1
nt = ——(1—@—%5%55
T

v - ()

_ 1 )

Menggunakan hasil transformasi persamaan (2.44) dan transformasi (2.43),
akan diperoleh null tetrad yang baru

[\]

"= o
1 m m
S L M Mo oo
n 2(1 . 7")51 + 0y
1 1
o= jasin0(0h — o)) + 05 + ——=d8 | . (2.56
" (7 + iacos 0)v/2 (msm (% =91) +0 + sin 6 3) (2:56)

Setelah dilakukan transformasi (2.48) dan (2.49), akan diperoleh tensor
metrik kovarian dalam koordinat Boyer-Lindquist

— (1 — 2;'§T> 0 0 —2mra ginZ g
0 20 0

v — , 2.

_2mra sin 9 0 0 sin2 0 (?“2 + a 4 2mra;2sin2 9)

atau dalam bentuk elemen garis
2 4 2
ds* = — (1 — g) dt* — mzm sin? Odepdt + %drz + p*dh?
P p
2mra® sin” 0
+sin2f (r2 a2t w) d¢?, (2.58)
p
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dengan

p° = r*+a’cos’d (2.59)
A = r*+a®—2mr (2.60)

Persamaan (2.58) merupakan solusi Kerr yang menggambarkan sebuah benda
berotasi dengan bentuk simetri aksial. Nilai a pada solusi ini sebanding dengan
suku momentum sudut. Solusi ini akan kembali menjadi solusi Schwarzchild
jika a bernilai nol.
2.2.2.3 Solusi Bermuatan

Solusi simetri aksial untuk kasus benda bermuatan diperoleh dengan cara
yang sama dengan solusi tak bermuatan. Perbadaannya adalah nilai e =
1— 277” + ?—22 Perhitungan lebih lanjut menggunakan algoritma Newman-Janis
serta dalam koordinat Boyer-Lindquist akan menghasilkan

om — Q2 2
ds* = —(1— 2m = Q7 dt? 4+ 2asin® 0 Q" = 2mr dodt + —dr + p*db?
p? ﬁ A
. 2, o @sin®f 2
+sin“ 6 (" +a” — e (Q —2mr) ) d¢=, (2.61)
dengan
p° = r*+a’cos’ (2.62)
A = r*+a* - 2mr+ Q% (2.63)

Metrik persamaan (2.61) adalah metrik Kerr-Newmann. — Metrik yang
menggambarkan solusi aksial dari persamaan medan Einstein untuk sebuah
massa m dengan muatan total ¢. Solusi ini mampu memunculkan adanya
singularitas untuk suatu nilai r tertentu (Lihat lampiran B untuk penurunan
solusi persamaan medan Einstein).

2.3 Teori Gravitasi f(R)

Teori gravitasi f(R) merupakan salah satu jenis modifikasi teori
gravitasi Einstein, dengan R merupakan skalar kelengkungan Ricci. Teori
gravitasi f(R) diusulkan pertama kali oleh Hans Adolp Buchdahl (1970)
(Buchdahl, 1970). Teori gravitasi f(R) akan ditinjau dengan pendekatan
metrik (Capozziello,2011;Cembranos,2014;Sporea,2014), untuk keperluan
kajian solusi yang mungkin dari teori gravitasi f(R), kita mulai dari aksi

I=1,+ I, (2.64)

dengan I,,, merupakan aksi massa dan /, adalah aksi gravitasi:

/ rV/g(R + f(R)). (2.65)

Memvariasi aksi persamaan (2.64) tersebut terhadap ¢"”, akan kita
dapatkan persamaan medan dalam bentuk metrik:

Iy = 167G

L (B4 [(R) + (V¥ — gD F(R) = 87GT,, (2.66)

Ru(14 F(R)) = 5
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dengan 00 = V,V® (V adalah turunan kovarian) dan F(R) = df(R)/dR.
Perhitungan trace dari persamaan (2.66)menghasilkan :

R(1+ F(R)) — 2(R + f(R)) — 30F(R) + 87G = 0. (2.67)

Tidak seperti dalam teori gravitasi Einstein, solusi vakum (7" = 0) tidak
selalu mengimplikasikan nilai nol pada skalar kurvaturnya R = 0. Dari
persamaan (2.66), dapat diperoleh kondisi dengan konstanta vakum untuk
skalar kurvatur R = Ry:

R0+ F(R) = Sg(Ro+ F(Ro)) = 0, (2.68)

sehingga tensor Riccinya dapat dituliskan:

Ro + f(Ro)

R = S0 PRy

g/.tlla (269)

dengan 1+ F(Ry) # 0. Jika kita ambil trace dari persamaan (2.68),
Ro(1+ F(R)) —2(Ro + f(Ro)) =0, (2.70)

kita akan peroleh konstanta kurvatur solusi vakum (Lihat apendik C untuk
penurunan teori gravitasi f(R))

Ry — 2f(Ro)

= FA) T (2.71)
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BAB 3
PEMBAHASAN

3.1 Solusi Persamaan Medan Gravitasi f(R)

Solusi persamaan gravitasi f(R) yang dikaji dalam penelitian ini adalah
solusi berbentuk simetri bola dan simetri aksial.Kasus simetri bola yang
dibahas berhubungan dengan solusi Schwarzschlid dan Reisner-Nordstom
sedangkan solusi simetri aksial berhubungan dengan solusi Kerr dan solusi
Kerr-Newmann.

3.1.1 Solusi Simetri Bola

Kasus simetri bola pada teori gravitasi f(R) merupakan perluasan dari
solusi simetri bola dalam teori gravitasi Einstein. Dalam teori gravitasi
Einstein, kasus simetri bola yang dikaji adalah solusi simetri bola untuk benda
tak bermuatan dan bermuatan. Kasus benda tak bermuatan merupakan
solusi yang diperoleh Schwarzschild yang menafsirkan adalah suatu benda yang
memiliki singularitas. Benda ini akhirnya dimakan sebagai lubang hitam.
Kasus benda bermuatan adalah solusi Reisner-Nordstom yang merupakan
perumuman dari solusi Schwarzschild terkait muatan benda.
3.1.1.1 Solusi Tak Bermuatan

Solusi tak bermuatan dapat pula dikatakan solusi vakum dari teori gravitasi
Einstein, sehingga nilai tensor energi momentum 7}, = 0. Untuk mendapatkan
solusi ini, kita mulai dari elemen garis untuk kasus simetri bola

ds® = —e0 2 + 20 gr? 4 92402 (3.1)

dengan dQ? = df? + sin®d¢>. Elemen garis persamaan (3.1), memberikan
bentuk tensor metrik kovarian g,, berikut

—e* 0 0 0
0 e* 0 0

Jw=1 0 0 2 0 ’ (3.2)
0 0 0 r%sin®f
dengan bentuk kontravarian dari tensor metrik diatas yaitu
—e~ 0 0 0
9" = 8 ‘ OQA 7«92 8 (3.3)
0 0 0 r2sin"%4
Nilai dari simbol Christoffel jenis ke-2 dari tensor metrik di atas adalah
v, = 9" Tow
= %gp" (0v9po + Ougve — O Guv) (3.4)
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yang berjumlah sebanyak 64 komponen. Komponen-komponen yang tidak
bernilai nol adalah:

0 _ o _ .7
Loy = Tp=v
1 (2w-2))
I'yy = ve
1y
r, = —re
I, = —rsin’f e
1
I, = I =-
12 21~ 7
I3, = —sinfcosb
1
3 _ 3 _
Iy = Iy = -
3 _ 3 _
Iy = I'sy =cotf

Komponen-komponen simbol Cristoffel memberikan komponen-komponen
tensor Ricci yang tidak nol sebagai berikut

/
2 2v .
R(]O = (—V” + I//)\/ — I// — —) €2y 2A

r
2\

Ry = V' 4+ -\ -2
r

Ry = (1=XNr+vr)e? -1

R33 = SiIl2 HRQQ. (35)

Solusi yang akan dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur pada
keadaan vakum R, untuk sebuah objek bermassa masif. Pada kasus ini,
persamaan medan Einstein menjadi

R (14 f(Ro)) = 50 (Ro + F(Ro)) =0, (3.

atau

l(Ro + f(Ro))
2 (1+ F(Ry)) T

Ry

R, =

Menggunakan persamaan (3.7) dan persamaan (3.5) akan diperoleh A =
—v, Sehingga bagian R, memberikan

R
(1420r)e* —1 = Zorz. (3.8)
Evaluasi lebih lanjut menghasilkan
R 2
e =141 - Tm (3.9)



dengan 2m merupakan konstanta integrasi. Komponen m menyatakan
parameter massa.

Subtitusikan persamaan (3.9) dalam persamaan (3.1) akan memberi elemen
garis

ds* = —&dt2 + ﬁdTQ + r2dQ? (3.10)
r2 A, ’ )
dengan
A, =12 (1 + %rz) — 2mr. (3.11)

Elemen garis pada persamaan (3.10) dapat disebut sebagai solusi Schwarzchild
dalam teori gravitasi f(R).
3.1.1.2 Solusi Bermuatan

Solusi bermuatan dalam teori gravitasi Einstein pertama kali diperoleh
Reisner-Nordstrom. Dalam kasus teori gravitasi f(R), metode yang digunakan
untuk mendapatkan solusi Reisner-Nordstrom sama dengan kasus teori
gravitasi Einstein. Perbedaan dengan kasus teori gravitasi Einstein, solusi yang
akan dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur pada keadaan vakum Rj.
Pada kasus ini, persamaan (2.66) menjadi

Rul/(l + f(RO)) - %gw}(RO + F(RO)) — 87TGT;U/ — 07 (312)
atau
R - 1 (Ro + f(Ro)) 87GT,,
WS (I F(Ry) T U+ F(Ry))
Ry 8nGT,, (313

2T AT RRy)

Nilai dari komponen tensor energi momentum yang tidak nol

1
TOO — —51{526_2)\
1
Tll — §k2€—2u
1
T22 — __7,2]62672)\7211
2
1
Tss = —57“21{:26_2’\_2” sin? 0, (3.14)
dengan k = q/4meor?. Menggunakan persamaan (3.13) untuk menghubungkan
persamaan (3.5) dan (3.14) akan diperoleh A = —wv, sehingga bagian Ry
memberikan
R &G
(14207r)e® —1 = L S A r?k?,

4 2(1+ F(Ry))
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dan evaluasi lebih lanjut menghasilkan

R 2 2
e — 14 W2 M Q

2" R P (349)

dengan Q* = Gq¢?/4mel yang menyatakan parameter muatan listrik dan m
menyatakan parameter massa.

Subtitusikan persamaan (3.15) dalam persamaan (3.1) akan memberi
elemen garis

ds? = DN g e + r2d0? (3.16)
7“2 ARN ’ )
dengan
Ry Q°
Apny =72 14+ =2 —_— 2 1
RN =T ( +12T>+1—|—F(R0) mr, (3.17)

Elemen garis pada persamaan (3.16) dapat disebut sebagai solusi Reisner-
Nordstém dalam teori gravitasi f(R).Tidak seperti dalam kasus teori gravitasi
Einstein, kontribusi muatan partikel dalam metrik memiliki tambahan faktor

koreksi (1 + F(R))™.

3.1.2 Solusi Simetri Aksial

Solusi simetri aksial pertama kali diperoleh Kerr tahun 1963 yang
merupakan solusi perumuman dari solusi Schwarzchild. Jika solusi
Schwarzchild menggambarkan benda statis maka solusi Kerr menggambarkan
benda yang berotasi. Dua tahun setelahnya Newman dan Janis menciptakan
suatu algoritma yang mampu mentransformasi solusi Schwarzchild menjadi
solusi Kerr. Pengguanaan algoritma ini diperluas oleh Newmann-Janis dengan
menerapkannya pada solusi Reisner-Nordstom, yang merupakan solusi simetri
aksial untuk benda bermassa m dengan muatan total q.

Algoritma Newman-Janis berhasil mentransformasi solusi simetri bola
menjadi solusi simetri aksial pada teori gravitasi Einstein. Untuk mendapatkan
hal yang serupa, maka metrik Newman-Janis diaplikasikan juga pada solusi
statik dan bermuatan dalam teori gravitasi f(R). Untuk mendapatkan solusi
simetri aksial kita mulai dari solusi Reisner-Nordstrém dalam f(R) atau
elemen garis persamaan (3.17),

2
ds® = —Af;N At + ——dr® + r2dQ?,
r Agrn

Pada persamaan (3.17) nilai e* = %. Tensor metrik tersebut dalam koordinat
Eddington-Finkelstein (u,r, 6, ¢) berbentuk

0 -1 0 0
—1 ARNT72 0 0
Ho
g = 0 0 2 0 (3.18)
0 0 0 r2sin"24
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Null tetrad kompleks persamaan (2.39)-(2.41) menjadi

" o= o
1 Ry 7 Q? m m
T L —— — — |+
" 2( +12rf+(1+F(RO))rf )T %
1 1
Fo= — [0+ —=04 ). 1
m f\/i ( ) + Sine 3) (3 9)

Menggunakan hasil transformasi persamaan (2.44) dan transformasi (2.43),
akan diperoleh null tetrad yang baru

o g
~4 2
= _%(1+%:_r+(1+F%Ro))rr_%_g)5f+6g
- (B TR )
P (f—l—iaiosQ) — (iasin@(éff—éf)—wg—kﬁ%‘), (3.20)

dengan p? = 72 + a? cos? 0.
Setelah dilakukan transformasi (2.48) dan (2.49), serta dibentuk dalam
koordinat Boyer-Lindquist, akan didapatkan tensor metrik kovarian

_AKN—a2 sin? 0

p 0 0 —as0(r2 4 0% — Agy)
i
glﬂl = O AKN 02 0 )
. 0 0 »p . 0
_GS;I; 6(T2 + a2 — AKN) 0 0 511;29 ((7,,2 + CL2)2 — a2 sin2 QAKN)

atau dalam bentuk elemen garis

Agy —a*sin® 0 2asin* 0 ’
ds? = KN ,0(21 i T aspl,? (r* 4+ a® — Agn)dodt + AP dr® + p*do*
KN
. 2 0
Sl; ((r* 4+ a®)* — a®sin® 0A g ) do?, (3.21)
dengan penyederhanaan penulisan 7 — r dan
p* = r*+a’cos’, (3.22)
R 2
B UL P UL S (3.23)

12 "1+ F(Ro)

Persamaan (3.21) merupakan solusi simetri aksial untuk benda bermuatan
masif pada teori gravitasi f(R). Selanjutnya Hg—(QRo) kita tuliskan sebagai ()?
untuk menyederhanakan penulisan.
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3.2 Implikasi Fisis Solusi Persamaan Medan Gravitasi f(R)
Implikasi fisis yang akan dikaji adalah masalah cakrawala peristiwa (Event
Horizon) dan Permukaan pergeseran merah takhingga (Surface of Infinite Red-
shift). Cakrawala peristiwa muncul terkait singularitas dalam metrik ruang
waktu schwarzschild. Singularitas metrik ini terkait nilai komponen g,, yang
bernilai takhingga saat nilai » = 2m. Untuk mengkajinya kita bahas masalah
solusi statik (simetri bola) dalam teori gravitasi Einstein terlebuh dahulu lalu
membandingkan dengan solusinya dalam teori gravitasi f(R).

3.2.1 Solusi Simetri Bola dalam Gravitasi f(R)

Misalkan sebuah partikel jatuh secara radial menuju jari-jari Schwarzchild,
partikel ini mulai jatuh saat r = R dengan Z—; = 0 seperti pada Gambar 3.1.
Pergerakan partikel dideskripsikan oleh persamaan geodesik (Dalarsson, 2005)

d?xv ., dx®daP

o .24
ds? thas ds ds 0 (3.24)

Dari hasil simbol Cristoffel pada solusi Schwarzchild, dan dengan 2° = —t,
t= j—i, persamaan geodesik dengan v = 0 adalah

t+ _ tr =0
r =
r(r —2m) ’

e e

Mengintegralkan persamaan tersebut akan didapat

atau

2m

(1—-)& = K, (3.26)

r

dengan K adalah konstanta integrasi.
Selanjutnya, metrik Schwarzchild untuk benda jatuh secara radial akan

menjadi
2 om\ "
ds? = — (1 - —m) di? + (1 - —m> dr?.
r r
2 2 4 __ dt . dr :
Menggunakan ds* = —dr*,t = 5-, dan 7 = -, persamaan terakhir dapat

ditulis ulang

(1 — QTm) * — (1 - 27m> B o= 1 (3.27)

Mengambil r = %i akan memberi

() ()@ e
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r=2m
Gambar 3.1: Pertikel jatuh secara radial menuju lubang hitam

Selanjutnya akan ditinkjau pada bats-batasnya. Kondisi batas r = R, % =0
memberikan

(ccll_i)T:R - (R—R2m)1/2 (3.29)

sehingga untuk persamaan (3.26) didapat
2m dt
K = (1-22) (&
(%) (),
R—2m\"?
- (=)

cail_i - (7‘ —TQm)K
_ <r —TQm) (R_RQm)m. (3.30)

Memasukkan persamaan (3.30) ke persamaan (3.28) dan menata ulangnya
akan didapat

maka

dr (r —2m)(2m)"?(R — r)'/? 531
dar r3/2(R — 2m)1/2 ' (3:31)

Tanda minus dipilih karena benda jatuh ke pusat medan gravitasi, maka
r berkurang seiring t yang bertambah. Akhirnya dengan menata ulang
persamaan di atas kemudian mengintegralkannya akan didapat

R —2m 1/2 " p3/2
f— —_— . -2
t ( om ) /R<p—2m><R—p>1/2dp (3.32)
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Persamaan (3.32) adalah waktu yang dibutuhkan oleh partikel yang melintas
dari » = R hingga sembarang r yang diukur dalam koordinat Schwarzchild,
yaitu waktu yang diukur oleh pengamat yang berada sangat jauh dari medan
gravitasi. Bentuk integral di atas akan menyimpang bila p — 2m, untuk
menyelidiki ini diambil p = 2m + ¢, dengan ¢ sangat kecil, maka

_ /2 rr—2m 3/2
. _(R 2m> / (2m +¢) de

2m Rom E(R —2m)1/2
r—2m
R LY
e <R— Qm) ’

atau
r—2m = (R—2m)e t/*" (3.33)

Dari hasil terakhir kita dapatkan ¢ — oo saat r — 2m, atau menurut
pengamat yang sangat jauh, partikel yang jatuh ke jari-jari Schwarzschild
akan semakin melambat saat mendekati jari-jari Schwarzschild dan akhirnya
akan terlihat berhenti sebelum masuk dalam jari-jari Schwarzschild walaupun
sebenarnya partikel tersebut masuk kedalamnya. Cahaya yang tersedot oleh
lubang hitam akan mengalami pergeseran merah karena melawat tarikan
gravitasi. Karena itulah benda yang mempunyai sifat seperti ini disebut lubang
hitam.

Jari-jari Schwarzschild disebut pula sebagi cakrawala peristiwa, karena
semua pengamatan yang terjadi didalamnya tersembunyi dari pengamat di
luar. Area r = 2m disebut cakrawala peristiwa karena merupakan batas
peristiwa yang dapat diamati serta dapat disebut pula permukaan infinite red-
shift karena dipermukaan ini cahaya akan mengalami pergeseran merah secara
terus menerus.

Solusi Reisner-Nordstrom dalam teori gravitasi Einstein memunculkan
singularitas yang berbeda. Syarat singularitas pada suolusi Reisner-Nordstom
dipenuhi oleh

A, =0
r? 4+ Q*—2Mr = 0,

yang merupakan persamaan kuadratik dalam r yang akar-akarnya
ry = m=Ey/m?— Q32 (3.34)

Nilai r terkait solusi di luar sumber massa atau kita sebut r;,,, dan r_ terkait
solusi di dalam sumber massa yang kita sebut r4.,». Pada tesis ini hanyalah
kasus di luar saja yang dikaji. Suku yang berisikan muatan () disyaratkan
Q? < m?. Penambahan muatan pada solusi ini hanya mengkoreksi besaran
r = 2m dalam solusi Schwarzchild.

Solusi Schwarzchild pada teori gravitasi f(R) memberikan hasil tafsiran
yang kurang lebih sama dengan solusi Schwarzschild dalam teori gravitasi
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Einstein. Pada kasus f(R), singularitas pada solusi Schwarzchild dipenuhi
saat

R
r? 4 1—5# — 2mr = 0. (3.35)
Solusi r dari persamaan (3.35)didapatkan sebagai berikut

7“1:0

ro = o 1/3
’§O<{ 3m + 9’"@“}(%?)
— 2/3
(1+Z\/§)%+(1—’L\/§)<{—3m+ 9m21§0+1}<%)2)
rs =
Ro 9m2 50 41 ﬁzlm
24 —3m + % ()
2/3
(1 —iﬁ)@+(1+i\/§)<{—3m+ 9’”2}30“} @(&)2)
3 % 12\ 3
rqgy, = - '

gm2 0 11 1
2%({—3m+ m%g }(%)2)

Solusi 7, dan r3 memiliki komponen imajiner sehingga tidak memenuhi
kriteria jari-jari suatu benda. Solusi yang mungkin adalah r; dan ry. Dalam
limit Ry — 0, maka solusi r, akan kembali menjadi radius Schwarzchild

lim 7y = 2m.
Ro—0

Kehadiran suku Ry pada ry sama halnya dengan kehadiran suku Q? pada
solusi Reisner-Nordstrom dalam teori gravitasi Einstein yang mengkoreksi
singularitas r = 2m.

Singularitas dalam solusi Reisner-Nordstom dalam teori gravitasi f(R)
diperoleh jika dipenuhi

R ~
Ay = 7'+ grt = 2mr +Q* =0. (3.36)

Bentuk persamaan 3.36 akan memberikan empat solusi untuk r yaitu r_,
Tdalam, Tluer dan 7. Solusi r_ merupakan solusi r yang selalu negatif sehingga
kita abaikan. Solusi rguam dan ., adalah solusi yang sebanding dangan
solusi r untuk di dalam dan luar benda sedangkan r, adalah solusi baru
akibat hadirnya suku Ry. Untuk mendalami hubungan antara r dengan Agy
dilakukan dengan menganalisa grafik yang diperoleh dari hubungan keduanya.

Untuk kasus Ry < 0 ada beberapa nilai Ry yang menhasilkan tiga buah
perpotongan pada sumbu 7,yaitu r_, Tguam, Twer dan ry. Dari Gambar 3.2
terlihat bahwa

Tdalam < Tuar < Tk- (337)
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RO <0

— RO0=-0.5
— R0=-0.4
— RO0=-0.3
— RO0=-0.2

R0=-0.1

Gambar 3.2: Grafik Agy terhadap r untuk beberapa nilai Ry < 0 dengan
nilai ) = 0.5 dan m = 1.

Tdalam dan 7., merupakan cakrawala peristiwa seperti halnya di teori gravitasi
Einstein untuk kasus benda statik bermuatan dan r;, merupakan sumbangsih
dari suku Ry . Untuk nilai Ry > 0,Gambar 3.3 menunjukkan adanya dua
perpotongan grafik pada sumbu r. Hal ini menunjukkan nilai r, pada Ry > 0
akan menghilang. Dari grafik terlihat pula untuk Ry yang semakin membesar
maka nilai 7,4 akan semakin mengecil.

Jika Ry = 0, persamaan 3.36 akan menjadi

Apy = 12 —=2mr + Q2

yang hanya mempunyai dua singularitas yaitu di 7444, dan 7., seperti
ditunjukkan Gambar 3.4, dimana nampak perpotongan pada dua titik di
sumbu r. Hal ini sesuai dugaan bahwa untuk Ry, = 0, maka kasus dalam teori
gravitasi f(R) akan kembali menjadi kasus teori gravitasi Einstein dimana
solusi Reisner-Nordstom mempunyai dua singularitas.

3.2.2 Solusi Simetri Aksial dalam Grafitasi f(R)

Untuk membahas implikasi solusi simetri aksial pertama-tama kita bahas
kasus teori gravitasi Einstein. Dalam teori gravitasi Einstein, cakrawala
peristiwa dapat dicari dari permukaan hyper null atau permukaan yang
mempunyai kelengkungan yang sangat besar (singularitas). Persamaan
permukaan hyper null adalah

F(a0, 2", 2%, 2%) = 0, (3.38)
dan vektor normal yang merupakan vektor kovarian

af

n ey
o Oxm

(3.39)
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RO >0

Agy
1.5F
10- — RO0=0.1
r — R0=0.4
0.5- — R0=07
N, . . . . ., — RO=1.0
; 0.5 1.0 2.0 2.5
-0.5"
-1.0°

Gambar 3.3: Grafik Agy terhadap r untuk beberapa nilai Ry > 0 dengan
nilai ) = 0.5 dan m = 1.

Solusi Kerr-Newman dalam teori gravitasi Einstein mempunyai singularitas
saat dipenuhi A = 0 sehingga

2 —2mr+a®+Q* = 0
r=ry = m*ym?—a®— Q> (3.40)

Dengan r, seperti sebelumnya, merupakan solusi untuk daerah di luar
sumber massa dan r_ untuk daerah di dalam sumber massa. Pembahasan
pada bagian ini tetap diperuntukkan untuk r, saja (diluar sumber massa)
atau

r=ry = m+ym?—a®—-Q>% (3.41)
Maka persamaan permukaan hyper adalah

f=r—-r

= r—m—+ym?—a?—Q? (3.42)

sehingga nilai n, adalah

af

n ey
B Oxm

=(0,1,0,0) (3.43)
Permukaan hyper akan null jika n*n, = 0, tetapi

I — g
nfn, = ¢"n,n,

= = (3.44)
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RO

]
(=)

Agn

Gambar 3.4: Grafik Agy terhadap r untuk Ry = 0 dengan nilai ) = 0.5 dan
m = 1.

Nilai n#n, akan sama dengan nol jika A = 0 atau r = r, atau

" _ _
nfn, =0 pada r=ry,

(3.45)

Sehingga r = r, adalah permukaan hyper null. Cahaya yang merambat
ke dalam lubang hitam Kerr-Newman setelah melalui permukaan ini tidak
akan pernah keluar melalui permukaan ini. Cakrawala peristiwa untuk Kerr-
Newman adalah:

r=ry=m+\v/m?—a?— Q? (3.46)

Kita tinjau sifat SIR dari solusi Kerr-Newman ini. Besar fraksi perubahan
panjang gelombang ini dinyatakan dengan konstanta redshift z yang tidak
berdimensi (Ryder, 2009) yaitu

_MomA_do g (3.47)

z

dengan ¢ = \v sehingga

= < (3.48)

dengan v, adalah besarnya frekuensi yang dipancarkan dan v, adalah frekuensi
yang diterima observer (pengamat) di luar event horizon. Misalkan cahaya
dipancarkan di ro dan diterima pengamat di r;, maka
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V2 900(7’ 1)

z —= _— = - 1
U1 goo(r2)
(3.49)
dengan nilai goo(r) untuk ruang-waktu Kerr-Newman adalah
2mr — Q?
goo(r) = — (1 B > : (3.50)

Asumsikan 7 sangat jauh dari sumber (r — 00), sehingga tensor metrik akan
kembali ke ruang-waktu datar (Minkowski):

goo(r1) = —1 (3.51)
dan konstanta redshift:
1
z = —1
—goo(T2)
_ 1— omr—Q2?

(3.52)

Saat p? — 2mr+Q?, maka z — oo dan nilai ggo atau gog = 0. SIR didenifisikan

/r: ry: SIR: gop=0 Q)

r=r:EH:A=0

Ergosphere

‘Elevation’

‘Plan’

Gambar 3.5: Ergosphere dan SIR pada lubang hitam Kerr-Newman
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oleh suku ggp. Nilai goo = 0 membuat persamaan (3.50) menjadi

(1_ 2mrp2— QQ) _ 0

2mr — Q2
2
2mr — Q* = p?
0 = 7%+ d%cos*0 — 2mr + Q*
ra = m=+\/m?— a’cos2 — Q2. (3.53)
Untuk r» = ry, Kerr-Newman SIR:
r=r = m+\/m?—a2cos? — Q2. (3.54)

=1

Cakrawala peristiwa dan SIR ditunjukan pada Gambar 3.5. Ergosphere
adalah daerah diantara keduanya yang didefinisikan oleh :

m4+m?2—a2—Q*=r, <r <r =m+\/m?—a2cos?0 — Q> (3.55)

Nilai @ mempengaruhi bentuk dari ergosphere sehingga semakin besar nilai
a semakin tidak pipih bentuk ergospherenya. Jika nilai @ = 0 maka solusi ini
akan kembali pada bentuk Schwarzchild atau dalam kata lain menjadi bentuk
solusi simetri bola.

RO < 0

Ay

1.5
i — R0=-15
1.0 — RO=-1.2
05! — R0=-0.9
i — RO=-0.7
AW R0=-0.5
— R0=-0.3

-0.5
-1.0t

Gambar 3.6: Grafik Agx terhadap r untuk beberapa nilai Ry < 0 dengan
nilai = 0.1, a = 0.29 dan m = 0.6.

Untuk mendapatkan cakrawala peristiwa dari solusi Kerr-Newman dalam
teori gravitasi f(R), syarat

R ~
Agn :r2+a2+1—§r4+Q2—2mr:O, (3.56)
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harus terpenuhi. Sedangkan untuk SIR singularitas akan terpenuhi jika

R, ~
Agsir = goo = 1° + a® cos® 0 + 1—207’4 +@Q* —2mr = 0. (3.57)

— R0=01
— RO0=1
— RO=2
— RO=3
— RO=4

Gambar 3.7: Grafik Ay terhadap r untuk beberapa nilai Ry > 0 @Q = 0.1,
a = 0.29 dan m = 0.6.

RO

I
(=)

Axn
1.2

1.0¢
0.8-
0.6
04
0.2/

0.5 1 1.5
-0.2+

Gambar 3.8: Grafik Agy terhadap r untuk nilai Ry = 0 @ = 0.1, a = 0.29
dan m = 0.6.

Kedua A ini akan memberikan empat nilai untuk r yaitu r_, "gaam, Tiuar
dan r; seperti halnya dalam solusi Reisner-Nordstrom dalam teori gravitasi
f(R). Solusi r_ merupakan solusi r yang selalu negatif sehingga kita abaikan.
Solusi 7gqam dan 1, adalah solusi yang sebanding dangan solusi r untuk di

33



RO <0

Agip
— R0O=15
1.0} — R0O=—12
— R0O=-09
os| — R0=-07
— RO=-05
— R0O=-03
N I I |_ﬁ\"’-—__-q7'\ 1 L I r
W\M\zs \3.0

Gambar 3.9: Grafik Ag;r terhadap r untuk beberapa nilai Ry < 0 dengan
nilai @ = 0.1, a = 0.29,0 = 7/3 dan m = 0.6.

dalam dan luar benda sedangkan r; adalah solusi baru yang belum kita ketahui
dampaknya. Analisis grafik antara r» dengan Agy.

Pada kasus cakrawala peristiwa, grafik Agy terhadap r ditunjukkan
Gambar 3.6 dan Gambar 3.7. Seperti dalam kasus Reisner-Nordstrom
dalam teori gravitasi f(R) pada grafik Ry < 0 ada bebrapa nilai Ry yang
menghasilkan tiga buah perpotongan pada sumbu 7, yaitu r_, "gaam, Tiuwer dan
ri. Dari Gambar 3.6 terlihat bahwa

Tdalam < Tluar < Tk- (358)

Nilai 74474m dan 1., merupakan cakrawala peristiwa seperti halnya di teori
gravitasi Einstein untuk kasus solusi Kerr-Newman sedangkan r;, merupakan
sumbangsih dari suku Ry . Untuk nilai Ry > 0, Gambar 3.7 menunjukkan
adanya dua perpotongan pada sumbu r. Hal ini menunjukkan nilai r; pada
Ry > 0 akan menghilang. Dari grafik terlihat pula untuk R, yang semakin
membesar maka kedua titik singularitas akan mendekat. Untuk kasus limit
teori gravitasi Einstein atau Ry = 0 persamaan (3.56) menjadi

AKN:T2+CL2+Q2—277”LT:O.

Jika dibuat grafik antara Agy dengan r akan kita peroleh Gambar 3.8.
Gambar 3.8 menunjukkan adanya dua titik perpotongan pada sumbu r. Dua
titik tersebut menggambarkan 7,4, dan r4.., yang merupakan properti dari
lubang hitam Kerr-Newman dalam teori gravitasi Einstein.

Grafik hubungan antara Agyr dan r menunjukkan kemiripan dengan grafik
pada cakrawala peristiwa. Perbedaannya terletak pada besarnya nilai A.
Perbedaan ini mengindikasikan bahwa SIR haruslah lebih besar dibandingkan
dari cakrawala peristiwa. Pada Gambar 3.9, untuk Ry < 0 ada tiga buah
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RO >0

Agip
0.8
0.6 — R0=01
0.4/ — RO=1
— RO=2
0.2/
— RO0=3
LN L L —
0.5 1.5 f — R0=4
—02!
—04/

Gambar 3.10: Grafik Ag;g terhadap r untuk beberapa nilai Ry > 0 dengan
nilai @ = 0.1, a = 0.29,0 = 7/3 dan m = 0.6.

solusi terkait 7guiam, Tuer dan r,. Sedangkan untuk Ry > 0, Gambar 3.10
hanya mempunyai dua titik potong di sumbu r. Singularitas r, pada nilai
Ry > 0 menghilang sehingga tertinggal r410,m dan rp,.,. seperti halnya solusi
dalam teori gravitasi Einstein.

RO=0

Agr
1.0
0.8-
0.6-
0.4
0.2

0.5 1.0 1.5
-0.2}

-0.4"

Gambar 3.11: Grafik Agrr terhadap r untuk nilai Ry = 0 dengan nilai ) =
0.1, a =10.29,0 = /3 dan m = 0.6.

Dalam limit Ry — 0, karakter SIR pada teori gravitasi f(R) menjadi
sama dengan SIR pada teori gravitasi Einstein yaitu

0 = r’+da%cos’d —2mr + Q?
Tdalam, luar = MM * \/m2 — a’cos?0 — Q2. (3.59)

Grafik Ry = 0 terkait SIR pada teori gravitasi f(R) deberikan oleh Gambar
3.11. Dua buah titik potong pada sumbu r menyatakan 74414, dan ..
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Pada SIR, hal yang membedakan antara hasil teori gravitasi f(R) dan
gravitasi Einstein ada pada penentu ukuran ergospherenya. Dalam teori
gravitasi f(R), ukuran ergosphere dipengaruhi oleh nilai Rj.

Tambahan singularitas rp pada solusi dalam teori gravitasi f(R)
mengindikasikan adanya singularitas tambahan yang ukurannya lebih besar
dari singularitas yang ada dalam solusi teori gravitasi Einstein.

Penambahan besar nilai a atau ) pada singulariras menyebabkan
berubahnya singularitas.Grafik salah satu nilai Ry dengan memvariasikan nilai
a ditunjukkan oleh Gambar 3.12

RO =-0.3

Agy
1.5

1.0+

— a=0.29

— a=04

— a=06

— a=0.8
N

,
M 1.5 2.0 2.5

0.5

-0.5"

Gambar 3.12: Variasi nilai @ Dalam solusi Kerr-Newman dengan nilai Ry =
—0.3 @ =0.1 dan m = 0.6.

Dari Gambar 3.12, Untuk nilai a = 0.29; 0.4 singularitas masih berupa dua
titik yang tafsirannya seperti yang telah dibahas sebelumnya. Nilai a = 0.6
memberikan grafik dengan ektrema di Agy. Hal ini mengindikasikan bahwa
hanya ada singularitas. Satu buah singularitas ini menyatakan kemungkinan
maksimal kecepatan sudut yang sesuai dengan muatan dan massa yang
diberikan. Dengan kata lain, hal ini menyatakan kecepatan sudut maksimum
yang diperbolehkan untuk lubang hitam. Nilai @ = 0.8 memberikan grafik
yang tidak memotong sumbu r, bentuk seperti ini disebut pula sebagai naked
singularity. Hal ini berarti nilai @ = 0.8 tidak diijinkan untuk nilai m dan @
yang diberikan.
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BAB 4
KESIMPULAN DAN SARAN

Solusi simetri aksial dalam teori gravitasi f(R) telah didapatkan. Solusi
ini diperoleh dengan melakukan transformasi melalui algoritma Newman-Janis
untuk solusi simetri bola dalam teori gravitasi f(R).

4.1

Kesimpulan

Dari pembahasan diperoleh bentuk elemen garis simetri aksial dari teori
gravitasi f(R) diperoleh kesimpulan sebagai berikut.

1.

4.2

Solusi ini merupakan perluasan dari solusi simetri aksial dalam teori
gravitasi Einstein (Solusi Kerr-Newmann) yang menggambarkan sebuah
benda yang memiliki massa dan muatan yang masif. Solusi ini jika
dipilih Q% = 0 maka akan menjadi solusi simetri aksial untuk benda
tanpa adanya muatan, jika dipilih @ = 0 maka solusi simetri aksial akan
berubah menjadi solusi simetri bola.

. Konstanta a mengambil peranan dalam merubah bentuk kesimetrian dari

solusi yang didapatkan. Mengikuti Kerr, konstanta a berkaitan dengan
momentum sudut dari sumber. Solusi persamaan (3.21) jika kita set
Ry = 0 maka akan kembali menjadi solusi simetri aksial pada teori
gravitasi Einstein. Oleh karena itu dapat dikatakan persamaan (3.21)
merupakan perluasaan solusi simetri aksial dari teori gravitasi Einstein
atau dapat disebut pula solusi Kerr-Newmann yang diperumum.

. Pada solusi simetri bola Reisner-Nordstrom dan simetri aksial dalam

teori gravitasi f(R) dipeoleh adanya singularitas baru ry saat nilai Ry <
0. Nilai singularitas baru ini merupakan sumbangsih dari teori gravitasi

f(R).

Saran

Setelah melakukan kajian dalam penelitian ini terdapat hal yang penulis
rekomendasikan untuk penelitian-penelitian berikutnya yaitu sebagai berikut:

1.

Menyelidiki singularitas r; apakah mempunyai suatu interpretasi fisis
tertentu atau hanyalah suatu ketakstabilan solusi.

Menghususkan model f(R) seperti model aR", « R+ R"™ dan lain-lainnya.

Mengkaji masalah termodinamika didalam lubang hitam (Cembranos,
2001)
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LAMPIRAN A
Teori Gravitasi Einstein

Persamaan geodesik

Lagrangian didefinisikan sebagai fungsi dari koordinat dan turunan
pertamanya:

dz*
L=L]x" —
(m s ,s) (1.1)

Sehingga integral aksi adalah

SB m
I= / L (:1:“, di,s) ds (1.2)
A ds

Variasi integral aksi

SB w
51 = / 5L (x“, dxt s) ds = 0 (1.3)
sa ds
dengan
dxt dxt dxt
— I M - — [
oL L’(x +(5x,d5 +(5d5,5> £(x,d8,3) (1.4)

Suku pertama pada persamaan (1.4) diekspansikan dalam deret Taylor
dengan mengambil suku ke-0 dan ke-1

m
5L = ﬁ(xu’di75)+a_ﬁ5xu
S

oL dx# dz?
_ wo
+8(d§—:)§<ds> L(x’ds’s)

g 9 ()" \ ds
= T R
_ %W%_afg_:)(sx]
4 [% 5 (1.5)




pers.(1.5) disubstitusikan ke pers.(1.3)

sB
ol = / 8_£ — i % oxtds
sq |0zt ds \ O (E)
sB
[l 2
5A 9 (K)
sB
B A |y
su |0zt ds \ O (E)
oL v
+ 7(51’“
N%)]M
sB
— / a_ﬁ _ i a,ﬁu (quds
su |0zt ds \ O (E)
suku ke-3 pers.(1.6) lenyap karena
dxt(sa) = 0x*(sp) =0
karena
B\ 9L d oL
f— —_—— — ll/ —
ol /SA 90t ds (a(da:_“)) oxtds =0

maka didapatkan

o af e\
ozt ds 8(‘“—”) n

ds

pers.(1.9) disebut persamaan Euler-Lagrange.
Dari persamaan metrik

di* = g,datda”
dl = (guda"da”)?
@ (e
ds Inw ds ds

dxt dx”
dl = (glﬁy%%) dS

N———
N

N|=

Panjang kurva stasioner adalah

dot dz¥\ 2
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Persamaan (1.11) jika dibandingkan dengan pers.(1.2) akan didapatkan

Lagrangian yaitu
1
2
L = (g,w ) .

Dari bentuk Lagrangian pers.(1.12) ini disubstitusikan ke dalam pers.(1.9).
Suku ke-2 pers.(1.9) adalah

dz* dz¥

_ 1.12
ds ds ( )

1
2

oo (i
or>  Ox? nw ds ds
_ 0w T)? 0 (9w e )
0 (9w ) 0
_L(, datde\TE (0g, detdot
2 u ds ds oxr* ds ds
=1
JL( dede T 0 det) de
2 u ds ds u oxr ds | ds
—_— —_—
=1 =0
JL(, dardr T dat [0 da
2 Gy ds ds i ds | 0x* ds
—_— —_——

1
2

(

-1
g, dzt dz”
ox* ds ds

)

=0

(1.13)

dan suku pertama adalah:

oL 0 ( dxudxv)i
o) o)V
- (s d_d_) 0
2\"" ds ds 3(%)
’ \
TR v p
— /




dz¥

gAy%

V=i

dx*
gy

dxt

Iur ds

1

maka

d

ds

da
Ju ds

dg,» dzt

ds ds
89Mﬁdx”

oz’ ds ds

)

+ guA%

da”
ds

d?z*

d?z# 1 | g da”

+g,u)\

+ Iin g

=

dzt

ds
dxt

)

(1.14)

)

dx¥  0gy, dx” dat

L ds? 2) Ozv ds

ds oxrY ds ds

v

d?x*
Ay

d?zH
g

Dari pers.(1.13) dan pers.(1.15)

1
2
1
2

Ogux dx” dzt
ozv ds ds

ag 123 ag VA
oxY oxH

0g,\ dxt dx”
oxrt ds ds
dxt dx¥
ds ds

{
Lo * 3 |

jika disubstitusikan ke pers.(1.9), maka

|

(1.15)

d?x? 1 [Dgun  Ogun | datdx” 1 (g, dzt dx”
I g5z 5{837” am“}ds ds_§<8x>‘gds> =0
d?x? 1 [0gun  Ogun  Ogu | dat dz¥
e 5{8w” 8w“_8x>‘}d8 ds 0
d?z” dx* dx¥
gpAF‘F A,uug s =0
2 .p L v
gp>\ {gpk%+rk7uu%%} =0
d?zr , dotda”
ds? ' ds ds

Pers.(1.16) adalah persamaan geodesik.
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Tensor Kurvatur
Perubahan vektor kovarian A,

AA, = 7{ JA, = f I, A, dz” (1.16)
C C

Dari teorema Stokes, integral kontur tertutup C dapat ditransformasi ke
integral luasan S sehingga

A4, = 5 § [D.(T0,A,) = DulTG, A, )ldS™ (1.17)

dengan D, adalah operator turunan kovarian. Operator ini dapat
disimplifikasi menjadi operator turunan biasa non-tensor D, — &, seperti
berikut

D, (I%,A,) = D,C,
= 0,Cu —19.Cop —T79,C0

(1.18)

serta

D, (FZ’YAP) - DVOM
= 0,0 —17,Coy —17,Cus
(1.19)

dari pers.(1.18) dan pers.(1.19), maka

D, (FZVAP) - D, (F/prp) = DyCu = D,Cyy
= 0,Cu — 17, Co, = 17,05
B (aVCIV/ - FZ,I/CO"Y - onj-fyCMO')
= 0,Cuw —T17,Co, —0,Cpy + 17,C
(1.20)

karena tensor permukaan merupakan tensor simetrik (dS7" = dS"7), maka

(D2Cpy — D,Cyiy) S = (8,Cp — T Copy — 8,Cyp + T5,C,)) dS™

o
= | 0,0 — 8,Cy +15,Coy — I, Cop, | dS™
N——
YU
= (0,0 — 0,Cpy + 17, Coy — T7,Cor) dST
= (aVC/W - aVC/w) dsm”
= (0,0, A, -0, A,)dS™ (1.21)
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Dari pers.(1.21), maka simplifikasi D, — 07y bisa digunakan, sehingga

pers.(1.17) menjadi:

1 v
Ady, = §7£~ FP A — Dy (FZVAP)} as?
1 v
- ; fc (T2, A4,) — 8, (T, A,)] dS”
1
= _f{ [0, 1%, A, +T% 0, A,
2 Je
—0,T% A, —T% 0,A,)ds"
karena
dA, = F)‘ L Andr? — 0, A, mA)\
1 A A
AA, — 5% (0,1, A, + 0 TX Ay — 9,7 A, — % TA A,

1
= 5% 8FPA —9,I" A, +T° TN A, — T2 T A,

pv py Wy pv

(1.22)

(1.23)

1
- 2 % BTG, Ay + T0,I% Ay~ T4 T3, Ay | dS™
)\?—:p
1

2
1 A A A
= 3 7{ (0,10, — 8,10, + 1,14 -, T%,]A,dS"

A
5 7{ R?,AdS™,

dengan RWV adalah tensor kurvatur Riemann
— P P A TP TATP
MV =0, F &,FW + FWFM FMF)\V
Tensor Ricel didefinisikan dari tensor kurvatur Riemann

Ry, =R, =00, —0," +T, % —T) I

wy =

serta scalar Ricci adalah

R=R'=g¢"R,,

46

= = % I0,A, — 0,0 A, +T5, I8 A, =T I A, dS™

(1.24)

(1.25)

(1.26)

(1.27)



Tensor Energi-Momentum

Diturunkan kembali persamaan Fuler-Lagrange secara umum untuk rapat
Lagrangian L yang bergantung kuantitas ¢ dan turunan pertamanya gq,,

I = /E(q,q,u)dth

= /E q, ¢, )d

0l = C/5£(q ¢,y )dS2

. _/(%Maﬂa )
3qm

dq
=5 8x“) dQ

J G
( 8£q 38#5 )dQ
(5

e () - ()

({}{} ,
<
<

TV
=0(teorema Gauss)

1 oL oL
= - — Q
) (3% %3m0 )5q) d
1 oL oL
= - — O Q
c Jq a"a(aﬂq)) o9d
=0 (1.28)
sehingga didapatkan persamaan Euler-Lagrange:
oL oc = 0 (1.29)

it S i
dq "0(0,q)
Turunan pertama terhadap Lagrangian

oL _ oLog | 0L 0(0)
oxt Oq Oz+ ~ 9(0,q) Ox*

oL dq oL 9(d.q)
"9(0.q) 9t 9(Dyq) O
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oL oL oL

oo~ D300 T 51, 20
) ?”{ & }_agf@aa“q*ag)mq

e

% = EL{(M@(@ }

o = M)

7t = g )

gfﬁ; - ay{a }
0 = ay{ }E@,,T: (1.30)

maka

= 8,&% — 5L, (1.31)

Pers.(1.31) adalah tensor energi-momentum.
Untuk Medan Elektromagnetik, rapat Lagrangian adalah

1
L=~ FuF" —AJ" (1.32)

karena F' = F(0,A,) — L = L(A,,0,A,), maka pers.(1.29) menjadi

oL oL
oa, VoA (139

Substitusi pers.(1.32) ke dalam pers.(1.33). Suku pertama pers.(1.33)
adalah

oL QA"

04, — 04,

= g
—J¥ (1.34)

untuk suku ke-2:
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oL 1 0

= —~——{F3F
8(8,A,) 4&@Aﬁ{ o)

1 )

= ——gg” F.sF,
49 g a(aﬂAy){ af PU}
1 0 (0a Az — 05A4) 9(0,Ay — 0,A,)

= __gpaga,@{ Foo + F,
4 9(8,A,) , 7 0(0,A,)
1 O 14 14 1% 1%

— _ng 977 { (010 — 656%) Fpo + Fup (646, — 0107) }
1

= —1 {69 = 9”97 Foo + Fap (979" = 9"°9"") }

1
= 3 {Fm — pvi 4 v pre)

1
= PP P P
1
= Zapw
1
- (1.35)

Substitusi pers.(1.34) dan pers.(1.35) ke dalam pers.(1.33) schingga
didapatkan

D F = J (1.36)
Pers.(1.36) adalah persamaan Maxwell. Untuk keadaan tidak ada arus
J” =0, maka

8, F" =0 (1.37)

Parameter ¢ untuk medan elektromagnetik adalah A,, Tensor energi-
momentum pers.(1.31) untuk medan elektromagnetik adalah

v a’C v
T = 8“AA8(8,,AA) — 0L

v 1 v

= —F0A\+ 6 FVE,
vA A VA 1 178 R\

= —F (6u A a)\AM) —F 8>\A,u + Z(SMF F/\'y
v v 1 v

= -F )\FM)\ —F A@,\A# + é_léuFMFM

v v v 1 v
= —F"7F\ — O\(F7A,) + A 0F juz(suzi’*yzi’M
=0

1
= —F"F,\—O\(F™A,) + Z(SZFMFM (1.38)
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Karena 0, T, = 0, maka suku ke-2:

DONFAL) = = [ 0,00(F"A,) + 0,00(F"A,)
N’

VA

1
— 5 {&,EA(F”*AH) + 8>\8V(F>\VAH)}

| —

1
= 3 {0,0\(F"A,) — 0,0,(F"A,)}
=0

Sehingga pers.(1.38) menjadi

14 v 1 v
Ty = —F"Fp+ 0 Fy,

Persamaan Medan Einstein
Aksi medan gravitasi pada ruang vakum

1
JA— /Q L6 (Gs Do) /=902

c

Bentuk dari £ adalah
A

T Teh
Pers.(1.42)disubstitusikan ke pers.(1.41)

Lg =

3

C
Io=— Nars)
¢ 167rG/QR g

jika dilakukan variasi terhadap I di atas, maka

3
0lg = — 0v/—gR dQ)
¢~ T 16nG /Q gH
dengan
0 (V=gR) = 0(V=99""Ruw)
= (5\/ _g) ngRw/ V=g <5gwj) Rm/
+vV—=99" (0R)

karena

09 = 99" 0G, = — 99, 09""
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maka

O\/—
0/=g = 959

— _—_gguyégl“j (147)

Subetitusi pers.(1.47) ke pers.(1.45)

Y (\/ _gR) = _T_gguuég'uyg;wR;w + vV —3g ((sg,uu) Ruu

+v=99" (0R,.)
V=9

= —Tgwég“”R + V=9 (09") Ry

+v=99"" (0Rw)

1
= Vv=4g (Ruu - §g,u1/R> 5,9,“/ + v —gg“” (5R/“,)

(1.48)

dengan suku ke-3 adalah

g"0R., = ¢g"6 (0,10, — 0,00, + T, %, —T),1%)
= g™ (0,1, —0,0",)
+g" T, %, + g T, 005,
—g"or, I, — "' T, 0%,
+9" 10,000, — "' T7,0T

TV
suku tambahan=0

= "5 (010, —9,00,)

N

p:)\
v A A
+9" (U700, = T5,0T7,)
>

+ g or,, %, +¢"T),00%,

Vv Vv
A= =P, p— A prv

=g T, 015, = g"T7,0T,,

' TV
A=, pu—p,p—> A verp
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g"0R,, = g"5 (0,0, —Il),)

v A A
+g" (T],0T5, —T3.6T%,)
+g"Th 6T, + g T\l
—g"'Th 610y — g"*T%, 01,

= g0 (8,1, —0iI,)

Karena turunan kovarian

Dyg"”
Org" =

dan

D, g"" =
a,g"" =

+g" (),000, —T3.6T7,)

— (="}, — ¢"'T},) 0T},

+(=9"Th = 9T},) ST
tensor metrik adalah nol

g + F‘;)\g"” + FZ,\QW =
_Fz/\ i sz\ g

anMV + nggpu + Fzygﬂp =0

_F/;V i FZV g

pers.(1.50) dan pers.(1.51) disubstitusikan ke pers.(1.49)

g oR,, =

didefinisikan vektor-4

g8 (0,T)) — g6 (L))
—0hg" T, + 0,9 0T,
+g" (7,00, = T3,0T5,)
g0, (6T7,) — " 0x (0T,
—rg" o, + 0, 9" 0T,
+gh (Fz,y(srgA — r}v(srfw)
9y (g"0T),) —0a (96T,
Ay
+T7, (¢"0T5,) —I7%, (9"70T;,)
N—_——
Ay
O (g"oTy, — g"oT),)
+I%, (90T}, — 9"6Th,)

W = g“’\(SFfw - g’“’(SF/’)V

serta menggunakan nilai simbol Christoffel

sz =0\In\/—g

52

(1.49)

(1.50)

(1.51)

(1.52)

(1.53)

(1.54)



pers.(1.53) dan pers.(1.54) disubstitusikan ke dalam pers.(1.52) sehingga
didapatkan

g""oR,, = 8/\w’\—|—I’Kvw/\

1
— 0Oy In/—gw?
1

= \/__gaA (vV=gw?) (1.55)

= (%cuA +

substitusi pers.(1.55) ke dalam pers.(1.48)

1
0 (\/ _gR) = v=g (R;w - Eg,uup'«) 59#11 + v _ggwjéRyy
1 1
= - v [Yuv 5 m - - A
Vv g(RM 500 R) 9"+ 9\/_—9@(\/ gw’)
1
= V—g (RW — EQWR) 0g"" + Oy (\/—gw’\) (1.56)
Pers.(1.56) disubstitusikan pers.(1.44) sehingga
3 1
olg = — ¢ / V=9 | Rw — zguR ) g™ + 0O (\/—gw’\) df
167G Q 2 ———
=0(teorema Gauss)
G /\/_— R — 2g.R ) 6g™d (1.57)
T T16nG ), Y I\ T gt )00 '

Sedangkan aksi oleh massa sumber adalah

STy = % / (/=G Lar )0 (1.58)

dengan
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6(\/__9£M) = méﬂuu

8£

- U2/ g ~9)9 M> 29

1
= 5 \% g) ) 5g,uu

1 oL
— 2 uVLM M> /— glw

(1.59)
karena
8£M
T = o 1.
maka

1 (9[,
0(V—=9Ly) = §<QW£M agM>\/ 909,

1
= 5 T \/__g(sguy

1 v
= 5 \/__gT,u 59;”/

1
= 5V —99" g T2\

1

d(V=9Lu) = 35V —9T0 g™ g 59,

1
= 5\/—_9T7A59WA

1

= 5 V _gTuuégM/

(1.61)

pers.(1.61) disubstitusikan ke pers.(1.57) sehingga didapatkan

1
I / =T 56" (1.62)
20 QO
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Aksi total adalah

[ = Ig+ 1y
61 = 6lg+ 0l =0
§lg = —01y (1.63)

dari pers.(1.57) dan pers.(1.62), didapatkan

5]G = —51]\/[
_C3 /\/__R_l R(gwdQ__l/\/__T(;/w
167TG 0 g uv 2g;w g - 2C 0 g g g
1 8t
RMV — EgMVR = FTMV (164)

Pers.(1.64) adalah persamaan medan Einstein. Dalam ungkapan tensor
campuran, pers.(1.64) menjadi

8TC (1.65)

4 v

1
RI— _§'R =
v c

Jika dilakukan v — p pada semua suku pers.(1.65) di atas, maka

Rﬁ—%éﬁR = 8Z4GT;
R—%(ag+5i+5§+5§)3 - 8:4GT
R—2R = 8:4GT

R = —SZFT (1.66)

Pers.(1.66) disubstitusikan ke dalam pers.(A.98) sehingga didapatkan
ungkapan lain dari persamaan medan Einstein

8rG 1
RNV = — (THV — §gij>

C

(1.67)
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LAMPIRAN B
Solusi Teori Gravitasi Einstein

Solusi Simetri Bola dalam Teori Gravitasi Einstein
Solusi Tak Bermuatan
Metrik dengan adanya sumber massa M pada koordinat bola:

ds® = =U(r)dt* + V(r)dr* + W (r)r*(d6* + sin® 0d¢?) (2.1)
Misal diambil Wr? = #? — # = /Wr sehingga

% = VW <1 +— dW) (2.2)

oW dr
AW .
Vodr? = % <1 + #d—lfﬂ/) &i* = Vdi® (2.3)

sehingga V' = V. Dengan cara yang sama maka bisa didapatkan U = U.
Dengan mengganti » menjadi 7, maka elemen garis diatas akan menjadi

ds? = —V (7)dt* + U(#)dr? + 7*(d6* + sin® 0d¢?) (2.4)

Dengan menghilangkan tanda topi pada persamaan di atas, maka

ds® = =V (r)dt* + U(r)dr?® + r*(d? + sin? §d¢?) (2.5)
serta dipilih fungsi dari U dan V' adalah

U(r) = e dan V(r) = ) (2.6)

maka elemen garisnya akan menjadi

ds® = = dt* + e dr® + (r*df” + r® sin® 6d¢?) (2.7)

Maka tensor metriknya

—e 0 0 0
0 e* 0 0

Iw=1 09 0 2 0 (2.8)
0 0 0 r2sin?6



karena

9" = (guw)”" (2.9)

Maka bentuk kontravarian dari tensor metrik diatas adalah

—e 0 0 0
0 e 32X 0 0
I
= 0 0 r 0 (2.10)
0 0 0 r2sin"240

Persamaan untuk mencari simbol Christoffel adalah

r 1 (89,“; + agpu . agUP) (211)

wop = 5 oxP oxv ozt

Maka untuk tensor metrik diatas, komponen-komponennya adalah

1

Looo = B (Gogoo + Gogoo — Gogoo)
= 0
1

F0,01 = Fo,w = 5 (31900 + 80900 - 80900)

- i)

— _V/eZV

1
F0,02 = F0,20 = 5 (52900 + a0900 - a0900)

= 0
1
Loos =To30 = B (03900 + Gog00 — Gogoo)
=0
1
Fo,n = 5 (5’1901 + a1910 - a0911)
1
= —(0+0-0
5 (0+0-0)
= 0
1
F0,12 = I‘0,21 = 5 (82901 + 01920 — a0912)
1
= —(0+0-0
5 (0+0-0)
= 0
1
Loz =Toz = 5 (03901 + 01930 — O0913)
1
= —(0+0-0
5 (0+0-0)
=0
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Lo 22

FO,23 = 1_\0,32

Lo 33

1_\1,00

ot =T110
o2 = T2
oz = T30

'
g =T12
Fiizs=T1a3

(02902 + 02920 — o ga2)

(03902 + 02903 — 00g23)

(03903 + 03930 — o gs3)

NI —RON —ON| —

1
B} (Gog10 + Aogor — O1900)

1 I(—e*)
2 (0 0= a—)
! 2v

ve

1
B (01910 + Oog11 — O1601)

0

1

B} (02910 + 00921 — 01602)
0

1

5 (03910 + 00931 — 01403)
0

1

B (01911 + 01911 — O1g11)
1

- (2)\162)\)

)\/62)\
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[z =T 3

F1,33

I'2.00

o010 =110

200 = I'290

[oio=T22
I3 =193
290 =101

['y03 =T'939

1
5 (02912 + 02921 — 01622)

5 (0+0— (2r))

T

= (0312 + 020931 — O1923)

(03013 + 03931 — O1933)

N =N = O =

(0 +0 - (2T sin? 9))
—rsin®6

1
2 (Gog20 + ogoz — O2900)

1
-(0+0-0
~(0+0-0)

0

1
(01920 + Oog12 — O2901)

(02920 + 00922 — 02402)

(0+0—0)

(02921 + 01922 — 02612)

(0+(2r) —0)

2
0
1
2
1
2
0
1
2
1
2
”
1
2 (03921 + 01932 — O2913)
0

— (02922 + 02G22 — 02G22)

—~
@)
~—

(03922 + 02932 — 02923)

QI RO =N =
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1
['y33 = 5 (03G23 + 03932 — D2933)

= —(0+0— (r“.sinf.cos@
; 2
= —r%.sinf.cosf

1
I's00 = 5 (Qogso + Gogos — F3900)

=0
1
F3,01 = I‘3,10 = 5 (31930 + 30913 - 83901)
=0
[500 =1'390 = % (02930 + og23 — O3902)
=0
303 =1330 = % (93930 + Gogss — D3go3)
=0
1
I's11 = 5 (01931 + 01913 — 03911)
=0
[510=T391 = % (02931 + 01923 — O3912)
=0
P313 =133 = % (03931 + 01933 — O3013)
= % (04 (2rsin®6) — 0)
= rsin’6

Is00 = % (02932 + D293 — 0322
=0
['303 =I'330 = % (03932 + 02933 — 03923)
= % (0—|— (r2.sin9c089) —0)
= 7r?sinfcosd
Is33 = % (03933 + 03933 — 03033)
=0

Nilai simbol Christoffel Jenis ke-2 dapat dicari dengan menggunakan
persamaan berikut:

Iy, =9"Tr, (2.12)
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Nilai-nilai tersebut adalah

Lo
F81 = (1]0
F82 = Fgo
ng - Fgo
I
F(1)2 = Fgl
[y =T5
I3
Fg:s = FgQ
I3
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1
L'oo
1 _ il
oy =T
1 _ il
oo =T
1 _ il
Log =T
1

'
1 _ 7l
=Ty
1 _ 7l
iy =Ty
1

I's

1 _ i

Doy =T3

1T
g F7,00

911F1,00
6(72)\)'(V/e(2u))
Vle(ZV—Q)\)
ngFT,Ol
911F1,01

ngFT,oz
gllrl,oz

0

9" Tr0s
911F1,03

0

ngFT,ll
gllrl,ll

o(-20) (/\/6(2/\))
)\/

ngFT,22
911F1,22
eV (—r)
—re(=2Y)
ngFT,QS

11
g F1,23



1 1T
F33 = 4g F7,33

= 911F1,33
= e, (—7" sin? 9)
= —rsin®e=
1j(2)0 = ngFT,oo
= 922F2,00
=0
Fgl = F%o = g2TFT,01
= 922F2,01
=0
ng = Fgo = 92TFT,02
= 922F2,02
=0
ng = F?‘)O = gZTFT,O3
= 922F2,03
=0
F%l = 922F2,11
=0
F%z = Fgl = 92TFT,12
= 922F2,12
= (r)7.(r)
1
- F
[ =T3 = ¢*Tais
=0
I3 =T% = ¢%*Ta
=0
[ =T% = g*Taas
=0
M3, =T% = ¢° 1ﬂ2 33
= (r7? . (—r*sinfcos b))
= —sinfcosf
Fgo = 933F3,00
=0
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F?zz = Fgl = 933P3,13

= r2gin24. (r sin? 0)
1
-

3 3 33
F23 =13 = 9 F3,23
= r2sin"?4. (r2 sin 6. cos 9)

sin 6

cosf
= cotd

F§3 = 933F3,33
=0

Dari 64 komponen komponen simbol Christoffel di atas, komponen-
komponen yang tidak bernilai 0 adalah:

Iy = D=V
F(l)o — V/€(2V—2)\)
F%l = N
1"%2 = —re
F§3 = —rsin?0 e
1
rz, = r ==
12 21 7
2, = —sinfcosd
1
F?s, = Fgl =
(2.13)
Tensor Ricci dapat dicari dengan menggunakan pers.(1.26)
Ry =0l — o7, + 2. 1) -T2 1 (2.14)
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Tensor Ricci bersifat simetri (R,, = R,,), maka hanya memiliki 10
komponen bebas. Untuk komponen Ry, (i = 1,2, 3):

Rig = 810G, — 9,T% + I, I'9 — T4, (2.15)

ioc™ p0

dengan kondisi statik mensyaratkan bahwa 0yg,, = 0 sehingga 9,7, = 0.
Tensor Ricci menjadi

Riy = —0,T% + T/ T?) — TfI7. (2.16)

5+ p0

Dengan menggunakan nilai I’ ;0 =0,T% , = 0 dan F?j = 0, maka didapatkan

RiO = ROi =0 (217)

sehingga komponen tensor Ricci yang tersisa adalah komponen dalam arah
diagonal (R,,). Nilai dari R,, ini adalah

R, = &I —oyl, +T2 17 — T2 1) (2.18)

™ pT T pY

untuk 7 =0

Roo = 801”37 — 871“30 + FS’YFZO - FgOFgﬁ/
= 0— alrtl)o + (ngrgo + Fll)'yrgl) - F(lJOFY'y
2
= 0Ty + (T5,T%0 + T, Tg1) — Lo (v’ + A+ ;)

=0, (PN f 920N fer2) (1/ v })
.
_ —V//6(2y72)\) — (2V/ o 2/\/> 6(21172)\) + 2V/e(2uf2>\)

. (V/ + /\/ + g) V/€(2y—2)\)
T

/
_ {—l/” — o + v o\ + 2y/2 . l//2 + N + 2_7/} 6(21/—2)\)
r

_ {—l/” + y/)\/ _ V/Z . Q_V,} 6(21/—2)\) (2'19)
T

66



untuk 7 =1

Rll

oy, — 0,17, + .1, — T4 T7,

O (T + T, + T3 +T55) — (8], 0T, + oI, + 0s17F)
+ {0 I + T 0 + 15, + 19, + 1519, }

—Tyy (T + Ty + ) =I5, (T + 15, +155)

—I3, (T + D3y +T55) — 9 (Coy + 5, + Is)

O ([ + Ty + T35, +T83) — (0,00}, + o175, + 9515,
(T Tgy + T8, + T30, + T30,

(Tyol0y + Ty Ty + Tl + Tl

(Tl + T gy + D05, + T3005,)

(F?OFgl + 3,03, + 3,05, + I55T5))

—Tyy (Chy + Ty + T35 + T9) — T7y (T + T35 +T55)
—I3y (T3 + T3+ T3) — Ty Doy + T + 1)

+
+
+
+

O (I + Iy + T3 + ) — iy,
+ (T3 + T1ily + Tl + Ty) — Iy (D + T3, + Ty + 19)

(v

+

2 2 2
V//_'_)\//_71_2_)\//4_(”/)2_’_()\/)2_’_71_2_)\/ <V’—|—)\/—|——>

V// + (I//)Z - )\/1//

1 1
/l+)\//+ (_ﬁ) + (_ﬁ)) _ A//

(u52+(A32+-(%>2+-(%)2

1 1
—X(M+X+—+—>
r T

r
2\
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untuk 7 = 2

R22

R22

0ol — 0,03, + 5. 17, — T4,I7
Oy (T9y + gy + T35 +T55) — (1T, + oI5, + 05055 + 9oI'9,)
+ {0 Y, + T3, 17, + 5. I3, + T3 T3,
— {900, + 15, + T35, + 15,13,
D2 (T9 + rl1 + r22 +T3,) — (0113, + 015, + 0513, + 9oLy,
+ (T30 + Fglféz + D55 + T23T5,)
+ (Féor Fb + F22F%2 + F23F?2)
+ (T35 + 15, Tgp + T5,15, + T5,T5,)
+ (T35 + 15, Ta5 + T, 05 + T53T55)
— [P (g + Tyy + T, + 1)

= —csc2 4 e 2Nl 9e(=2Y)
2
+rel=2) (z/ + N+ —) + cot?
T

(1—=2rN =247/ 41N +2) el —csc? 0 + cot® 0
(147 —rN)el"N — 1 (2.21)
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untuk 7 = 3

R33

R33

0513, — 0,03, + 5. T — T4,T7

O3 (T + Ty 4+ T35 + Iis) — (00133 4+ 01135 + 9ol'35 + 0515,)
+ {ngrg:s + le%/r?s + F?wrgs + ngFg:%

- {ngrgy + F:133F¥7 + ngrgy + F%SF’?Y'Y

— g5 — 0ol'55 + (T5T05 + I3y Dog + T3u155 + T5510;)
+ (T30l + Ty Tys + gLy + TgaT5)

+ (T30 + 5 Ta5 + D305, + T53055)

+ (D30T 35 + T31035 + T3I'55 + I3005)

—T35 (Tl + Ty + Ty +T75)

—T33 (T + Ty + Ty + ;)

sin? 0e(=2Y — 27\ sin? fe(~2Y — (— cos? 0 + sin? 9)

+2 (—r sin? Qe(_Q’\)%) + 2 <— sin 0 cos 0. C9SZ>

S1n

2
— (—7" sin? fe(=2Y (1/ + )N+ —)) — {— sin @ cos 6. C(,)S i }
r sin @

sin? @ (1 —2rX — 24710/ + 7N +2) e
+ (C082 0 — sin® 0 — 2 cos® 6 + cos® 9)

sin? 0 [(1 470/ —rN) e — 1]

= Sin2 9R22

(2.22)

Untuk kondisi dimana tidak ada materi dan energi (vakum), (R,, = 0),

maka pers.(2.19), pers.(2.20), pers.(2.21) menjadi

2
S UN 2 =
r

I/”—V’)\/—FV/2—2)\/:O
T

(147 —rX)eN =1

dengan menjumlahkan pers.(??) dan pers.(?7?)

-2 ,
— N)y=0
= (4 )

atau

W +XN) =0
v+ X = konstan
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Pada r — oo, metrik harus kembali pada bentuk Minkowski 7, sehingga
v dan A — 0.
maka

v+A=0—-v=—)\ (2.27)
?)

[re®)] =1 (2.28)

dengan memasukkan pers.(??) ke pers.(?
d
1 2 / (21/) -

(1+2r)e =

dengan mengintegralkan pers.(??), maka

/d [re@”)} = /dr re®) =r 4+ C (2.29)

dengan C' merupakan konstanta integrasi. Konstanta ini dihitung dengan
pendekatan untuk medan lemah. Lagrangian non-relativistik berbentuk:

1
L = —mc2—mgb—|—§mv2
1 2
_ _mc<c+?__v_)
c 2c
¢ 1 wi,
= — - — =gii— 2.30
mc(c+c 59i7 ¥ (2.30)

Pada koordinat kartesian, g;; = —¢;; sehingga pers.(2.30) menjadi:

¢ 1 wi,
_ ¢ 2,0 31
L mc(c+c+2gmcv (2.31)

Integral aksi adalah

I = /Ldt
—mc ( c+— + gzj— v ) dt
vidx!
= = —— | dt
e [ ((2) 4300 )
1 wvi_
— —gii— dad
me (( )cdt+2gucdas)
= /ds (2.32)

10} 1 wvi
ds = (14‘; Cdt+§gijz dx?

maka

(2.33)
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sehingga

ds?

Q

dengan:

serta

sehingga

(1+
<1+

dibandingkan solusi Schawrszchild

maka:

dengan m

ds?

— GM
= 2

¢ ’ 2 142 ¢ ve 1 vi 2
C_2 cdt® + 1+C_2 gijgd:vcdt—i—z gijqu;
N——
~0
2
%) Adt® + (1 + %) gi;datda’
(2.34)
o\’ 20 ¢ . 20
I+ I+ +5~1l+3 (2.35)
(1 + g) gijda'dz’ ~ gy;dx'da’ (2.36)
2 S
ds® =~ <1 + —f) dt* + gi;da'da’
c
———
900
(2.37)
C
goo = 1+ ? (238)
C 2
r C
2r
¢ =72
GM 2
g
roc
2GM
cC = — G2
c
C = —2m (2.39)
5. Maka elemen garisnya akan menjadi:
2 2m\
(1 - —m> 2 (dt)? + (1 = —m) (dr)? + r2dQ>
r r
(2.40)

Persamaan tersebut merupakan metrik Schwarzschild.
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Solusi Bermuatan
Sama seperti pada kasus Schwarzschild, untuk benda bermassa M dan
bermuatan (). Persamaan medan Einstein (1.67)

8¢ 1
R#V = 1 (T,u,I/ — _gul/T>

c 2
(2.41)

Dengan masing-masing komponen Tensor Ricci sama seperti solusi

Schwarzschild

2 /
Ry = (—1/" + N = — —V) el2v — 2)\) (2.42)
r
! N2 I/ /I\/ 2)\/
Ry=v'+W)=vN—-vVXN—-— (2.43)
r
Roy = (147 —rXN)e* — 1 (2.44)
Tetapi komponen tensor enegi-momentumnya tidak nol
p 1 PA
ij = _F,upr + ng}Fp}\F (245)
Tensor kuat medan F},, bersifat anti-simetri dengan
O)pF) =0 (2.46)
Sehingga
1
3l (0,F — 0pyFyy + 0,F,, —0,F,, +0,F,, —0,F,,) = 0
(OpFuv + O + O Fpy + 0y Fpp + 0 Fp + OuF,,) =
(20,F, + 20, F,, +20,F,,) = 0
(2.47)
maka
0, +0,F,, +0,F, = 0 (2.48)
untuk p = 0, maka pers.(2.48) menjadi
OoFy + 0,Fo, +0,F0 = 0
—_———
%
aon, -+ (9,,F0u -+ 3,,FM0 - 0
aOFMV + aVFO[,L - 8VFOM =
ol = 0 (2.49)
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Karena medan listrik di luar benda bermuat
radial

an total ¢ hanya dalam arah

E=E(r)=f(r) (2.50)
maka hanya komponen Fj; dan Fyy yang tidak bernilai nol yaitu
F01 = f(?”) = _FIO (251)
Sehingga tensor kuat medan F},, adalah
0O f 00
F, = —f 0 00 (2.52)
0O 0 0 O
Untuk bentuk tensor campuran adalah
FP = g™F,,
—e™ 0 0 0
B 0 e 0 0
o 0 0 r2 0
0 0 0 (7“232'7129)*1
0O f 00
—f 0 00
X 0 00 0 (2.53)
0O 0 0 0
0 —fe > 0 0
fe A 0 0 0
[
E? 0 0 00 (2.54)
0 0 0 0
dan bentuk tensor kontravariannya adalah
Fp/\ — g)\VFIf
—e™ 0 0 0
B 0 —e2 0 0
o 0 0 r—2 0
0 0 0 (r?sin?)!
0 —fe™ 0 0
» fe 2 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 fe 0 0
_ fe=4 0 0 0
= 0 0 00 (2.55)
0 0 0 0



Dari pers.(2.48), maka nilai komponen diagonal dari tensor energi-
momentum 7}, adalah

—Fop I+ igoonAFp/\

—FooFy — FouFy + EQOO(FOUFOU + P F7)
0— FoaFy + igoo(F(nFOl + Fon F')

0— Fo Fy + igOOQFmFOl

1
O — FOlFol + 5(—€2V)F01F01

0= F(= ) = S (Fe ™ fe)
0— f(_fef4)\) _ %f2(62y2)\)
Fre %]&(6—21/—2)\) (2.56)

1
_Flpplp + _gll}?pol?p(7

4
1
—FoFY — FyFF + Zgll(FOUFOJ + F1, F')
1
—F10F10 + 1911(1701F01 + FmFlO)
1
—F10F10 + 5911F01F01

(D fe ) g f e
_f2672u 4 %f2€2)\4u

1
_f2€—2y(1 + 562/\—2u)

1
= 1922(F00F00 + FlkaU)
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4

4

1r2f2674(”+>‘)

2
1

—.2 2 —4(v—v)
27"fe

L 59
>

1
—922(F01F01 + FloFlo)

1
_922(f26—4u 4 f2€—4)\)

1
—ngng + —933FPUFPG

4

1
1933Fpana

1
1933(F00F00 + Flo F57)

1
1933(F01F01 + FloFlo)

1
59331170111701

1
57”2 sin?@.f. fe

1

TQQ SiIl2 0

dari persamaan medan Einstein

dengan

sehingga

§T2f26_4u. sin? 6

1
R, = 8rG (TW — §gm,T>
T = gw/TW
1
= gW(_Fupr + ZQWFWFPU)
v 1 14 g
= —F,9" F;f"‘z 0, FpoF?
=4
= —F,,F" 4+ F,F*
——
p—p,p—0

= —F,,F” 4 F,,F”

= 0

R, = 8rGT,,
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dengan komponen diagonal masing-masing adalah untuk komponen-00 dan
komponen-11

Roo == 87TGT00
(—V” + V//\/ . V/Z o 2_7//> — 87TGf2 <62)\ . 1€2V>
r 2
(2.62)
dan
RH = 87TGT11
<—I/” + U\ — V/2 _ 2_)‘/) = 816G <_f2e—2u <1 _ %6—21/—1-2)\))
r
(2.63)
pers.(2.62) dikalikan e?* menjadi
(—I/H + U\ — 1/2 . 2_1//> 62>\ _ 87TGf2 (1 _ 16—2u+2>\>
r 2
(2.64)
pers.(2.63) dikalikan e* menjadi
<—V” + U\ — I//2 . 2_)‘/> 621/ - 871G — f2 (1 _ %GQV+2)\>
r
(2.65)
pers.(2.64) dijumlahkan dengan pers.(2.65), sehingga
2V 2N
o
r r
/=X =0
—v—X = konstan (2.66)

Pada r — oo, metrik kembali ke bentuk Minkowski sehingga ¢ — 1 dan
e* — 1, maka v = 0 dan \ = 0, sehingga

v+ = 0
v o= =X (2.67)

Bentuk eksplisit dari f pada pers.(2.52) dapat dicari dengan menggunakan
pers.(2.50) yaitu di sekitar muatan ¢, besar medan listriknya adalah

_ L g
 Awegr?

fr)=E (2.68)
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Solusi Simetri Aksial
Untuk mempersingkat penulisan, diambil konstanta c=1.
Dari metrik Reissner-Nordstrom:

92 2 92 2\ —1
gt = — (1= Vg (1221 9N a2y2a0? (2.60)
r 72 r 72

untuk menghilangkan singularitas di » = 2m, maka diperkenalkan koordinat
waktu yang baru yaitu cu = ¢t — r* sehingga

t = u+r”
dt* = du®+ 2du dr* + dr*? (2.70)
r* adalah tortoise koordinat yang memenuhi hubungan
2 2
dr = (1 -y Q—2> dr* (2.71)
r r
kemudian pers. dan pers. dimasukkan ke dalam pers.1 sehingga
2 2
ds* = —(1——m+Q—2>dt2
r r
2 2\ ! 2 2\?
+ 1——m+Q— 1——m+Q dr*? + r2d§?
r r2 r r?
2 2
= — (1 _zm Q_2> dt?
r r
2 2
+ (1 _an Q—Q) dr+2 + r2dQ?
r r
2 2
- - (1 -y Q—2> (df? — drs2) + r2dQ?
r r
2 2
—- - <1 -y Q—2> (du? + 2du dr* + dr*® — drs2) + r2dQ?
r r
2 2
= - <1 - Q—2> (du? + 2du dr*) + r2dQ>
r r
2 2
_ _(1__m %)2du2
r r
2 2 2 2\ !
_(1__%@_2) gdu(l__m%) dr + 1207
r r r r
2 2
~- (1 -y Q—2> du? — 2du dr + r2d0? (2.72)
r r

sehingga tensor metrik dari metrik di atas adalah:

~(1-meg) 10 o

_ -1 0 0 0
G = (2.73)
g 0 0 72 0
0 0 0 r2sin?6
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bentuk kontravarian dari tensor metrik di atas dapat dicari dengan cara:

g“l/g“l/ g 1
G 9™ = G
9" = g
v 1 :
g = Adj{ g} (2.74)
|G|

dengan |g,, | adalah:

—(1—2—m+Q—§> 10 0

0 0

r? 0

0 r2sin’6
0 0
r? 0

—(=1)| 0 r? 0
0 0 r2sin’#

-1 0 0

0 r2sin?6
r? 0
0 r2sin%6

= —r*sin0 (2.75)

= -1

Serta Adj{g,,} adalah sebagai berikut:
Untuk komponen-00, maka:

Untuk komponen-01 = 10:

-1 0 0
—1 0 2 0 = —1(-1)

0 0 r2sin?6

r? 0
0 r2sin?6

Untuk komponen-02 = 20:
—1
0
0

oo o
o

I

o

r?sin® 6
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Untuk komponen-03 = 30:

Untuk komponen-11:

~(1-z+ %) 0 o

0 r? 0 =

0 0 rZsin’6

Untuk komponen-12 = 21:

~(1-m4g) -1 0

- 0
0
Untuk komponen-13 = 31:

0 =0

r2sin® 6

~(1-2+ %) -1 0

r

0
0
Untuk komponen-22:

—(1—27m+f?—§> -1 0

-1 0
0 0

Untuk komponen-23 = 32:

Untuk komponen-33:

~(1-z+ %) -1 0

—1 0
0 0 r2
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Sehingga tensor metrik kontravarian g menjadi:

1% 1 : v
g = Adj{g"™}
9o
B 1
~ —rtsin?6
0 r*sin” 0 0 0
rtsin? 6 (1 —2m ?—;) rtsin? 6 0 0
0 0 —r2sin?0 0
0 0 0 —r?
0 -1 0 0
_ 2m Q_2>
_ o (EeE) 0o (2.77)
0 0 7% 0
0 0 0 s
karena elemen garis dalam pernyataan tensor metrik adalah
ds® = Guvdatdz”
= —l,n, —l,n, +m,m, +m,m,
kemudian dilakukan v <> p pada suku ke-2 dan ke-4 sehingga:
ds* = —2l,n, + 2m,m, (2.78)

Kemudian dipilih suku-suku vektor-4 null dari metrik Reissner Nordstrom
diatas. Pemilihan ini bebas asalkan memenubhi sifat-sifat vektor-4 null yang
telah didefinisikan. Dari metrik Reissner-Nordstrom:

2 2
ds? = — (1 _m Q—) du? — 2du dr + r2dQ?
2
= — {(1_2_m+Q_> du+2dr] du
T
4 (df+i sing de)r(d0 —i sin do) (2.79)

sehingga pemilihan komponen vektor-4 null adalah:

l,dz" = du (2.80)
sehingga [, = (1,0,0,0).
Kemudian untuk komponen n,,:
2 2
—2n,dz" = — (1 _ + Q—2) du + 2dr
r r
1 2m  Q?
nydet = 3 (1 - + r_2> du + dr (2.81)
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sehingga n,, = (% (1 —
Untuk komponen m,,:

m

T

?—j),l,o,o).

V2m,dat = r(df+i sinf do)

r

V2

Sehingga m,, = (0,0, 1,7 sin#@).

m,, adalah kompleks konjugat dari m, sehingga m, = (0,0, 1, —i sin#).

Maka kompenen-komponen vektor-4 null yang telah dipilih adalah:

my

(1,0,0,0)

1 2m Q2
—1-—+-=,1,0,0
(3 (-7 o)

(0,0,1,7 sinf)
(0,0,1, —i sin#)

(df + 1 sin@ do)

(2.82)

(2.83)

bentuk kontravarian dari masing-masing komponen vektor-4 null di atas dapat
dicari menggunakan tensor metrik kontravarian:

sehingga

"= g™ 7,

"= g™,

nilai untuk masing-masing = (0,1, 2, 3) adalah:

untuk g =0

lO
untuk pu =1

ll
untuk p =2

l2

g0ul

900l0+901l1 +902l2 +903l3
0

v

lul
v

g
91010 + 91151 + 91252 + 91313
—14+40+0+0

1

921/l

9l + "'l + 9%l + g7y
0

v
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untuk g =3

l3 — g3yly
— 93010 —1—93111 +g32l2 +933l3
= 0
sehingga didapatkan:
* = (0,-1,0,0) (2.86)

Kemudian untuk n* dengan masing-masing = (0, 1,2, 3) adalah:

n* = g"n, (2.87)
untuk g =0
nO — gOVnV
= "o+ 9% n1 + ¢%ny + g%ng
= 0+ (-1).140+0
= —1
(2.88)
untuk p =1
nl — glyn,,
= 9"+ g"'n + 9%na + ¢"%ng
1 2m  Q? 2m  Q*
= (-1)=z(|1——+—= l-—+—=).14+04+0
( )2( T+T2>+( ) 140+
1 2m  Q?
= —(1-=4=
2 ( r i 7“2)
(2.89)
untuk p = 2
n2 — g2uny
= gm0+ g*'ni + g2 + g%ns
=0
(2.90)
untuk p =3
TL3 — g3yny
= 9% n0 + g°'m + g%ny + g% ns
= 0
(2.91)
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untuk pu =4

sehingga didapatkan:

nH

g*n,
G%n0 + g¥lny + ¢%ny + ¢%ns
0
(2.92)

1 2m  Q?
(—1, . (1 -4 ﬁ> ,0,0) (2.93)

Kemudian untuk m* dengan masing-masing p = (0, 1,2, 3) adalah:

untuk g =0

m
untuk p =1

m
untuk p =2

m
untuk p =3

m

m* = ¢g"'m, (2.94)

g(]l/my
"mo + g"'my + g%my + ¢%my
0

glumu
g"'mg + g'my + g"%my + gPms
0

g*'m,
9®mo + g%my + ¢%my + g3 ms

1 r
0+0+—=—4=+4+0
+ +r2\/§+

V2

g3l/my
g*°mo + g*'my + ¢**my + g% ms
1 ir sin @

0+0+0
o +r28in26’ V2

)
rv/2sin 6
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sehingga didapatkan:

m*

7
0,0,1, —
(0,0, ’sinH)

1
2

m adalah kompleks ku=onjugat dari m sehingga:

mt =

Maka bentuk kontravarian dari komponen vektor-4 null adalah

[H

atau

"o,
n*o,
m*o,

"
m"o,

atau

B 1 2m  Q?
- (_17_(1_7—’_?)7070)

i
1, ———
(0,0,1, sin0>

1
/2

—1,0,0)

2

77\/5(0707 ) 1]:18)
1 0
——=(0,0
r\/§(’ o ine)
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"9, = -0,

n'0, = —0,+
1

O = m(

o, =
-

setelah itu dilakukan transformasi

P — P =P

2
2 T T rr

1
9 + sin@ad))

1
% = sin 98¢>

(2.100)

+ iacosO(55 — 1) (2.101)

dengan a adalah suatu konstanta yang akan ditentukan kemudian sehingga:

u—u
r—r
0 — 6

¢ — ¢
atau

u —ia

r +ia

u +1a cosf

r —1ia cosf

= 0
¢ (2.102)
cosl =u' —ia cost
cosf =1 +ia cos®
(2.103)

dengan o', ', €', ¢’ adalah kuantitas riil. Vektor-vektor basis bertransformasi
dengan menggunakan aturan rantai:

0 R o  0x” 0
ozt Ox'® ox'™ Qxv
atau dapat dituliskan :
ox?
(‘9M — au/ = @&, (2104)
sehingga untuk masing-masing p = (0, 1,2, 3) didapatkan:
ox?
O — 0y = 920"
ox”
au/ == _81/
ou/
ou or 00 0¢
= ot o T o™ u®
= 0O, (2.105)
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81 — 81/

82 — 82/

89/

83 — 83/

o
o't v
oz
or’
ou. or.  00. 0o

Oy + =—0,+ —0p +

o o oy %%

ox?

R
ox?

a0
du_  or Do
ag ae/a + 09/3" + 5%
ia sin® 9, —ia sinf 0, + Oy

or”
Ox3 "
33:
3¢’
ou or 0o
8—(b/au+a—¢/8 3¢’69+3¢’
o

Oy

D

Maka komponen-komponen vektor-4 null menjadi:

140, = —0, — "0y = —0y = —0,

I I _
n"o, — n*to, =

+
1 Q?
2 (' +m cos0')(r!
_.|_

1 m m  Q?
Oy +=-(1———=+—"=|0y
+2< r’! r’+r’r’)

1

m m
R +ia cos® 1’ —ia cost

—ia cos 9’)) O

- omr' — Q2 5,
2 72 + a2 cos? 0/
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, 1 i
m“@u — m'ua,u/ = m (89/ —+ maqy)
1 1
= ia sin®'0, —ia sin@ 0, + Oy + ——04
\/§(r’ —ia cos®') ( " sing ¢>
(2.111)

- N . i
m 8M —m 8M r\/§ (8@ Sin96¢)
1

= (—ia sin@'dy +ia sin 'O,
V2(r' +ia cos®)

1
Dy')

dengan menghilangkan tanda ’ pada persamaan-persamaan di atas, maka
diperoleh:

+0p —

sin 0’

"o, = -0,
1 2mr — Q?
o, = — Sl (e
s 3u+2 < r2+a200526’> O
1 1
m*o, = ta sin 60, — ia sinf0, + 0y + ——0
g V2(r —ia cosf) < Y ¢>
1 7
m'o, = —ia sinf0, +ia sinf0, + 0y — ——0O,
g V2(r +ia cosf) ( Y ¢>
(2.112)
atau
" = (0,—1,0,0)
1 2mr — Q?
b= (Lo (1- X)) 0,0
" ( ’2( r2~|—a200529)’ '0)
1 1
mt = ta sinf, —ia sinf,1, —
V2(r —ia cosf) < Sln&)
1 1
mt = —ia sinf,ia sinf, 1, ——
V2(r +ia cosf) ( Sln&)
(2.113)

Selanjutnya komponen-komponen tensor metrik kontravarian ¢** dapat
dibentuk yaitu:

g = —1'n¥ — I'n” + mPmY + mmt (2.114)
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masing-masing komponen tersebut adalah

g° = %0 — %90 £ mPm0 + mOm?
= —20° + 2m"m°
049 ta sinf —ta sinf
V2(r —ia cos@) V2(r +ia cosf)
B a’® sin? 0
(12 +a? cos?0)
2 o 20
_ ¢ Slgn (2.115)
p
dengan
0> =7r? 4 a*cos? 0 (2.116)
g = gl
= ="' = 'n® + m"m' + m'm°
0—(=1).(=1)
b (ia sinf). e (ia sind)
ia sinf). ia sin
\/§(r —ia cosf) V2(r +ia cosf)
1 1
(—ia sinf). - (—ia sinf)
V2(r +ia cos 9) V2(r —ia cosf)
B a?sin? 0
B 7“2 + a?cos? 6
B 72 + a? cos? 0 + a?sin? 0
B r2 4+ a? cos?
B r? 4+ a?
B 2+ a2 cos? 0
_ (7’ +a) (2.117)
g2 = g®
= —1'n* = ’n® + m°m* + m*m"
~ 0+ ta sind 1
V2(r —ia cos®) V2(r +ia cosf)
N 1 —ta sinf
V2(r —ia cos®) V2(r +ia cosb)
— 0 (2.118)
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930

—1°%% — 13n° + m®m® + m3m°
ta sin @ —1
V2(r —ia cos@) /2sinb(r + ia cosh)
l —ia sin
+\/§sin O(r —ia cos®) V2(r +ia cosf)
a
12 + a®cos? §

0+

(2.119)

a
02

—'nt — 't 4+ mbimt + mimt

= =2'n' +2m'm' +
1 2mr — Q2
_ o(en i 2=
2 r2 + a? cos? 0
—ia sinf ta sin 6@
V2(r —ia cos®) 2(r +ia cosf)
2mr — Q2 a’sin® 6
r2+a?cos?f 1?2+ a?cos?d
2mr — Q% a?sin®6
e P2
p? —2mr + Q* + a*sin® 0
02
r? 4+ a?cos® 0 — 2mr + Q* + a®sin? 0
2
r? 4 a? — 2mr 4+ Q?

= > (2.120)

+2.

=1

g21

~I'n? — *n' + m'm?® + m*m!
—ia sin6 1
V2(r —ia cos@) v/2sinf(r + ia cosb)
1 1a sin @
+\/§sin O(r —ia cosf) ' \/5(7" + ia cos@)
0 (2.121)

0+
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33

13

22

= 0+

= P2 =2+ m*n?+m*m

= —20°n2 4+ 2m>m?

31

= g
= —I"3 = Pnt +m'm® + mim

1
—ia sinf —1
V2(r —ia cos) /2sinf(r + ia cosb)
) ta sin 6
+\/§sin O(r —ia cosf) V2(r +ia cosb)
a
12+ a2cos?d
a

2

2

1 1
- 042 .
V2(r —ia cosf) 2sind(r +ia cosb)
1
72 4+ a? cos? §
1
0?
_ g
= —0’n® = I’n® + m*m® + m*m?
= 0+ ! ~
V2(r —ia cos) /2sinf(r + ia cosf)
v 1

+ .
V2sinf(r —ia cosf) 2(r +ia cosf)

= 0

303 — P’n® + m>m> + m>m?>

—213n3 + 2m3m?

l —1
0+2 .
V2sinf(r —ia cosf) v/2sinf(r +ia cosf)
1
sin® 0(r? + a2 cos? 0)
1
p?sin? 6
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Sehingga tensor metrik kontravarian adalah

a? sin%¢ _ <r2+a2) 0 a
0? o> 0?
_{r?+a? 2 4a2—2mr+Q2 0 _a
gt = 02 p> P> (2.126)
0 0 = 0
a _a 6 1
02 p? p2sin2 0
karena p? = r? + a® cos? f , maka:
a® sin’@ _ (M) 0 a
0> 0? 0?
v . <p2+a2 sin? 0) r24+a?—2mr4+Q> 0 _a ( )
gl = p? p? p? 2.127
0 0 = 0
a _a 0 1
p2 P2 p2 Sin2 7]
Bentuk kovarian dari tensor metrik di atas adalah
1 e
o = ey Adi{0") (2.128)
dengan
a?® sin® 60 _ (p2 +a? sin? 0) 0 a
p? p? p?
| p*+a? sin? @ r2+a’—2mr+Q> 0 _a
’ ng | — 02 02 X 02
0 0 = 0
a _a p() 1
p2 P2 ,02 Sin2 9
_a? sin?f [r? 4 a? - 2mr 4 Q2 1
B P> P2 ptsin?
+a2 sin? 0 ( a) a
—2 ) =
pt
p?+ a2 sin? 0>

[ ()
et
(e
+<_%> {_T pzmHQ (p‘*)]

- ! (2.129)
- ptsin®d '

N
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Serta komponen-komponen Adj{¢g"”} adalah:
Untuk komponen-00:

r2+a2—2mr+Q?

0
p02 1 092 r? 4+ a® — 2mr + Q? p% 0
2 = 1
-5 % = P 0 p?sin? 0
p p? sin® 6
L(_aY] 0 &
pP?)| =z 0
o orttad®-2mr+Q* 1 1
B p? p? p?sin? 0
a 1 a
DAV
P+ a? = 2mr + Q% — a?sin®
B p® sin? 0
2 2
p? —2mr + Q
= S sin? (2.130)
Untuk komponen-01=komponen-10:
_ p’+a’sin®6 0 _a
672 . 0[)2 p* +a’sin?0 ;% 0
_ 1 — !
a [g 1 , p2 0 p2sin’ 0
p> p?sin? 0
al 0 5
Pz 0
_ pP+asin’d 1 a?
B p? ptsin?f  pb
1
= STsin? 0 (2.131)
Untuk komponen-02=komponen-20:
. p2+a%sin?0  r2+a?—2mr+Q? _a
o2 p? p?
0 0 0 |=0 (2.132)
/% p% 02 siln2 2]

Untuk komponen-03=komponen-30:
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o p2—|—a2 sin2 6 r2+a2—2mr+Q2

o* o ? _ pPP+adsin®d| 0
— 0 0 = | = —,02 _a
4 —5 0 z
p p
+7"2—|—a2—2mr+@2 ( a)
2 o
_ ap2 + a®sin’®
6
_ar2 +a® = 2mr + Q?
b
B r? + a?
_ar2 +a% —2mr + Q?
b
2 N2
_ (@mr—QYa (2.133)
P
Untuk komponen-11:
a’sin® @ a
s 0 2
% 0 p2sin2 0
Untuk komponen-12=komponen-21:
a?sin? 6 p>+a?sin? 0 a
0> P> P2
— 0 0 0 =0 (2.135)
l% - ,1% 2 siln2 2}
Untuk komponen-13=komponen-31:
a’sin® @ p%+a?sin? 6 0
Pg 092 L | aPsin®@
o A
p? P2
0%+ a?sin® 0
—a
b
a
= —— (2.136)
pL

Untuk komponen-22;
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a? sin?6 . p%+a?sin? 6 a
p? p? 02
o p%+a? sin? 0 r2+a?—2mr+Q? _a
0? 0? 0*
a —_a 1
p? p? p2sin2 0
a? sin?f | CAe=2mri@ a
2
2 _pi 1p
P p> p2sin’ 0
2
+a sin? 6 +“ Sin 0) -4
+ p
i 1
02 > a2
p?sin” 6
a (p +a? sin? ) r +a2—2mr+Q2
- 0? 02
* p? a _a
p? p?
a? sin2 O (1?4 a®—2mr+ Q> a?
ptsin? 6 pt
0

N P>+ a*sin® 0 sm@ p* + a?sin? +a2
ptsin’ 0 pt
Lo

( p+a sin? 6 r2+a2—2mr—|—Q2)
+a —a

pz ot ot
(p? + a®sin® 6)? N a?(p* + a*sin? 0) N a?
p8sin? P8 P8
1
5 (2.137)
Untuk komponen-23=komponen-32:
a? 2;12 0 . p2+ap2 sin? 0
—| el rhegnt@n | =0 (2.138)
” —» 0

Untuk komponen-33:
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a?sin’ 0 _ r’4ad? 0
fgiag 2?2 0| = a’sin? 0 r? + a® — 2mr 4+ Q?
T p2 p? - pz p4
0 0 /%
r? + a? r? + a?
T T
1
= — (a*sin®0 (r* + a®> — 2mr + Q7))
P
Ly 2\2
s (r*+a’)
1
= — (a*sin?0a - (2 +a?)7)  (2139)
p
dengan
A =71+ a® —2mr + Q? (2.140)

Sehingga tensor metrik kontravarian adalah:

1
_ s v
N P
= —ptsin?é
p2—2mr+Q? 1 0 2mr—Q?%)a
pbsin? @ ptsin? 6 o8
s 0 0 _a
x ptsin? 9 . oA
0 0 T p2sin? 6 0
—02 .
—(erp(jQ Ja —4 0 /% <a2 sin? A — (r? + a2)2)
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p
a sin®6
0 P 0

_ N2 in2 . ; .
_ (@2mr Qp2)a sin® 6 a S1H29 0 _51229 (Cl2 Sll’l2 oA — (7,2 4 a2)2>

mr—0Q?2 mr—Q2)a sin?
— <1 — %) -1 0 _ (@mr=Q)a sin"6
0

Maka elemen garisnya adalah

2mr — Q* 2mr — Q*
ds* = — <1 - LQQ) du® — 2du dr — 2a sin® Mdu do
P P
sin? 6
2

+2asin®Odr do + p*dh* — (a2 sin® A — (7“2 + a2) dng)
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LAMPIRAN C
Persamaan Medan Teori Gravitasi f(R)

Kita mulai dari Aksi
S = Sg+ Sy
1
= 53 | dev=9f(R) +/d4arLM(gW,\IfM) (3.1)

untuk mendapatkan persamaan medannya, kita akan memvariasi kedua aksi
tersebut terhadap g"”. Untuk aksi gravitasinya

¢ = oo [ ddev=as(R)
~ o [ URSV=G+ V=g s

0
— o [ {-5vramse )+ v oR e
~ o [ {-5vrammar )+ vEaE(RRY d,

dengan F(R) = %, kita evaluasi terlebih dahulu JR

SR = 0(¢""R,w) (3.2)
= R,0g" +g"0R,,
R,09" + g"(V,00%, — V,01% )
= R,09" + gV oI, — gV, ol
= R,09" + gV, oI, — g""'V, 00",
= Ru,09" + V,g"ol, — VHIY
= R 09" + V9"l — Vgl
R, 09" + V(g oly, — g"7ol% ). (3.3)
Pada persamaan terakhir ada variasi terhadap simbol Crisstoffel, maka

untuk mendapatkan bentuk sederhana dari d R kita selesaikan terlebih dahulu
masalah simbol Christoffel

1
Ff;y = 59)\p(gup,l/ + Gupp — g;w,p)~ (34)

Variasi dari simbol Christoffel
1
5P2V - 55{9/\%9#071/ + Gupu — guv,p)}
1. p 1 Ap
= 559 (gHP:V + Gupp — g/W,P) + 59 5(g,up,1/ + Gvppu — g,uu,p)- (35>
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Perkalian simbol Christoffel dengan tensor metrik memeberikan

Goalhy = %gpag”’(gup,y + Gups — Gp)
= %53(9;%” + Gupu — Guvp)
gparzu = %(gup,u + Gup — Guvp)s
sehingga
6T, = 8ggaT, + % 95 (Gupw + Gupp — G- (3.6)

Relasi antara turunan kovarian dan turunan biasa diberikan oleh
vu(sgup = 5gup,,u - F;\Wég)\p - F;);pagu)\
VidGup = O0Gpuw — Fﬁpégku - Fﬁuégp/\
Volgu = 0Gup = Tp.09r — 5,09
Dari ketiga relasi tersebut dapat diperoleh
5gup7u = Vué.gup + Fzyé‘g)\p + F;:p(sgu)\
5gpu,zx = Vuégup + F;\p5g>\u + F/u\,udgp)\
5guu,p = Vpég;w + F;}M(Sg)\u + Fzydguk-
Menjumlahkan * dan ** serta menguranginya dengan *** diperoleh
A A
5gl/p,p, + 5gpu,l/ - 5guu,p - vuégup + F#y(sgkp + F,u,p(sguk + Vu(sgup
+Fz>/\p59>\u + Fi\,u,(sgp)\ - vpégm/ - F;\#(Sgky
—Fzyégp)\
= Vugup + Vidg., — V09, + 2F;\w590/\- (3.7)

Variasi simbol Christoffel sekarang bisa dituliskan
1
oI, = 3g™gnaln, + 5 9 (Vu0Gup + Viudgup — V0 gu) + 9 T7,00
1
= 6g’\pgpAFfW + gAprwchpA + §gAp(V“5gyp + V09,0 — V,00,)

1
= 0(gpng™)T0 + 59" (Vg + Vi0gup = V 000,
1

- §g>\p(v,u(sgup + vu(sg,up - V,ﬁg;w)- (38)

Untuk mendapatkan turunan kovarian dari variasi tensor metrik kovarian
digunakan relasi berikut

5gl/p = _guagp)\éga)\
5gup = _g;wcgpkéga)\
8g = —gwg,,gégaﬁ.
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sehingga variasi simbol Christoffel dapat dituliskan

1
o, = §9Ap{Vu(—9m9pA59“)+Vu(—gwgpx5g“)
—V o (—9ua9u509°?)}

1
= 51979009 V,09"" + 679409 V109" = 97V 1909309}
1 (0% « (0%
= _E{guavu(sg At guavuég A — vAgpaguB(;g B}
1
= _§{guavuéga)\ + guavuégaA - guaguﬁv/\gaﬁ}- (39)
Jika bentuk terakhir ini dikalikan dengan tensor metrik ¢ akan diperoleh
178 nlea 1 v oo oo o _«
g" FW = _59 H{gvavuég +guavu59 _guaguﬁv g B}
1
= —5{5ZVM59M +6%8,69% — 8%.9,5V70g*"}
1
= —5{5aga” + Vb9 — 629,V 69"
1
= —V.0% + §ga5V"(590‘5. (3.10)
Dari perhitungan-perhitungan yang telah dilakukan, maka variasi untuk I'7,
1
ory, = §g'vp{vy<5g,,p +V09sp — V0000 }- (3.11)
Perkaliannya dengan tensor metrik ¢g”# menghasilkan
v 1 v 1% v
grors, = S19"V59" 090, + 9"V 0900y, — 97V 09" 0G50 }

1 14 « 14 (6%
= _E{g’ypv’yg #guagpﬁég o +9 'uvugvpgwagpAag A
_QWPvngHgvagyﬁégaﬂ}
1
- _E{ngv(sggpﬁ5gaﬁ + gyuvv(songpAdgaA - 9””%5597&9“’8}
= (Y009 + V908 — 5V ,009°)
9 YYpB vYaA pYvya
1 o « 14 (0%
= _E{gwpv’%gpﬁ(sg g - g’ypvpg’}’a(sg A +g 'uvuga)\dg )\}'
Pada suku pertama dilakukan « <> § akan kita dapatkan
14 1 o (6% 14 (6%
900, = —5{9"V190009"" = 9V 01009"" + ¢V, gar0g™}
1
= _E{Vpgapdgaﬁ - vam(;gaﬂ + VugaA5gaA}
1
= _i{vpgapégaﬁ - vpgapégaﬂ + Vuga)\(sga)\}

1
= —§V“ga)\5ga)‘.
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Kembali pada 0 R, dengan menggunakan hasil-hasil yang telah dikerjakan di

atas

OR = R,09" +V,(g"oT], —g"ol" )

1 1
= Ru0g" 4+ Vy(=Vadg® + §gagvg5ga6 + ~9asV76g™")

2
= Ru0g" + Vo(—Vadg® + gasV79°")
= R,og" =V, V09" + 9,V,V7ig".

Variasi Sg sekarang dapat kita tuliskan
1 1
30 = 53 [ {59l () + F(R) (R = V9,

+9,0 VoV I —gdg" d'z.

Variasi aksi massanya

0Su = 5/LMd4

= / 8Ly dt

V79 —aLM SgMdix
V=g 9g"
1
T2 / Tun/=gog"d",
dengan
T = 2 0Ly
Y V=g o9

Prinsip variasi memberikan
0S = 0S¢+ Sy =0,
sehingga

1
2K2

1
_§f(R)g,UJ/ - K2T,u,l/} V —g5g‘wd4x.

55 — / {(F(R)Ryy — V.V, F(R) + V.,V F(R)

Kita peroleh

1
F(R) Ry = VuVuF(R) + 9,0V oV F(R) = 5 f(R)gyu = KTy
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