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Abstrak
Telah dilakukan penurunan solusi bermuatan dan simetri aksial dalam

teori gravitasi f(R) dari solusi simetri bola menggunakan algoritma Newman-
Janis termodifikasi. Pekerjaan utama kami adalah membentuk metrik Kerr-
Newman dalam gravitasi f(R) dan membandingkan hasilnya dengan solusi
Kerr-Newman dalam gravitasi Einstein. Kami juga melakukan penelitian
terkait kemungkinan singularitas yang muncul dimana dalam beberapa limit
tertentu mendekati singularitas dalam gravitasi Einstein.

Kata-kunci: Teori Gravitasi Einstein, Teori Gravitasi f(R),Solusi
Simetri Aksial, Algoritma Newmann-Janis, Konstanta Skalar
Kurvatur,Solusi Kerr-Newman, Singularitas
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Abstract
We have investigated charged and axially symmetric solutions for f(R)

gravity via modified Newman-Janis algorithm. Our main objectives is to re-
derive construction of Kerr-Newman metric in f(R) gravity and comparing
their solutions in Einstein gravity. We also study possible singularities appear
in some cases which approaching Einstein gravity in certain limit.
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BAB 1

PENDAHULUAN

1.1 Latar Belakang
Fisika merupakan upaya menemukan pola-pola keteraturan alam dan

membingkainya menjadi bagan berpikir yang runtut, yakni berupa kaitan
logis antara konsep-konsep tertentu. Bagan berpikir itu secara matematis
disajikan sebagai kaitan-kaitan matematis yang menghubungkan struktur-
struktur matematis yang mewakili konsep-konsep tertentu sehingga fisika dan
matematika memiliki kaitan yang erat (Rosyid,2012).

Beberapa hasil pengamatan dalam bidang astronomi dan astrofisika
memperlihatkan kegagalan pandangan Newton dalam memberikan penjelasan
dan prediksi perilaku benda-benda langit, misalnya tidak mampu menjelaskan
terjadinya presesi orbit Merkurius. Masalah berikutnya dalam teori Newton,
cahaya tidak akan terpengaruh oleh gravitasi. Demikian halnya, spektrum
gelombang elektromagnetik secara umum. Oleh karena itu, sangat masuk
akal jika gravitasi Newton tidak memperkirakan terjadinya pembelokan cahaya
oleh gravitasi. Tetapi dalam kenyataan, Merkurius terlihat oleh Eddington
meskipun berada di balik Matahari pada saat terjadi gerhana Matahari pada
tahun 1930. Juga, teori gravitasi Newton tidak meramalkan keberadaan
gelombang gravitasi (Krane,1992).

Pada tahun 1915, Albert Einstein memperkenalkan Teori Relativitas
Umumnya. Menurut Einstein, hukum gravitasi Newton tidak berhasil
menjelaskan lebih lanjut tantang gerak benda-benda langit, karena menurut
hukum gravitasi Newton jika sebuah benda digerakkan maka gaya gravitasi
benda tersebut terhadap benda lain akan berubah secara sepontan. Perubahan
sepontan ini dengan kata lain berarti efek gravitasi antara benda tersebut
merambat melebihi kecepatan cahaya, suatu yang dilarang dalam teori
relativitas khusus (Purwanto, 2009;Anugraha, 2005). Einstein mengemukakan
bahwa gravitasi adalah sebuah medan yang menyebabkan kelengkungan ruang
waktu karena adanya sebuah benda yang bermassa.

Pada tahun 1916, Karl Schwarzschild bekerja untuk mendapatkan solusi
dari persamaan medan Einstein yang menggambarkan evolusi geometri
ruang-waktu. Schwarzchild mendapatkan solusi metrik yang bersifat bola
dan merepresentasikan medan gravitasi di luar suatu partikel bersimetri
bola dengan pusat partikel terletak pada pusat koordinat bola, Solusi ini
tidak mempertimbangkan distribusi muatan dari sumber . Beberapa tahun
setelahnya Reissner dan Nordstrom mendapatkan solusi perluasan dari metrik
Schwarzschild dengan adanya kebergantungan pada distribusi muatan pada
sumber massa yang melengkungkan ruang-waktu.

Secara astrofisika benda langit (planet, bintang, lubang hitam dan lain-
lainnya) haruslah berotasi, sedankan solusi Schwarzschild adalah solusi untuk
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benda yang tak berotasi oleh karena itu perlu dibentuk persamaan metrik
yang menyempurnakan metrik Schwarzschild tersebut. Pada tahun 1963 Kerr
menemukan bentuk metrik ruang waktu untuk benda yang berotasi sebagai
penyempurnaan metrik Schwarzschild.

Setelah penemuan metrik tersebut oleh Kerr, Newmann dan Janis dapat
menunjukkan bahwa solusi Kerr dapat diturunkan dengan cara lain yang
selanjutnya disebut algoritma Newmann-Janis. Algoritma ini jika dikenakan
pada metrik Schwarzschild akan menghasilkan metrik Kerr dan saat algoritma
ini dikenakan pada metrik Reissner-Nordstrom akan didapatkan bentuk metrik
baru yang disebut metrik Kerr-Newman.

Teori teori gravitasi Einstein menjadi teori yang terbaik untuk menjelaskan
masalah gravitasi selama 100 tahun terakhir. Teori gravitasi Einstein mampu
menyediakan model kosmologi, seperti model Friedmann atau Leimatre yang
mendeskripsikan evolusi alam semesta yang kita ketahui saat ini. Sampai
sekarang teori gravitasi Einstein mampu melewati bayak tes eksperimental
yang terkait dengannya. Pada beberapa dekade terkhir untuk menjelaskan
pengamatan astrofisika yang berhubungan dengan kurva rotasi dari galaksi
spiral kita memmunculkan konsep tentang dark matter. Tak lama kamudian
kembali kita dipaksa menerima konsep dark energy untuk menjelaskan
akselerasi dari ekspansi alam semesta yang didukung oleh pengamatan
pergeseran merah dari supernova.

Adanya indikasi materi gelap pertama kali diamati oleh Frits Zwicky
(Zwicky,1934) dengan mengamati gerak galaksi-galaksi anggota gugus galaksi
Coma berdasarkan kecepatan gerak. Kemudian dilakukan oleh Vera Rubin,
meneliti kecerahan bintang dan gas yang bergerak di beberapa galaksi di
sekitar galaksi Bima Sakti menggunakan spektrograf. Pengamatan yang
terkenal adalah bullet cluster, tabrakan antar dua kluster galaksi.Tabrakan
kedua kluster galaksi tersebut mengakibatkan pusat massa tiap kluster, yang
seharusnya di pusat massa baryon, ternyata tidak berada di pusat baryon
(Rubin,1970). Sehingga seolah ada massa ’tambahan’ yang tidak terlihat tapi
bisa dideteksi melalui perlensaan gravitasi. Adanya massa tambahan inilah
terindikasi adanya materi gelap. Keberadaan materi gelap ini bersifat stabil,
tidak berinteraksi elektromagnetik dan bisa dideteksi keberadaannya melalui
interaksi gravitasi. Fenomena bullet cluster menunjukkan sifat interaksi antar
materi gelap sendiri ternyata cukup lemah (Clowe, 2006).

Saat ini, keberadaan materi tampak pada alam semesta diperkirakan
sekitar 4% dari keseluruhan massa dan energi. Sekitar 23% disebut Materi
Gelap (patikel-partikel yang berinteraksi hanya melalui interaksi lemah dan
gravitasi), dan 75% adalah Energi Gelap. Kandidat Energi Gelap terbaik
memiliki konstanta kosmologi positif sangat kecil yang diidentifikasi pada
energi vakum dalam model standar (Fatibene dan Garruto , 2014). Di sisi
lain baru-baru ini, penelitian-penelitian yang memodifikasi persamaan medan
Einstein dengan mengesampingkan asumsi indikasi keberadaan materi gelap
dan energi gelap juga semakin meningkat dan hal ini juga sangat mungkin
dilakukan.

2



Kesenjangan dari fakta-fakta antara pengamatan dan perhitungan
mendorong munculnya beberapa gagasan yang didasari oleh persamaan medan
Einstein, yaitu kaitan antara materi dan energi dengan geometri ruang-
waktu. Gagasan pertama, mengindikasikan keberadaan materi gelap dengan
memodelkan ruas kanan pada persamaan medan Einstein (tensor kovarian
energi-momentum). Gagasan kedua, memodifikasi ruas kiri persamaan medan
Einstein, dengan asumsi tidak ada tambahan materi di luar materi yang
tampak.

Salah satu modifikasi yang paling sederhana pada teori gravitasi Einstein
adalah dengan menambah suku invariant dengan orde yang lebih tinggi dalam
aksi Einstein-Hilbert standar, yang disebut sebagai teori gravitasi berorde
tinggi, salah satu kelas dari teori ini adalah teori yang disebut teori gravitasi
f(R) yang diperoleh dari teori gravitasi Einstein dengan menambah suku
dengan orde lebih tinggi pada skalar Ricci pada teori gravitasi Einstein.
Motivasi untuk mempelajari teori adalah fakta bahwa dengan menambahkan
suku ekstra pada aksi kita dapat mengatasi masalah evolusi alam semesta
sebagaimana yang teramati tanpa memunculkan konsep dark matter dan dark
energy [Sporea,2014].

1.2 Rumusan Masalah
Permasalahan dalam penelitian ini adalah bagaimana mendapatkan solusi

simetri Aksial dngan menggunakan algoritma Newmann-Janis serta arti fisinya
dari teori f(R) ,dengan demikian dapat diangkat dua rumusan masalah yaitu
bagaimana Bentuk metrik simetri aksial dalam teori serta bagaimana implikasi
fisis dari solusi tersebut.

1.3 Batasan Masalah
Penelitian ini tidak mengkaji bagaimana sifat termodinamika dari solusi

simetri aksial.

1.4 Tujuan
Tujuan penelitian ini adalah mendapatkan solusi simetri aksial dari solusi

simetri bola pada teori gravitasi f(R) serta implikasi dari solusi tersebut.

1.5 Manfaat
Manfaat yang diperoleh pada penelitian ini adalah sebagai berikut

1. Mendapatkan solusi simetri aksial pada teori gravitasi f(R) yang
merupakan keumuman dari teori gravitasi Einstein.

2. Mengatahui implikasi dari solusi simetri aksial pada teori gravitasi f(R).
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BAB 2

TINJAUAN PUSTAKA

2.1 Teori Gravitasi Einstein

Ketika teori gravitasi Einstein diperkenalkan pada tahun 1915, orang
sudah mengenal mekanika Newton, relativitas khusus, dan gravitasi Newton.
Mekanika Newton sangat berhasil di dalam menerangkan sifat gerak benda
berkelajuan rendah. Namun mekanika ini gagal untuk benda yang
kelanjuannya mendekatilaju cahaya. Di samping itu, transformasi Galileo
gagal apabila diterapkan pada hukum-hukum seperti persamaan Maxwell yang
sifatnya menjadi tidak kovarian di dalam kerangka inersial. Kekurangan
ini ditutupi oleh Einstein dengan mengemukakan teori relativitas khusus
(TRK) (Anugraha,2004). Hukum gravitasi Newton berhasil menerangkan
fenomena gerak benda-benda langit yang dipengaruhi oleh interaksi gravitasi
antar benda-benda tersebut dengan ketelitian tinggi. Namun sayangnya,
hukum ini tidak konsisten dengan TRK. Jika sebuah benda berubah posisinya
maka gaya gravitasi benda tersebut terhadap benda lain akan berubah
dalam sekejap, atau terjadi aksi spontan. Dengan kata lain, efek gravitasi
haruslah merambat dengan kelajuan melebihi kecepatan cahay, sesuatu yang
bertentangan dengan TRK. Permaslahan tersebut dijawab oleh Einstein pada
tahun 1915. TRK dibuat Einstein menjadi lebih umum dengan sebutan teori
gravitasi Einstein dengan dilibatkannya pengaruh medan gravitasi. Teori
gravitasi Einstein adalah teori geometri yang menjelaskan gravitasi, pengaruh
sebaran massa, dan energi yang mengakibatkan perubahan ruang-waktu.
Gravitasi dipandang oleh Einstein bukan sebagai gaya,akan tetapi lebih sebagai
manifestasi kelengkungan ruang dan waktu. Menurut Einstein, geometri
ruang-waktu ini dipengaruhi oleh sebaran massa dan energi. Ketika kumpulan
massa dan energinya semakin besar, maka ruang-waktunya akan semakin
melengkung.

Teori teori gravitasi Einstein ini dibangun atas dua asas, yaitu pertama,
asas kesetaraan (principle of equivalence) dan kedua, kovariansi umum (general
covariance)(Krane,1992; Purwanto, 2009). Untuk menjelaskan asas kesetaraan
ini perlu diberikan penggambaran sebagai berikut. Misalnya seorang astronot
berada di dalam roket yang masih berada pada landasannya di permukaan
bumi. Sebuah benda yang dilepaskan teramati jatuh ke bawah dengan
percepatan g = 9, 8m/s2 . Kemudian diandaikan roket tersebut berada di
ruang angkasa dengan medan gravitasi amat kecil sehingga dapat diabaikan.
Mesin peluncur kemudian dinyalakan sehingga memberikan percepatan yang
dikendalikan tepat sebesar gr = 9, 8m/s2 . Sekali lagi benda tersebut
dilepaskan. Maka benda tersebut akan meluncur ke bawah dengan percepatan
a = 9, 8m/s2 . Kedua percobaan yang bersifat angan-angan tersebut
memberikan hasil sama.
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Gambar 2.1: Pengamat dalam medan gravitasi sebesar g = 9, 8m/s2 merasa
sama dengan pengamat yang dipercepat sebesar a = 9, 8m/s2

Einstein menggunakan hasil percobaan angan-angan ”gedanken
experiment” itu untuk mengemukakan asas kesetaraan yang berbunyi,
”Tidak ada percobaan yang dapat dilakukan dalam daerah kecil (lokal)
yang dapat membedakan medan gravitasi dengan sistem dipercepat yang
setara”. Pernyataan daerah kecil ini perlu disebutkan karena alasan
berikut.Seandainya dilepaskan dua benda yang terpisah sejauh jarak kecil r,
maka di dekat permukaan bumi setiap benda bergerak sepanjang lintasan
jari-jari menuju pusat bumi sehingga kedua benda tersebut makin lama
makin dekat. Namun jika lebar roket cukup kecil, perbedaannya tidak akan
teramati. Hal ini persis seperti percobaan di dalam roket yang meluncur di
ruang angkasa yang dilepaskan dengan percepatan tertentu (Anugraha, 2004).

Persamaan dari teori fisis akan mempunyai bentuk sama di setiap
sistem koordinat. Prinsip ini mungkin dipenuhi oleh setiap teori dengan
menuliskan persamaan di dalam bentuk invarian. Bentuk ini hanya diperoleh
hanya dengan menggunakan tensor ruangwaktu dalam formulasi matematis
yang disebut tensor.Secara umum, kuantitas fisis tidak kovarian. Sebagai
contoh, persamaan Maxwell dalam bentuk vektor-tiga tidak invarian terhadap
transformasi Lorentz. Tapi jika persamaan ini dituliskan dalam bentuk tensor
maka mereka invarian terhadap transformasi Lorentz, dan semua transformasi
koordinat. Teori gravitasi Einstein memakai formulasi matematis tensor untuk
memenuhi asas kovariansinya.

Salah satu teknik yang paling berguna dalam proses fisika direpresentasikan
oleh prisip aksi terkecil atau prinsip variasi. Menggunakan prinsip variasi ini
akan membantu kita menurunkan persamaan karakteristik untuk fenomena
tertentu. Persamaan medan Einstein kita turunkan dari prinsip ini.

2.1.1 Persamaan Medan Einstein

Prinsip variasi digunakan untuk menurunkan persamaan-persamaan gerak
partikel dan persamaan medan dalam fisika, tidak terkecuali teori gravitasi
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Einstein. Persamaan medan Einstein dapat diperoleh dari prinsip variasi untuk
aksi dalam kondisi vakum

δIG = δ

∫
dΩ
√
−g LG = 0, (2.1)

dengan LG adalah rapat lagrangian gravitasi. Bentuk dari LG adalah

LG =
1

16πG
R, (2.2)

dengan G adalah konstanta gravitasi Newton dan R adalah skalar Ricci.
Bentuk LG menghasilkan bentuk variasi

δIG = δ

∫
dΩ
√
−g R = 0. (2.3)

Variasi terhadap metrik

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν , (2.4)

dengan g merupakan determinan dari tensor metrik gµν yang menghasilkan

δ(
√
−g) =

−δg
2
√
−g

= −1

2

√
−ggµνδgµν (2.5)

subtitusi persamaan (2.5) pada persamaan (2.3) menghasilkan

0 = δ

∫
dΩ
√
−g R =

∫
dΩ
√
−g ∂R +

∫
dΩ R δ

√
−g

=

∫
dΩ

{√
−ggµνδRµν +

√
−gRµνδg

µν − 1

2
R
√
−ggµνδgµν

}
.

0 =

∫
dΩ
√
−g
{
Rµν −

1

2
gµνR

}
δgµν

Rµν −
1

2
gµνR = 0. (2.6)

persamaan (2.6) merupakan persamaan Medan Einstein dalam keadaan
vakum.

Keberadaan materi memberikan sumbangan terhadap bentuk Lagrangian.
Sumbangsih tersebut berupa Lagrangian materi Lm yang berkaitan dengan
tensor kovarian energi momentum Tµν . Lagrangian materi ini memberikan
bentuk umum untuk persamaan medan

Rµν −
1

2
gµνR = κTµν , (2.7)

dengan κ = 8πG.
Persamaan (2.7) adalah persamaan medan gravitasi yang diperoleh

Einstein pada tahun 1915 (Landau, 1975). Sisi kiri pada persamaan tersebut
menggambarkan kelengkungan ruang-waktu sedangkan pada ruas kananannya
menggambarkan tentang distribusi sumber massa yang menyebabkan
kelengkungan tersebut, demikial sebaliknya (Lihat apendik A untuk turunan
persamaan medan Einstein).
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2.2 Solusi Persamaan Medan Einstein
Solusi persamaan medan Einstein yang menggambarkan tentang benda-

benda bermassa berserta kelengkungan ruang-ruang waktu disekelilingnya
secara sederhana ada dua, yaitu solusi simetri bola dan solusi simetri aksial.

2.2.1 Solusi Simetri Bola
Solisi simetri bola dari persamaan medan Einstein dapat dibagi menjadi

dua, yaitu solusi dari keadaan Tµν = 0 yang diperkenalkan Karl Schwarzchild
dan solusi bermuatan Tµν 6= 0 yang diperkenalkan oleh Reissner-Nordstöm.

Pada tahun 1916, Karl Schwarzschild bekerja untuk mendapatkan solusi
dari persamaan Einstein dalam vakum yang menggambarkan evolusi geometri
ruang-waktu. Schwarzchild mendapatkan solusi metrik yang bersifat bola
dan merepresentasikan medan gravitasi di luar suatu partikel bersimetri
bola dengan pusat partikel terletak pada pusat koordinat bola. Solusi
ini menghasilkankan adanya sebuah ruang yang di dalamnya gravitasi
menyebabkan kelengkungan yang luar biasa sehingga ruang-waktu tidak dapat
diamati dan cahaya pun tidak bisa keluar darinya sehingga ia disebut lubang
hitam.

Reissner pada tahun 1916 dan Nordstöm pada tahun 1918 mendapatkan
solusi untuk persamaan medan Einstein, solusi keduanya mirip dengan solusi
Schwarzchild tapi dengan tambahan hadirnya muatan listrik dalam solusi
tersebut.

2.2.1.1 Solusi Tak Bermuatan
Salah satu solusi persamaan medan Einstein diberikan oleh Karl

Schwarzchild bagi medan statik dan bersimetri bola. Kondisi statik berarti
gµν bergantung x0, dan ds2 invarian terhadap perubahan koordinat x0 → −x0,
maka tidak ada suku yang bersangkutan dengan dxjdx0 pada bentuk ds2. Ini
berarti bahwa gj0 = g0j = 0.

Didekat obyek masif M ruang-waktu yang melengkung, garis dunia ds
dari partikel dan berkas cahaya adalah geodesik, untuk mendapatkannya perlu
diketahui tensor metrik gµν di dalam koordinat yang dipilih. dalam koordinat
bola

x0 = t, x1 = r, x2 = θ, x3 = φ

dengan M sebagai titik pusatnya. jika M nol maka rumus jarak

ds2 = −dt2 + dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (2.8)

Jika massa M dinyalakan maka akan terjadi dua hal, ruang posisi akan
melengkung sehingga lingkaran r tidak secara tepat berada pada jarak r
dari pusat lingkaran, dan jam pada setiap permukaan r tidak teramati dari
permukaan r yang lain. Efek ini dapat dituliskan dalam elemen jarak

ds2 = −e2νdt2 + e2λdr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2 (2.9)

dengan ν = ν(r), λ = λ(r).
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Persamaan 2.9 memberi elemen tensor metrik

g00 = −e2ν , g11 = e2λ, g22 = r2, g33 = r2 sin2 θ (2.10)

atau dapat ditulis

gµν =


−e2ν 0 0 0

0 e2λ 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 (2.11)

bentuk kontra variannya

gµν =


−e−2ν 0 0 0

0 e−2λ 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ

 (2.12)

Selanjutnya menghitung komponen simbol Cristoffel

Γρµν =
1

2
gρτ (∂µgντ + ∂νgρµ − ∂τgµν) , (2.13)

akan didapatkan total 64 komponen. Komponen-komponen yang tidak nol
adalah

Γ0
10 = Γ0

01 = ν ′,

Γ1
00 = ν ′e2ν−2λ,

Γ1
11 = λ′,

Γ1
22 = −re−2λ,

Γ1
33 = −r sin2 θe−2λ,

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
,

Γ2
33 = − sin θ cos θ,

Γ3
13 = Γ2

31

1

r
,

Γ3
23 = Γ2

32 = cot θ.

Lalu menghitung tensor Ricci

Rµν = ∂τΓ
τ
µν − ∂µΓττν + ΓτµνΓ

ρ
ρτ − ΓτµρΓ

ρ
τµ.

Komponen-komponen tensor Ricci yang tidak nol adalah

R00 =

(
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2ν ′

r

)
e2ν−2λ (2.14)

R11 = ν ′′ + ν ′
2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
(2.15)

R22 = (1− λ′r + ν ′r)e−2λ − 1 (2.16)

R33 = sin2 θ{e−2λ(1− λ′r + ν ′r)− 1} (2.17)
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Pada area yang sangat jauh dari sumber medan gravitasi atau di ruang
kosong tensor Ricci lenyap, Rµν = 0. Kondisi ini memberikan

−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2ν

r
= 0, (2.18)

ν ′′ + ν ′
2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
= 0, (2.19)

(1− λ′r + ν ′r)e−2λ − 1 = 0. (2.20)

Selisihkan persamaan (2.19) dengan persamaan (2.18) memberikan

λ′ + ν ′ = 0,

sehingga

λ+ ν = konstan (2.21)

Untuk r →∞, maka ν, µ→ 0. Didalam limit ini elemen garis akan menjadi
Minkowski. Akan didapat

λ′ + ν ′ = 0 → ν = −λ (2.22)

Kondisi ini membuat persamaan (2.20)

(1 + 2rν ′)e2ν =
d

dr
[re2ν ] = 1

dengan mengintegralkannya∫
d[re2ν ] =

∫
dr

re2ν = r − 2m (2.23)

dengan −2m adalah konstanta integrasi.

g00 = −e2ν

= −
(

1− 2m

r

)
(2.24)

g11 = e2λ

= e−2ν

=

(
1− 2m

r

)−1

(2.25)

Dengan demikian, elemen garis (2.9) menjadi

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + (r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2) (2.26)

Persamaan (2.26) dikenal sebagai solusi Schwarzschild atau elemen garis
Schwarzschild. Elemen garis atau metrik ini menggambarkan medan gravitasi
di luar sumber yang simetri bola serta tidak bergantung pada distribusi materi
di dalam sumber.

10



2.2.1.2 Solusi Bermuatan
Solusi Reissner-Nordstrom merupakan generalisasi dari solusi

Schwarzschild. Jika massa benda pada solusi Schwarzchild bermuatan
total q, maka nilai tensor energi momentum Tµν merupakan tensor energi
momentum untuk medan elektromagnetik yang disebabkan muatan total q
yang nilainya tidak nol.

Untuk medapatkan solusi ini, dimulai dengan persamamaan medan
Einstein

Rµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(2.27)

dengan tensor energi-momentum medan Maxwell

Tµν = −F γ
ν Fµγ +

1

4
gµνF

γλFγλ, (2.28)

dimana Fµν merupakan tensor kuat medan Fµν = ∂µAν − ∂νAµ.
Nilai T dari persamaan (2.28) adalah nol, sehingga persamaan

(2.27)menjadi

Rµν = 8πGTµν . (2.29)

Dengan menggunakan cara yang sama pada solusi Schwarzchild, akan
didapatkan metrik

ds2 = −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2

(2.30)

dengan

Q2 =
q2G

4πε0
(2.31)

.
Jika diambil Q = 0, maka metrik tersebut akan kembali menjadi metrik

Schwarzchlid. Metrik diatas disebut sebagai metrik Reisner-Nordstöm.

2.2.2 Solusi Simetri Aksial
Secara astrofisika benda langit (pelanet, bintang, lubang hitam dan lain-

lainnya) haruslah berotasi, sedangkan solusi Schwarzschild adalah sebuah
benda langit yang tidak berotasi, oleh karena itu perlu dibentuk persamaan
metrik yang menyempurnakan solusi Schwarzschild tersebut. Pada tahun
1963 Kerr menemukan bentuk metrik ruang waktu bersimetri aksial yang
menghasilkan adanya rotasi dari benda langit (Wiltshere,2009).

Newman dan Janis pada tahun 1965 membuat suatu algoritma yang
mampu menunjukkan bahwa solusi Kerr dapat diperoleh dengan cara
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melakukan suatu transformasi kompleks dari solusi Schwarzchild. Metode
yang sama digunakan pula pada solusi Reissner-Nordstöm untuk mendapatkan
solusi simetri aksial yang menghasilkan solusi yang disebut sebagai metrik
Kerr-Newmann. Metrik ini merepresentasikan suatu lubang hitam yang
berotasi dan bermuatan.

2.2.2.1 Algoritma Newmann-janis

Solusi simetri aksial dapat diperoleh dari solusi simetri bola dengan
menggunakan algoritma Newman-Janis (Newman dan Janis, 1965). Kita ambil
bentuk solusi simetri bola seperti persamaan (2.9)

ds2 = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 + r2dΩ2. (2.32)

Mengikuti Newman-Janis, bentuk metrik tersebut dapat dituliskan dalam
koordinat Eddington-Finkelstein (u, r, θ, φ)yang bernilai nol untuk suku grr.
Menggunakan transformsi

dt = du+ F (r)dr, (2.33)

dengan

F (r) = ±eλ(r)−ν(r),

akan merubah bentuk elemen garis persamaan (2.32) menjadi

ds2 = −e2ν(r)du2 ∓ 2eλ(r)+ν(r)dudr + r2dΩ2. (2.34)

Elemen garis ini dapat dibentuk dalam matriks

gµν =


−e2ν ∓eλ(r)+ν(r) 0 0

∓eλ(r)+ν(r) 0 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 , (2.35)

yang bentuk kontra variannya

gµν =


0 ∓e−λ(r)−ν(r) 0 0

∓e−λ(r)−ν(r) e−2λ(r) 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 . (2.36)

Matriks (2.36)dapat dituliskan dalam suku-suku null tetrad sebagai

gµν = −lµnν − lνnµ +mµm̄ν +mνm̄µ, (2.37)

dengan lµ, nµ,mµ dan m̄µ harus memenuhi

lµl
µ = mµm

µ = nµn
µ = 0, lµn

µ = −mµm̄
µ = −1, lµm

µ = nµm
µ = 0,(2.38)
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m̄µ menyatakan konjugat kompleks dari mµ. Untuk tensor metrik (2.36), null
tetradnya dipilih

lµ = δµ1

nµ = −1

2
e−2λ(r)δµ1 + e−λ(r)−ν(r)δµ0

mµ =
1

r̄
√

2

(
δµ2 +

i

sin θ
δµ3

)
m̄µ =

1

r
√

2

(
δµ2 −

i

sin θ
δµ3

)
. (2.39)

Koordinat r dikembangkan dari radius real menjadi variabel kompleks
melalui transformasi berikut (Uretta, 2015)

rp −→ Re(r)p+2

|r|2
=

r̃p+2

r̃2 + a2 cos2 θ
, (2.40)

sehingga null tertad persamaan (2.39) menjadi

lµ = δµ1

nµ = −1

2
e−2λ(r,r̄)δµ1 + e−λ(r,r̄)−ν(r,r̄)δµ0

mµ =
1

r̄
√

2

(
δµ2 +

i

sin θ
δµ3

)
m̄µ =

1

r
√

2

(
δµ2 −

i

sin θ
δµ3

)
. (2.41)

Langkah selanjutnya dari algoritma ini adalah mengembangkan suatu
metrik baru yang diperoleh dengan transormasi

xµ −→ x̃ = xµ + ia cos θ(δµ1 − δ
µ
0 ), (2.42)

serta transformasi untuk null tetrad

Zµ
α −→ Z̃µ

α = Zρ
α

∂x̃µ

∂x̃ρ
. (2.43)

Transformasi (2.42) menghasilkan

ũ = u− ia cos θ

r̃ = r + ia cos θ

θ̃ = θ

φ̃ = φ. (2.44)

Hasil transformasi persamaan (2.44) dan transformasi (2.43) ini akan
memberikan bentuk null tetrad yang baru

l̃µ = δµ1

ñµ = −1

2
e−2λ(r̃,θ)δµ1 + e−λ(r̃,θ)−ν(r̃,θ)δµ0

m̃µ =
1

(r̃ + ia cos θ)
√

2

(
ia sin θ(δµ0 − δ

µ
1 ) + δµ2 +

1

sin θ
δµ3

)
. (2.45)
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Null tetarad baru jika dimasukkan dalam persamaan (2.37)akan
menghasilkan komponen-komponen metrik kontravarian gµν sebagai berikut,

g̃µν =


a2 sin2 θ
ρ2

−e−λ−ν − a2 sin2 θ
ρ2

0 a
ρ2

−e−λ−ν − a2 sin2 θ
ρ2

e−2λ + a2 sin2 θ
ρ2

0 − a
ρ2

0 0 1
ρ2

0
a
ρ2

− a
ρ2

0 1
ρ2 sin2 θ

 , (2.46)

dengan ρ2 = r̃2+a2 cos2 θ serta λ, ν = λ(r̃, θ), ν(r̃, θ). Untuk memudahkan kita
dalam mendapatkan elemen garis maka tensor metrik di atas diubah dalam
bentuk metrik kovarian gµν

−e2ν −eλ+ν(r) 0 a sin2 θeν(eν − eλ)
−eλ+ν 0 0 aeλ+ν sin2 θ

0 0 ρ2 0
a sin2 θeν(eν − eλ) aeλ+ν sin2 θ 0 sin2 θ[ρ2 − a2eν(−2eλ + eν) sin2 θ]

 .(2.47)

Metrik (2.47) dapat disederhanakan dengan transformasi lebih lanjut
sehingga komponen non diagonal yang bernilai hanyalah gφt. Prosedur ini
membuat kita mudah membandingkan solusi ini dengan solusi Kerr-Newmann
dalam koordinat Boyer-Lindquist.

Koordinat ũ dan φ dapat didefinisikan ulang mengikuti transformasi
berikut

dū = dt+ g(r̃)dr̃ (2.48)

dan

dφ = dϕ+ h(r̃)dr̃, (2.49)

dengan

g(r̃) = −e
λ(r̃,θ)(ρ2 + a2 sin2 θeλ(r̃,θ)+ν(r̃,θ))

eλ(r̃,θ)(ρ2 + a2 sin2 θe2λ(r̃,θ))
(2.50)

serta

h(r̃) = − ae2λ(r̃,θ)

ρ2 + a2 sin2 θe2λ(r̃,θ)
. (2.51)

Setelah transformasi (2.48) dan (2.49), tensor metrik kovarian (2.47) akan
menjadi

−e2ν 0 0 aeν(eν − eλ) sin2 θ

0 ρ2

ρ2e−2λ+a2 sin2 θ
0 0

0 0 ρ2 0
aeν(eν − eλ) sin2 θ 0 0 sin2 θ[ρ2 − a2eν(−2eλ + eν) sin2 θ]

 ,(2.52)

atau elemen garisnya

ds2 = −e2νdt2 +
ρ2

ρ2e−2λ + a2 sin2 θ
dr̃2 + ρ2dθ2 + [2aeν(eν − eλ) sin2 θ]dtdϕ

+ sin2 θ[ρ2 − a2eν(−2eλ + eν) sin2 θ]dϕ2, (2.53)

dengan λ = λ(r̃, θ) dan ν = ν(r̃, θ).

14



2.2.2.2 Solusi Tak Bermuatan
Solusi Schwarzchild memberi nilai e2v(r) = 1 − 2m

r
. Bentuk e2v(r)

mengantarkan kita mendapatkan solusi tak bermuatan simetri aksial mulai
dari elemen garis persamaan (2.26)

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + (r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2).

Tensor metrik dalam koordinat Eddington-Finkelstein (u, r, θ, φ) berbentuk

gµν =


0 −1 0 0
−1 1− 2m

r
0 0

0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 . (2.54)

Null tetrad kompleks persamaan (2.39)-persamaan (2.41) menjadi

lµ = δµ1

nµ = −1

2
(1− m

r̄
− m

r
)δµ1 + δµ0

mµ =
1

r̄
√

2

(
δµ2 +

i

sin θ
δµ3

)
m̄µ =

1

r
√

2

(
δµ2 −

i

sin θ
δµ3

)
. (2.55)

Menggunakan hasil transformasi persamaan (2.44) dan transformasi (2.43),
akan diperoleh null tetrad yang baru

l̃µ = δµ1

ñµ = −1

2
(1− m

r̄
− m

r
)δµ1 + δµ0

m̃µ =
1

(r̃ + ia cos θ)
√

2

(
ia sin θ(δµ0 − δ

µ
1 ) + δµ2 +

1

sin θ
δµ3

)
. (2.56)

Setelah dilakukan transformasi (2.48) dan (2.49), akan diperoleh tensor
metrik kovarian dalam koordinat Boyer-Lindquist

gµν =


−
(

1− 2mr
ρ2

)
0 0 −2mra

ρ2
sin2 θ

0 ρ2

∆
0 0

0 0 ρ2 0

−2mra
ρ2

sin2 θ 0 0 sin2 θ
(
r2 + a2 + 2mra2 sin2 θ

ρ2

)
 , (2.57)

atau dalam bentuk elemen garis

ds2 = −
(

1− 2mr

ρ2

)
dt2 − 4mra

ρ2
sin2 θdφdt+

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2

+ sin2 θ

(
r2 + a2 +

2mra2 sin2 θ

ρ2

)
dφ2, (2.58)

15



dengan

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ (2.59)

∆ = r2 + a2 − 2mr. (2.60)

Persamaan (2.58) merupakan solusi Kerr yang menggambarkan sebuah benda
berotasi dengan bentuk simetri aksial. Nilai a pada solusi ini sebanding dengan
suku momentum sudut. Solusi ini akan kembali menjadi solusi Schwarzchild
jika a bernilai nol.

2.2.2.3 Solusi Bermuatan
Solusi simetri aksial untuk kasus benda bermuatan diperoleh dengan cara

yang sama dengan solusi tak bermuatan. Perbadaannya adalah nilai eµν =
1− 2m

r
+ Q2

r2
. Perhitungan lebih lanjut menggunakan algoritma Newman-Janis

serta dalam koordinat Boyer-Lindquist akan menghasilkan

ds2 = −
(

1− 2m−Q2

ρ2

)
dt2 + 2a sin2 θ

(
Q2 − 2mr

ρ2

)
dφdt+

ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2

+ sin2 θ

(
r2 + a2 − a2 sin2 θ

ρ2
(Q2 − 2mr)

)
dφ2, (2.61)

dengan

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ (2.62)

∆ = r2 + a2 − 2mr +Q2. (2.63)

Metrik persamaan (2.61) adalah metrik Kerr-Newmann. Metrik yang
menggambarkan solusi aksial dari persamaan medan Einstein untuk sebuah
massa m dengan muatan total q. Solusi ini mampu memunculkan adanya
singularitas untuk suatu nilai r tertentu (Lihat lampiran B untuk penurunan
solusi persamaan medan Einstein).

2.3 Teori Gravitasi f(R)
Teori gravitasi f(R) merupakan salah satu jenis modifikasi teori

gravitasi Einstein, dengan R merupakan skalar kelengkungan Ricci. Teori
gravitasi f(R) diusulkan pertama kali oleh Hans Adolp Buchdahl (1970)
(Buchdahl, 1970). Teori gravitasi f(R) akan ditinjau dengan pendekatan
metrik (Capozziello,2011;Cembranos,2014;Sporea,2014), untuk keperluan
kajian solusi yang mungkin dari teori gravitasi f(R), kita mulai dari aksi

I = Ig + Im, (2.64)

dengan Im merupakan aksi massa dan Ig adalah aksi gravitasi:

Ig =
1

16πG

∫
d4x
√
−g(R + f(R)). (2.65)

Memvariasi aksi persamaan (2.64) tersebut terhadap gµν , akan kita
dapatkan persamaan medan dalam bentuk metrik:

Rµν(1 + F (R))− 1

2
gµν(R + f(R)) + (∇µ∇ν − gµν�)F (R) = 8πGTµν , (2.66)
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dengan � = ∇α∇α (∇ adalah turunan kovarian) dan F (R) = df(R)/dR.
Perhitungan trace dari persamaan (2.66)menghasilkan :

R(1 + F (R))− 2(R + f(R))− 3�F (R) + 8πG = 0. (2.67)

Tidak seperti dalam teori gravitasi Einstein, solusi vakum (T = 0) tidak
selalu mengimplikasikan nilai nol pada skalar kurvaturnya R = 0. Dari
persamaan (2.66), dapat diperoleh kondisi dengan konstanta vakum untuk
skalar kurvatur R = R0:

Rµν(1 + F (R))− 1

2
gµν(R0 + f(R0)) = 0, (2.68)

sehingga tensor Riccinya dapat dituliskan:

Rµν =
R0 + f(R0)

2(1 + F (R0))
gµν , (2.69)

dengan 1 + F (R0) 6= 0. Jika kita ambil trace dari persamaan (2.68),

R0(1 + F (R))− 2(R0 + f(R0)) = 0, (2.70)

kita akan peroleh konstanta kurvatur solusi vakum (Lihat apendik C untuk
penurunan teori gravitasi f(R))

R0 =
2f(R0)

F (R0)− 1
. (2.71)
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BAB 3
PEMBAHASAN

3.1 Solusi Persamaan Medan Gravitasi f(R)
Solusi persamaan gravitasi f(R) yang dikaji dalam penelitian ini adalah

solusi berbentuk simetri bola dan simetri aksial.Kasus simetri bola yang
dibahas berhubungan dengan solusi Schwarzschlid dan Reisner-Nordstöm
sedangkan solusi simetri aksial berhubungan dengan solusi Kerr dan solusi
Kerr-Newmann.

3.1.1 Solusi Simetri Bola
Kasus simetri bola pada teori gravitasi f(R) merupakan perluasan dari

solusi simetri bola dalam teori gravitasi Einstein. Dalam teori gravitasi
Einstein, kasus simetri bola yang dikaji adalah solusi simetri bola untuk benda
tak bermuatan dan bermuatan. Kasus benda tak bermuatan merupakan
solusi yang diperoleh Schwarzschild yang menafsirkan adalah suatu benda yang
memiliki singularitas. Benda ini akhirnya dimakan sebagai lubang hitam.
Kasus benda bermuatan adalah solusi Reisner-Nordstöm yang merupakan
perumuman dari solusi Schwarzschild terkait muatan benda.

3.1.1.1 Solusi Tak Bermuatan
Solusi tak bermuatan dapat pula dikatakan solusi vakum dari teori gravitasi

Einstein, sehingga nilai tensor energi momentum Tµν = 0. Untuk mendapatkan
solusi ini, kita mulai dari elemen garis untuk kasus simetri bola

ds2 = −e2ν(r)dt2 + e2λ(r)dr2 + r2dΩ2, (3.1)

dengan dΩ2 = dθ2 + sin2 θdφ2. Elemen garis persamaan (3.1), memberikan
bentuk tensor metrik kovarian gµν berikut

gµν =


−e2ν 0 0 0

0 e2λ 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 , (3.2)

dengan bentuk kontravarian dari tensor metrik diatas yaitu

gµν =


−e−2ν 0 0 0

0 e−2λ 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (3.3)

Nilai dari simbol Christoffel jenis ke-2 dari tensor metrik di atas adalah

Γρµν = gρσΓσ,µν

=
1

2
gρσ (∂νgµσ + ∂µgνσ − ∂σgµν) (3.4)
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yang berjumlah sebanyak 64 komponen. Komponen-komponen yang tidak
bernilai nol adalah:

Γ0
01 = Γ0

10 = ν ′

Γ1
00 = ν ′e(2ν−2λ)

Γ1
11 = λ′

Γ1
22 = −re−2λ

Γ1
33 = −r sin2 θ e−2λ

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
Γ2

33 = − sin θ cos θ

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ.

Komponen-komponen simbol Cristoffel memberikan komponen-komponen
tensor Ricci yang tidak nol sebagai berikut

R00 =

(
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2ν ′

r

)
e2ν−2λ

R11 = ν ′′ + ν ′
2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
R22 = (1− λ′r + ν ′r)e−2λ − 1

R33 = sin2 θR22. (3.5)

Solusi yang akan dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur pada
keadaan vakum R0 untuk sebuah objek bermassa masif. Pada kasus ini,
persamaan medan Einstein menjadi

Rµν(1 + f(R0))− 1

2
gµν(R0 + F (R0)) = 0, (3.6)

atau

Rµν =
1

2

(R0 + f(R0))

(1 + F (R0))
gµν

=
R0

4
gµν . (3.7)

Menggunakan persamaan (3.7) dan persamaan (3.5) akan diperoleh λ =
−ν, Sehingga bagian R22 memberikan

(1 + 2ν ′r)e2ν − 1 =
R0

4
r2. (3.8)

Evaluasi lebih lanjut menghasilkan

e2ν = 1 +
R0

12
r2 − 2m

r
, (3.9)
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dengan 2m merupakan konstanta integrasi. Komponen m menyatakan
parameter massa.

Subtitusikan persamaan (3.9) dalam persamaan (3.1) akan memberi elemen
garis

ds2 = −∆r

r2
dt2 +

r2

∆r

dr2 + r2dΩ2, (3.10)

dengan

∆r = r2

(
1 +

R0

12
r2

)
− 2mr. (3.11)

Elemen garis pada persamaan (3.10) dapat disebut sebagai solusi Schwarzchild
dalam teori gravitasi f(R).

3.1.1.2 Solusi Bermuatan
Solusi bermuatan dalam teori gravitasi Einstein pertama kali diperoleh

Reisner-Nordström. Dalam kasus teori gravitasi f(R), metode yang digunakan
untuk mendapatkan solusi Reisner-Nordström sama dengan kasus teori
gravitasi Einstein. Perbedaan dengan kasus teori gravitasi Einstein, solusi yang
akan dicari adalah solusi dengan konstanta kurvatur pada keadaan vakum R0.
Pada kasus ini, persamaan (2.66) menjadi

Rµν(1 + f(R0))− 1

2
gµν(R0 + F (R0))− 8πGTµν = 0, (3.12)

atau

Rµν =
1

2

(R0 + f(R0))

(1 + F (R0))
gµν +

8πGTµν
(1 + F (R0))

=
R0

4
gµν +

8πGTµν
(1 + F (R0))

. (3.13)

Nilai dari komponen tensor energi momentum yang tidak nol

T00 = −1

2
k2e−2λ

T11 =
1

2
k2e−2ν

T22 = −1

2
r2k2e−2λ−2ν

T33 = −1

2
r2k2e−2λ−2ν sin2 θ, (3.14)

dengan k = q/4πε0r
2. Menggunakan persamaan (3.13) untuk menghubungkan

persamaan (3.5) dan (3.14) akan diperoleh λ = −ν, sehingga bagian R22

memberikan

(1 + 2ν ′r)e2ν − 1 =
R0

4
r2 − 8πG

2(1 + F (R0))
r2k2,

21



dan evaluasi lebih lanjut menghasilkan

e2ν = 1 +
R0

12
r2 − 2m

r
+

Q2

r2(1 + F (R0))
, (3.15)

dengan Q2 = Gq2/4πε20 yang menyatakan parameter muatan listrik dan m
menyatakan parameter massa.

Subtitusikan persamaan (3.15) dalam persamaan (3.1) akan memberi
elemen garis

ds2 = −∆RN

r2
dt2 +

r2

∆RN

dr2 + r2dΩ2, (3.16)

dengan

∆RN = r2

(
1 +

R0

12
r2

)
+

Q2

1 + F (R0)
− 2mr, (3.17)

Elemen garis pada persamaan (3.16) dapat disebut sebagai solusi Reisner-
Nordstöm dalam teori gravitasi f(R).Tidak seperti dalam kasus teori gravitasi
Einstein, kontribusi muatan partikel dalam metrik memiliki tambahan faktor
koreksi (1 + F (R))−1.

3.1.2 Solusi Simetri Aksial
Solusi simetri aksial pertama kali diperoleh Kerr tahun 1963 yang

merupakan solusi perumuman dari solusi Schwarzchild. Jika solusi
Schwarzchild menggambarkan benda statis maka solusi Kerr menggambarkan
benda yang berotasi. Dua tahun setelahnya Newman dan Janis menciptakan
suatu algoritma yang mampu mentransformasi solusi Schwarzchild menjadi
solusi Kerr. Pengguanaan algoritma ini diperluas oleh Newmann-Janis dengan
menerapkannya pada solusi Reisner-Nordstöm, yang merupakan solusi simetri
aksial untuk benda bermassa m dengan muatan total q.

Algoritma Newman-Janis berhasil mentransformasi solusi simetri bola
menjadi solusi simetri aksial pada teori gravitasi Einstein. Untuk mendapatkan
hal yang serupa, maka metrik Newman-Janis diaplikasikan juga pada solusi
statik dan bermuatan dalam teori gravitasi f(R). Untuk mendapatkan solusi
simetri aksial kita mulai dari solusi Reisner-Nordström dalam f(R) atau
elemen garis persamaan (3.17),

ds2 = −∆RN

r2
dt2 +

r2

∆RN

dr2 + r2dΩ2,

Pada persamaan (3.17) nilai e2ν = ∆r

r2
. Tensor metrik tersebut dalam koordinat

Eddington-Finkelstein (u, r, θ, φ) berbentuk

gµν =


0 −1 0 0
−1 ∆RNr

−2 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (3.18)
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Null tetrad kompleks persamaan (2.39)-(2.41) menjadi

lµ = δµ1

nµ = −1

2

(
1 +

R0

12

r̃4

rr̄
+

Q2

(1 + F (R0))rr̄
− m

r̄
− m

r

)
δµ1 + δµ0

mµ =
1

r̄
√

2

(
δµ2 +

i

sin θ
δµ3

)
. (3.19)

Menggunakan hasil transformasi persamaan (2.44) dan transformasi (2.43),
akan diperoleh null tetrad yang baru

l̃µ = δµ1

ñµ = −1

2

(
1 +

R0

12

r̃4

rr̄
+

Q2

(1 + F (R0))rr̄
− m

r̄
− m

r

)
δµ1 + δµ0

= −1

2

(
1 +

R0

12

r̃4

ρ2
+

Q2

(1 + F (R0))ρ2
− 2mr̃

ρ2

)
δµ1 + δµ0

m̃µ =
1

(r̃ + ia cos θ)
√

2

(
ia sin θ(δµ0 − δ

µ
1 ) + δµ2 +

1

sin θ
δµ3

)
, (3.20)

dengan ρ2 = r̃2 + a2 cos2 θ.
Setelah dilakukan transformasi (2.48) dan (2.49), serta dibentuk dalam

koordinat Boyer-Lindquist, akan didapatkan tensor metrik kovarian

gµν =


−∆KN−a2 sin2 θ

ρ2
0 0 −a sin2 θ

ρ2
(r2 + a2 −∆KN)

0 ρ2

∆KN
0 0

0 0 ρ2 0

−a sin2 θ
ρ2

(r2 + a2 −∆KN) 0 0 sin2 θ
ρ2

(
(r2 + a2)2 − a2 sin2 θ∆KN

)
 ,

atau dalam bentuk elemen garis

ds2 = −∆KN − a2 sin2 θ

ρ2
dt2 − 2a sin2 θ

ρ2
(r2 + a2 −∆KN)dφdt+

ρ2

∆KN

dr2 + ρ2dθ2

+
sin2 θ

ρ2

(
(r2 + a2)2 − a2 sin2 θ∆KN

)
dφ2, (3.21)

dengan penyederhanaan penulisan r̃ → r dan

ρ2 = r2 + a2 cos2 θ, (3.22)

∆KN = r2 + a2 +
R0

12
r4 +

Q2

1 + F (R0)
− 2mr. (3.23)

.
Persamaan (3.21) merupakan solusi simetri aksial untuk benda bermuatan

masif pada teori gravitasi f(R). Selanjutnya Q2

1+F (R0)
kita tuliskan sebagai Q̃2

untuk menyederhanakan penulisan.
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3.2 Implikasi Fisis Solusi Persamaan Medan Gravitasi f(R)
Implikasi fisis yang akan dikaji adalah masalah cakrawala peristiwa (Event

Horizon) dan Permukaan pergeseran merah takhingga (Surface of Infinite Red-
shift). Cakrawala peristiwa muncul terkait singularitas dalam metrik ruang
waktu schwarzschild. Singularitas metrik ini terkait nilai komponen grr yang
bernilai takhingga saat nilai r = 2m. Untuk mengkajinya kita bahas masalah
solusi statik (simetri bola) dalam teori gravitasi Einstein terlebuh dahulu lalu
membandingkan dengan solusinya dalam teori gravitasi f(R).

3.2.1 Solusi Simetri Bola dalam Gravitasi f(R)
Misalkan sebuah partikel jatuh secara radial menuju jari-jari Schwarzchild,

partikel ini mulai jatuh saat r = R dengan dr
dt

= 0 seperti pada Gambar 3.1.
Pergerakan partikel dideskripsikan oleh persamaan geodesik (Dalarsson, 2005)

d2xν

ds2
+ Γναβ

dxα

ds

dxβ

ds
= 0 (3.24)

Dari hasil simbol Cristoffel pada solusi Schwarzchild, dan dengan x0 = −t,
ṫ = dt

dτ
, persamaan geodesik dengan ν = 0 adalah

ẗ+
2m

r(r − 2m)
ṫṙ = 0,

atau

d

ds

[(
1− 2m

r

)
ṫ

]
= 0. (3.25)

Mengintegralkan persamaan tersebut akan didapat(
1− 2m

r

)
ṫ = K, (3.26)

dengan K adalah konstanta integrasi.
Selanjutnya, metrik Schwarzchild untuk benda jatuh secara radial akan

menjadi

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2.

Menggunakan ds2 = −dτ 2, ṫ = dt
dτ

, dan ṙ = dr
dτ

, persamaan terakhir dapat
ditulis ulang (

1− 2m

r

)
ṫ2 −

(
1− 2m

r

)−1

ṙ2 = 1. (3.27)

Mengambil ṙ = dr
dτ
ṫ akan memberi[(
r − 2m

r

)
−
(

r

r − 2m

)(
dr

dt

)]
ṫ2 = 1. (3.28)
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Gambar 3.1: Pertikel jatuh secara radial menuju lubang hitam

Selanjutnya akan ditinkjau pada bats-batasnya. Kondisi batas r = R, dr
dt

= 0
memberikan (

dt

dτ

)
r=R

=

(
R

R− 2m

)1/2

(3.29)

sehingga untuk persamaan (3.26) didapat

K =

(
1− 2m

R

)(
dt

dτ

)
R

=

(
R− 2m

R

)1/2

,

maka

dt

dτ
=

(
r

r − 2m

)
K

=

(
r

r − 2m

)(
R− 2m

R

)1/2

. (3.30)

Memasukkan persamaan (3.30) ke persamaan (3.28) dan menata ulangnya
akan didapat

dr

dt
=

(r − 2m)(2m)1/2(R− r)1/2

r3/2(R− 2m)1/2
. (3.31)

Tanda minus dipilih karena benda jatuh ke pusat medan gravitasi, maka
r berkurang seiring t yang bertambah. Akhirnya dengan menata ulang
persamaan di atas kemudian mengintegralkannya akan didapat

t = −
(
R− 2m

2m

)1/2 ∫ r

R

ρ3/2

(ρ− 2m)(R− ρ)1/2
dρ. (3.32)

25



Persamaan (3.32) adalah waktu yang dibutuhkan oleh partikel yang melintas
dari r = R hingga sembarang r yang diukur dalam koordinat Schwarzchild,
yaitu waktu yang diukur oleh pengamat yang berada sangat jauh dari medan
gravitasi. Bentuk integral di atas akan menyimpang bila ρ → 2m, untuk
menyelidiki ini diambil ρ = 2m+ ε, dengan ε sangat kecil, maka

t = −
(
R− 2m

2m

)1/2 ∫ r−2m

R−2m

(2m+ ε)3/2

ε(R− 2m)1/2
dε

= −2m ln

(
r − 2m

R− 2m

)
,

atau

r − 2m = (R− 2m)e−t/2m. (3.33)

Dari hasil terakhir kita dapatkan t → ∞ saat r → 2m, atau menurut
pengamat yang sangat jauh, partikel yang jatuh ke jari-jari Schwarzschild
akan semakin melambat saat mendekati jari-jari Schwarzschild dan akhirnya
akan terlihat berhenti sebelum masuk dalam jari-jari Schwarzschild walaupun
sebenarnya partikel tersebut masuk kedalamnya. Cahaya yang tersedot oleh
lubang hitam akan mengalami pergeseran merah karena melawat tarikan
gravitasi. Karena itulah benda yang mempunyai sifat seperti ini disebut lubang
hitam.

Jari-jari Schwarzschild disebut pula sebagi cakrawala peristiwa, karena
semua pengamatan yang terjadi didalamnya tersembunyi dari pengamat di
luar. Area r = 2m disebut cakrawala peristiwa karena merupakan batas
peristiwa yang dapat diamati serta dapat disebut pula permukaan infinite red-
shift karena dipermukaan ini cahaya akan mengalami pergeseran merah secara
terus menerus.

Solusi Reisner-Nordström dalam teori gravitasi Einstein memunculkan
singularitas yang berbeda. Syarat singularitas pada suolusi Reisner-Nordstöm
dipenuhi oleh

∆r = 0

r2 +Q2 − 2Mr = 0,

yang merupakan persamaan kuadratik dalam r yang akar-akarnya

r± = m±
√
m2 −Q2. (3.34)

Nilai r+ terkait solusi di luar sumber massa atau kita sebut rluar dan r− terkait
solusi di dalam sumber massa yang kita sebut rdalam. Pada tesis ini hanyalah
kasus di luar saja yang dikaji. Suku yang berisikan muatan Q disyaratkan
Q2 < m2. Penambahan muatan pada solusi ini hanya mengkoreksi besaran
r = 2m dalam solusi Schwarzchild.

Solusi Schwarzchild pada teori gravitasi f(R) memberikan hasil tafsiran
yang kurang lebih sama dengan solusi Schwarzschild dalam teori gravitasi
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Einstein. Pada kasus f(R), singularitas pada solusi Schwarzchild dipenuhi
saat

r2 +
R0

12
r4 − 2mr = 0. (3.35)

Solusi r dari persamaan (3.35)didapatkan sebagai berikut

r1 = 0

r2 =

R0

3
−
({
−3m+

√
9m2 R0

3
+1

R0
3

}
(R0

3
)2

)2/3

R0

3

({
−3m+

√
9m2 R0

3
+1

R0
3

}
(R0

3
)2

)1/3

r3 = −
(1 + i

√
3)R0

3
+ (1− i

√
3)

({
−3m+

√
9m2 R0

3
+1

R0
3

}
(R0

3
)2

)2/3

2R0

3

({
−3m+

√
9m2 R0

3
+1

R0
3

}
(R0

3
)2

)1/3

r4 = −
(1− i

√
3)R0

3
+ (1 + i

√
3)

({
−3m+

√
9m2 R0

3
+1

R0
3

}
R0

12
(R0

3
)2

)2/3

2R0

3

({
−3m+

√
9m2 R0

3
+1

R0
3

}
(R0

3
)2

)1/3
.

Solusi r2 dan r3 memiliki komponen imajiner sehingga tidak memenuhi
kriteria jari-jari suatu benda. Solusi yang mungkin adalah r1 dan r2. Dalam
limit R0 −→ 0, maka solusi r2 akan kembali menjadi radius Schwarzchild

lim
R0→0

r2 = 2m.

Kehadiran suku R0 pada r2 sama halnya dengan kehadiran suku Q2 pada
solusi Reisner-Nordström dalam teori gravitasi Einstein yang mengkoreksi
singularitas r = 2m.

Singularitas dalam solusi Reisner-Nordstöm dalam teori gravitasi f(R)
diperoleh jika dipenuhi

∆RN = r2 +
R0

12
r4 − 2mr + Q̃2 = 0. (3.36)

Bentuk persamaan 3.36 akan memberikan empat solusi untuk r yaitu r−,
rdalam, rluar dan rk. Solusi r− merupakan solusi r yang selalu negatif sehingga
kita abaikan. Solusi rdalam dan rluar adalah solusi yang sebanding dangan
solusi r untuk di dalam dan luar benda sedangkan rk adalah solusi baru
akibat hadirnya suku R0. Untuk mendalami hubungan antara r dengan ∆RN

dilakukan dengan menganalisa grafik yang diperoleh dari hubungan keduanya.
Untuk kasus R0 < 0 ada beberapa nilai R0 yang menhasilkan tiga buah

perpotongan pada sumbu r,yaitu r−, rdalam, rluar dan rk. Dari Gambar 3.2
terlihat bahwa

rdalam < rluar < rk. (3.37)

27



Gambar 3.2: Grafik ∆RN terhadap r untuk beberapa nilai R0 < 0 dengan
nilai Q = 0.5 dan m = 1.

rdalam dan rluar merupakan cakrawala peristiwa seperti halnya di teori gravitasi
Einstein untuk kasus benda statik bermuatan dan rk merupakan sumbangsih
dari suku R0 . Untuk nilai R0 > 0,Gambar 3.3 menunjukkan adanya dua
perpotongan grafik pada sumbu r. Hal ini menunjukkan nilai rk pada R0 > 0
akan menghilang. Dari grafik terlihat pula untuk R0 yang semakin membesar
maka nilai rluar akan semakin mengecil.

Jika R0 = 0, persamaan 3.36 akan menjadi

∆RN = r2 − 2mr +Q2,

yang hanya mempunyai dua singularitas yaitu di rdalam dan rluar seperti
ditunjukkan Gambar 3.4, dimana nampak perpotongan pada dua titik di
sumbu r. Hal ini sesuai dugaan bahwa untuk R0 = 0, maka kasus dalam teori
gravitasi f(R) akan kembali menjadi kasus teori gravitasi Einstein dimana
solusi Reisner-Nordstöm mempunyai dua singularitas.

3.2.2 Solusi Simetri Aksial dalam Grafitasi f(R)
Untuk membahas implikasi solusi simetri aksial pertama-tama kita bahas

kasus teori gravitasi Einstein. Dalam teori gravitasi Einstein, cakrawala
peristiwa dapat dicari dari permukaan hyper null atau permukaan yang
mempunyai kelengkungan yang sangat besar (singularitas). Persamaan
permukaan hyper null adalah

f(x0, x1, x2, x3) = 0, (3.38)

dan vektor normal yang merupakan vektor kovarian

nµ =
∂f

∂xµ
(3.39)
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Gambar 3.3: Grafik ∆RN terhadap r untuk beberapa nilai R0 > 0 dengan
nilai Q = 0.5 dan m = 1.

Solusi Kerr-Newman dalam teori gravitasi Einstein mempunyai singularitas
saat dipenuhi ∆ = 0 sehingga

r2 − 2mr + a2 +Q2 = 0

r = r± = m±
√
m2 − a2 −Q2 (3.40)

Dengan r+ seperti sebelumnya, merupakan solusi untuk daerah di luar
sumber massa dan r− untuk daerah di dalam sumber massa. Pembahasan
pada bagian ini tetap diperuntukkan untuk r+ saja (diluar sumber massa)
atau

r = r+ = m+
√
m2 − a2 −Q2. (3.41)

Maka persamaan permukaan hyper adalah

f = r − r+

= r −m−
√
m2 − a2 −Q2 (3.42)

sehingga nilai nµ adalah

nµ =
∂f

∂xµ
= (0, 1, 0, 0) (3.43)

Permukaan hyper akan null jika nµnµ = 0, tetapi

nµnµ = gµνnνnµ

= g11n1n1

= g11

=
∆

ρ2
. (3.44)
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Gambar 3.4: Grafik ∆RN terhadap r untuk R0 = 0 dengan nilai Q = 0.5 dan
m = 1.

.

Nilai nµnµ akan sama dengan nol jika ∆ = 0 atau r = r+ atau

nµnµ = 0 pada r = r+,

(3.45)

Sehingga r = r+ adalah permukaan hyper null. Cahaya yang merambat
ke dalam lubang hitam Kerr-Newman setelah melalui permukaan ini tidak
akan pernah keluar melalui permukaan ini. Cakrawala peristiwa untuk Kerr-
Newman adalah:

r = r+ = m+
√
m2 − a2 −Q2 (3.46)

Kita tinjau sifat SIR dari solusi Kerr-Newman ini. Besar fraksi perubahan
panjang gelombang ini dinyatakan dengan konstanta redshift z yang tidak
berdimensi (Ryder, 2009) yaitu

z =
λ0 − λe
λe

=
λ0

λe
− 1, (3.47)

dengan c = λv sehingga

z =
c
v0
c
ve

− 1

=
ve
v0

− 1, (3.48)

dengan νe adalah besarnya frekuensi yang dipancarkan dan νo adalah frekuensi
yang diterima observer (pengamat) di luar event horizon. Misalkan cahaya
dipancarkan di r2 dan diterima pengamat di r1, maka
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z =
v2

v1

− 1 =

√
g00(r1)

g00(r2)
− 1

(3.49)

dengan nilai g00(r) untuk ruang-waktu Kerr-Newman adalah

g00(r) = −
(

1− 2mr −Q2

ρ2

)
. (3.50)

Asumsikan r1 sangat jauh dari sumber (r →∞), sehingga tensor metrik akan
kembali ke ruang-waktu datar (Minkowski):

g00(r1) = −1 (3.51)

dan konstanta redshift :

z =
1√

−g00(r2)
− 1

=

√
1

1− 2mr−Q2

ρ2

− 1

=

√
ρ2

ρ2 − 2mr −Q2
− 1.

(3.52)

Saat ρ2 → 2mr+Q2, maka z →∞ dan nilai g00 atau g00 = 0. SIR didenifisikan

Gambar 3.5: Ergosphere dan SIR pada lubang hitam Kerr-Newman
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oleh suku g00. Nilai g00 = 0 membuat persamaan (3.50) menjadi(
1− 2mr −Q2

ρ2

)
= 0

2mr −Q2

ρ2
= 1

2mr −Q2 = ρ2

0 = r2 + a2cos2θ − 2mr +Q2

r1,2 = m±
√
m2 − a2cos2θ −Q2. (3.53)

Untuk r = r1, Kerr-Newman SIR:

r = r1 = m+
√
m2 − a2cos2θ −Q2. (3.54)

Cakrawala peristiwa dan SIR ditunjukan pada Gambar 3.5. Ergosphere
adalah daerah diantara keduanya yang didefinisikan oleh :

m+
√
m2 − a2 −Q2 = r+ < r < r1 = m+

√
m2 − a2cos2θ −Q2 (3.55)

Nilai a mempengaruhi bentuk dari ergosphere sehingga semakin besar nilai
a semakin tidak pipih bentuk ergospherenya. Jika nilai a = 0 maka solusi ini
akan kembali pada bentuk Schwarzchild atau dalam kata lain menjadi bentuk
solusi simetri bola.

Gambar 3.6: Grafik ∆KN terhadap r untuk beberapa nilai R0 < 0 dengan
nilai Q = 0.1, a = 0.29 dan m = 0.6.

Untuk mendapatkan cakrawala peristiwa dari solusi Kerr-Newman dalam
teori gravitasi f(R), syarat

∆KN = r2 + a2 +
R0

12
r4 + Q̃2 − 2mr = 0, (3.56)
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harus terpenuhi. Sedangkan untuk SIR singularitas akan terpenuhi jika

∆SIR = g00 = r2 + a2 cos2 θ +
R0

12
r4 + Q̃2 − 2mr = 0. (3.57)

Gambar 3.7: Grafik ∆KN terhadap r untuk beberapa nilai R0 > 0 Q = 0.1,
a = 0.29 dan m = 0.6.
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Gambar 3.8: Grafik ∆KN terhadap r untuk nilai R0 = 0 Q = 0.1, a = 0.29
dan m = 0.6.

Kedua ∆ ini akan memberikan empat nilai untuk r yaitu r−, rdalam, rluar
dan rk seperti halnya dalam solusi Reisner-Nordström dalam teori gravitasi
f(R). Solusi r− merupakan solusi r yang selalu negatif sehingga kita abaikan.
Solusi rdalam dan rluar adalah solusi yang sebanding dangan solusi r untuk di
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Gambar 3.9: Grafik ∆SIR terhadap r untuk beberapa nilai R0 < 0 dengan
nilai Q = 0.1, a = 0.29,θ = π/3 dan m = 0.6.

dalam dan luar benda sedangkan rk adalah solusi baru yang belum kita ketahui
dampaknya. Analisis grafik antara r dengan ∆KN .

Pada kasus cakrawala peristiwa, grafik ∆KN terhadap r ditunjukkan
Gambar 3.6 dan Gambar 3.7. Seperti dalam kasus Reisner-Nordström
dalam teori gravitasi f(R) pada grafik R0 < 0 ada bebrapa nilai R0 yang
menghasilkan tiga buah perpotongan pada sumbu r, yaitu r−, rdalam, rluar dan
rk. Dari Gambar 3.6 terlihat bahwa

rdalam < rluar < rk. (3.58)

Nilai rdalam dan rluar merupakan cakrawala peristiwa seperti halnya di teori
gravitasi Einstein untuk kasus solusi Kerr-Newman sedangkan rk merupakan
sumbangsih dari suku R0 . Untuk nilai R0 > 0, Gambar 3.7 menunjukkan
adanya dua perpotongan pada sumbu r. Hal ini menunjukkan nilai rk pada
R0 > 0 akan menghilang. Dari grafik terlihat pula untuk R0 yang semakin
membesar maka kedua titik singularitas akan mendekat. Untuk kasus limit
teori gravitasi Einstein atau R0 = 0 persamaan (3.56) menjadi

∆KN = r2 + a2 +Q2 − 2mr = 0.

Jika dibuat grafik antara ∆KN dengan r akan kita peroleh Gambar 3.8.
Gambar 3.8 menunjukkan adanya dua titik perpotongan pada sumbu r. Dua
titik tersebut menggambarkan rluar dan rdalam yang merupakan properti dari
lubang hitam Kerr-Newman dalam teori gravitasi Einstein.

Grafik hubungan antara ∆SIR dan r menunjukkan kemiripan dengan grafik
pada cakrawala peristiwa. Perbedaannya terletak pada besarnya nilai ∆.
Perbedaan ini mengindikasikan bahwa SIR haruslah lebih besar dibandingkan
dari cakrawala peristiwa. Pada Gambar 3.9, untuk R0 < 0 ada tiga buah
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Gambar 3.10: Grafik ∆SIR terhadap r untuk beberapa nilai R0 > 0 dengan
nilai Q = 0.1, a = 0.29,θ = π/3 dan m = 0.6.

solusi terkait rdalam, rluar dan rk. Sedangkan untuk R0 > 0, Gambar 3.10
hanya mempunyai dua titik potong di sumbu r. Singularitas rk pada nilai
R0 > 0 menghilang sehingga tertinggal rdalam dan rluar seperti halnya solusi
dalam teori gravitasi Einstein.
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Gambar 3.11: Grafik ∆SIR terhadap r untuk nilai R0 = 0 dengan nilai Q =
0.1, a = 0.29,θ = π/3 dan m = 0.6.

Dalam limit R0 −→ 0, karakter SIR pada teori gravitasi f(R) menjadi
sama dengan SIR pada teori gravitasi Einstein yaitu

0 = r2 + a2cos2θ − 2mr +Q2

rdalam, luar = m±
√
m2 − a2cos2θ −Q2. (3.59)

Grafik R0 = 0 terkait SIR pada teori gravitasi f(R) deberikan oleh Gambar
3.11. Dua buah titik potong pada sumbu r menyatakan rdalam dan rluar.
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Pada SIR, hal yang membedakan antara hasil teori gravitasi f(R) dan
gravitasi Einstein ada pada penentu ukuran ergospherenya. Dalam teori
gravitasi f(R), ukuran ergosphere dipengaruhi oleh nilai R0.

Tambahan singularitas rk pada solusi dalam teori gravitasi f(R)
mengindikasikan adanya singularitas tambahan yang ukurannya lebih besar
dari singularitas yang ada dalam solusi teori gravitasi Einstein.

Penambahan besar nilai a atau Q pada singulariras menyebabkan
berubahnya singularitas.Grafik salah satu nilai R0 dengan memvariasikan nilai
a ditunjukkan oleh Gambar 3.12

Gambar 3.12: Variasi nilai a Dalam solusi Kerr-Newman dengan nilai R0 =
−0.3 Q = 0.1 dan m = 0.6.

Dari Gambar 3.12, Untuk nilai a = 0.29; 0.4 singularitas masih berupa dua
titik yang tafsirannya seperti yang telah dibahas sebelumnya. Nilai a = 0.6
memberikan grafik dengan ektrema di ∆KN . Hal ini mengindikasikan bahwa
hanya ada singularitas. Satu buah singularitas ini menyatakan kemungkinan
maksimal kecepatan sudut yang sesuai dengan muatan dan massa yang
diberikan. Dengan kata lain, hal ini menyatakan kecepatan sudut maksimum
yang diperbolehkan untuk lubang hitam. Nilai a = 0.8 memberikan grafik
yang tidak memotong sumbu r, bentuk seperti ini disebut pula sebagai naked
singularity. Hal ini berarti nilai a = 0.8 tidak diijinkan untuk nilai m dan Q
yang diberikan.
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BAB 4
KESIMPULAN DAN SARAN

Solusi simetri aksial dalam teori gravitasi f(R) telah didapatkan. Solusi
ini diperoleh dengan melakukan transformasi melalui algoritma Newman-Janis
untuk solusi simetri bola dalam teori gravitasi f(R).

4.1 Kesimpulan
Dari pembahasan diperoleh bentuk elemen garis simetri aksial dari teori

gravitasi f(R) diperoleh kesimpulan sebagai berikut.

1. Solusi ini merupakan perluasan dari solusi simetri aksial dalam teori
gravitasi Einstein (Solusi Kerr-Newmann) yang menggambarkan sebuah
benda yang memiliki massa dan muatan yang masif. Solusi ini jika
dipilih Q2 = 0 maka akan menjadi solusi simetri aksial untuk benda
tanpa adanya muatan, jika dipilih a = 0 maka solusi simetri aksial akan
berubah menjadi solusi simetri bola.

2. Konstanta amengambil peranan dalam merubah bentuk kesimetrian dari
solusi yang didapatkan. Mengikuti Kerr, konstanta a berkaitan dengan
momentum sudut dari sumber. Solusi persamaan (3.21) jika kita set
R0 = 0 maka akan kembali menjadi solusi simetri aksial pada teori
gravitasi Einstein. Oleh karena itu dapat dikatakan persamaan (3.21)
merupakan perluasaan solusi simetri aksial dari teori gravitasi Einstein
atau dapat disebut pula solusi Kerr-Newmann yang diperumum.

3. Pada solusi simetri bola Reisner-Nordström dan simetri aksial dalam
teori gravitasi f(R) dipeoleh adanya singularitas baru rk saat nilai R0 <
0. Nilai singularitas baru ini merupakan sumbangsih dari teori gravitasi
f(R).

4.2 Saran
Setelah melakukan kajian dalam penelitian ini terdapat hal yang penulis

rekomendasikan untuk penelitian-penelitian berikutnya yaitu sebagai berikut:

1. Menyelidiki singularitas rk apakah mempunyai suatu interpretasi fisis
tertentu atau hanyalah suatu ketakstabilan solusi.

2. Menghususkan model f(R) seperti model αRn, αR+Rn dan lain-lainnya.

3. Mengkaji masalah termodinamika didalam lubang hitam (Cembranos,
2001)
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LAMPIRAN A
Teori Gravitasi Einstein

Persamaan geodesik
Lagrangian didefinisikan sebagai fungsi dari koordinat dan turunan

pertamanya:

L = L
(
xµ,

dxµ

ds
, s

)
(1.1)

Sehingga integral aksi adalah

I =

∫ sB

sA

L
(
xµ,

dxµ

ds
, s

)
ds (1.2)

Variasi integral aksi

δI =

∫ sB

sA

δL
(
xµ,

dxµ

ds
, s

)
ds = 0 (1.3)

dengan

δL = L
(
xµ + δxµ,

dxµ

ds
+ δ

dxµ

ds
, s

)
− L

(
xµ,

dxµ

ds
, s

)
(1.4)

Suku pertama pada persamaan (1.4) diekspansikan dalam deret Taylor
dengan mengambil suku ke-0 dan ke-1

δL = L
(
xµ,

dxµ

ds
, s

)
+
∂L
∂xµ

δxµ

+
∂L

∂
(
dxµ

ds

)δ(dxµ
ds

)
− L

(
xµ,

dxµ

ds
, s

)
=

∂L
∂xµ

δxµ +
∂L

∂
(
dxµ

ds

)δ(dxµ
ds

)
=

∂L
∂xµ

δxµ +
∂L

∂
(
dxµ

ds

) d
ds
δxµ

=
∂L
∂xµ

δxµ +
d

ds

[
∂L

∂
(
dxµ

ds

)δxµ]

− d

ds

[
∂L

∂
(
dxµ

ds

)] δxµ (1.5)
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pers.(1.5) disubstitusikan ke pers.(1.3)

δI =

∫ sB

sA

[
∂L
∂xµ
− d

ds

(
∂L

∂
(
dxµ

ds

))] δxµds
+

∫ sB

sA

d

[
∂L

∂
(
dxµ

ds

)δxµ]

=

∫ sB

sA

[
∂L
∂xµ
− d

ds

(
∂L

∂
(
dxµ

ds

))] δxµds
+

[
∂L

∂
(
dxµ

ds

)δxµ]sB
sA

=

∫ sB

sA

[
∂L
∂xµ
− d

ds

(
∂L

∂
(
dxµ

ds

))] δxµds (1.6)

suku ke-3 pers.(1.6) lenyap karena

δxµ(sA) = δxµ(sB) = 0 (1.7)

karena

δI =

∫ sB

sA

[
∂L
∂xµ
− d

ds

(
∂L

∂
(
dxµ

ds

))] δxµds = 0 (1.8)

maka didapatkan

∂L
∂xµ
− d

ds

(
∂L

∂
(
dxµ

ds

)) = 0 (1.9)

pers.(1.9) disebut persamaan Euler-Lagrange.
Dari persamaan metrik

dl2 = gµνdx
µdxν

dl = (gµνdx
µdxν)

1
2

dl

ds
=

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

) 1
2

dl =

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

) 1
2

ds

(1.10)

Panjang kurva stasioner adalah

I = l(s) =

∫
dl =

∫ (
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

) 1
2

ds. (1.11)
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Persamaan (1.11) jika dibandingkan dengan pers.(1.2) akan didapatkan
Lagrangian yaitu

L =

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

) 1
2

. (1.12)

Dari bentuk Lagrangian pers.(1.12) ini disubstitusikan ke dalam pers.(1.9).
Suku ke-2 pers.(1.9) adalah

∂L
∂xλ

=
∂

∂xλ

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

) 1
2

=
∂
(
gµν

dxµ

ds
dxν

ds

) 1
2

∂
(
gµν

dxµ

ds
dxν

ds

) ∂ (gµν dxµds dxν

ds

)
∂xλ

=
1

2

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

)
︸ ︷︷ ︸

=1

− 1
2
(
∂gµν
∂xλ

dxµ

ds

dxν

ds

)

+
1

2

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

)
︸ ︷︷ ︸

=1

− 1
2

gµν { ∂

∂xλ
dxµ

ds

}
︸ ︷︷ ︸

=0

dxν

ds



+
1

2

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

)
︸ ︷︷ ︸

=1

− 1
2

gµν dxµds
{

∂

∂xλ
dxν

ds

}
︸ ︷︷ ︸

=0


=

1

2

(
∂gµν
∂xλ

dxµ

ds

dxν

ds

)
(1.13)

dan suku pertama adalah:

∂L

∂
(
dxλ

ds

) =
∂

∂
(
dxλ

ds

) (gµν dxµ
ds

dxν

ds

) 1
2

=
1

2

(
gµν

dxµ

ds

dxν

ds

)
︸ ︷︷ ︸

=1

− 1
2

∂gµν dxµds dxν

ds

∂
(
dxλ

ds

)


=
1

2


∂gµν

∂
(
dxλ

ds

) dxµ
ds

dxν

ds︸ ︷︷ ︸
=0

+gµνδ
µ
λ

dxν

ds
+ gµν

dxµ

ds
δνλ
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∂L

∂
(
dxλ

ds

) =
1

2

gλν
dxν

ds︸ ︷︷ ︸
ν→µ

+gµλ
dxµ

ds


=

1

2

{
gλµ

dxµ

ds
+ gµλ

dxµ

ds

}
= gµλ

dxµ

ds
(1.14)

maka

d

ds

 ∂L

∂
(
dxλ

ds

)
 =

d

ds

(
gµλ

dxµ

ds

)

=
dgµλ
ds

dxµ

ds
+ gµλ

d

ds

(
dxµ

ds

)
=

∂gµλ
∂xν

dxν

ds

dxµ

ds
+ gµλ

d2xµ

ds2

= gµλ
d2xµ

ds2
+

1

2


∂gµλ
∂xν

dxν

ds

dxµ

ds
+
∂gµλ
∂xν

dxν

ds

dxµ

ds︸ ︷︷ ︸
ν→µ


= gµλ

d2xµ

ds2
+

1

2

{
∂gµλ
∂xν

dxν

ds

dxµ

ds
+
∂gνλ
∂xµ

dxµ

ds

dxν

ds

}
= gµλ

d2xµ

ds2
+

1

2

{
∂gµλ
∂xν

+
∂gνλ
∂xµ

}
dxµ

ds

dxν

ds
(1.15)

Dari pers.(1.13) dan pers.(1.15) jika disubstitusikan ke pers.(1.9), maka

gρλ
d2xρ

ds2
+

1

2

{
∂gµλ
∂xν

+
∂gνλ
∂xµ

}
dxµ

ds

dxν

ds
− 1

2

(
∂gµν
∂xλ

dxµ

ds

dxν

ds

)
= 0

gρλ
d2xρ

ds2
+

1

2

{
∂gµλ
∂xν

+
∂gνλ
∂xµ

− ∂gµν
∂xλ

}
dxµ

ds

dxν

ds
= 0

gρλ
d2xρ

ds2
+ Γλ,µν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0

gρλ
{
gρλ

d2xρ

ds2
+ Γλ,µν

dxµ

ds

dxν

ds

}
= 0

d2xρ

ds2
+ Γρµν

dxµ

ds

dxν

ds
= 0.

Pers.(1.16) adalah persamaan geodesik.
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Tensor Kurvatur

Perubahan vektor kovarian Aµ

∆Aµ =

∮
C

δAµ =

∮
C

ΓρµνAρdx
ν (1.16)

Dari teorema Stokes, integral kontur tertutup C dapat ditransformasi ke
integral luasan S sehingga

∆Aµ =
1

2

∮
C

[Dγ(Γ
ρ
µνAρ)−Dν(Γ

ρ
µγAρ)]dS

γν (1.17)

dengan Dγ adalah operator turunan kovarian. Operator ini dapat
disimplifikasi menjadi operator turunan biasa non-tensor Dγ → ∂γ seperti
berikut

Dγ

(
ΓρµνAρ

)
≡ DγCµν

= ∂γCµν − ΓσµγCσν − ΓσγνCµσ

(1.18)

serta

Dν

(
ΓρµγAρ

)
≡ DνCµγ

= ∂νCµγ − ΓσµνCσγ − ΓσνγCµσ

(1.19)

dari pers.(1.18) dan pers.(1.19), maka

Dγ

(
ΓρµνAρ

)
−Dν

(
ΓρµγAρ

)
= DγCµν −DνCµγ

= ∂γCµν − ΓσµγCσν − ΓσγνCµσ

−
(
∂νCµγ − ΓσµνCσγ − ΓσνγCµσ

)
= ∂γCµν − ΓσµγCσν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ

(1.20)

karena tensor permukaan merupakan tensor simetrik (dSγν = dSνγ), maka

(DγCµν −DνCµγ) dS
γν =

(
∂γCµν − ΓσµγCσν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ

)
dSγν

=

∂γCµν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ − ΓσµγCσν︸ ︷︷ ︸
γ↔ν

 dSγν

=
(
∂γCµν − ∂νCµγ + ΓσµνCσγ − ΓσµνCσγ

)
dSγν

= (∂γCµν − ∂νCµγ) dSγν

=
(
∂γΓ

ρ
µνAρ − ∂νΓρµγAρ

)
dSγν (1.21)
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Dari pers.(1.21), maka simplifikasi Dγ → ∂γ bisa digunakan, sehingga
pers.(1.17) menjadi:

∆Aµ =
1

2

∮
C

[
Dγ

(
ΓρµνAρ

)
−Dν

(
ΓρµγAρ

)]
dSγν

=
1

2

∮
C

[
∂γ
(
ΓρµνAρ

)
− ∂ν

(
ΓρµνγAρ

)]
dSγν

=
1

2

∮
C

[∂γΓ
ρ
µνAρ + Γρµν∂γAρ

−∂νΓρµγAρ − Γρµγ∂νAρ]dS
γρ (1.22)

karena

δAρ = ΓλργAλdx
γ → ∂γAρ = ΓλργAλ (1.23)

∆Aµ =
1

2

∮
C

[
∂γΓ

ρ
µνAρ + ΓρµνΓ

λ
ργAλ − ∂νΓρµγAρ − ΓρµγΓ

λ
ρνAλ

]
dSγρ

=
1

2

∮
C

[
∂γΓ

ρ
µνAρ − ∂νΓρµγAρ + ΓρµνΓ

λ
ργAλ − ΓρµγΓ

λ
ρνAλ

]
dSγρ

=
1

2

∮
C

∂γΓρµνAρ − ∂νΓρµγAρ + ΓρµνΓ
λ
ργAλ − ΓρµγΓ

λ
ρνAλ︸ ︷︷ ︸

λ↔ρ

 dSγρ
=

1

2

∮
C

[
∂γΓ

ρ
µνAρ − ∂νΓρµγAρ + ΓλµνΓ

ρ
λγAρ − ΓλµγΓ

ρ
λνAρ

]
dSγλ

=
1

2

∮
C

[
∂γΓ

ρ
µν − ∂νΓρµγ + ΓλµνΓ

ρ
λγ − ΓλµγΓ

ρ
λν

]
AρdS

γλ

≡ 1

2

∮
C

Rρ
µγνAρdS

γλ, (1.24)

dengan Rρ
µγν adalah tensor kurvatur Riemann

Rρ
µγν = ∂γΓ

ρ
µν − ∂νΓρµγ + ΓλµνΓ

ρ
λγ − ΓλµγΓ

ρ
λν (1.25)

Tensor Ricci didefinisikan dari tensor kurvatur Riemann

Rµγ ≡ Rρ
µγρ = ∂γΓ

ρ
µρ − ∂ρΓρµγ + ΓλµρΓ

ρ
λγ − ΓλµγΓ

ρ
λρ (1.26)

serta scalar Ricci adalah

R ≡ Rµ
µ = gµγRµγ (1.27)
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Tensor Energi-Momentum

Diturunkan kembali persamaan Euler-Lagrange secara umum untuk rapat
Lagrangian L yang bergantung kuantitas q dan turunan pertamanya q,µ

I =

∫
L(q, q,µ )dV dt

=
1

c

∫
L(q, q,µ )dΩ

δI =
1

c

∫
δL(q, q,µ )dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂L
∂q,µ

δq,µ

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂L
∂(∂µq)

δ
∂q

∂xµ

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂L
∂(∂µq)

∂

∂xµ
δq

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq +

∂

∂xµ

(
δq

∂L
∂(∂µq)

)
−
(

∂

∂xµ
∂L

∂(∂µq)

)
δq

)
dΩ

=
1

c

∫ ∂L∂q δq + ∂µ

{
∂L

∂(∂µq)
δq

}
︸ ︷︷ ︸
=0(teorema Gauss)

−
{
∂µ

∂L
∂(∂µq)

}
δq

 dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
δq − ∂µ

∂L
∂(∂µq)

δq

)
dΩ

=
1

c

∫ (
∂L
∂q
− ∂µ

∂L
∂(∂µq)

)
δqdΩ

= 0 (1.28)

sehingga didapatkan persamaan Euler-Lagrange:

∂L
∂q
− ∂µ

∂L
∂(∂µq)

= 0 (1.29)

Turunan pertama terhadap Lagrangian

∂L
∂xµ

=
∂L
∂q

∂q

∂xµ
+

∂L
∂(∂νq)

∂(∂νq)

∂xµ

= ∂γ
∂L

∂(∂γq)

∂q

∂xµ
+

∂L
∂(∂νq)

∂(∂νq)

∂xµ
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∂L
∂xµ

= ∂γ
∂L

∂(∂γq)
∂µq +

∂L
∂(∂νq)

∂µ∂νq

= ∂γ

{
∂µq

∂L
∂(∂γq)

}
− ∂L
∂(∂γq)

∂γ∂µq︸ ︷︷ ︸
γ→ν

+
∂L

∂(∂νq)
∂µ∂νq

∂L
∂xµ

= ∂ν

{
∂µq

∂L
∂(∂νq)

}
∂L
∂xν

∂xν

∂xµ
= ∂ν

{
∂µq

∂L
∂(∂νq)

}
∂L
∂xν

δνµ = ∂ν

{
∂µq

∂L
∂(∂νq)

}
∂L
∂xν

δνµ = ∂ν

{
∂µq

∂L
∂(∂νq)

}
0 = ∂ν

{
∂µq

∂L
∂(∂νq)

− δνµL
}
≡ ∂νT

ν
µ (1.30)

maka

T νµ = ∂µq
∂L

∂(∂νq)
− δνµL, (1.31)

Pers.(1.31) adalah tensor energi-momentum.

Untuk Medan Elektromagnetik, rapat Lagrangian adalah

L = −1

4
FµνF

µν − AµJµ (1.32)

karena F = F (∂µAµ) −→ L = L(Aµ, ∂µAµ), maka pers.(1.29) menjadi

∂L
∂Aν

− ∂µ
∂L

∂(∂µAν)
= 0 (1.33)

Substitusi pers.(1.32) ke dalam pers.(1.33). Suku pertama pers.(1.33)
adalah

∂L
∂Aν

= −∂AµJ
µ

∂Aν
= −δνµJµ

= −Jν (1.34)

untuk suku ke-2:
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∂L
∂(∂µAν)

= −1

4

∂

∂(∂µAν)

{
FαβF

αβ
}

= −1

4
gραgσβ

∂

∂(∂µAν)
{FαβFρσ}

= −1

4
gραgσβ

{
∂ (∂αAβ − ∂βAα)

∂(∂µAν)
Fρσ + Fαβ

∂ (∂ρAσ − ∂σAρ)
∂(∂µAν)

}
= −1

4
gραgσβ

{(
δµαδ

ν
β − δ

µ
βδ

ν
α

)
Fρσ + Fαβ

(
δµρ δ

ν
σ − δµσδνρ

)}
= −1

4

{
(gρµgσν − gρνgσµ)Fρσ + Fαβ

(
gµαgνβ − gναgµβ

)}
= −1

4
{F µν − F νµ + F µν − F νµ}

= −1

4
{F µν + F µν + F µν + F µν}

= −1

4
4F µν

= −F µν (1.35)

Substitusi pers.(1.34) dan pers.(1.35) ke dalam pers.(1.33) sehingga
didapatkan

∂µF
µν = Jν (1.36)

Pers.(1.36) adalah persamaan Maxwell. Untuk keadaan tidak ada arus
Jν = 0, maka

∂µF
µν = 0 (1.37)

Parameter q untuk medan elektromagnetik adalah Aµ, Tensor energi-
momentum pers.(1.31) untuk medan elektromagnetik adalah

T νµ = ∂µAλ
∂L

∂(∂νAλ)
− δνµL

= −F νλ∂µAλ +
1

4
δνµF

λγFλγ

= −F νλ (∂µAλ − ∂λAµ)− F νλ∂λAµ +
1

4
δνµF

λγFλγ

= −F νλFµλ − F νλ∂λAµ +
1

4
δνµF

λγFλγ

= −F νλFµλ − ∂λ(F νλAµ) + Aµ∂λF
νλ︸ ︷︷ ︸

=0

+
1

4
δνµF

λγFλγ

= −F νλFµλ − ∂λ(F νλAµ) +
1

4
δνµF

λγFλγ (1.38)
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Karena ∂νT
ν
µ = 0, maka suku ke-2:

∂ν∂λ(F
νλAµ) =

1

2

∂ν∂λ(F νλAµ) + ∂ν∂λ(F
νλAµ)︸ ︷︷ ︸

ν↔λ


=

1

2

{
∂ν∂λ(F

νλAµ) + ∂λ∂ν(F
λνAµ)

}
=

1

2

{
∂ν∂λ(F

νλAµ)− ∂ν∂λ(F νλAµ)
}

= 0 (1.39)

Sehingga pers.(1.38) menjadi

T νµ = −F νλFµλ +
1

4
δνµF

λγFλγ (1.40)

Persamaan Medan Einstein
Aksi medan gravitasi pada ruang vakum

IG =
1

c

∫
Ω

LG (gµν , ∂σgµν)
√
−gdΩ (1.41)

Bentuk dari LG adalah

LG = − c4

16πG
R (1.42)

Pers.(1.42)disubstitusikan ke pers.(1.41)

IG = − c3

16πG

∫
Ω

R
√
−gdΩ (1.43)

jika dilakukan variasi terhadap IG di atas, maka

δIG = − c3

16πG

∫
Ω

δ
√
−gR dΩ (1.44)

dengan

δ
(√
−gR

)
= δ

(√
−ggµνRµν

)
=

(
δ
√
−g
)
gµνRµν +

√
−g (δgµν)Rµν

+
√
−ggµν (δRµν) (1.45)

karena

δg = ggµνδgµν = −ggµνδgµν (1.46)
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maka

δ
√
−g =

∂
√
−g
∂g

δg

= − 1

2
√
−g

δg

= − 1

2
√
−g

(−ggµνδgµν)

= −
√
−g
2

gµνδg
µν (1.47)

Subetitusi pers.(1.47) ke pers.(1.45)

δ
(√
−gR

)
= −

√
−g
2

gµνδg
µνgµνRµν +

√
−g (δgµν)Rµν

+
√
−ggµν (δRµν)

= −
√
−g
2

gµνδg
µνR +

√
−g (δgµν)Rµν

+
√
−ggµν (δRµν)

=
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν +

√
−ggµν (δRµν)

(1.48)

dengan suku ke-3 adalah

gµνδRµν = gµνδ
(
∂νΓ

ρ
µρ − ∂ρΓρµν + ΓλµρΓ

ρ
λν − ΓλµνΓ

ρ
λρ

)
= gµνδ

(
∂νΓ

ρ
µρ − ∂ρΓρµν

)
+gµνδΓλµρΓ

ρ
λν + gµνΓλµρδΓ

ρ
λν

−gµνδΓλµνΓ
ρ
λρ − g

µνΓλµνδΓ
ρ
λρ

+ gµνΓρνρδΓ
λ
µλ − gµνΓρνρδΓλµλ︸ ︷︷ ︸

suku tambahan=0

= gµνδ
(
∂νΓ

ρ
µρ − ∂ρΓρµν

)︸ ︷︷ ︸
ρ→λ

+gµν
(
ΓρνρδΓ

λ
µλ − ΓρλρδΓ

λ
µν

)︸ ︷︷ ︸
ρ→γ

+ gµνδΓλµρΓ
ρ
λν︸ ︷︷ ︸

λ→µ,µ→ρ,ρ→λ

+ gµνΓλµρδΓ
ρ
λν︸ ︷︷ ︸

ρ↔ν

−gµνΓλµνδΓ
ρ
λρ︸ ︷︷ ︸

λ→µ,µ→ρ,ρ→λ

− gµνΓρνρδΓλµλ︸ ︷︷ ︸
ν↔ρ
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gµνδRµν = gµνδ
(
∂νΓ

λ
µλ − ∂λΓλµν

)
+gµν

(
ΓγνγδΓ

λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν

)
+gρνΓµρλδΓ

λ
νµ + gµρΓνρλδΓ

λ
µν

−gρνΓµρνδΓλµλ − gµρΓνρνδΓλµλ
= gµνδ

(
∂νΓ

λ
µλ − ∂λΓλµν

)
+gµν

(
ΓγνγδΓ

λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν

)
−
(
−gρνΓµρλ − g

µρΓνρλ
)
δΓλµν

+
(
−gρνΓµρν − gµρΓνρν

)
δΓλµλ (1.49)

Karena turunan kovarian tensor metrik adalah nol

Dλg
µν = ∂λg

µν + Γµρλg
ρν + Γνρλg

µρ = 0

∂λg
µν = −Γµρλg

ρν − Γνρλg
µρ (1.50)

dan

Dνg
µν = ∂νg

µν + Γµρνg
ρν + Γνρνg

µρ = 0

∂νg
µν = −Γµρνg

ρν − Γνρνg
µρ (1.51)

pers.(1.50) dan pers.(1.51) disubstitusikan ke pers.(1.49)

gµνδRµν = gµνδ
(
∂νΓ

λ
µλ

)
− gµνδ

(
∂λΓ

λ
µν

)
−∂λgµνδΓλµν + ∂νg

µνδΓλµλ

+gµν
(
ΓγνγδΓ

λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν

)
= gµν∂ν

(
δΓλµλ

)
− gµν∂λ

(
δΓλµν

)
−∂λgµνδΓλµν + ∂νg

µνδΓλµλ

+gµν
(
ΓγνγδΓ

λ
µλ − ΓγλγδΓ

λ
µν

)
= ∂ν

(
gµνδΓλµλ

)︸ ︷︷ ︸
λ↔ν

−∂λ
(
gµνδΓλµν

)
+ Γγνγ

(
gµνδΓλµλ

)︸ ︷︷ ︸
λ↔ν

−Γγλγ
(
gµνδΓλµν

)
= ∂λ

(
gµλδΓνµν − gµνδΓλµλ

)
+Γγλγ

(
gµλδΓνµν − gµνδΓλµν

)
(1.52)

didefinisikan vektor-4

ωλ = gµλδΓνµν − gµνδΓλµν (1.53)

serta menggunakan nilai simbol Christoffel

Γγλγ = ∂λ ln
√
−g (1.54)
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pers.(1.53) dan pers.(1.54) disubstitusikan ke dalam pers.(1.52) sehingga
didapatkan

gµνδRµν = ∂λω
λ + Γγλγω

λ

= ∂λω
λ +

1√
−g

∂λ ln
√
−gωλ

=
1√
−g

∂λ
(√
−gωλ

)
(1.55)

substitusi pers.(1.55) ke dalam pers.(1.48)

δ
(√
−gR

)
=
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν +

√
−ggµνδRµν

=
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν +

√
−g 1√

−g
∂λ
(√
−gωλ

)
=
√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + ∂λ

(√
−gωλ

)
(1.56)

Pers.(1.56) disubstitusikan pers.(1.44) sehingga

δIG = − c3

16πG

∫
Ω

√−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµν + ∂λ

(√
−gωλ

)︸ ︷︷ ︸
=0(teorema Gauss)

 dΩ

= − c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµνdΩ (1.57)

Sedangkan aksi oleh massa sumber adalah

δIM =
1

c

∫
Ω

∂(
√
−gLM)dΩ (1.58)

dengan
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δ(
√
−gLM) =

∂(
√
−gLM)

∂gµν
δgµν

=

(
∂
√
−g

∂gµν
LM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
∂
√
−g
∂g

∂g

∂gµν
LM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
− 1

2
√
−g

ggµν∂gµν
∂gµν

LM +
√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
− 1

2
√
−g

(−
√
−g
√
−g)gµνLM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
1

2
(
√
−g)gµνLM +

√
−g∂LM

∂gµν

)
δgµν

=

(
1

2
gµνLM +

∂LM
∂gµν

)√
−gδgµν

(1.59)

karena

T µν = 2
∂LM
∂gµν

+ gµνLM , (1.60)

maka

δ(
√
−gLM) =

1

2

(
gµνLM + 2

∂LM
∂gµν

)√
−gδgµν

=
1

2
T µν
√
−gδgµν

=
1

2

√
−gT µνδgµν

=
1

2

√
−ggγµgλνTγλδgµν

δ(
√
−gLM) =

1

2

√
−gTγλgγµgλνδgµν

=
1

2

√
−gTγλδgγλ

=
1

2

√
−gTµνδgµν

(1.61)

pers.(1.61) disubstitusikan ke pers.(1.57) sehingga didapatkan

δIM =
1

2c

∫
Ω

√
−gTµνδgµν (1.62)
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Aksi total adalah

I = IG + IM

δI = δIG + δIM = 0

δIG = −δIM (1.63)

dari pers.(1.57) dan pers.(1.62), didapatkan

δIG = −δIM

− c3

16πG

∫
Ω

√
−g
(
Rµν −

1

2
gµνR

)
δgµνdΩ = − 1

2c

∫
Ω

√
−gTµνδgµν

Rµν −
1

2
gµνR =

8πG

c4
Tµν (1.64)

Pers.(1.64) adalah persamaan medan Einstein. Dalam ungkapan tensor
campuran, pers.(1.64) menjadi

Rµ
ν −

1

2
δµνR =

8πG

c4
T µν (1.65)

Jika dilakukan ν → µ pada semua suku pers.(1.65) di atas, maka

Rµ
µ −

1

2
δµµR =

8πG

c4
T µµ

R− 1

2

(
δ0

0 + δ1
1 + δ2

2 + δ3
3

)
R =

8πG

c4
T

R− 2R =
8πG

c4
T

R = −8πG

c4
T (1.66)

Pers.(1.66) disubstitusikan ke dalam pers.(A.98) sehingga didapatkan
ungkapan lain dari persamaan medan Einstein

Rµν =
8πG

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(1.67)
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LAMPIRAN B
Solusi Teori Gravitasi Einstein

Solusi Simetri Bola dalam Teori Gravitasi Einstein
Solusi Tak Bermuatan

Metrik dengan adanya sumber massa M pada koordinat bola:

ds2 = −U(r)dt2 + V (r)dr2 +W (r)r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.1)

Misal diambil Wr2 = r̂2 −→ r̂ =
√
Wr sehingga

dr̂

dr
=
√
W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)
(2.2)

V dr2 =
V

W

(
1 +

r

2W

dW

dr

)−2

dr̂2 ≡ V̂ dr̂2 (2.3)

sehingga V ≡ V̂ . Dengan cara yang sama maka bisa didapatkan U ≡ Û .
Dengan mengganti r menjadi r̂, maka elemen garis diatas akan menjadi

ds2 = −V̂ (r̂)dt2 + Û(r̂)dr2 + r̂2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.4)

Dengan menghilangkan tanda topi pada persamaan di atas, maka

ds2 = −V (r)dt2 + U(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.5)

serta dipilih fungsi dari U dan V adalah

U(r) = e2ν(r), dan V (r) = e2λ(r) (2.6)

maka elemen garisnya akan menjadi

ds2 = −e2νc2dt2 + e2λdr2 + (r2dθ2 + r2 sin2 θdφ2) (2.7)

Maka tensor metriknya

gµν =


−e2ν 0 0 0

0 e2λ 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 (2.8)
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karena

gµν = (gµν)
−1 (2.9)

Maka bentuk kontravarian dari tensor metrik diatas adalah

gµν =


−e−2ν 0 0 0

0 e−2λ 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 r−2 sin−2 θ

 (2.10)

Persamaan untuk mencari simbol Christoffel adalah

Γµ,υρ =
1

2

(
∂gµυ
∂xρ

+
∂gρµ
∂xυ

− ∂gυρ
∂xµ

)
(2.11)

Maka untuk tensor metrik diatas, komponen-komponennya adalah

Γ0,00 =
1

2
(∂0g00 + ∂0g00 − ∂0g00)

= 0

Γ0,01 = Γ0,10 =
1

2
(∂1g00 + ∂0g00 − ∂0g00)

=
1

2

(
∂(−e2ν)

∂r

)
= −ν ′e2ν

Γ0,02 = Γ0,20 =
1

2
(∂2g00 + ∂0g00 − ∂0g00)

= 0

Γ0,03 = Γ0,30 =
1

2
(∂3g00 + ∂0g00 − ∂0g00)

= 0

Γ0,11 =
1

2
(∂1g01 + ∂1g10 − ∂0g11)

=
1

2
(0 + 0− 0)

= 0

Γ0,12 = Γ0,21 =
1

2
(∂2g01 + ∂1g20 − ∂0g12)

=
1

2
(0 + 0− 0)

= 0

Γ0,13 = Γ0,31 =
1

2
(∂3g01 + ∂1g30 − ∂0g13)

=
1

2
(0 + 0− 0)

= 0
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Γ0,22 =
1

2
(∂2g02 + ∂2g20 − ∂0g22)

= 0

Γ0,23 = Γ0,32 =
1

2
(∂3g02 + ∂2g03 − ∂0g23)

= 0

Γ0,33 =
1

2
(∂3g03 + ∂3g30 − ∂0g33)

= 0

Γ1,00 =
1

2
(∂0g10 + ∂0g01 − ∂1g00)

=
1

2

(
0 + 0− ∂(−e2ν)

∂r

)
= ν ′e2ν

Γ1,01 = Γ1,10 =
1

2
(∂1g10 + ∂0g11 − ∂1g01)

= 0

Γ1,02 = Γ1,20 =
1

2
(∂2g10 + ∂0g21 − ∂1g02)

= 0

Γ1,03 = Γ1,30 =
1

2
(∂3g10 + ∂0g31 − ∂1g03)

= 0

Γ1,11 =
1

2
(∂1g11 + ∂1g11 − ∂1g11)

=
1

2

(
2λ′e2λ

)
= λ′e2λ

Γ1,12 = Γ1,21 =
1

2
(∂2g11 + ∂1g21 − ∂1g12)

= 0

Γ1,13 = Γ1,31 =
1

2
(∂3g11 + ∂1g31 − ∂1g13)

= 0
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Γ1,22 =
1

2
(∂2g12 + ∂2g21 − ∂1g22)

=
1

2
(0 + 0− (2r))

= −r

Γ1,23 = Γ1,32 =
1

2
(∂3g12 + ∂2g31 − ∂1g23)

= 0

Γ1,33 =
1

2
(∂3g13 + ∂3g31 − ∂1g33)

=
1

2

(
0 + 0−

(
2r sin2 θ

))
= −r sin2 θ

Γ2,00 =
1

2
(∂0g20 + ∂0g02 − ∂2g00)

=
1

2
(0 + 0− 0)

= 0

Γ2,01 = Γ2,10 =
1

2
(∂1g20 + ∂0g12 − ∂2g01)

= 0

Γ2,02 = Γ2,20 =
1

2
(∂2g20 + ∂0g22 − ∂2g02)

=
1

2
(0 + 0− 0)

= 0

Γ2,12 = Γ2,21 =
1

2
(∂2g21 + ∂1g22 − ∂2g12)

=
1

2
(0 + (2r)− 0)

= r

Γ2,13 = Γ2,31 =
1

2
(∂3g21 + ∂1g32 − ∂2g13)

= 0

Γ2,22 = Γ2,21 =
1

2
(∂2g22 + ∂2g22 − ∂2g22)

=
1

2
(0)

= 0

Γ2,23 = Γ2,32 =
1

2
(∂3g22 + ∂2g32 − ∂2g23)

= 0
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Γ2,33 =
1

2
(∂3g23 + ∂3g32 − ∂2g33)

=
1

2

(
0 + 0−

(
r2. sin θ. cos θ

))
= −r2. sin θ. cos θ

Γ3,00 =
1

2
(∂0g30 + ∂0g03 − ∂3g00)

= 0

Γ3,01 = Γ3,10 =
1

2
(∂1g30 + ∂0g13 − ∂3g01)

= 0

Γ3,02 = Γ3,20 =
1

2
(∂2g30 + ∂0g23 − ∂3g02)

= 0

Γ3,03 = Γ3,30 =
1

2
(∂3g30 + ∂0g33 − ∂3g03)

= 0

Γ3,11 =
1

2
(∂1g31 + ∂1g13 − ∂3g11)

= 0

Γ3,12 = Γ3,21 =
1

2
(∂2g31 + ∂1g23 − ∂3g12)

= 0

Γ3,13 = Γ3,31 =
1

2
(∂3g31 + ∂1g33 − ∂3g13)

=
1

2

(
0 +

(
2r sin2 θ

)
− 0
)

= r sin2 θ

Γ3,22 =
1

2
(∂2g32 + ∂2g23 − ∂3g22)

= 0

Γ3,23 = Γ3,32 =
1

2
(∂3g32 + ∂2g33 − ∂3g23)

=
1

2

(
0 +

(
r2. sin θ cos θ

)
− 0
)

= r2 sin θ cos θ

Γ3,33 =
1

2
(∂3g33 + ∂3g33 − ∂3g33)

= 0

Nilai simbol Christoffel Jenis ke-2 dapat dicari dengan menggunakan
persamaan berikut:

Γµυρ = gµτΓτ,υρ (2.12)
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Nilai-nilai tersebut adalah

Γ0
00 = g00Γ0,00

= 0

Γ0
01 = Γ0

10 = g0τΓτ,01

= g00Γ0,01 = −e(−2ν).
(
−ν ′e(2ν)

)
= ν ′

= g01Γ1,01 = 0

= g02Γ2,01 = 0

= g03Γ3,01 = 0

Γ0
02 = Γ0

20 = g0τΓτ,20

= g00Γ0,20

= 0

Γ0
03 = Γ0

30 = g0τΓτ,30

= g00Γ0,30

= 0

Γ0
11 = g0τΓτ,11

= g00Γ0,11

= 0

Γ0
12 = Γ0

21 = g0τΓτ,12

= g00Γ0,12

= 0

Γ0
13 = Γ0

31 = g0τΓτ,13

= g00Γ0,13

= 0

Γ0
22 = g0τΓτ,22

= g00Γ0,22

= 0

Γ0
23 = Γ0

32 = g0τΓτ,23

= g00Γ0,23

= 0

Γ0
33 = g0τΓτ,33

= g00Γ0,33

= 0
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Γ1
00 = g1τΓτ,00

= g11Γ1,00

= e(−2λ).
(
ν ′e(2ν)

)
= ν ′e(2ν−2λ)

Γ1
01 = Γ1

10 = g1τΓτ,01

= g11Γ1,01

= 0

Γ1
02 = Γ1

20 = g1τΓτ,02

= g11Γ1,02

= 0

Γ1
03 = Γ1

30 = g1τΓτ,03

= g11Γ1,03

= 0

Γ1
11 = g1τΓτ,11

= g11Γ1,11

= e(−2λ).
(
λ′e(2λ)

)
= λ′

Γ1
12 = Γ1

21 = g1τΓτ,12

= g11Γ1,12

= 0

Γ1
13 = Γ1

31 = g1τΓτ,13

= g11Γ1,13

= 0

Γ1
22 = g1τΓτ,22

= g11Γ1,22

= e(−2λ). (−r)
= −re(−2λ)

Γ1
23 = Γ1

32 = g1τΓτ,23

= g11Γ1,23

= 0
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Γ1
33 = g1τΓτ,33

= g11Γ1,33

= e(−2λ).
(
−r sin2 θ

)
= −r sin2 θe(−2λ)

Γ2
00 = g1τΓτ,00

= g22Γ2,00

= 0

Γ2
01 = Γ2

10 = g2τΓτ,01

= g22Γ2,01

= 0

Γ2
02 = Γ2

20 = g2τΓτ,02

= g22Γ2,02

= 0

Γ2
03 = Γ2

30 = g2τΓτ,03

= g22Γ2,03

= 0

Γ2
11 = g22Γ2,11

= 0

Γ2
12 = Γ2

21 = g2τΓτ,12

= g22Γ2,12

= (r)−2 . (r)

=
1

r
Γ2

13 = Γ2
31 = g22Γ2,13

= 0

Γ2
22 = Γ2

22 = g22Γ2,22

= 0

Γ2
23 = Γ2

32 = g22Γ2,23

= 0

Γ2
33 = Γ2

33 = g22Γ2,33

= (r)−2 .
(
−r2 sin θ cos θ

)
= − sin θ cos θ

Γ3
00 = g33Γ3,00

= 0
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Γ3
01 = Γ3

10 = g33Γ3,01

= 0

Γ3
02 = Γ3

20 = g33Γ3,02

= 0

Γ3
03 = Γ3

10 = g33Γ3,03

= 0

Γ3
11 = g33Γ3,11

= 0

Γ3
12 = Γ3

21 = g33Γ3,12

= 0

Γ3
13 = Γ3

31 = g33Γ3,13

= r−2 sin−2 θ.
(
r sin2 θ

)
=

1

r
Γ3

23 = Γ3
32 = g33Γ3,23

= r−2 sin−2 θ.
(
r2 sin θ. cos θ

)
=

sin θ

cos θ
= cot θ

Γ3
33 = g33Γ3,33

= 0

Dari 64 komponen komponen simbol Christoffel di atas, komponen-
komponen yang tidak bernilai 0 adalah:

Γ0
01 = Γ0

10 = ν ′

Γ1
00 = ν ′e(2ν−2λ)

Γ1
11 = λ′

Γ1
22 = −re−2λ

Γ1
33 = −r sin2 θ e−2λ

Γ2
12 = Γ2

21 =
1

r
Γ2

33 = − sin θ cos θ

Γ3
13 = Γ3

31 =
1

r
Γ3

23 = Γ3
32 = cot θ

(2.13)

Tensor Ricci dapat dicari dengan menggunakan pers.(1.26)

Rτυ = ∂υΓγτγ − ∂γΓγτυ + ΓρτγΓ
γ
ρυ − ΓρτυΓ

γ
ργ (2.14)
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Tensor Ricci bersifat simetri (Rµν = Rνµ), maka hanya memiliki 10
komponen bebas. Untuk komponen Ri0, (i = 1, 2, 3):

Ri0 = ∂0Γσiσ − ∂σΓσi0 + ΓρiσΓσρ0 − Γρi0Γσρσ (2.15)

dengan kondisi statik mensyaratkan bahwa ∂0gµν ≡ 0 sehingga ∂0Γσiσ ≡ 0.
Tensor Ricci menjadi

Ri0 = −∂jΓji0 + ΓρijΓ
j
ρ0 − Γρi0Γjρj (2.16)

Dengan menggunakan nilai Γij0 = 0, Γρ0ρ = 0 dan Γ0
ij = 0, maka didapatkan

Ri0 = R0i = 0 (2.17)

sehingga komponen tensor Ricci yang tersisa adalah komponen dalam arah
diagonal (Rττ ). Nilai dari Rττ ini adalah

Rττ = ∂τΓ
γ
τγ − ∂γΓγττ + ΓρτγΓ

γ
ρτ − ΓρττΓ

γ
ργ (2.18)

untuk τ = 0

R00 = ∂0Γγ0γ − ∂γΓγ00 + Γρ0γΓ
γ
ρ0 − Γρ00Γγργ

= 0− ∂1Γ1
00 +

(
Γ0

0γΓ
γ
00 + Γ1

0γΓ
γ
01

)
− Γ1

00Γγ1γ

= −∂1Γ1
00 +

(
Γ0

0γΓ
γ
00 + Γ1

0γΓ
γ
01

)
− Γ1

00

(
ν ′ + λ′ +

2

r

)
= −∂r

(
ν ′e(2ν−2λ) + 2ν ′2e(2ν−2λ)

)
− ν ′e(2ν−2λ)

(
ν ′ + λ′ +

1

r

)
= −ν ′′e(2ν−2λ) − ν ′ (2ν ′ − 2λ′) e(2ν−2λ) + 2ν ′e(2ν−2λ)

−
(
ν ′ + λ′ +

2

r

)
ν ′e(2ν−2λ)

=

{
−ν ′′ − ν ′.2ν ′ + ν ′.2λ′ + 2ν ′2 − ν ′2 + ν ′λ′ +

2ν ′

r

}
e(2ν−2λ)

=

{
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2ν ′

r

}
e(2ν−2λ) (2.19)
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untuk τ = 1

R11 = ∂1Γγ1γ − ∂γΓ
γ
11 + Γρ1γΓ

γ
ρ1 − Γρ11Γγργ

= ∂1

(
Γ0

10 + Γ1
11 + Γ2

21 + Γ3
13

)
−
(
∂0Γ0

11∂1Γ1
11 + ∂2Γ2

11 + ∂3Γ3
11

)
+
{

Γ0
1γΓ

γ
01 + Γ1

1γΓ
γ
11 + Γ2

1γ + Γγ21 + Γ3
1γΓ

γ
31

}
−Γ1

11

(
Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13

)
− Γ2

11

(
Γ1

21 + Γ2
22 + Γ3

23

)
−Γ3

11

(
Γ1

31 + Γ2
32 + Γ3

33

)
− Γ0

11

(
Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03

)
= ∂1

(
Γ0

10 + Γ1
11 + Γ2

21 + Γ3
13

)
−
(
∂0Γ0

11∂1Γ1
11 + ∂2Γ2

11 + ∂3Γ3
11

)
+
(
Γ0

11Γ1
01 + Γ0

12Γ2
01 + Γ0

13Γ3
01 + Γ0

10Γ0
01

)
+
(
Γ1

10Γ0
11 + Γ1

11Γ1
11 + Γ1

12Γ2
11 + Γ1

13Γ3
11

)
+
(
Γ2

10Γ0
21 + Γ2

11Γ1
21 + Γ2

12Γ2
21 + Γ3

13Γ3
21

)
+
(
Γ3

10Γ0
31 + Γ3

11Γ1
31 + Γ3

12Γ2
31 + Γ3

13Γ3
31

)
−Γ1

11

(
Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13 + Γ0
10

)
− Γ2

11

(
Γ1

21 + Γ2
22 + Γ3

23

)
−Γ3

11

(
Γ1

31 + Γ2
32 + Γ3

33

)
− Γ0

11

(
Γ1

01 + Γ2
02 + Γ3

03

)
R11 = ∂1

(
Γ0

10 + Γ1
11 + Γ2

21 + Γ3
13

)
− ∂1Γ1

11

+
(
Γ0

10Γ0
10 + Γ1

11Γ1
11 + Γ2

12Γ2
12 + Γ3

13

)
− Γ1

11

(
Γ1

11 + Γ2
12 + Γ3

13 + Γ0
0

)
=

(
ν ′′ + λ′′ +

(
− 1

r2

)
+

(
− 1

r2

))
− λ′′

+

[
(ν ′)

2
+ (λ′)

2
+

(
1

r

)2

+

(
1

r

)2
]
− λ′

(
ν ′ + λ′ +

1

r
+

1

r

)
= ν ′′ + λ′′ − 2

r2
− λ′′ + (ν ′)

2
+ (λ′)

2
+

2

r2
− λ′

(
ν ′ + λ′ +

2

r

)
R11 = ν ′′ + (ν ′)

2 − λ′ν ′ − 2λ′

r
(2.20)
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untuk τ = 2

R22 = ∂2Γγ2γ − ∂γΓ
γ
22 + Γρ2γΓ

γ
ρ2 − Γρ22Γγργ

= ∂2

(
Γ0

20 + Γ1
21 + Γ2

22 + Γ3
23

)
−
(
∂1Γ1

22 + ∂2Γ2
22 + ∂3Γ3

22 + ∂0Γ0
22

)
+
{

Γ0
2γΓ

γ
02 + Γ1

2γΓ
γ
12 + Γ2

2γΓ
γ
22 + Γ3

2γΓ
γ
32

}
−
{

Γ0
22Γγ0γ + Γ1

22Γγ1γ + Γ2
22Γγ2γ + Γ3

22Γγ3γ
}

= ∂2

(
Γ0

20 + Γ1
21 + Γ2

22 + Γ3
23

)
−
(
∂1Γ1

22 + ∂2Γ2
22 + ∂3Γ3

22 + ∂0Γ0
22

)
+
(
Γ0

20Γ0
02 + Γ0

21Γ1
02 + Γ0

22Γ2
02 + Γ0

23Γ3
02

)
+
(
Γ1

20Γ0γ
12 + Γ1

21Γ1
12 + Γ1

22Γ2
12 + Γ1

23Γ3
12

)
+
(
Γ2

20Γ0
22 + Γ2

21Γ1
22 + Γ2

22Γ2
22 + Γ2

23Γ3
22

)
+
(
Γ3

20Γ0
23 + Γ3

21Γ1
23 + Γ3

22Γ2
23 + Γ3

23Γ3
23

)
−
[
Γ1

22

(
Γ0

10 + Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13

)]
R22 = − csc2 θ + e(−2λ) − 2rλ′e(−2λ) − 2e(−2λ)

+re(−2λ)

(
ν ′ + λ′ +

2

r

)
+ cot2 θ

= (1− 2rλ′ − 2 + rν ′ + rλ′ + 2) e(−2λ) − csc2 θ + cot2 θ

= (1 + rν ′ − rλ′) e(−2λ) − 1 (2.21)
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untuk τ = 3

R33 = ∂3Γγ3γ − ∂γΓ
γ
33 + Γρ3γΓ

γ
ρ3 − Γρ33Γγργ

= ∂3

(
Γ0

30 + Γ1
31 + Γ2

32 + Γ3
33

)
−
(
∂0Γ0

33 + ∂1Γ1
33 + ∂2Γ2

33 + ∂3Γ3
33

)
+
{

Γ0
3γΓ

γ
03 + Γ1

3γΓ
γ
13 + Γ2

3γΓ
γ
23 + Γ3

3γΓ
γ
33

}
−
{

Γ0
33Γγ0γ + Γ1

33Γγ1γ + Γ2
33Γγ2γ + Γ3

33Γγ3γ
}

= −∂1Γ1
33 − ∂2Γ2

33 +
(
Γ0

30Γ0
03 + Γ0

31Γ1
03 + Γ0

32Γ2
03 + Γ0

33Γ3
03

)
+
(
Γ1

30Γ0
13 + Γ1

31Γ1
13 + Γ1

32Γ2
13 + Γ1

33Γ3
13

)
+
(
Γ2

30Γ0
23 + Γ2

31Γ1
23 + Γ2

32Γ2
23 + Γ2

33Γ3
23

)
+
(
Γ3

30Γ0
33 + Γ3

31Γ1
33 + Γ3

32Γ2
33 + Γ3

33Γ3
33

)
−Γ1

33

(
Γ0

10 + Γ1
11 + Γ2

12 + Γ3
13

)
−Γ2

33

(
Γ0

20 + Γ1
21 + Γ2

22 + Γ3
23

)
= sin2 θe(−2λ) − 2rλ′ sin2 θe(−2λ) −

(
− cos2 θ + sin2 θ

)
+2

(
−r sin2 θe(−2λ) 1

r

)
+ 2

(
− sin θ cos θ.

cos θ

sin θ

)
−
(
−r sin2 θe(−2λ)

(
ν ′ + λ′ +

2

r

))
−
{
− sin θ cos θ.

cos θ

sin θ

}
= sin2 θ (1− 2rλ′ − 2 + rν ′ + rλ′ + 2) e(−2λ)

+
(
cos2 θ − sin2 θ − 2 cos2 θ + cos2 θ

)
R33 = sin2 θ

[
(1 + rν ′ − rλ′) e(−2λ) − 1

]
= sin2 θR22 (2.22)

Untuk kondisi dimana tidak ada materi dan energi (vakum), (Rµν = 0),
maka pers.(2.19), pers.(2.20), pers.(2.21) menjadi

−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2

r
ν ′ = 0 (2.23)

ν ′′ − ν ′λ′ + ν ′2 − 2

r
λ′ = 0 (2.24)

(1 + rν ′ − rλ′) e(−2λ) = 1 (2.25)

dengan menjumlahkan pers.(??) dan pers.(??)

−2

r
(ν ′ + λ′) = 0

atau

(ν ′ + λ′) = 0

ν + λ = konstan (2.26)
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Pada r → ∞, metrik harus kembali pada bentuk Minkowski ηµν sehingga
ν dan λ→ 0.
maka

ν + λ = 0→ ν = −λ (2.27)

dengan memasukkan pers.(??) ke pers.(??)

(1 + 2rν ′) e(2ν) =
d

dr

[
re(2ν)

]
= 1 (2.28)

dengan mengintegralkan pers.(??), maka∫
d
[
re(2ν)

]
=

∫
dr re(2ν) = r + C (2.29)

dengan C merupakan konstanta integrasi. Konstanta ini dihitung dengan
pendekatan untuk medan lemah. Lagrangian non-relativistik berbentuk:

L = −mc2 −mφ+
1

2
mv2

= −mc
(
c+

φ

c
− 1

2

v2

c

)
= −mc

(
c+

φ

c
− 1

2
gij
v

c

i

vj
)

(2.30)

Pada koordinat kartesian, gij = −δij sehingga pers.(2.30) menjadi:

L = −mc
(
c+

φ

c
+

1

2
gij
v

c

i

vj
)

(2.31)

Integral aksi adalah

I =

∫
Ldt

= −mc
∫ (

c+
φ

c
+

1

2
gij
v

c

i

vj
)
dt

= −mc
∫ ( (

c+
φ

c

)
+

1

2
gij
v

c

idxj

dt

)
dt

= −mc
∫ ( (

1 +
φ

c2

)
cdt+

1

2
gij
v

c

i

dxj
)

= −mc
∫
ds (2.32)

maka

ds =

(
1 +

φ

c2

)
cdt+

1

2
gij
v

c

i

dxj

(2.33)
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sehingga

ds2 =

(
1 +

φ

c2

)2

c2dt2 +

(
1 +

φ

c2

)
gij
v

c

i

dxjcdt+
1

4

(
gij
v

c

i

dxj
)2

︸ ︷︷ ︸
≈0

≈
(

1 +
φ

c2

)2

c2dt2 +

(
1 +

φ

c2

)
gijdx

idxj

(2.34)

dengan: (
1 +

φ

c2

)2

= 1 +
2φ

c2
+
φ2

c4
≈ 1 +

2φ

c2
(2.35)

serta (
1 +

φ

c2

)
gijdx

idxj ≈ gijdx
idxj (2.36)

sehingga

ds2 ≈
(

1 +
2φ

c2

)
︸ ︷︷ ︸

g00

c2dt2 + gijdx
idxj

(2.37)

dibandingkan solusi Schawrszchild

g00 = 1 +
C

r
(2.38)

maka:

1 +
C

r
= 1 +

2φ

c2

C = φ
2r

c2

C = −GM
r

2r

c2

C = −2GM

c2

C ≡ −2m (2.39)

dengan m ≡ GM
c2

. Maka elemen garisnya akan menjadi:

ds2 = −
(

1− 2m

r

)
c2 (dt)2 +

(
1− 2m

r

)−1

(dr)2 + r2dΩ2

(2.40)

Persamaan tersebut merupakan metrik Schwarzschild.
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Solusi Bermuatan
Sama seperti pada kasus Schwarzschild, untuk benda bermassa M dan

bermuatan Q. Persamaan medan Einstein (1.67)

Rµν =
8πG

c4

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(2.41)

Dengan masing-masing komponen Tensor Ricci sama seperti solusi
Schwarzschild

R00 =

(
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2ν ′

r

)
e(2ν − 2λ) (2.42)

R11 = ν ′′ + (ν ′)2 − ν ′λ′ − ν ′λ′ − 2λ′

r
(2.43)

R22 = (1 + rν ′ − rλ′) e2λ − 1 (2.44)

Tetapi komponen tensor enegi-momentumnya tidak nol

Tµν = −FµρF ρ
ν +

1

4
gµνFρλF

ρλ (2.45)

Tensor kuat medan Fµν bersifat anti-simetri dengan

∂[ρFµν] = 0 (2.46)

Sehingga

1

3!
(∂ρFµν − ∂ρFνµ + ∂νFρµ − ∂νFµρ + ∂µFνρ − ∂µFρν) = 0

(∂ρFµν + ∂ρFµν + ∂νFρµ + ∂νFρµ + ∂µFνρ + ∂µFνρ) = 0

(2∂ρFµν + 2∂νFρµ + 2∂µFνρ) = 0

(2.47)

maka

∂ρFµν + ∂νFρµ + ∂µFνρ = 0 (2.48)

untuk ρ = 0, maka pers.(2.48) menjadi

∂0Fµν + ∂νF0µ + ∂µFν0︸ ︷︷ ︸
µ↔ν

= 0

∂0Fµν + ∂νF0µ + ∂νFµ0 = 0

∂0Fµν + ∂νF0µ − ∂νF0µ = 0

∂0Fµν = 0 (2.49)
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Karena medan listrik di luar benda bermuatan total q hanya dalam arah
radial

E = E(r) ≡ f(r) (2.50)

maka hanya komponen F01 dan F10 yang tidak bernilai nol yaitu

F01 = f(r) = −F10 (2.51)

Sehingga tensor kuat medan Fµν adalah

Fµν =

 0 f 0 0
−f 0 0 0
0 0 0 0

 (2.52)

Untuk bentuk tensor campuran adalah

F ρ
ν = gρµFµν

=


−e−2ν 0 0 0

0 e−2λ 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 (r2sin2θ)−1



×


0 f 0 0
−f 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (2.53)

F ρ
ν =


0 −fe−2ν 0 0

−fe−2λ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (2.54)

dan bentuk tensor kontravariannya adalah

F ρλ = gλνF ρ
ν

=


−e−2ν 0 0 0

0 −e2λ 0 0
0 0 r−2 0
0 0 0 (r2sin2θ)−1



×


0 −fe−2ν 0 0

−fe−2λ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



=


0 fe−4ν 0 0

−fe−4λ 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 (2.55)
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Dari pers.(2.48), maka nilai komponen diagonal dari tensor energi-
momentum Tµν adalah

T00 = −F0ρF
ρ
0 +

1

4
g00FρλF

ρλ

= −F00F
0
0 − F01F

1
0 +

1

4
g00(F0σF

0σ + F1σF
1σ)

= 0− F01F
1
0 +

1

4
g00(F01F

01 + F01F
11)

= 0− F01F
1
0 +

1

4
g002F01F

01

= 0− F01F
1
0 +

1

2
(−e2ν)F01F

01

= 0− f(−fe−4λ)− 1

2
(e2ν)(fe−4ν .fe−2λ)

= 0− f(−fe−4λ)− 1

2
f 2(e−2ν−2λ)

= f 2e−4λ − 1

2
f 2(e−2ν−2λ) (2.56)

T11 = −F1ρF
ρ
1 +

1

4
g11FρσF

ρσ

= −F10F
0
1 − F1kF

k
1 +

1

4
g11(F0σF

0σ + F1σF
1σ)

= −F10F
0
1 +

1

4
g11(F01F

01 + F10F
10)

= −F10F
0
1 +

1

2
g11F01F

01

= −(−f)(−fe−2ν) +
1

2
e2λf.fe−4ν

= −f 2e−2ν +
1

2
f 2e2λ−4ν

= −f 2e−2ν(1 +
1

2
e2λ−2ν)

T22 = −F2ρF
ρ
2 +

1

4
g22FρσF

ρσ

=
1

4
g22FρσF

ρσ

=
1

4
g22(F0σF

0σ + FkσF
kσ)
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T22 =
1

4
g22(F01F

01 + F10F
10)

=
1

4
g22(f 2e−4ν + f 2e−4λ)

=
1

2
r2f 2e−4(ν+λ)

=
1

2
r2f 2e−4(ν−ν)

=
1

2
r2f 2 (2.57)

T33 = −F3ρF
ρ
3 +

1

4
g33FρσF

ρσ

=
1

4
g33FρσF

ρσ

=
1

4
g33(F0σF

0σ + FkσF
kσ)

=
1

4
g33(F01F

01 + F10F
10)

=
1

2
g33F01F

01

=
1

2
r2 sin2 θ.f.fe−4ν

=
1

2
r2f 2e−4ν . sin2 θ

= T22 sin2 θ

(2.58)

dari persamaan medan Einstein

Rµν = 8πG

(
Tµν −

1

2
gµνT

)
(2.59)

dengan

T = gµνTµν

= gµν(−FµρF ρ
ν +

1

4
gµνFρσF

ρσ)

= −FµρgµνF ρ
ν +

1

4
δνν︸︷︷︸
=4

FρσF
ρσ

= −FµρF µρ︸ ︷︷ ︸
µ→ρ,ρ→σ

+FρσF
ρσ

= −FρσF ρσ + FρσF
ρσ

= 0 (2.60)

sehingga

Rµν = 8πGTµν (2.61)
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dengan komponen diagonal masing-masing adalah untuk komponen-00 dan
komponen-11

R00 = 8πGT00(
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2ν ′

r

)
= 8πGf 2

(
e−2λ − 1

2
e−2ν

)
(2.62)

dan

R11 = 8πGT11(
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2λ′

r

)
= 8πG

(
−f 2e−2ν

(
1− 1

2
e−2ν+2λ

))
(2.63)

pers.(2.62) dikalikan e2λ menjadi(
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2ν ′

r

)
e2λ = 8πGf 2

(
1− 1

2
e−2ν+2λ

)
(2.64)

pers.(2.63) dikalikan e2ν menjadi(
−ν ′′ + ν ′λ′ − ν ′2 − 2λ′

r

)
e2ν = −8πG− f 2

(
1− 1

2
e−2ν+2λ

)
(2.65)

pers.(2.64) dijumlahkan dengan pers.(2.65), sehingga

−2ν ′

r
− 2λ′

r
= 0

−ν ′ − λ′ = 0

−ν − λ = konstan (2.66)

Pada r → ∞, metrik kembali ke bentuk Minkowski sehingga e2ν → 1 dan
e2λ → 1, maka ν = 0 dan λ = 0, sehingga

ν + λ = 0

ν = −λ (2.67)

Bentuk eksplisit dari f pada pers.(2.52) dapat dicari dengan menggunakan
pers.(2.50) yaitu di sekitar muatan q, besar medan listriknya adalah

f(r) = E =
1

4πε0

q

r2
(2.68)
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Solusi Simetri Aksial
Untuk mempersingkat penulisan, diambil konstanta c=1.

Dari metrik Reissner-Nordstrom:

ds2 = −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2 (2.69)

untuk menghilangkan singularitas di r = 2m, maka diperkenalkan koordinat
waktu yang baru yaitu cu = ct− r∗ sehingga

t = u+ r∗

dt2 = du2 + 2du dr∗ + dr∗2 (2.70)

r∗ adalah tortoise koordinat yang memenuhi hubungan

dr =

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
dr∗ (2.71)

kemudian pers. dan pers. dimasukkan ke dalam pers.1 sehingga

ds2 = −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
dt2

+

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)−1(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)2

dr∗2 + r2dΩ2

= −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
dt2

+

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
dr∗2 + r2dΩ2

= −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)(
dt2 − dr∗2

)
+ r2dΩ2

= −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)(
du2 + 2du dr∗ + dr∗2 − dr∗2

)
+ r2dΩ2

= −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)(
du2 + 2du dr∗

)
+ r2dΩ2

= −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
2du2

−
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
2du

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)−1

dr + r2dΩ2

= −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
du2 − 2du dr + r2dΩ2 (2.72)

sehingga tensor metrik dari metrik di atas adalah:

gµν =


−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
−1 0 0

−1 0 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

 (2.73)
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bentuk kontravarian dari tensor metrik di atas dapat dicari dengan cara:

gµνg
µν = 1

g−1
µν gµνg

µν = g−1
µν

gµν = g−1
µν

gµν =
1

|gµν |
Adj{gµν} (2.74)

dengan |gµν | adalah:

|gµν | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
−1 0 0

−1 0 0 0
0 0 r2 0
0 0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

) ∣∣∣∣∣∣
0 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣
−(−1)

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣
= 0 + 1

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣
= −1

∣∣∣∣ r2 0
0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣
= −r4 sin2 θ (2.75)

Serta Adj{gµν} adalah sebagai berikut:
Untuk komponen-00, maka:∣∣∣∣∣∣

0 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣ = 0

Untuk komponen-01 = 10:

−

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣ = −1(−1)

∣∣∣∣ r2 0
0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣
= r4 sin2 θ

Untuk komponen-02 = 20:∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 0 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣ = 0
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Untuk komponen-03 = 30:

−

∣∣∣∣∣∣
−1 0 0
0 0 r2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣ = 0

Untuk komponen-11:∣∣∣∣∣∣∣
−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
0 0

0 r2 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ = −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
r4 sin2 θ

Untuk komponen-12 = 21:

−

∣∣∣∣∣∣∣
−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
−1 0

0 0 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Untuk komponen-13 = 31:∣∣∣∣∣∣∣
−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
−1 0

0 0 r2

0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Untuk komponen-22:∣∣∣∣∣∣∣
−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
−1 0

−1 0 0
0 0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ = −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

) ∣∣∣∣ 0 0
0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣
−(−1)

∣∣∣∣ −c 0
0 r2 sin2 θ

∣∣∣∣
= −r2 sin2 θ (2.76)

Untuk komponen-23 = 32:

−

∣∣∣∣∣∣∣
−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
−1 0

−1 0 0
0 0 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

Untuk komponen-33:∣∣∣∣∣∣∣
−
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
−1 0

−1 0 0
0 0 r2

∣∣∣∣∣∣∣
= −

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

) ∣∣∣∣ 0 0
0 r2

∣∣∣∣
−(−1)

∣∣∣∣ −1 0
0 rθ

∣∣∣∣
= −r2
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Sehingga tensor metrik kontravarian gµν menjadi:

gµν =
1

|gµν |
Adj{gµν}

=
1

−r4 sin2 θ
0 r4 sin2 θ 0 0

r4 sin2 θ
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
r4 sin2 θ 0 0

0 0 −r2 sin2 θ 0
0 0 0 −r2



=


0 −1 0 0

−1
(

1− 2m
r

+ Q2

r2

)
0 0

0 0 1
r2

0
0 0 0 1

r2 sin2 θ

 (2.77)

karena elemen garis dalam pernyataan tensor metrik adalah

ds2 = gµνdx
µdxν

= −lµnν − lνnµ +mµm̄ν +mνm̄µ

kemudian dilakukan ν ↔ µ pada suku ke-2 dan ke-4 sehingga:

ds2 = −2lµnν + 2mµm̄ν (2.78)

Kemudian dipilih suku-suku vektor-4 null dari metrik Reissner Nordstrom
diatas. Pemilihan ini bebas asalkan memenuhi sifat-sifat vektor-4 null yang
telah didefinisikan. Dari metrik Reissner-Nordstrom:

ds2 = −
(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
du2 − 2du dr + r2dΩ2

= −
[(

1− 2m

r
+
Q2

r2

)
du+ 2dr

]
du

+r (dθ + i sin θ dφ) r (dθ − i sin θ dφ) (2.79)

sehingga pemilihan komponen vektor-4 null adalah:

lµdx
µ = du (2.80)

sehingga lµ = (1, 0, 0, 0).
Kemudian untuk komponen nµ:

−2nµdx
µ = −

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
du+ 2dr

nµdx
µ =

1

2

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
du+ dr (2.81)
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sehingga nµ =
(

1
2

(
1− 2m

r
+ Q2

r2

)
, 1, 0, 0

)
.

Untuk komponen mµ:

√
2mµdx

µ = r (dθ + i sin θ dφ)

=
r√
2

(dθ + i sin θ dφ) (2.82)

Sehingga mµ = (0, 0, 1, i sin θ).
m̄µ adalah kompleks konjugat dari mµ sehingga m̄µ = (0, 0, 1,−i sin θ).

Maka kompenen-komponen vektor-4 null yang telah dipilih adalah:

lµ = (1, 0, 0, 0)

nµ =

(
1

2

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
, 1, 0, 0

)
mµ = (0, 0, 1, i sin θ)

m̄µ = (0, 0, 1,−i sin θ) (2.83)

bentuk kontravarian dari masing-masing komponen vektor-4 null di atas dapat
dicari menggunakan tensor metrik kontravarian:

Zµ = gµνZν (2.84)

sehingga

lµ = gµνlν (2.85)

nilai untuk masing-masing µ = (0, 1, 2, 3) adalah:
untuk µ = 0

l0 = g0νlν

= g00l0 + g01l1 + g02l2 + g03l3

= 0

untuk µ = 1

l1 = g1νlν

= g10l0 + g11l1 + g12l2 + g13l3

= −1 + 0 + 0 + 0

= 1

untuk µ = 2

l2 = g2νlν

= g20l0 + g21l1 + g22l2 + g23l3

= 0
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untuk µ = 3

l3 = g3νlν

= g30l0 + g31l1 + g32l2 + g33l3

= 0

sehingga didapatkan:

lµ = (0,−1, 0, 0) (2.86)

Kemudian untuk nµ dengan masing-masing µ = (0, 1, 2, 3) adalah:

nµ = gµνnν (2.87)

untuk µ = 0

n0 = g0νnν

= g00n0 + g01n1 + g02n2 + g03n3

= 0 + (−1).1 + 0 + 0

= −1

(2.88)

untuk µ = 1

n1 = g1νnν

= g10n0 + g11n1 + g12n2 + g13n3

= (−1)
1

2

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
+

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
.1 + 0 + 0

=
1

2

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
(2.89)

untuk µ = 2

n2 = g2νnν

= g20n0 + g21n1 + g22n2 + g23n3

= 0

(2.90)

untuk µ = 3

n3 = g3νnν

= g30n0 + g31n1 + g32n2 + g33n3

= 0

(2.91)

82



untuk µ = 4

n4 = g4νnν

= g40n0 + g41n1 + g42n2 + g43n3

= 0

(2.92)

sehingga didapatkan:

nµ =

(
−1,

1

2

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
, 0, 0

)
(2.93)

Kemudian untuk mµ dengan masing-masing µ = (0, 1, 2, 3) adalah:

mµ = gµνmν (2.94)

untuk µ = 0

m0 = g0νmν

= g00m0 + g01m1 + g02m2 + g03m3

= 0

untuk µ = 1

m1 = g1νmν

= g10m0 + g11m1 + g12m2 + g13m3

= 0

untuk µ = 2

m2 = g2νmν

= g20m0 + g21m1 + g22m2 + g23m3

= 0 + 0 +
1

r2

r√
2

+ 0

=
1

r
√

2

untuk µ = 3

m3 = g3νmν

= g30m0 + g31m1 + g32m2 + g33m3

= 0 + 0 + 0 +
1

r2 sin2 θ

ir sin θ√
2

=
i

r
√

2 sin θ
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sehingga didapatkan:

mµ =
1

r
√

2
(0, 0, 1,

i

sin θ
) (2.95)

m̄ adalah kompleks ku=onjugat dari m sehingga:

m̄µ =
1

r
√

2
(0, 0, 1,− i

sin θ
) (2.96)

Maka bentuk kontravarian dari komponen vektor-4 null adalah

lµ = (0,−1, 0, 0)

nµ = (−1,
1

2

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
, 0, 0)

mµ =
1

r
√

2
(0, 0, 1,

i

sin θ
)

m̄µ =
1

r
√

2
(0, 0, 1,

i

sin θ
) (2.97)

atau

lµ∂µ = −∂r

nµ∂µ = −∂u +
1

2

(
1− 2m

r
+
Q2

r2

)
∂r

mµ∂µ =
1

r
√

2

(
∂θ +

i

sin θ
∂φ

)
mµ∂µ =

1

r
√

2

(
∂θ −

i

sin θ
∂φ

)
(2.98)

Kemudian nilai r dijadikan dalam bentuk kompleks sehingga:

lµ = (0,−1, 0, 0)

nµ = (−1,
1

2

(
1− m

r
− m

r̄
+
Q2

rr̄

)
, 0, 0)

mµ =
1

r̄
√

2
(0, 0, 1,

i

sin θ
)

m̄µ =
1

r
√

2
(0, 0, 1,

i

sin θ
) (2.99)

atau
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lµ∂µ = −∂r

nµ∂µ = −∂u +
1

2

(
1− m

r
− m

r̄
+
Q2

rr̄

)
∂r

mµ∂µ =
1

r̄
√

2

(
∂θ +

i

sin θ
∂φ

)
m̄µ∂µ =

1

r
√

2

(
∂θ −

i

sin θ
∂φ

)
(2.100)

setelah itu dilakukan transformasi

xρ → x′ρ = xρ + ia cos θ(δρ0 − δ
ρ
1) (2.101)

dengan a adalah suatu konstanta yang akan ditentukan kemudian sehingga:

u→ u′ = u+ ia cos θ

r → r′ = r − ia cos θ

θ → θ′ = θ

φ→ φ′ = φ (2.102)

atau

u = u′ − ia cos θ = u′ − ia cos θ′

r = r′ + ia cos θ = r′ + ia cos θ′

(2.103)

dengan v′, r′, θ′, φ′ adalah kuantitas riil. Vektor-vektor basis bertransformasi
dengan menggunakan aturan rantai:

∂

∂xµ
→ ∂

∂x′µ
=

∂xν

∂x′µ
∂

∂xν

atau dapat dituliskan :

∂µ → ∂µ′ =
∂xν

∂x′µ
∂ν (2.104)

sehingga untuk masing-masing µ = (0, 1, 2, 3) didapatkan:

∂0 → ∂0′ =
∂xν

∂x′0
∂ν

∂u′ =
∂xν

∂u′
∂ν

=
∂u

∂u′
∂u +

∂r

∂u′
∂r +

∂θ

∂u′
∂θ +

∂φ

∂u′
∂φ

= ∂u (2.105)
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∂1 → ∂1′ =
∂xν

∂x′1
∂ν

∂r′ =
∂xν

∂r′
∂ν

=
∂u

∂r′
∂u +

∂r

∂r′
∂r +

∂θ

∂r′
∂θ +

∂φ

∂r′
∂φ

= ∂r (2.106)

∂2 → ∂2′ =
∂xν

∂x′2
∂ν

∂θ′ =
∂xν

∂θ′
∂ν

=
∂u

∂θ′
∂u +

∂r

∂θ′
∂r +

∂θ

∂θ′
∂θ +

∂φ

∂θ′
∂φ

= ia sin θ′ ∂u − ia sin θ′ ∂r + ∂θ (2.107)

∂3 → ∂3′ =
∂xν

∂x3
∂ν

∂φ′ =
∂xν

∂φ′
∂ν

=
∂u

∂φ′
∂u +

∂r

∂φ′
∂r +

∂θ

∂φ′
∂θ +

∂φ

∂φ′
∂φ

= ∂φ (2.108)

Maka komponen-komponen vektor-4 null menjadi:

lµ∂µ = −∂r → l′µ∂µ′ = −∂r′ = −∂r (2.109)

nµ∂µ → n′µ∂µ′ = −∂u′ +
1

2

(
1− m

r′
− m

r̄′
+
Q2

r′r̄′

)
∂r′

= −∂u +
1

2

(
1− m

r′ + ia cos θ′
− m

r′ − ia cos θ′

)
∂r

+
1

2

(
Q2

(r′ + ia cos θ′)(r′ − ia cos θ′)

)
∂r′

= −∂u +
1

2

(
1− 2mr′ −Q2

r′2 + a2 cos2 θ′

)
∂r (2.110)
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mµ∂µ → m′µ∂µ′ =
1

r̄
√

2

(
∂θ′ +

i

sin θ
∂φ′

)
=

1√
2(r′ − ia cos θ′)

(
ia sin θ′∂v′ − ia sin θ′∂r′ + ∂θ′ +

i

sin θ′
∂φ′

)
(2.111)

m̄µ∂µ → m̄′
µ
∂µ′ =

1

r
√

2

(
∂θ −

i

sin θ
∂φ

)
=

1√
2(r′ + ia cos θ′)

(−ia sin θ′∂v′ + ia sin θ′∂r′

+∂θ′ −
i

sin θ′
∂φ′)

dengan menghilangkan tanda ′ pada persamaan-persamaan di atas, maka
diperoleh:

lµ∂µ = −∂r

nµ∂µ = −∂u +
1

2

(
1− 2mr −Q2

r2 + a2 cos2 θ

)
∂r

mµ∂µ =
1√

2(r − ia cos θ)

(
ia sin θ∂v − ia sin θ∂r + ∂θ +

i

sin θ
∂φ

)
m̄µ∂µ =

1√
2(r + ia cos θ)

(
−ia sin θ∂v + ia sin θ∂r + ∂θ −

i

sin θ
∂φ

)
(2.112)

atau

lµ = (0,−1, 0, 0)

nµ = (−1,
1

2

(
1− 2mr −Q2

r2 + a2 cos2 θ

)
, 0, 0)

mµ =
1√

2(r − ia cos θ)

(
ia sin θ,−ia sin θ, 1,

i

sin θ

)
m̄µ =

1√
2(r + ia cos θ)

(
−ia sin θ, ia sin θ, 1,− i

sin θ

)
(2.113)

Selanjutnya komponen-komponen tensor metrik kontravarian gµν dapat
dibentuk yaitu:

gµν = −lµnν − lµnν +mµm̄ν +mνm̄µ (2.114)
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masing-masing komponen tersebut adalah

g00 = −l0n0 − l0n0 +m0m̄0 +m0m̄0

= −2l0n0 + 2m0m̄0

= 0 + 2
ia sin θ√

2(r − ia cos θ)
.
−ia sin θ√

2(r + ia cos θ)

=
a2 sin2 θ

(r2 + a2 cos2 θ)

=
a2 sin2 θ

ρ2
(2.115)

dengan

ρ2 ≡ r2 + a2 cos2 θ (2.116)

g01 = g10

= −l0n1 − l1n0 +m0m̄1 +m1m̄0

= 0− (−1).(−1)

+
1√

2(r − ia cos θ)
(ia sin θ).

1√
2(r + ia cos θ)

(ia sin θ)

+
1√

2(r + ia cos θ)
(−ia sin θ).

1√
2(r − ia cos θ)

(−ia sin θ)

= −
(

1 +
a2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
= −

(
r2 + a2 cos2 θ + a2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
= −

(
r2 + a2

r2 + a2 cos2 θ

)
= −

(
r2 + a2

ρ2

)
(2.117)

g02 = g20

= −l0n2 − l2n0 +m0m̄2 +m2m̄0

= 0 +
ia sin θ√

2(r − ia cos θ)
.

1√
2(r + ia cos θ)

+
1√

2(r − ia cos θ)
.
−ia sin θ√

2(r + ia cos θ)

= 0 (2.118)
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g03 = g30

= −l0n3 − l3n0 +m0m̄3 +m3m̄0

= 0 +
ia sin θ√

2(r − ia cos θ)
.

−i√
2 sin θ(r + ia cos θ)

+
i√

2 sin θ(r − ia cos θ)
.
−ia sin θ√

2(r + ia cos θ)

=
a

r2 + a2 cos2 θ

=
a

ρ2
(2.119)

g11 = −l1n1 − l1n1 +m1m̄1 +m1m̄1

= −2l1n1 + 2m1m̄1 +

= −2.(−1).
1

2

(
1− 2mr −Q2

r2 + a2 cos2 θ

)
+2.

−ia sin θ√
2(r − ia cos θ)

.
ia sin θ√

2(r + ia cos θ)

= 1− 2mr −Q2

r2 + a2 cos2 θ
+

a2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

= 1− 2mr −Q2

ρ2
+
a2 sin2 θ

ρ2

=
ρ2 − 2mr +Q2 + a2 sin2 θ

ρ2

=
r2 + a2 cos2 θ − 2mr +Q2 + a2 sin2 θ

ρ2

=
r2 + a2 − 2mr +Q2

ρ2
(2.120)

g12 = g21

= −l1n2 − l2n1 +m1m̄2 +m2m̄1

= 0 +
−ia sin θ√

2(r − ia cos θ)
.

1√
2 sin θ(r + ia cos θ)

+
1√

2 sin θ(r − ia cos θ)
.

ia sin θ√
2(r + ia cos θ)

= 0 (2.121)
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g13 = g31

= −l1n3 − l3n1 +m1m̄3 +m3m̄1

= 0 +
−ia sin θ√

2(r − ia cos θ)
.

−i√
2 sin θ(r + ia cos θ)

+
i√

2 sin θ(r − ia cos θ)
.

ia sin θ√
2(r + ia cos θ)

= − a

r2 + a2 cos2 θ

= − a

ρ2
(2.122)

g22 = −l2n2 − l2n2 +m2m̄2 +m2m̄2

= −2l2n2 + 2m2m̄2

= 0 + 2
1√

2(r − ia cos θ)
.

1√
2 sin θ(r + ia cos θ)

=
1

r2 + a2 cos2 θ

=
1

ρ2
(2.123)

g23 = g32

= −l2n3 − l3n2 +m2m̄3 +m3m̄2

= 0 +
1√

2(r − ia cos θ)
.

−i√
2 sin θ(r + ia cos θ)

+
i√

2 sin θ(r − ia cos θ)
.

1√
2(r + ia cos θ)

= 0 (2.124)

g33 = −l3n3 − l3n3 +m3m̄3 +m3m̄3

= −2l3n3 + 2m3m̄3

= 0 + 2
i√

2 sin θ(r − ia cos θ)
.

−i√
2 sin θ(r + ia cos θ)

=
1

sin2 θ(r2 + a2 cos2 θ)

=
1

ρ2 sin2 θ
(2.125)

90



Sehingga tensor metrik kontravarian adalah

gµν =


a2 sin2 θ

ρ2
−
(
r2+a2

ρ2

)
0 a

ρ2

−
(
r2+a2

ρ2

)
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
0 − a

ρ2

0 0 1
ρ2

0
a
ρ2

− a
ρ2

0 1
ρ2 sin2 θ

 (2.126)

karena ρ2 ≡ r2 + a2 cos2 θ , maka:

gµν =


a2 sin2 θ

ρ2
−
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
0 a

ρ2

−
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
0 − a

ρ2

0 0 1
ρ2

0
a
ρ2

− a
ρ2

0 1
ρ2 sin2 θ

 (2.127)

Bentuk kovarian dari tensor metrik di atas adalah

gµν =
1

|gµν |
Adj{gµν} (2.128)

dengan

|gµν | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a2 sin2 θ
ρ2

−
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
0 a

ρ2

−
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
0 − a

ρ2

0 0 1
ρ2

0
a
ρ2

− a
ρ2

0 1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

a2 sin2 θ

ρ2

[
r2 + a2 − 2mr +Q2

ρ2

(
1

ρ4 sin2 θ

)]
+
a2 sin2 θ

ρ2

(
− a

ρ2

)
a

ρ4

+
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2

[
−ρ

2a2 sin2 θ

ρ2

(
1

ρ4 sin2 θ

)]
+
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2

[(
− a

ρ2

)
a

ρ4

]
+

(
− a

ρ2

)[
−ρ

2 + a2 sin2 θ

ρ2

(
a

ρ4

)]
+

(
− a

ρ2

)[
−r

2 + a2 − 2mr +Q2

ρ2

(
a

ρ4

)]
= − 1

ρ4 sin2 θ
(2.129)
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Serta komponen-komponen Adj{gµν} adalah:
Untuk komponen-00:

∣∣∣∣∣∣∣
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
0 − a

ρ2

0 1
ρ2

0

− a
ρ2

0 1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
r2 + a2 − 2mr +Q2

ρ2

∣∣∣∣∣ 1
ρ2

0

0 1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣
+

(
− a

ρ2

) ∣∣∣∣ 0 1
ρ2

− a
ρ2

0

∣∣∣∣
=

r2 + a2 − 2mr +Q2

ρ2

1

ρ2

1

ρ2 sin2 θ

+

(
− a

ρ2

)(
1

ρ2

a

ρ2

)
=

r2 + a2 − 2mr +Q2 − a2 sin2 θ

ρ6 sin2 θ

=
ρ2 − 2mr +Q2

ρ6 sin2 θ
(2.130)

Untuk komponen-01=komponen-10:

−

∣∣∣∣∣∣∣
−ρ2+a2 sin2 θ

ρ2
0 − a

ρ2

0 1
ρ2

0
a
ρ2

0 1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2

∣∣∣∣∣ 1
ρ2

0

0 1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣
a

ρ2

∣∣∣∣ 0 1
ρ2

a
ρ2

0

∣∣∣∣
=

ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2

1

ρ4 sin2 θ
− a2

ρ6

=
1

ρ4 sin2 θ
(2.131)

Untuk komponen-02=komponen-20:

∣∣∣∣∣∣∣
−ρ2+a2 sin2 θ

ρ2
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
− a
ρ2

0 0 0
a
ρ2

a
ρ2

1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.132)

Untuk komponen-03=komponen-30:
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−

∣∣∣∣∣∣∣
−ρ2+a2 sin2 θ

ρ2
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
0

0 0 1
ρ2

a
ρ2

− a
ρ2

0

∣∣∣∣∣∣∣ =
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2

∣∣∣∣ 0 1
ρ2

− a
ρ2

0

∣∣∣∣
+
r2 + a2 − 2mr +Q2

ρ2

(
− a

ρ4

)
= a

ρ2 + a2 sin2 θ

ρ6

−ar
2 + a2 − 2mr +Q2

ρ6

= a
r2 + a2

ρ6

−ar
2 + a2 − 2mr +Q2

ρ6

=
(2mr −Q2)a

ρ6
(2.133)

Untuk komponen-11:

∣∣∣∣∣∣∣
a2 sin2 θ
ρ2

0 a
ρ2

0 1
ρ2

0
a
ρ2

0 1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ =
a2

ρ6
− a2

ρ6
= 0 (2.134)

Untuk komponen-12=komponen-21:

−

∣∣∣∣∣∣∣
a2 sin2 θ
ρ2

−ρ2+a2 sin2 θ
ρ2

a
ρ2

0 0 0
a
ρ2

− a
ρ2

1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.135)

Untuk komponen-13=komponen-31:

∣∣∣∣∣∣∣
a2 sin2 θ
ρ2

−ρ2+a2 sin2 θ
ρ2

0

0 0 1
ρ2

a
ρ2

− a
ρ2

0

∣∣∣∣∣∣∣ =
a3 sin2 θ

ρ6

−aρ
2 + a2 sin2 θ

ρ6

= − a

ρ4
(2.136)

Untuk komponen-22;

93



∣∣∣∣∣∣∣∣
a2 sin2 θ

ρ2
−
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
a
ρ2

−
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
− a
ρ2

a
ρ2

− a
ρ2

1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣∣∣∣

=
a2 sin2 θ

ρ2

∣∣∣∣∣ r2+a2−2mr+Q2

ρ2
− a
ρ2

− a
ρ2

1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣
+

(
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2

) ∣∣∣∣∣ −
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
− a
ρ2

a
ρ2

1
ρ2 sin2 θ

∣∣∣∣∣
+
a

ρ2

∣∣∣∣∣ −
(
ρ2+a2 sin2 θ

ρ2

)
r2+a2−2mr+Q2

ρ2

a
ρ2

− a
ρ2

∣∣∣∣∣
=

a2 sin2 θ

ρ2

(
r2 + a2 − 2mr +Q2

ρ4 sin2 θ
− a2

ρ4

)
+

(
ρ2 + a2 sin2 θ

ρ2

)(
−ρ

2 + a2 sin2 θ

ρ4 sin2 θ
+
a2

ρ4

)
+
a

ρ2

(
+a

ρ2 + a2 sin2 θ

ρ4
− ar

2 + a2 − 2mr +Q2

ρ4

)
= −(ρ2 + a2 sin2 θ)2

ρ6 sin2 θ
+
a2(ρ2 + a2 sin2 θ)

ρ6
+
a2

ρ6

= − 1

ρ2 sin2 θ
(2.137)

Untuk komponen-23=komponen-32:

−

∣∣∣∣∣∣∣
a2 sin2 θ
ρ2

−ρ2+a2 sin2 θ
ρ2

0

−ρ2+a2 sin2 θ
ρ2

r2+a2−2mr+Q2

ρ2
0

a
ρ2

− a
ρ2

0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (2.138)

Untuk komponen-33:
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∣∣∣∣∣∣∣
a2 sin2 θ
ρ2

− r2+a2

ρ2
0

− r2+a2

ρ2
r2+a2−2mr+Q2

ρ2
0

0 0 1
ρ2

∣∣∣∣∣∣∣ =
a2 sin2 θ

ρ2

r2 + a2 − 2mr +Q2

ρ4

+
r2 + a2

ρ2

(
−r

2 + a2

ρ4

)
=

1

ρ6

(
a2 sin2 θ

(
r2 + a2 − 2mr +Q2

))
− 1

ρ6

(
r2 + a2

)2

=
1

ρ6

(
a2 sin2 θ∆−

(
r2 + a2

)2
)

(2.139)

dengan

∆ = r2 + a2 − 2mr +Q2 (2.140)

Sehingga tensor metrik kontravarian adalah:

gµν =
1

|gµν |
Adjgµν

= −ρ4 sin2 θ

×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ρ2−2mr+Q2

ρ6 sin2 θ
1

ρ4 sin2 θ
0 (2mr−Q2)a

ρ6
1

ρ4 sin2 θ
0 0 − a

ρ4

0 0 − 1
ρ2 sin2 θ

0
(2mr−Q2)a

ρ6
− a
ρ4

0 1
ρ6

(
a2 sin2 θ∆− (r2 + a2)

2
)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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=


−
(

1− 2mr−Q2

ρ2

)
−1 0 − (2mr−Q2)a sin2 θ

ρ2

−1 0 0 a sin2 θ
0 ρ2 0

− (2mr−Q2)a sin2 θ
ρ2

a sin2 θ 0 − sin2 θ
ρ2

(
a2 sin2 θ∆− (r2 + a2)

2
)


Maka elemen garisnya adalah

ds2 = −
(

1− 2mr −Q2

ρ2

)
du2 − 2du dr − 2a sin2 (2mr −Q2)θ

ρ2
du dφ

+2a sin2 θdr dφ+ ρ2dθ2 − sin2 θ

ρ2

(
a2 sin2 θ∆−

(
r2 + a2

)
dφ2
)
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LAMPIRAN C
Persamaan Medan Teori Gravitasi f(R)

Kita mulai dari Aksi

S = SG + SM

=
1

2κ2

∫
d4x
√
−gf(R) +

∫
d4xLM(gµν ,ΨM) (3.1)

untuk mendapatkan persamaan medannya, kita akan memvariasi kedua aksi
tersebut terhadap gµν . Untuk aksi gravitasinya

δSG =
1

2κ2

∫
δ{d4x

√
−gf(R)}

=
1

2κ2

∫
{f(R)δ

√
−g +

√
−gδf(R)}d4x

=
1

2κ2

∫ {
−1

2

√
−ggµνδgµνf(R) +

√
−g∂f(R)

∂R
δR

}
d4x

=
1

2κ2

∫ {
−1

2

√
−ggµνδgµνf(R) +

√
−gF (R)δR

}
d4x,

dengan F (R) = ∂f(R)
∂R

, kita evaluasi terlebih dahulu δR

δR = δ(gµνRµν) (3.2)

= Rµνδg
µν + gµνδRµν

= Rµνδg
µν + gµν(∇ρδΓ

ρ
µν −∇νδΓ

ρ
ρµ)

= Rµνδg
µν + gµν∇ρδΓ

ρ
µν − gµν∇νδΓ

ρ
ρµ

= Rµνδg
µν + gµν∇σδΓ

σ
µν − gµν∇νδΓ

ρ
ρµ

= Rµνδg
µν +∇σg

µνδΓσµν −∇µδΓρρµ
= Rµνδg

µν +∇σg
µνδΓσµν −∇σg

µσδΓρρµ
= Rµνδg

µν +∇σ(gµνδΓσµν − gµσδΓρρµ). (3.3)

Pada persamaan terakhir ada variasi terhadap simbol Crisstoffel, maka
untuk mendapatkan bentuk sederhana dari δR kita selesaikan terlebih dahulu
masalah simbol Christoffel

Γλµν =
1

2
gλρ(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ). (3.4)

Variasi dari simbol Christoffel

δΓλµν =
1

2
δ{gλρ(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ)}

=
1

2
δgλρ(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ) +

1

2
gλρδ(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ). (3.5)

97



Perkalian simbol Christoffel dengan tensor metrik memeberikan

gραΓλµν =
1

2
gραg

λρ(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ)

=
1

2
δλα(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ)

gραΓαµν =
1

2
(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ),

sehingga

δΓλµν = δgλρgρλΓ
λ
µν +

1

2
gλρδ(gµρ,ν + gνρ,µ − gµν,ρ). (3.6)

Relasi antara turunan kovarian dan turunan biasa diberikan oleh

∇µδgνρ = δgνρ,µ − Γλµνδgλρ − Γλµρδgνλ

∇νδgµρ = δgρµ,ν − Γλνρδgλµ − Γλνµδgρλ

∇ρδgµν = δgµν,ρ − Γλρµδgλν − Γλρνδgµλ.

Dari ketiga relasi tersebut dapat diperoleh

δgνρ,µ = ∇µδgνρ + Γλµνδgλρ + Γλµρδgνλ

δgρµ,ν = ∇νδgµρ + Γλνρδgλµ + Γλνµδgρλ

δgµν,ρ = ∇ρδgµν + Γλρµδgλν + Γλρνδgµλ.

Menjumlahkan * dan ** serta menguranginya dengan *** diperoleh

δgνρ,µ + δgρµ,ν − δgµν,ρ = ∇µδgνρ + Γλµνδgλρ + Γλµρδgνλ +∇νδgµρ

+Γλνρδgλµ + Γλνµδgρλ −∇ρδgµν − Γλρµδgλν

−Γλρνδgµλ

= ∇µδgνρ +∇νδgµρ −∇ρδgµν + 2Γλµνδgρλ. (3.7)

Variasi simbol Christoffel sekarang bisa dituliskan

δΓλµν = δgλρgρλΓ
λ
µν +

1

2
gλρ(∇µδgνρ +∇νδgµρ −∇ρδgµν) + gλρΓλµνδgρλ

= δgλρgρλΓ
λ
µν + gλρΓλµνδgρλ +

1

2
gλρ(∇µδgνρ +∇νδgµρ −∇ρδgµν)

= δ(gρλg
λρ)Γλµν +

1

2
gλρ(∇µδgνρ +∇νδgµρ −∇ρδgµν)

=
1

2
gλρ(∇µδgνρ +∇νδgµρ −∇ρδgµν). (3.8)

Untuk mendapatkan turunan kovarian dari variasi tensor metrik kovarian
digunakan relasi berikut

δgνρ = −gναgρλδgαλ

δgµρ = −gµαgρλδgαλ

δgµν = −gµαgνβδgαβ.
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sehingga variasi simbol Christoffel dapat dituliskan

δΓλµν =
1

2
gλρ{∇µ(−gναgρλδgαλ) +∇ν(−gµαgρλδgαλ)

−∇ρ(−gµαgνβδgαβ)}

= −1

2
{gλρgναgρλ∇µδg

αλ + gλρgµαgρλ∇νδg
αλ − gλρ∇ρgµαgνβδg

αβ}

= −1

2
{gνα∇µδg

αλ + gµα∇νδg
αλ −∇λgµαgνβδg

αβ}

= −1

2
{gνα∇µδg

αλ + gµα∇νδg
αλ − gµαgνβ∇λgαβ}. (3.9)

Jika bentuk terakhir ini dikalikan dengan tensor metrik gνµ akan diperoleh

gµνΓσµν = −1

2
gνµ{gνα∇µδg

ασ + gµα∇νδg
ασ − gµαgνβ∇σgαβ}

= −1

2
{δµα∇µδg

ασ + δναδνδg
ασ − δναgνβ∇σδgαβ}

= −1

2
{δαgασ +∇αδg

ασ − δναgνβ∇σδgαβ

= −∇αg
αβ +

1

2
gαβ∇σδgαβ. (3.10)

Dari perhitungan-perhitungan yang telah dilakukan, maka variasi untuk Γγγν

δΓγγν =
1

2
gγρ{∇γδgνρ +∇νδgσρ −∇ρδgσν}. (3.11)

Perkaliannya dengan tensor metrik gνµ menghasilkan

gνµδΓγγν =
1

2
{gγρ∇γg

νµδgνρ + gνµ∇νg
γρδgγρ − gγρ∇ρg

νµδgγν}

= −1

2
{gγρ∇γg

νµgναgρβδg
αβ + gνµ∇νg

γρgγαgρλδg
αλ

−gγρ∇ρg
νµgγαgνβδg

αβ}

= −1

2
{gγρ∇γδ

µ
αgρβδg

αβ + gνµ∇νδ
ρ
αgρλδg

αλ − gγρ∇ρδ
µ
βgγαδg

αβ}

= −1

2
{gγρ∇γgρβδg

αβ + gνµ∇νgαλδg
αλ − gγρ∇ρgγαδg

αβ}

= −1

2
{gγρ∇γgρβδg

αβ − gγρ∇ρgγαδg
αβ + gνµ∇νgαλδg

αλ}.

Pada suku pertama dilakukan α↔ β akan kita dapatkan

gνµδΓγγν = −1

2
{gγρ∇γgαρδg

αβ − gγρ∇ρgγαδg
αβ + gνµ∇νgαλδg

αλ}

= −1

2
{∇ρgαρδg

αβ −∇γgγαδg
αβ +∇µgαλδg

αλ}

= −1

2
{∇ρgαρδg

αβ −∇ρgαρδg
αβ +∇µgαλδg

αλ}

= −1

2
∇µgαλδg

αλ.
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Kembali pada δR, dengan menggunakan hasil-hasil yang telah dikerjakan di
atas

δR = Rµνδg
µν +∇σ(gµνδΓσµν − gµσδΓρρµ)

= Rµνδg
µν +∇σ(−∇αδg

ασ +
1

2
gαβ∇σδgαβ +

1

2
gαβ∇σδgαβ)

= Rµνδg
µν +∇σ(−∇αδg

ασ + gαβ∇σδgαβ)

= Rµνδg
µν −∇µ∇νδg

µν + gµν∇σ∇σδgµν .

Variasi SG sekarang dapat kita tuliskan

δSG =
1

2κ2

∫
{−1

2
gµνf(R) + F (R){Rµν −∇µ∇ν

+gµν∇σ∇σ}
√
−gδgµνd4x.

Variasi aksi massanya

δSM = δ

∫
LMd

4

=

∫
δLMd

4

=

∫ √
−g√
−g

∂LM
∂gµν

δgµνd4x

= −1

2

∫
Tµν
√
−gδgµνd4, (3.12)

dengan

Tµν ≡ −
2√
−g

∂LM
∂gµν

. (3.13)

Prinsip variasi memberikan

δS = δSG + δSM = 0, (3.14)

sehingga

δS =
1

2κ2

∫
{F (R)Rµν −∇µ∇νF (R) + gµν∇σ∇σF (R)

−1

2
f(R)gµν − κ2Tµν}

√
−gδgµνd4x. (3.15)

Kita peroleh

F (R)Rµν −∇µ∇νF (R) + gµν∇σ∇σF (R)− 1

2
f(R)gµν = κ2Tµν (3.16)
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