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DIMENSI METRIK DAN DIMENSI METRIK SISI
GRAF KORONA LINGKUNGAN BANDUL

Nama : Rida Eka Nabila
NRP : 06111640000065
Departemen : Matematika

Dosen Pembimbing : Dr. Dra. Rinurwati, M.Si

ABSTRAK

Misalkan G adalah graf terhubung dengan himpunan simpul
V(G) = {vy,v,, ..., v} dan himpunan sisi E(G) = {e, ey, ..., €x }-
Himpunan terurut W = {w;, w,, ..., wy } adalah himpunan bagian
dari V(G), simpul u,v, dan w adalah simpul di V(G), dan sisi
e = uw adalah sisi di E(G). Jarak antara simpul u dan v
dinotasikan dengan d(u,v). Jarak antara simpul v dan sisi
e = uw , dg(e,v), adalah min{d(u, v), d(w, v)}.

Representasi r(v|W), dari v terhadap W adalah k-tuple
(d(w,wy),d(w,wy), ...,d(v,wy)). Himpunan W  disebut
himpunan pembeda dari G jika untuk setiap dua simpul berbeda u
dan v di V(G), r(u|W) # r(v|]W). Himpunan pembeda W
dengan banyak elemen minimum disebut basis untuk G.
Kardinalitas dari basis untuk G, |W|, disebut dimensi metrik dari
G dan dinotasikan dengan dim(G).

Representasi dari sisi e terhadap W ,r(e|W), adalah k-
tuple (dg (e, wy), dg (e, wy), ..., dg(e,wy)). Himpunan W disebut
himpunan pembeda sisi untuk G jika untuk setiap dua sisi berbeda
e,f € E(G), r(elW)=+r(f|]W) . Himpunan pembeda sisi
dengan banyak elemen minimum disebut basis sisi untuk G, dan
kardinalitas dari basis sisi tersebut dinamakan dimensi metrik sisi
edim(G) dari graf G.
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Graf korona lingkungan dari graf G dan H, dinotasikan dengan
G = H, merupakan graf yang diperoleh dengan mengambil graf G
dan |V(G)| salinan H , yaitu graf H;, i€ {1,2,3,...,|V(G)|},
kemudian setiap simpul di H; dihubungkan dengan simpul-simpul
yang bertetangga dengan simpul v; di G. Graf G x H, dengan H
adalah graf trivial, disebut graf korona lingkungan bandul.

Dalam Tugas Akhir ini, ditentukan dan dianalisis dimensi
metrik dan dimensi metrik sisi dari graf korona lingkungan
bandul, dan sebagai G digunakan graf lengkap dan graf siklus.

Kata kunci: Dimensi metrik, Dimensi metrik sisi, Graf korona
lingkungan bandul
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THE METRIC DIMENSION AND EDGE METRIC
DIMENSION OF BOBBLE NEIGHBOURHOOD

CORONA GRAPH
Name : Rida Eka Nabila
NRP : 06111640000065
Department : Mathematics
Supervisor : Dr. Dra. Rinurwati, M.Si
ABSTRACT

Let G be a connected graph with a set of vertices V(G) =
{vi, vy, ..., v} and a set of edges E(G) = {ey, ey, ..., €x}. Ordered
set W = {wy,w,,...,w,} is a subset of V(G), u,v, and w are
vertices of V(G) and edge e = uw is an edge of E(G). The
distance between vertices u and v is denoted by d(u,v). The
distance between vertex v and edge e =uw, dg(e,v), is
min{d(u,v),d(w,v)} .The representation r(v|W), of v with
respect to W is k-tuple (d(v,w,),d(v,w,), ...,d(v,wy)). The
set W is called the resolving set of G if for every two different
vertices u and v in V(G), r(u|W) # r(v|W). The resolving set
W with the minimum number of elements is called the basis for G.
The cardinality of the base for G, |W|, is called the metric
dimension of G and is denoted by dim(G). The edge
representation rz(e|S), of edge e with respect to Wis k-tuple
(dg(e,wy), dg(e,wy),...,dg(e,wy)). The set W is called the
edge resolving set of G if for every two different edges e, f €
E (G), rg(e|W) # rg(f|W). The edge resolving set W with the
minimum number of elements is called the edge base for G. The
cardinality of the edge base for G, |W|, is called the edge metric
dimension of Gand is denoted by edim(G). Neighbourhood corona
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graph of G and H,denoted by G x H, is a graph obtained by
taking G and |V(G)| copy of H, which is graph H;i €
{1,2,3,...,1V(G)]}, then joining each vertex of H; with adjacent
vertices to vertex i on G. G = H graph, with H is a trivial graph, is
called a bobble neighbourhood corona graph. In this final
project, we determine and analyze the metric dimension and edge
metric dimension of a bobble neighbourhood-corona graph, and
as G, a complete graph and a cycle graph are used.

Keywords: Metric dimension, edge metric dimension, bobble
neighbourhood-corona graph
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BAB |
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan mengenai latar belakang masalah,
rumusan masalah, batasan masalah, tujuan dan manfaat penelitian
Tugas Akhir ini.

1.1 Latar Belakang Masalah

Teori Graf adalah salah satu cabang ilmu matematika yang
mempelajari pemodelan permasalahan dalam simpul dan sisi.
Simpul menyatakan obyek permasalahan dan sisi menyatakan
hubungan antar obyek.

Dimensi metrik merupakan salah satu bidang kajian
penelitian dalam Teori Graf, khusushya bidang kajian tentang
dimensi graf. Dimensi metrik pada graf pertama kali
diperkenalkan secara terpisah oleh Slater pada 1975, dan oleh
Harary dan Melter pada 1976 [1]. Slater memperkenalkan konsep
bilangan lokasi untuk graf terhubung , sedangkan Harary dan
Melter menemukan konsep ini dengan istilah dimensi metrik
(Chartrand, 2000:101). Kajian dalam dimensi metrik beragam,
salah satunya adalah menentukan nilai dari dimensi metrik.

Konsep dimensi metrik telah diterapkan dan dikembangkan
olen beberapa peneliti. Khuller dkk. [2] menerapkan konsep
dimensi metrik pada navigasi robot. Dalam permasalahan
optimasi kombinatorik, Sebo dan Tannier [3] menyelesaikan
permasalahan tersebut dengan konsep dimensi metrik. Dimensi
metrik pada berbagai operasi graf pun telah ditemukan. Khusus
dimensi metrik graf korona, Iswadi dkk. telah mendapatkan
dimensi metrik graf tersebut pada tahun 2011 [4]. Pada tahun
yang sama, Rodriguez dkk. juga berhasil mendapatkan dimensi
metrik dari graf perumuman hasil operasi korona [5]. Pada tahun
2017, Rinurwati dkk. telah berhasil mendapatkan dimensi metrik
graf korona sisi [6]. Graf korona sisi merupakan pengembangan
dari graf korona. Dimensi metrik dari graf G korona sisi graf H



pada [6] adalah untuk H dengan ordo dua atau lebih. Untuk H
dengan ordo satu, graf G korona sisi graf H dinamakan graf
korona sisi anting dan dimensi metriknya didapatkan oleh
Rinurwati dkk. [7]. Selain dimensi metrik, dalam dimensi metrik
lokal dari graf korona sisi anting juga diperoleh Rinurwati dkk.
dalam [7]. Untuk dimensi metrik lokal ketetanggaan, Rinurwati
dkk. menemukan dimensi metrik lokal ketetanggaan pada graf
serupa roda dengan penambahan anting [8]. Pengembangan
operasi korona selanjutnya dilakukan oleh Gopalapillai [9],
operasi tersebut dinamakan operasi korona lingkungan.
Gopalapillai dalam penelitiannya menggunakan graf hasil operasi
korona lingkungan untuk mendapatkan spektrum graf tersebut.

Bagian lain dari bidang kajian tentang dimensi graf adalah
dimensi metrik sisi. Dimensi metrik sisi suatu graf diperkenalkan
oleh Kelenc, Tratnik dan Yero [10]. Dalam menentukan dimensi
metrik sisi graf, Kelenc dkk. menggunakan jarak antar dua sisi. Di
lain pihak, Nasir, Zafar dan Zahid [11] dalam menentukan
dimensi metrik sisi suatu graf G, dilakukan dengan menentukan
dimensi metrik graf garis dari G. Jadi, Nasir dkk. menggunakan
jarak antar dua titik, sehingga dimensi metrik sisi graf yang
dihasilkan, mereka sebut bentuk lain dari dimensi metrik.
Dimensi metrik sisi yang diperoleh Nasir dkk. adalah dimensi
metrik sisi dari graf n-sunlet dan graf prisma. Lebih lanjut, pada
tahun 2019 Filipovi¢, Kartelj dan Kratica mendapatkan dimensi
metrik sisi dari graf Petersen yang diperumum [12].

Oleh karena itu, dalam Tugas Akhir ini dilakukan penelitian
tentang dimensi metrik dan dimensi metrik sisi dari graf korona
lingkungan bandul yaitu graf hasil operasi korona lingkungan dari
graf terhubung G dan graf H, dengan H adalah graf trivial K.

1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan di atas,
maka permasalahan pada Tugas Akhir ini adalah:
1. Bagaimana menentukan dimensi metrik graf korona
lingkungan bandul?



2. Bagaimana menentukan dimensi metrik sisi graf korona
lingkungan bandul?

1.3 Batasan Masalah

Ruang lingkup permasalahan dalam Tugas Akhir ini dibatasi
pada graf yang digunakan dalam menentukan dimensi metrik
maupun dimensi metrik sisi graf korona lingkungan bandul
G = K;. Graf G yang digunakan adalah graf lengkap K, , dan graf
siklus C,,, dengan n ganjil.

1.4 Tujuan

Dari rumusan masalah dan batasan masalah yang telah
dijelaskan di atas, maka tujuan Tugas Akhir ini adalah:
1. Menentukan dimensi metrik graf korona lingkungan bandul.
2. Menentukan dimensi metrik sisi graf korona lingkungan
bandul.

1.5 Manfaat

Manfaat yang diharapkan dari penyusunan Tugas Akhir ini
adalah:

1. Memperdalam pengetahuan dan mempertajam analisis
mengenai dimensi metrik dan dimensi metrik sisi dari graf
hasil operasi.

2. Sebagai referensi untuk penelitian selanjutnya mengenai
dimensi metrik dan dimensi metrik sisi pada graf hasil
operasi yang lain.
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BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini disajikan pengertian tentang graf dan
terminologi yang terkait serta hasil-hasil peneliti sebelumnya
tentang dimensi metrik dan dimensi metrik sisi dari graf. Definisi
pada bagian 2.1 dan 2.2 dirujuk dari [14].

2.1 Terminologi Graf
Subbab ini menjelaskan pengertian-pengertian  yang
berhubungan dengan graf.

Definisi 2.1.1 Dua simpul u dan v dari sebuah graf G = (V,E)
dikatakan bertetangga (adjacent) di G jika terdapat sebuah sisi
e =uvdiE.

Definisi 2.1.2 Jika terdapat sisi e = uv di G dengan u dan v
adalah simpul di G, maka dikatakan simpul u bersisian (incident)
dengan sisi e dan juga simpul v bersisian dengan sisi e.

Definisi 2.1.3 Ordo dari sebuah graf G adalah banyaknya simpul
di G.

Definisi 2.1.4 Size dari sebuah graf G adalah banyaknya sisi di
G.

Definisi 2.1.5 Derajat dari simpul u di graf terhubung G
dinotasikan dengan deg(u), adalah banyaknya sisi dari G yang
bersisian dengan simpul u.



oA

v, &

v,

Gambar 2.1 Graf K,

Pada Gambar 2.1, dapat dilihat bahwa simpul v; bertetangga
dengan simpul v,, v; dan v, dan simpul v; memiliki derajat tiga.
Simpul v, bersisian dengan sisi v, v,, v, v3, dan v, v,.

Definisi 2.1.6 Dalam suatu graf G, sebuah lintasan dari simpul
vy menuju simpul v, lintasan v, — v, dengan panjang n adalah
susunan berselang-seling antara n + 1 simpul dan n sisi yang
berawal dari simpul v, dan berakhir di simpul v,,.

Definisi 2.1.7 Sebuah graf G disebut graf terhubung jika untuk
setiap pasang simpul u dan v di G terdapat lintasan dari u ke v
(atau dari v ke u).

Definisi 2.1.8 Jarak d(s,t) dari simpul s ke simpul t di graf
terhubung G adalah panjang dari lintasan terpendek s — t di G.

Definisi 2.1.9 Dua graf G dan H dikatakan isomorfik jika
terdapat fungsi bijektif ¢ : V(G) — V(H) sedemikian hingga dua
simpul u dan v bertetangga di G jika dan hanya jika ¢(u) dan
¢(v) bertetangga di H. Jika graf G dan H isomorfik, maka
dinotasikan sebagai G = H.
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Gambar 2.2 Graf Isomorfik

Pada Gambar 2.2, fungsi bijektif ¢ : V(Gy) - V(G,)
didefinisikan seperti berikut: ¢(v;) = uy, ¢p(vy) = uz, p(v3) =
u, dan ¢(v,) = u,. Graf G, dan G, adalah isomorfik karena ¢
mempertahankan ketetanggaan dari G, dan G,, yaitu setiap dua
simpul berbeda dan bertetangga u dan v di G; maka kawannya
¢ (u) dan ¢(v) berbeda dan bertetangga di G,.

Definisi 2.1.10 Sebuah graf G adalah bipartit jika VV(G) dapat
dipartisi menjadi dua himpunan U dan W, sedemikian hingga
setiap sisi di G menghubungkan sebuah simpul di U dan sebuah
simpul di W/,

Gambar 2.3 Graf Bipartit

Pada Gambar 2.3 ditunjukkan graf bipartit dengan himpunan

U = {vy,v,,v3, v} dan W = {uy,u,, u3} dan dapat dilihat setiap
sisi pada graf tersebut menghubungkan sebuah simpul pada
himpunan U dan sebuah simpul pada himpunan .



2.2 Jenis-Jenis Graf
Subbab ini menjelaskan mengenai graf yang digunakan
dalam penelitian Tugas Akhir ini.

Definisi 2.2.1 Graf lintasan P, adalah graf dengan ordo n dan
size n-1, dengan simpul dinotasikan sebagai vy, v4,..., v, untuk
n = 1dansisi v;v;4q untuki = 1,2,...,n — 1.

Gambar 2.4 menyajikan graf lintasan berordo 5.
o—OoO—0O0—OC0——0

Gambar 2.4 Graf Py

Definisi 2.2.2 Graf siklus C,, adalah graf dengan ordo n dan size
n, dengan simpul dinotasikan sebagai vy, v4,..., v, Untuk n = 3
dan sisi vy v, dan v;v;,, untuki = 1,2,...,n — 1.

Gambar 2.5 menyajikan graf siklus berordo 5.

P

N

Q o

\ /

\/

O

Gambar 2.5 Graf C¢

Definisi 2.2.3 Graf lengkap adalah graf yang setiap simpulnya
membentuk sisi dengan semua simpul lainnya. Sebuah graf

lengkap dengan n simpul dilambangkan dengan K, dan

mempunyai n-1) gjsi, Jikan = 1 maka K, disebut graf trivial.
2



Gambar 2.6 menyajikan graf lengkap berordo 5.

A</

Gambar 2.6 Graf K-

Definisi 2.2.4 Graf bintang adalah graf pohon dengan n simpul,
dimana salah satu simpul mempunyai derajatn —1 dann —1
simpul mempunyai derajat 1. Graf bintang berordo n dinotasikan
sebagai S,,, isomorfik dengan graf bipartit lengkap K; ,,—;.

Gambar 2.7 menyajikan graf bintang berordo 6.

:')\__\_ k//)
—
c./ o)

Gambar 2.7 Graf Sg

2.3  Macam-Macam Graf Hasil Operasi Korona
Subbab ini menjelaskan beberapa macam graf hasil operasi
korona.

Definisi 2.3.1 [15] Graf korona dari graf terhubung G dan graf
H , G O H, didefinisikan sebagai graf yang diperoleh dengan
mengambil sebuah graf G dan sebanyak |V (G)| salinan H yaitu
H;,i €{1,23,...,|V(G)| }, kemudian setiap simpul ke-i di
G dihubungkan ke semua simpul di H;.



Gambar 2.8 menyatakan graf korona dari graf lintasan P; dan graf
trivial K;.

Gambar 2.8 Graf P; O K;

Definisi 2.3.2 [16] Graf korona sisi G o H dari G dan H
didefinisikan sebagai graf yang diperolen dengan mengambil
sebuah graf G dan sebanyak |E(G)| salinan H yaitu H;,i €
{1,2,3,...,1E(G)|} , kemudian menghubungkan kedua simpul
ujung dari sisi ke-i di G dengan semua simpul di H;.

Gambar 2.9 menyatakan graf korona sisi dari graf lintasan P; dan
graf trivial K;.

Gambar 2.9 Graf P; ¢ K;

Definisi 2.3.3 [9] Graf korona lingkungan dari graf ¢ dan H
dinotasikan dengan G * H, yaitu graf yang diperoleh dengan
mengambil sebuah graf G dan sebanyak |V (G)| salinan H yaitu
H;,i €{1,23,...,|[V(G)]} , kemudian setiap simpul di
H; dihubungkan dengan simpul-simpul yang bertetangga dengan
simpul ke-i di G.

Graf G * H, dengan H adalah graf trivial, disebut graf korona
lingkungan bandul K; dan dinotasikan dengan G * K;.
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Gambar 2.10 menyatakan graf korona lingkungan bandul
P; = K, yaitu graf korona lingkungan dari graf lintasan P; dan
graf trivial K;.

Gambar 2.10 Graf P; * K;

2.4  Dimensi Metrik
Subbab ini menjelaskan mengenai definisi dari dimensi
metrik beserta contohnya.

Definisi 2.4.1 [1] Misalkan G adalah graf terhubung dengan
himpunan simpul V(G) dan himpunan sisi E(G). Himpunan
terurut W = {wy,w,, ..., wy } adalah himpunan bagian dari V(G)
dan simpul v adalah simpul di G . Representasi dari v
terhadap w yaitu r(v|W) adalah k-tuple
(d(w,wy),d(v, W), ..., d(v,wy)), dengan d(v,w;) adalah jarak
dari simpul v ke simpul w;, i € {1,2,..., k}. Himpunan W disebut
himpunan pembeda dari G jika untuk setiap dua simpul berbeda u
dan v di V(G), r(u|W) # r(v|W). Himpunan pembeda W
dengan banyaknya elemen minimum disebut basis untuk G.
Kardinalitas dari basis untuk G, |W|, disebut dimensi metrik dari
G dan dinotasikan dengan dim(G).

Gambar 2.11 menyatakan graf C, dengan elemen basis adalah
simpul yang diberi warna kuning yaitu v, dan v,.
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Gambar 2.11 Graf C, dan elemen basisnya.

Akan ditunjukkan bahwa dim(C,) = 2.

Misalkan W = {v,, v,} € V(C;). Akan ditunjukkan W adalah
himpunan pembeda untuk C,.Representasi setiap simpul di C,
terhadap W adalah:
r(v1|W) = (0,1)
r(v,|W) = (1,0)
r(vs|W) = (2,1)
r(vg|W) = (3,2)
r(vs|W) = (3,3)
r(ve|W) = (2,3)
r(v,|W) = (1,2)
Terlihat bahwa representasi setiap simpul pada C, terhadap W
berbeda. Jadi, W adalah himpunan pembeda untuk C,.
Akan ditunjukkan dua adalah kardinalitas W yang terkecil.
Misalkan W' = {v,} € V(C;).
Representasi setiap titik di C;, terhadap W' adalah:
r(v,| W) = (0)
(| W) =1, W) = (1)
r(vs| W) =r(ve| W) = (2)
r(a| W) = r(vs| W) = (3)
Jadi W’ bukan himpunan pembeda untuk C;.
Oleh karena itu dimensi metrik dari C, adalah 2.

2.5 Dimensi Metrik Sisi

Subbab ini menjelaskan mengenai definisi dari dimensi
metrik sisi beserta contohnya.
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Definisi 2.5.1 [13] Misalkan G adalah graf terhubung dengan
himpunan simpul V(G) = {vy,v,, ..., v} dan himpunan sisi
E(G) = {ey, e,, ..., ex}. Himpunan terurut W = {wy,w,, ..., wy}
adalah himpunan bagian dari V(G), simpul u,v, dan w adalah
simpul di V(G), dan sisi e = uw adalah sisi di E(G). Jarak antara
simpul u dan v dinotasikan dengan d(u, v). Jarak antara simpul v
dan sisi e, dg (e, v), adalah min{d(u, v), d(w, v)}.

Representasi dari sisi e terhadap W, r(e|W), adalah k-tuple
(dg(e,wy),dg(e,wy), ..., dg(e,w)). Himpunan W disebut
himpunan pembeda sisi untuk G jika untuk setiap dua sisi berbeda
e,f € E(G), r(elW)=r(f][W). Himpunan pembeda sisi
dengan banyak elemen minimum disebut basis sisi untuk G, dan
kardinalitas dari basis sisi dinamakan dimensi metrik sisi
edim(G) dari graf G.

Gambar 2.12 menyatakan graf C, dengan elemen basis sisi
yang diberi warna hijau yaitu v, v,.

Gambar 2.12 Graf C, dan elemen basis sisinya.
Akan ditunjukkan bahwa edim(C,) = 2.

Misalkan S" = {v,} € V(C,).
Representasi setiap sisi di C;, terhadap S’ adalah:
(V10| §') = r(v;v4] S") = (0)
r(vavs| §') = r(vevy| S) = (1)
r(v3vs| S) = 1(vsv6l ST) = (2)
r(vavs] ) = (3)
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Jadi S’ bukan himpunan pembeda sisi untuk C,.

Misalkan S = {vy,v,} < V(C,). Akan ditunjukkan S adalah
himpunan pembeda sisi untuk C.
Representasi setiap sisi di C, terhadap S adalah:

r(v1v,]| S) = (0,0)

r(vovs] S) = (1,0)

r(vsvs| §) = (2,1)

r(vavs| $) = (3,2)

r(vsve| §) = (2,3)

r(wevs| §) = (1,2)

r(v,v4| S) = (0,1)
Terlihat bahwa representasi setiap sisi di C, terhadap S berbeda.
Jadi, S adalah himpunan pembeda sisi untuk C,. Kardinalitas S
sama dengan dua adalah terkecil, jadi dimensi metrik sisi dari C;
adalah 2.

2.6 Penelitian-Penelitian Terkait

Subbab ini menjabarkan hasil penelitian yang telah
dilakukan oleh peneliti terdahulu yang berkaitan dengan dimensi
metrik, dimensi metrik sisi dan operasi korona lingkungan.

Chartrand dkk. adalah peneliti yang pertama Kkali
melakukan penelitian mengenai dimensi metrik pada tahun 2000.
Berikut adalah salah satu teorema mengenai dimensi metrik graf
yang dihasilkan oleh Chartrand dkk.

Teorema 2.6.1 [1] Misalkan G adalah graf terhubung dengan
ordon > 2.

(1) dim(G) = 1jika dan hanya jika G = P,.

(2) dim(G) = n—1jikadan hanya jika G = K,.

(3) Untuk n > 3, dim(C,) = 2.

Rinurwati dkk. melakukan penelitian mengenai dimensi
metrik graf korona sisi dari graf G dan graf trivial K; yang disebut
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graf korona sisi anting pada tahun 2017. Berikut adalah salah satu
teorema yang dihasilkan dalam penelitian tersebut.

Teorema 2.6.2 [7] Diberikan graf trivial K.
(1) Untukn = 3,dim(B, ¢ K;) = 2.

(2) Untukn = 4,
2 ,jikan genap

dim(Cy o K1) = { 3 ,jikan gasal.

Karena K, ¢ K; = K, ,maka dim(K,, ¢K;) = (n+1) —

1 =n (Teorema 2.6.1). Karena S,, ¢ K; = f,, dan dim(f,) =n
maka dim(S,, ¢ K;) = n, dengan f,adalah graf kipas.

Dimensi metrik sisi dari graf G, edim(G), pertama Kali
diteliti oleh Peterin dan Yero pada tahun 2018. Berikut adalah
teorema mengenai dimensi metrik sisi graf yang dihasilkan oleh
Peterin dan Yero, yang sangat membantu dalam menentukan
dimensi metrik graf lain terutama graf hasil suatu operasi.

Teorema 2.6.3 [10] Untuk n > 2
(1) edim(P,) =dim(B,) =1
(2) edim(C,) = dim(C,) = 2
(3) edim(K,) =dim(K,) =n—1
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“Halaman ini sengaja dikosongkan”
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BAB Il1
METODE PENELITIAN

3.1 Tahapan Penelitian

Metode penelitian yang dilakukan pada tugas akhir ini
adalah dengan mengumpulkan referensi-referensi dari buku dan
jurnal yang berkaitan dengan dimensi metrik, dimensi metrik sisi
dan operasi korona lingkungan serta melakukan penahapan
penelitian dengan langkah-langkah yang diuraikan sebagai
berikut :

Tahap | : Menentukan nilai dimensi metrik graf korona
lingkungan bandul G * K; yaitu K, * K; dan C, * K; dengan
langkah-langkah operasional untuk masing-masing graf adalah:

1. Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul G * K;.

2. Menentukan penamaan titik pada graf G * K.

3. Menentukan jarak antara dua simpul pada G * K.

4. Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi
simpul yang memiliki representasi berbeda terhadap
himpunan pembeda.

5. Menentukan basis pada setiap graf korona lingkungan

bandul.
6. Membuktikan secara matematis hasil dugaan pada
langkah 5.
Tahap Il : Menentukan nilai dimensi metrik sisi graf korona

lingkungan bandul G * K; yaitu K, * K; dan C, * K; dengan
langkah-langkah operasional untuk masing-masing graf adalah:

1. Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul G * K;.

2. Menentukan penamaan titik pada graf G * K.

3. Menentukan jarak antara simpul dan sisi pada G * K.
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4. Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi
sisi dan memiliki representasi berbeda terhadap
himpunan sisi pembeda.

5. Menentukan basis metrik sisi pada setiap graf korona
lingkungan bandul.

6. Membuktikan secara matematis hasil dugaan pada
langkah 5.

Tahap 111 : Membuat kesimpulan.
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3.2 Diagram Alir Tahap |

Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul G * K;

v

Menentukan penamaan titik pada G * K;

v

Menentukan jarak antara 2 simpul pada G * K;

v

Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi
simpul terhadap himpunan pembeda

Apakah
representasi

TIDAK

A

setiap simpul
herheda?

Menentukan basis pada setiap graf korona
lingkungan bandul

v

Membuktikan secara matematis hasil prediksi
sebelumnya

Gambar 3.1 Diagram Alir Tahap |
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3.3 Diagram Alir Tahap Il

Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul G * K;

v

Menentukan penamaan titik pada G * K;

v

Menentukan jarak antara simpul dan sisi pada G * K;

v

Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi sisi
terhadap himpunan pembeda sisi

Apakah
representasi

TIDAK

A

setiap sisi
herheda?

Menentukan basis sisi pada setiap graf korona
lingkungan bandul

v

Membuktikan secara matematis hasil prediksi
sebelumnya

Gambar 3.2 Diagram Alir Tahap Il
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BAB IV
DIMENSI METRIK DAN DIMENSI METRIK SISI
GRAF KORONA LINGKUNGAN BANDUL

4.1 Dimensi Metrik Graf Korona Lingkungan Bandul
Subbab ini membahas mengenai dimensi metrik graf korona
lingkungan bandul dan pembuktiannya.

4.1.1 Dimensi metrik graf K,, * K4

Diberikan graf lengkap K, dengan himpunan simpul
V(K,) = {vy,v,,...,v,} dan graf trivial K; dengan himpunan
V(K;) = {u}. Salinan ke-i dari graf K; dinotasikan dengan H; dan
himpunan simpul V(H;) = {u;}.

Graf korona lingkungan dari graf K,, dan graf K; dinotasikan
sebagai K, * K; . Graf K, = K; diperoleh dengan mengambil
sebuah graf K,, dan Hy,H,,...,H,, kemudian untuk setiap
i € {1,2,...,n} menghubungkan u; dengan semua tetangga v;.

Graf K, * K; memiliki himpunan simpul V(K, *K;) =
V(K,)UV(H)U V(H,) U ..UV(H,) =V(K,) U
UL V(H;) = {v1,v2, ., U} U {ug, Uy, o, Up

Dimensi metrik dari graf K,, * K; dengan n > 3 ditunjukkan
pada Teorema 4.1.1.

Teorema 4.1.1 Misalkan G adalah graf lengkap K,, dengan ordo
n > 3 dan H adalah graf trivial K;. Dimensi metrik dari graf
korona lingkungan G dan H adalah dim(K,, * K;) =n — 1.
Bukti

Teorema 4.1.1 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai
berikut:

(1) Untukn =3
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Dibuktikan Teorema 4.1.1 benar, yaitu dibuktikan benar
bahwa dim(K; * K;) =3 — 1.

Diambil sebarang himpunan D; € V(K3 * K;), dengan
|D,| = 2. Dipilih D; = {uq,u,}.

Misalkan G; = K5 * K, dengan V(G,) = {v,,v,,v3} U
{uy, u,, us}. llustrasi graf G, seperti pada Gambar 4.1.

e e =
V3 Vi

Gambar 4.1 Graf K5 * K;

Akan ditunjukkan bahwa D; adalah basis untuk G;. Representasi
simpul-simpul di G, terhadap D, adalah :

r(vy|Dy) = (2,1) r(uq|D;1) = (0,2)
r(v,|Dy) = (1,2) r(uz|Dy) = (2,0)
r(v3|Dy) = (1,1) r(uz|Dy) = (2,2)

Karena representasi setiap simpul di G, terhadap D, berbeda,
maka D; merupakan himpunan pembeda untuk G, .

Selanjutnya, karena G, bukan graf lintasan maka D, adalah
basis untuk G;. Jadi dim(G;) = dim(K; *K;) =2 =3 —1.

(2) Untukn =4
Dibuktikan Teorema 4.1.1 benar, yaitu dibuktikan benar

Diambil sebarang himpunan D, € V(K, * K;), dengan
|D2| = 3. Dlplllh Dz = {ul,uZ,U3} . Misalkan G2 = K4_ * K1
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dengan  V(Gy) = {vq,v5,v3, V43 U{uy, uy, us, uy}.  llustrasi
graf G, seperti pada Gambar 4.2.

us

Gambar 4.2 Graf K, * K;

Akan ditunjukkan bahwa D, adalah basis untuk G,. Representasi
simpul-simpul di G, terhadap D, adalah :

7”(vllDZ) = (2'1'2) r(ullDZ) = (0'2'2)
T'(VleZ) = (1;2;1) 7ﬂ(u'ZlDZ) = (21012)
T'(V3|D2) = (1;1;2) 7ﬂ(u3|D2) = (21210)
T(v4|D2) = (1,1,1) 7A(uél-lDZ) = (21212)

Karena representasi setiap simpul di G, terhadap D, berbeda,
maka D, merupakan himpunan pembeda untuk G,.

Selanjutnya ditunjukkan bahwa tiga adalah kardinalitas
minimum dari D,, yaitu dengan menunjukkan bahwa himpunan
B, € V(G,) dengan kardinalitas dua bukan himpunan pembeda
untuk G;.

Himpunan B, diambil sebarang dan dipilih B, = {uy,u,}.
Representasi simpul-simpul di G, terhadap B, adalah :

r(v11By) = (2,1)
r(v2|Bz) = (1,2)
r(vs|B;) = (1,1)
r(v4]B;) = (1,1)
r(uq|B2) = (0,2)
r(uz|B;) = (2,0)
r(uz|By) = (2,2)
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r(uq|Bz) = (2,2)

Karena terdapat dua pasang simpul dengan representasi sama,
yaitu r(v;|B,) = r(v4|B,) dan r(us|By) = r(uys|B,), maka B,
bukan himpunan pembeda untuk G,. Jadi D, dengan kardinalitas
tiga adalah basis untuk K, * K;, sehingga dim (K, * K;) =3 =
4 —1.

(3 Untukn=k—-1
Andaikan Teorema 4.1.1 benar, yaitu benar bahwa
dim (Ky_1 *K)) =k —-2=(k—1)—1

(4) Untukn =k
Dibuktikan Teorema 4.1.1 benar, yaitu dibuktikan benar
bahwa dim(K}, * K;) = k — 1.

Diambil sebarang himpunan D € V(K * K;) dengan
ID| =k —1. Dipilih D = {uy,u,,..,ur_1} . Selanjutnya,
dibuktikan bahwa D adalah basis untuk Kj, * K; sebagai berikut:
Representasi dari simpul-simpul di graf K, * K; terhadap D
adalah:
r(v,|D) = (2,1,1,...,1,1)
r(vy,|D) = (1,2,1,...,1,1)

r(v,—1I1D) = (1,1, ...,1,2)
r(v,|D) = (1,1,...,1,1)

r(uy|D) = (0,2,2,...,2,2)
r(u,|D) = (2,0,2, ...,2,2)

r(u,—1|D) = (2,2, ...,2,0)
r(u,|D) = (2,2, ...,2,2)

Karena representasi semua simpul dari graf K * K; terhadap D
berbeda, maka D adalah himpunan pembeda untuk graf Kj, * K;.
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Selanjutnya, untuk himpunan B € V(K,) S V(K * K;)
dengan kardinalitas k — 1 bukan himpunan pembeda untuk graf
K, * K,, sebab:

Jika semua elemen B adalah simpul v; dengan 1 <i <k,
maka tanpa mengurangi keumuman bukti, dipilih B =
{vi,v9,...,05k_1}. Dalam hal ini, d(vg,v;) =dugv) =1
sehingga r(vy|B) = r(u,|B) = (1,1, ...,1,1).

Karena himpunan B; = {v;|1 <i < k} dengan kardinalitas
k — 2 adalah himpunan bagian dari B, maka B; bukan himpunan
pembeda untuk graf K, * K.

Lebih lanjut untuk himpunan C < V(K * K;) dengan
kardinalitas k — 2 bukan himpunan pembeda, sebab:

(@) Jika semua elemen C adalah simpul u; dengan 1 <i <k,
maka tanpa mengurangi keumuman bukti, dipilih C =
{us, uy, ..., up_o}. Dalam hal ini, d(ug_1,u;) = d(ug, u;) =
2 dan d(vg_i,u) =d(,u;)) =1;u; €C , sehingga
r(ug—11C) = r(uglC) = (2,2,..,2,2) dan r(v,_4IC) =
r(ve|C) = (1,1, ...,1,1).

(b) Jika elemen-elemen C adalah p simpul v; dan q simpul u;,
dengan 1<i<k dan qgq=k—-—p—2 maka tanpa
mengurangi keumuman bukti dipilih
C = {vl, s Upy Ug, ...,uq} . Dalam hal ini, d(v,v;) =
d(W-1,v) = dWy—2,v) = L, dWwy, u) = d(g—y,w;) =
d(Wi—2,u;) = 1L, d(ug, v;) = d(ug_1, 1) = d(ug_2,v;) =
lTdand(ug,uy) = d(ug—1, ) = d(ug—2,u;) = 2; v, u; €
C , sehingga 1r(W|C) = r(Vi-1|C) = r(vi_1|C) =
(1,1, ...,1,1) dan r(ug |C) = r(ug_11C) = r(uk_,|C) =

( 1,..,1, 2,..,2 >

N——— N——

suku ke—p suku ke—q

(c) Jika elemen-elemen C adalah q simpul v; dan p simpul u;,

dengan 1<i<k dan g=k—-p-—2 maka tanpa
mengurangi keumuman bukti dipilih
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C = {vl, s Ugy Uy, ...,up} . Dalam hal ini, d(vg,v;) =
d(vk—livi) = d(vk—ZJvi) = 1rd(vk!ui) = d(vk—llui) =
d(vk—ZIui) = 1)d(uk)vi) = d(uk—l!vi) = d(uk—ZJUi) =
1dan d(uy,u;) = d(ug_q,u;) = d(Ug_y,u;) = 2; v, U; €
C , sehingga r(vg|C) = r(Vg-11C) = r(vy_2|C) =
(1,1, ...,1,1) dan r(ug |C) = r(ug_11C) = r(uk_,|C) =

( L..,1, 2,..,2 )

suku ke—q sukuke—p

Dari kemungkinan (a) sampai (c) di atas diketahui bahwa untuk
himpunan C dengan Kkardinalitas k — 2, terdapat simpul di
K, * K; yang mempunyai representasi sama terhadap C, maka C

bukan himpunan pembeda untuk graf K; * K;. Jadi himpunan
D = {uy,u,, ..., ux_4} adalah basis untuk graf K * K;. n

Selain dimensi metrik graf K, * K; , subbab ini juga
membahas mengenai dimensi metrik graf C, * K; beserta
pembuktiannya.

4.1.2 Dimensi metrik graf C,, * K4

Diberikan graf siklus C,, dengan himpunan simpul V(C,) =
{vi,v,, ..., vy} dan graf trivial K; dengan himpunan simpul
V(K;) = {u}. Salinan ke-i dari graf K; dinotasikan dengan H; dan
himpunan simpul V(H;) = {u;}.

Graf korona lingkungan dari graf C,, dan graf K;dinotasikan
sebagai C, *K; . Graf C, x K; diperolen dengan mengambil
sebuah graf C, dan Hy, H,,.., H, kemudian untuk setiap
i € {1,2,...,n} menghubungkan u; dengan semua tetangga v; di
G.

Graf C, * K; memiliki himpunan simpul V(C, *K;) =
V(€ UV(H) U V(H) U ..UV (Hy) = V(Cy) U UL, V(H) =

{vll V2 ey Un} U {ul, Uy, ., un}-
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Dimensi metrik dari graf C, * K; dengan n > 3 diberikan
pada Teorema 4.1.2.

Teorema 4.1.2 Jika G adalah graf siklus C, berordo n >3
dengan n ganjil dan H adalah graf trivial K;, maka dimensi
metrik dari graf G korona lingkungan H adalah

2 ,nm=3

dim(C, +K) =4 3 "=5

Bukti :

(1) Untukn =3

Karena graf C; * K; isomorf dengan graf K5 * K;, maka benar
bahwa dim(C; * K;) = 2. (Teorema 4.1.1)

(2) Untukn =5
Akan ditunjukkan bahwa dim(Cs * K;) = 3 sebagai berikut:

Diambil himpunan B; € V(Cs*Ky) dengan B, =
{u;,us,us}. Misalkan H; =Cs*K; dengan V(H;)=
{vi, v, V3,4, v} U {uy, uy, us, uy, us}. Graf H; digambarkan
seperti pada Gambar 4.3.

us@ ou

Vigy e
w@ V@ 9 9u,
L

Vi

uz

Gambar 4.3 Graf Cs * K;

Akan ditunjukkan bahwa B; adalah basis untuk H;.
Representasi simpul-simpul di H, terhadap B, adalah :
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r(vllBl) = (2;2;1) r(ullBl) = (0!2!3)

r(v,|B1) = (1,1,2) r(uz|B1) = (3,3,2)
r(vs|By) = (2,2,2) r(usl|By) = (2,0,2)
T('U4|B1) = (2,1,1) T(u4|Bl) = (21313)
T(U5|B1) = (1!2!2) r(u5|B1) = (31210)

Karena representasi setiap simpul di H; terhadap B, berbeda,
maka B; adalah himpunan pembeda untuk H, .

Akan ditunjukkan tiga adalah kardinalitas terkecil dari B;, sebagai
berikut:

Untuk himpunan D, dengan kardinalitas dua bukan himpunan
pembeda, sebab:

a.

Jika semua elemen D, adalah simpul u; dengan 1 <i <5
dan dipilih himpunan D; = {u;,u,} . Dalam hal ini,
d(vy,uq) =d(v3,ug) =2 dan d(vy,up) =d(vs,u;) =1,
sehingga r(v4|D,) = r(v3|D,) = (2,1).

Jika semua elemen D; adalah simpul v; dengan 1 <i <5
dan dipilih himpunan D; = {v;,vs} . Dalam hal ini,
d(vy,v3) = d(uy,v3) =1 dan d(vy,vs) = d(uy,vs) = 2,
sehingga r(v,|D;) = r(u,|Dy) = (1,2).

Jika elemen-elemen D, adalah satu simpul v; dan simpul
lainnya adalah simpul u; dengan 1 <i <5 dan dipilih
himpunan D; = {v,,u;} . Dalam hal ini, d(vs,v,) =
d(us,v,) =1 dan d(vs;,uy) =d(us,uy) =2 , sehingga
r(v3|D1) = r(us|Dy) = (1,2).

Dari kemungkinan a sampai ¢ di atas diketahui bahwa untuk
himpunan D; dengan kardinalitas dua, terdapat simpul di Cs * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap D;, maka D, bukan
himpunan pembeda untuk graf Cs* K; . Jadi himpunan B; =
{u,, us, us} adalah basis untuk graf Cs * K;.
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(3) Untukn=>7
Teorema 4.1.2 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai
berikut:

(@ Untukn =7

Dibuktikan Teorema 4.1.2 benar, yaitu dibuktikan benar

bahwa dim(C; * Ky) = [] = 3.

Diambil himpunan B, € C,*K;, dengan B, =
{u;,us,u;}. Misalkan H, =C,*K, dengan V(H,)=

{v1, V2, V3,04, Vs, V6, 7} U {Ug, Up, Uz, Uy, Us, Ug, U7} Graf  H,
digambarkan seperti pada Gambar 4.4.

e ou:
\'4. .Vl
us@y Pu
Vel ov:
Vs. °® .w
u® v ®.
[ ]
Us

Gambar 4.4 Graf C, * K,

Akan ditunjukkan bahwa B, adalah basis untuk H,. Representasi
simpul-simpul di H, terhadap B, adalah

T(vllBZ) = (2,3,1) r(ullBZ) = (0'3'3)
r(v,|B;) = (1,2,2) r(uz|B;) = (3,2,2)
r(vs|By) = (2,1,3) r(usz|By) = (2,3,3)
T'(174|Bz) = (3,2,3) r(uél-lBZ) = (3'0'3)
r(vs|B;) = (3,1,2) r(us|B;) = (3,3,2)
r(vglBy) = (2,2,1) r(ug|By) = (2,2,3)
r(v,|By) = (1,3,2) r(u;|By) = (3,3,0)

Karena representasi setiap simpul di H, terhadap B, berbeda,
maka B, merupakan himpunan pembeda untuk H,.
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Akan ditunjukkan tiga adalah kardinalitas terkecil dari B,,
sebagai berikut:
Untuk himpunan D, dengan kardinalitas dua bukan himpunan
pembeda, sebab:

a. Jika semua elemen D, adalah simpul u; dengan 1 <i <7
dan dipilih himpunan D, = {us,u,} . Dalam hal ini,
d(vy,us) = d(uy,us) = 3 dan d(vy,uy) = d(uz uy) = 2,
sehingga r(v,|D,) = r(u,|D,) = (3,2).

b. Jika semua elemen D, adalah simpul v; dengan 1 <i <7
dan dipilih himpunan D, = {v,,vs} . Dalam hal ini,
d(vy,v3) = d(uy,vz) =1 dan d(vy,ve) = d(uy,ve) =2,
sehingga r(v4|D,) = r(uy|D;) = (1,2).

c. Jika elemen-elemen D, adalah satu simpul v; dan simpul
lainnya adalah simpul u; dengan 1 <i <7 dan dipilih
himpunan D, = {v;,us} . Dalam hal ini, d(v,,v;) =
d(u;,v;) =1 dan d(v;,u,) =d(us;,u,) =3, sehingga
r(v7|1D3) = r(us|D3) = (1,3).

Dari kemungkinan a sampai ¢ di atas diketahui bahwa untuk
himpunan D, dengan kardinalitas dua, terdapat simpul di C; * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap D,, maka D, bukan
himpunan pembeda untuk graf C, = K; . Jadi himpunan B, =
{u,, u4, u,} adalah basis untuk graf C, * K;.

(b) Untukn =9
Dibuktikan Teorema 4.1.2 benar, yaitu dibuktikan benar

bahwa dim(C, * K;) = [g] =3,

Diambil himpunan B3 € Cy * Ky, dengan Bs
{uy,us,u;3.  Misalkan  H; = Cy*xK; dengan V(H3)
{v1,v2,V3, V4, V5, V6, V7, Vg, Vo } U

{u1, uz, us, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Ug}

Graf H; digambarkan pada Gambar 4.5.
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Gambar 4.5 Graf Cqy * K;

Akan ditunjukkan bahwa B adalah basis untuk H;. Representasi
simpul-simpul di H; terhadap B adalah :

r(v1|B3) = (2,3,3) r(us|B3) = (0,3,3)
r(v2|B3) = (1,2,4) r(uz|B3) = (3,2,4)
T(U3|Bg) = (2'1'4') r(u3|B3) = (2'3'4)
T(U4|Bg) = (3'2'3) r(u4,|B3) = (3'0'3)
r(vs|B3) = (4,1,2) r(us|B3) = (4,3,2)
r(vs|B3) = (4,2,1) r(ug|Bs) = (4,2,3)
T(U7|Bg) = (3'3'2) r(u7|B3) = (3'3'0)
T(Ungg) = (2'4"1) r(u8|B3) = (2'4'3)
T(vf)lBS) = (1'4'2) r(u9|BS) = (3'4'2)

Karena representasi setiap simpul di Hs terhadap B; berbeda,
maka B; merupakan himpunan pembeda untuk H;.

Akan ditunjukkan tiga adalah kardinalitas terkecil dari Bs,
sebagai berikut:
Untuk himpunan D5 dengan kardinalitas dua bukan himpunan
pembeda, sebab:

a. Jika semua elemen D5 adalah simpul u; dengan 1 <i <9
dan dipilih himpunan D3 = {us,us} . Dalam hal ini,
d(vy,u3) = d(ug,u3z) = 2 dan d(vy,us) = d(uq,us) = 4,
sehingga r(v4|D3) = r(uq|D3) = (2,4).

b. Jika semua elemen D5 adalah simpul v; dengan 1 <i <9
dan dipilih himpunan D; = {v3,v9} . Dalam hal ini,
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d(vy,v3) = d(uy,v3) =2 dan d(vy,v9) = d(uy,v9) =1,
sehingga r(v4|D3) = r(uq|D3) = (2,1).

Jika elemen-elemen D5 adalah satu simpul v; dan simpul
lainnya adalah simpul u; dengan 1 <i <9 dan dipilih

himpunan D3 = {ve,ug} . Dalam hal ini, d(v,,ve) =
d(uy,ve) =4 dan d(vy,ug) =d(uq,ug) =2 , sehingga

T(v1|1D3) = r(u4|D3) = (4,2).

Dari kemungkinan a sampai ¢ di atas diketahui bahwa untuk
himpunan D5 dengan kardinalitas dua, terdapat simpul di Cy * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap D5, maka D5 bukan
himpunan pembeda untuk graf Co * K; . Jadi himpunan B3 =

{u,, u,, u,} adalah basis untuk graf Cq * K;.

(c) Untukn=k—-1

Andaikan Teorema 4.1.2 benar, yaitu benar bahwa

k-1

dlm (Ck—l * Kl) - [T .

(d) Untukn =k

Dibuktikan Teorema 4.1.2 benar, yaitu dibuktikan

benar bahwa dim(C, * K;) = E]

Diambil himpunan Z < V(Cy * K;) dengan |Z| = E]
Dipilih
K

A E{ui EHli=3t+1,tel= {0,1,2,...,[51 - 1}} =

k Jk=3t+1
{uy,uq,uy, ..., up} dengan p = {k -1 ,k=3t+2
k—2 k=23t

Selanjutnya, dibuktikan bahwa Z adalah basis untuk C;, * Kj;.
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Dengan pengamatan langsung pada graf C, *K; , akan
ditunjukkan bahwa dim(Cy * K;) = E] untuk k > 7, dengan
langkah — langkah sebagai berikut:

1)

2)

Membuat matriks jarak dari graf Cj, = K; (matriks yang
elemen-elemennya adalah jarak antara dua simpul berbeda di
C, * K; ). Elemen-elemen dari setiap baris matriks yang
terbentuk, secara urut dari kiri ke kanan menyatakan
koordinat ke-1, ke-2, ... , ke-k dari representasi simpul
v E Ck * Kl'

Mengamati nilai yang tunggal pada :

Satu kolom pertama matriks jarak dari Cj * K;, maka
diperoleh beberapa representasi simpul dengan tunggal dari
satu koordinat pertama. Misalkan simpul-simpul dengan
representasinya yang tunggal ini dihimpun dalam himpunan
A.

Dua kolom pertama matriks jarak dari C, * K;, maka
diperoleh beberapa representasi simpul dengan tunggal dari
satu koordinat pertama. Misalkan simpul-simpul dengan
representasinya yang tunggal ini dihimpun dalam himpunan
B.

Demikian seterusnya dengan cara yang sama, pengamatan
dilanjutkan sampai dengan E] kolom pertama matriks jarak.

Misalkan simpul-simpul dengan representasi tunggal yang
diperoleh ini dihimpun dalam himpunan M.

Dengan E] — pengamatan di atas diperoleh himpunan A; U

A, U ..U A[E] =V(C, *K;) dengan semua representasi
3

simpulnya terhadap Z berbeda. Jadi Z adalah himpunan pembeda
dari Cy = K;. Bilangan [g] adalah kardinalitas minimal dari Z.
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Sebab, himpunan D, € Z dengan kardinalitas kurang dari E] -1

bukan himpunan pembeda dari C; * K;. Sebab, misalkan tanpa
mengurangi keumuman bukti diambil Dy = {uy, uy, Uz, ..., up_1}
dan p = k, maka representasi r(uy_1|D,) = r(vi_1|D,4). Jadi, Z
adalah basis untuk C, * K. [

Sebagai contoh pengamatan langsung proses penentuan basis
untuk Ci * K; di atas diambil k = 7. Elemen- elemen matriks
jarak simpul dari C, * K, seperti pada Tabel 4.1.

Tabel 4.1. Matriks Jarak Simpul dari Graf C; * K;

d(a,b) | uy Uy | Uy
Uy 0 3 3
U, 3 2 2
Us 2 3 3
Uy 3 0 3
U 3 3 2
Ug 2 2 3
Uy 3 3 0
vy 2 3 1
Uy 1 2 2
V3 2 1 3
Uy 3 2 3
Vg 3 1 2
Vg 2 2 1
v 1 3 2

Keterangan Tabel 4.1 :

A i= {uy, uy, uz}

d(a,b) := jarak dari simpul a € C;, * K; dengan simpul b € Z.
r(u,12) := (0,3,3) yaitu baris pertama Tabel 1.

Hasil pengamatan dari :
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1) Satu kolom pertama matriks jarak dari C; * K;:
Diperoleh representasi u, sebagai representasi simpul
tunggal dari pengamatan satu koordinat pertama. A; = {u,}.

2) Dua kolom pertama matriks jarak dari C; * K;:
Diperoleh representasi uq,u,,v,,v3,vs dan v, sebagai
representasi simpul tunggal dari pengamatan dua koordinat
pertama. A, = {uy, uy, vy, v3, Vs, U7 }.

3) Tiga kolom pertama matriks jarak dari C, * K;:
Diperoleh representasi semua simpul C, * K; sebagai
representasi simpul tunggal dari pengamatan tiga koordinat
pertama. A; = M = V(C; * K;).

4.2 Dimensi Metrik Sisi Graf Korona Lingkungan Bandul
Subbab ini membahas mengenai dimensi metrik sisi graf
korona lingkungan bandul dan pembuktiannya.

4.2.1 Dimensi metrik sisi graf K,, * K,

Diberikan graf lengkap K, dengan himpunan simpul
V(K,) = {vi,vy,...,v,} dan graf trivial K; dengan
himpunan V(K;) = {u}. Salinan ke-i dari graf K;
dinotasikan dengan H; dan himpunan simpul V(H;) = {u;}.

Graf korona lingkungan dari graf K, dan graf K;
dinotasikan sebagai K,, * K;. Graf K,, * K, diperoleh dengan
mengambil sebuah graf K,, dan H,, H,, ..., H,, kemudian
untuk setiap i € {1,2,...,n} menghubungkan u; dengan
semua tetangga v;.

Graf K,, * K; memiliki himpunan simpul V(K,, * K;) =
V(K,)UV(H,)U V(H,)U..UV(H,) =V(K,) U

L V(H) = {v, vy, o, v} U {uy, uy, ..., uy } dan
himpunan sisi E(K,, * K;) = {v,vpla,b =1,2,...,n} U
{fvyuclb,c =1,2,...,ndan b # c}.
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Dimensi metrik sisi dari graf K,, * K; dengan n > 3
ditunjukkan pada Teorema 4.2.1.

Teorema 4.2.1 Jika G adalah graf lengkap K,, berordo n = 3
dan H adalah graf trivial K;, maka dimensi metrik sisi dari graf
hasil korona lingkungan G dan H adalah edim(K, * K;) =
2(n—-1)

Bukti:
Teorema 4.2.1 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai
berikut:

(1) Untukn =3
Dibuktikan Teorema 4.2.1 benar, yaitu dibuktikan benar
bahwa edim(K3 * K;) = 2(3 — 1).

Diambil sebarang himpunan S; € V(K3 * K;), dengan
|S1| = 4. Dipilih S; = {vy,v,,uy,u,}. Misalkan G; = K3 * K;
dengan V(G,) = {vy, V2, v3} U {uy,uy,us} dan (G,) =
{v1v2, v1v3,v,03} U {v1uy, vy U3, vouy, Vous, 3y, v3UL )
Graf G, diilustrasikan seperti pada Gambar 4.1.

Akan ditunjukkan bahwa S; adalah basis sisi untuk G;.
Representasi sisi-sisi di G, terhadap S; adalah :

7”(171172|51) = (0,0,1,1) r(v2u1|51) = (1101012)
T(U1U3|51) = (0'1'1'1) T(U2u3|51) = (1101112)
r(v,v3S1) = (1,0,1,1) r(vsuy[S1) = (1,1,0,1)
T(V1u2|51) = (0,1,2,0) r(v3u2|51) = (1'1'1'0)

T(v1u3 |Sl) = (0,1,2,2)

Karena representasi setiap sisi di G, terhadap S; berbeda, maka S;
merupakan himpunan pembeda sisi untuk G;.
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Selanjutnya, ditunjukkan kardinalitas minimum dari S;
adalah 4, yaitu dengan menunjukkan himpunan T; € V(G,)
dengan |T;| = 3 bukan himpunan pembeda sisi untuk G, .

Himpunan T; diambil sebarang dan dipilih T; = {v;,v,, v3}.
Representasi sisi-sisi di G, terhadap T; adalah:
r(vlvleI) = (0!0!1)
T(U1U3|T1) = (0'1'0)
T(U2U3|T1) = (11010)
r(v1u2|T1) = (0,1,1)
r(v1u3|T1) = (0'1'1)
T(V2u1|T1) = (1'0'1)
7/'(‘172‘u'3|Tl) = (1,0,1)
r(v3u1|T1) = (LLO)
r(v3u2|T1) = (1,1,0)

Karena terdapat sisi yang memiliki representasi yang sama, yaitu
r(V1uz|Ty) = (v us|Ty), r(vouy | Ty) = r(vous|T,) dan
r(vsuq|Ty) = r(vszu,|T,), maka T, bukan himpunan pembeda
sisi untuk G;.

Jadi, S; dengan kardinalitas empat adalah basis sisi untuk
K3 * K; sehingga dimensi metrik sisi graf K3 * K, edim(K3 *
K)=4=23-1).

(2) Untukn =4
Dibuktikan Teorema 4.2.1 benar, yaitu dibuktikan benar
bahwa edim(K, * K;) = 2(4 — 1).

Diambil sebarang himpunan S, € V (K, * K;), dengan
|Sz| = 6. Dlplllh SZ = {vl,vz,vg,ul,uZ,U3}.

Misalkan G, = K, * K; dengan V(G,) = {v{,v,, V3, v4} U
{u,,uy, uz, us} dan E(G,) = {vyvp|1 < a,b < 4dana # b}
U{vpyu.ll <b,c <4danb # c}.

37



Graf G, diilustrasikan pada Gambar 4.2.

Akan ditunjukkan bahwa S, adalah basis untuk G,. Representasi
sisi-sisi di G, terhadap S, adalah :
r(viv,1S8,) = (0,0,1,1,1,1)
r(vyvslS,) = (0,1,0,1,1,1)
r(vyv,lS,) = (0,1,1,1,1,1)
r(v,vslS,) = (1,0,0,1,1,1)
r(vo1,lS,) = (1,0,1,1,1,1)
r(vs1,lS,) = (1,1,0,1,1,1)
r(viuylS,) = (0,1,1,2,0,1)
r(viuslS,) = (0,1,1,2,1,0)
r(viuslS,) = (0,1,1,2,1,1)
r(vo,uy1S,) = (1,0,1,0,2,1)
r(vyuslS,) = (1,0,1,1,2,0)
r(vouslS,) = (1,0,1,1,2,1)
r(vsuy|S,) = (1,1,0,0,1,2)
r(vsu,lS,) = (1,1,0,1,0,2)
r(vsu,lS,) = (1,1,0,1,1,2)
r(vauqlS,) = (1,1,1,0,1,1)
r(vau,|S,) = (1,1,1,1,0,1)
r(vauslS,) = (1,1,1,1,1,0)

Karena representasi setiap sisi di G, terhadap S, berbeda, maka
S, merupakan himpunan pembeda sisi untuk G,.

Selanjutnya, ditunjukkan kardinalitas minimum dari S,
adalah enam, yaitu dengan menunjukkan himpunan T, € V(G,)
dengan kardinalitas lima bukan himpunan pembeda sisi untuk G.

Himpunan T, diambil sebarang dan dipilih T, =
{vs, uq,uy,us,us} . Representasi sisi-sisi di G, terhadap T,
adalah:

r(v,v,|T,) = (1,1,1,1,1)
r(vivs|T,) = (1,1,1,1,1)
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r(vinlT,) = (0,1,1,1,2)
r(v,v3|T,) = (1,1,1,1,1)
r(v,1|T,) = (0,1,1,1,1)
r(vs,|T,) = (0,1,1,1,1)
r(viu,|Ty) = (1,2,0,1,1)
r(vyus|T,) = (1,2,1,0,1)
r(vyus|T,) = (1,2,1,1,0)
r(vouq|T,) = (1,0,2,1,1)
r(vous|Ty) = (1,1,2,0,1)
r(vous|T,) = (1,1,2,1,0)
r(vsuq|T,) = (1,0,1,2,1)
r(vsu,|T,) = (1,1,0,2,1)
r(vsu|Ty) = (1,1,1,2,0)
r(v,uq|T,) = (0,0,1,1,2)
r(vau,|T,) = (0,1,0,1,2)
r(vaus|T,) = (0,1,1,0,2)

Karena terdapat sisi yang memiliki representasi yang sama, yaitu

T (V14| T2) = 1(V304|T,) dan r(v1v,|T;) = 1(v1v5|Ty) =
r(v,v5|T,) maka T, bukan himpunan pembeda sisi untuk G,.

Jadi, S, dengan kardinalitas enam adalah basis untuk K, * K;
sehingga edim(K, * K;) = 6 = 2(4 —1).

(3 Untukn=k—-1

Andaikan Teorema 4.2.1 benar, yaitu benar bahwa
edim(Ky_; *Ky) =2k —4=2(k—-2)=2((k—1) —1)

4) Untukn =k

Dibuktikan Teorema 4.2.1 benar, yaitu dibuktikan benar

bahwa edim(K), * K;) = 2(k — 1).

Diambil  sebarang

IS| = 2k — 2.

Dipillh S = {Ul, vz, ey Uk_l, ul, uZ, ...,uk_l}.

himpunan S € V(K * K;) dengan
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Selanjutnya, dibuktikan bahwa S adalah basis sisi untuk Kj, *
K, sebagai berikut:

Terdapat 5 kasus, yaitu:

1. Jika sisi e; = v;v;; e; € E(Ky x Kq); v, vj € V(K * Ky),
dani,j €{1,2,..,k—1} dengan i # j , maka dg;(e,,v;) =
dg(e;,v;) = 0 dan jarak antara e; ke simpul lainnya di S
adalah 1.

2. Jika sisi e, = Uiuj ; €2 € E(Kk * Kl); vi,ui,uj €
V(K x Ky), dan i,j € {1,2,...,k — 1} dengan i # j, maka
dg(eyv;) = dG(ez,uj) =0, dg(ey,u;)) =2 dan jarak
antara e, ke simpul lainnya di S adalah 1.

3. Jika sisi e3 = v;vy ; e3 € E(Ky * Kp); v;, v, € V(K *Ky),
dan i €{1,2,..,k—1}, maka d;(es,v;) =0 dan jarak
antara e; ke simpul lainnya di S adalah 1.

4, Jika sisi €4 = ViUy ; €4 € E(Kk * Kl)' Vi, Uy € V(Kk * Kl)'
dani € {1,2,..,k — 1}, maka dg(e,s,v;) =0, dg(eq,u;) =
2 dan jarak antara e, ke simpul lainnya di S adalah 1.

5. Jika sisi e = vyu;; es € E(Ky * Ky); v, u; € V(K * Ky),
dan i €{1,2,..,k —1}, maka d;(es,u;) =0 dan jarak
antara es ke simpul lainnya di S adalah 1.

Dari 5 kasus di atas jelas bahwa tidak ada sisi yang mempunyai
representasi sama terhadap S, maka S adalah himpunan pembeda
sisi untuk graf K, * K;.

Di lain pihak, misalkan T adalah himpunan simpul yang
memiliki kardinalitas 2k — 3, maka T bukan himpunan pembeda
sisi untuk graf K, * K, sebab:

(a) Jika elemen T adalah k —1 simpul v; dan k — 2 simpul
u;;1 <i<k, maka tanpa mengurangi keumuman bukti
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dipilih T = {vy, vy, ..., Vg_1, Uy, Uy, ..., Ug_2}. Misalkan sisi
g = Vi_q1v dan h = v_quy; g, h € E(Ky * Ky).

Dalam hal ini d;(g,u;) =dg(hu) =1,dg(g9,vk_1) =
dg(h,v,_1) =0 dan dG(g,v]-) = dG(h,vj) =1,1<j<
k — 2, dengan vj, vi_q,u; € Tsehingga r(g|T) = r(h|T) =
1,..,1,0,1,..,1).

(b) Jika elemen T adalah k — 2 simpul v; dan k —1 simpul
u;;1<i<k, maka tanpa mengurangi keumuman bukti
dipilih T = {vy, vy, .., Vk_2,Uq, Uy, .., Ug—1} . Misalkan
terdapat sisi e = v;v,_; dan s = v vy; e,s € E(Ky * K3).
Dalam hal ini dg(e,u;) =dg(s,u;)) =1, dg(e,vy) =
dg(s,v;) = 0dan dG(e,vj) = dG(s,vj) =1;2<j<k-2
dimana vy, v;,u; €T, sehingga r(e|T) =r(s|T) =
0,1,1,...,1).

Dari kemungkinan (a) dan (b) di atas diketahui bahwa untuk
himpunan T dengan kardinalitas 2k — 3, terdapat sisi di K * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap T, maka T bukan
himpunan pembeda sisi untuk graf K; x K; . Oleh sebab itu,
himpunan S = {vy, v, ..., Vx_1, Uy, Uy, ..., Ug—q } @dalah himpunan
pembeda sisi minimum untuk graf K, * K;. [

Selain dimensi metrik sisi graf K,, * K;, subbab ini juga
membahas mengenai dimensi metrik sisi graf C, * K;
beserta pembuktiannya.

4.2.2 Dimensi metrik sisi graf C,, * K4

Diberikan graf siklus C,, dengan himpunan simpul V(C,,) =
{vi,v,, ..., vy} dan graf trivial K; dengan himpunan simpul
V(K;) = {u}. Salinan ke-i dari graf K; dinotasikan dengan H; dan
himpunan simpul V(H;) = {u;}.
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Graf korona lingkungan dari graf C,, dan graf K;dinotasikan
sebagai C, *K; . Graf C, * K; diperoleh dengan mengambil
sebuah graf C, dan Hy,H,,..,H,, kemudian untuk setiap
i € {1,2,...,n} menghubungkan u; dengan semua tetangga v; di
G. Graf C,, * K; memiliki himpunan simpul (C, * K;) = V(C,) U
V(H) U V(H;) U ..UV(Hy) = V(Cp) U UL, V(H,) =
{vi, vy, o, v U {ug, uy, . uy

Dimensi metrik dari graf C, * K; dengan n > 3 diberikan
pada Teorema 4.2.2.

Teorema 4.2.2 Jika G adalah graf siklus C, berordo n > 3
dengan n ganjil dan H adalah graf trivial K;, maka dimensi
metrik sisi dari graf hasil operasi korona lingkungan G dan H
adalah
4 ,n=3579
edim(C, * K;) = [E]
3

Bukti:

(1) Untukn =3

Karena graf C; * K; isomorf dengan graf K5 * K;, maka benar
bahwa edim(C; * K;) = 4. (Teorema 4.2.1)

(2) Untukn=>5
Akan ditunjukkan bahwa edim(Cs * K;) = 4 sebagai berikut:

Diambil himpunan S; € Cs = Ky, dengan S, = {vq, vy, Uy, Uy }.
Misalkan H; = Cs * K; dengan V(H,) = {vy, V3, V3, V4, U5} U
{u1, uz, uz, us, us} dan E(Hy) = {v1v,, V203, V304, VaVs, V51 } U
{v1uy, viUs, Vo Ug, VoUs, V3U, V3Us, Valls, VaUs, Vsly, Vsl ).
llustrasi graf H; ditunjukkan pada Gambar 4.3.

Akan ditunjukkan bahwa S; adalah basis sisi untuk H; .
Representasi sisi-sisi di H; terhadap S, adalah:
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r(v11,151) = (0,2,1,2)
T(V1u2|51) = (0!2!2!2)
r(v1u5|51) = (0!1!2!2)
T(UnglSl) = (1'1'1'1)
r(vouq|S;) = (1,2,0,2)
r(vyuslS;) = (1,1,1,2)
r(vsmlS;) = (2,0,2,1)

r(vsuylS;) = (2,1,2,0)
r(vavs|S;) = (1,0,1,1)
r(vauszlSy) = (2,0,2,2)
r(vyus|S;) = (1,0,2,2)
r(vs1151) = (0,1,1,1)
r(vsu,|S;) = (1,1,0,1)
r(vsuy|S;) = (1,1,1,0)

r(vsu,|S;) = (1,1,2,1)

Karena representasi setiap sisi di H, terhadap S; berbeda, maka
S; adalah himpunan pembeda untuk H;.

Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari Sy
adalah 4. Himpunan W, dengan kardinalitas tiga bukan himpunan
pembeda, karena:

a. Jika semua elemen W, adalah simpul u; dengan 1 < i < 5 dan
dipilih  himpunan W, = {uy,u,,u3} . Dalam hal ini,
dg(v1vy,u;) = dg(vyvs,u;) = 1 dengan u; € Wy, sehingga
r(vyvz|[Wy) = r(vpvs|Wy) = (1,1,1).

b. Jika semua elemen W, adalah simpul v; dengan 1 < i < 5 dan
dipilih himpunan W, = {v;,v3, vs}.

Dalam hal ini, dg(viv,,vp) =dg(viuy,v;) =0 dan
dc(v1v2,3) = dg(V1ug, v3) = dg(V1v5,V5) =

de(viuz,vs) =1, sehingga (v v,|Wy) = r(viug|[Wy) =
(0,1,1).

c. Jika elemen-elemen W, adalah satu simpul v; dan dua simpul
u; dengan 1 < i < 5 dan dipilih himpunan W, = {v,, u,, us}.
Dalam hal ini, dg(vyus,vy) = dg(vaus,v,) =0 dan
dg(Vausz, up) = dg(Vaus, up) = dg(Vaus, uy) =
dg(vaus,uy) =2, sehingga r(vaus|Wyp) = r(vaus|Wy) =
(0,2,2).

d. Jika elemen-elemen W; adalah dua simpul v; dan satu simpul
u; dengan 1 < i < 5 dan dipilih himpunan W; = {v,v,, us}.
Dalam  hal ini, dg(vovs,v) =ds(vouy,vy) =1
dg(Vyv3,v2) = dg(Vouy,v2) = 1 dan dg(vav3,us) =
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dg(voug,us) = 2, sehingga r(v,v3|Wp) = r(vu, |Wy) =
(1,1,2).

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk
himpunan W; dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di Cs * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap W, sehingga W;
bukan himpunan pembeda sisi untuk graf Cs * K;. Jadi himpunan
S1 = {v1,v4,uq,u,} adalah basis sisi untuk graf Cs * K;.

(3) Untukn =7
Akan ditunjukkan bahwa edim(C, * K;) = 4 sebagai berikut:

Diambil himpunan S, < C, * K; dengan S, = {vg, Uy, Uy, U7}
Misalkan H, = C, = K; dengan

V(Hy) = {vy,v2, V3, Vs, Vs, Ve, U7} U {ug, Uy, Us, Uy, Us, Ug, U7}
dan E(H,) = {v vy, V3V3, U3V, UsUs, Vs Vg, Vg V7, V701 } U
{v1uz, v1U7, VU, VoUs, V3Uy, Vally, ValUs, VyUs, Vsly, VsUs,
VelUs, VgUz, U7Uq, V7 Ug . Hlustrasi graf H, ditunjukkan pada
Gambar 4.4.

Akan ditunjukkan bahwa S, adalah basis sisi untuk H, .
Representasi sisi-sisi di H, terhadap S, adalah:

7"(171172|Sz) = (2'1'2'1)
r(viuylSz) = (2,2,2,1)
T(v1u7|52) = (1'2'3'0)
r(v2v3|52) = (3,1,1,2)
r(vouqlSz) = (2,0,2,2)
T(UzU,3|Sz) = (3,1,2,2)
T(U3’L74|SZ) = (2121113)
r(v3u2|52) = (3'21112)
r(v3uslS;) = (2,2,0,3)
T(U4U5|Sz) = (1,3,1,2)
T(U4_U3|52) = (2121213)

r(v4u5|52) = (1131212)
r(vsvelSz) = (0,2,1,1)
T(USU4|SZ) = (1131012)
r(v5u6|52) = (1121112)
r(vev;|Sz) = (0,1,2,1)
r(veuslS,) = (0,2,2,1)
7/'(1]61'1'7|52) = (0121210)
T(U7U1|52) = (1'1'3'1)
r(v7uqlSz) = (1,0,3,2)
r(v7uelS,) = (1,1,2,2)
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Karena representasi setiap sisi di H, terhadap S, berbeda, maka
S, adalah himpunan pembeda untuk H,.

Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari S, adalah
4. Himpunan W, dengan kardinalitas tiga bukan himpunan
pembeda, karena:

a. Jika semua elemen W, adalah simpul u; dengan 1 <i <7
dan dipilih himpunan W, = {uy,u3,us}. Dalam hal ini,
d¢(vius,u;) = dg(v3uy,u;) = 2 dengan u; € W, sehingga
r(vius|W) = r(vau|Ws) = (2,2,2).

b. Jika semua elemen W, adalah simpul v; dengan 1 <i <7
dan dipilih himpunan W, = {v;,v,,v;}. Dalam hal ini,
dg(v1V,,v1) = dg(V1Uy, V1) = dg(V1V5,14) =
de(Viuz,vy) =2 dan dg(v1vp,v7) = dg(v1up,v7) =1,
sehingga r(v,v,|W5) = r(viuy|W,) = (0,2,1).

c. Jika elemen-elemen W, adalah satu simpul v; dan dua
simpul u; dengan 1 <i <7 dan dipilih himpunan W, =
{vy, uy, ug}. Dalam hal ini, dg(v,v,,v5) = dg(ViUy, vy) =
1 dan  dg(v1vz,us) = dg(Viug, uy) = dg(v105,u6) =
dg(v1uz,ug) = 2, sehingga r(v,v,|W,) = r(viuy|[W,) =
(1,2,2).

d. Jika elemen-elemen W, adalah dua simpul v; dan satu
simpul u; dengan 1 <i <7 dan dipilih himpunan W, =
{v3,ve,uz}.

Dalam hal ini, dg(viv,,v3) =dg(viuy,v3) =1

de(11V2,v6) = dg(v1up,v6) =2 dan  dg(vyvp,u;) =

?G (171;12:117) =1, sehingga r(viv,|W;) = r(viu,|W,;) =
1,2,1).

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk
himpunan W, dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di C; * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap W,, sehingga W,
bukan himpunan pembeda sisi untuk graf C, * K;. Jadi himpunan
S, = {ve, uq, Uy, u,} adalah basis sisi untuk graf C; * K;.
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(4) Untukn =9
Akan ditunjukkan bahwa edim(Cq * K;) = 4 sebagai berikut:

Diambil himpunan S; € Cq * K; dengan S; = {uy, uy, us, us}.
Misalkan H; = Cq4 * K; dengan

V(H;3) =

{v1,v2, V3,04, V5, V6, V7, Vg, Vo} U

{uy, uy, us, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Ug} dan

E(Hz) = {v1v;, V5V3, V3V, V4 Vs, Vs Vg, Vg V7, V7 Vg, Vglg, VoV } U
{viuz, v1Ug, Vo Uy, VaU3, V3Uy, V3ly, ValUs, VyUs, VslUy, VsUs,
VelUs, VU7, V7Ug, V7Ug, Vglly, Vgl VoUy, VoUg}. Ilustrasi graf Hs
ditunjukkan pada Gambar 4.5.

Akan ditunjukkan bahwa S; adalah basis sisi untuk Hs .
Representasi sisi-sisi di H3 terhadap S; adalah:

r(viv,183) = (1,2,3,3)
T(v1u2|53) = (2'2'3'3)
T(UIU9|53) = (2,3,4,2)
r(v,vs31S3) = (1,1,2,4)
r(vouqlS3) = (0,2,3,3)
T(UZU3|53) = (1,2,2,4)
r(v3v4|53) = (2,1,1,3)
T(U3u2|53) = (2'1'2'4)
T(U3U4|53) = (2,0,2,3)
r(v4v5|53) = (3,1,1,2)
r(vauslS;) = (2,2,1,3)
r(vyus|Ss) = (3,2,0,2)
r(vsvglS;) = (4,1,1,1)
T(USU4|S3) = (3101212)

7/'("'751'1'6|‘S‘3) = (4111212)
7”(1'761‘77|S3) = (3121111)
r(v6u5|53) = (4121011)
T(v6u7|S3) = (3121110)
r(v,vg|S3) = (2,3,2,1)
r(v7u6|53) = (3121212)
r(v7u8|53) = (2131212)
T(U8U9|S3) = (1141311)
r(v8u7|53) = (2131210)
r(v8u9|53) = (2'4'3'1)
T(U9U1|S3) = (1131412)
T(U9u1|53) = (0737472)
r(v9u8|S3) = (1!4!3!2)

Karena representasi setiap sisi di H; terhadap S; berbeda, maka
S5 adalah himpunan pembeda untuk Hs.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari S; adalah
4. Himpunan W5 dengan kardinalitas tiga bukan himpunan
pembeda, karena:

a.

b.

C.

d.

Jika semua elemen W; adalah simpul u; dengan 1 <i <9
dan dipilih himpunan W5 = {u,,uq, ug}. Dalam hal ini,
dg (W34, uz) = dg(Vaug, uz) =1 ) dg (3, ug) =
dg(V3ug, ug) = 2 dan dg(v3vy,ug) = dg(vaug, ug) =4
sehingga r(v3v,|Ws3) = r(vau,|Ws) = (1,2,4).
Jika semua elemen W5 adalah simpul v; dengan 1 <i <9
dan dipilih himpunan W5 = {v;,vs, v, }.
Dalam hal ini, dg;(vivy,v3) =dg(viuy,v3) =1 dan
dc(v1v2,V5) = dg(v1Uy, Vs) = dg(v15,v7) =
dg(v1uz,v7) = 3, sehingga r(v,v,|Ws) = r(viuy|[Ws) =
(1,3,3).
Jika elemen-elemen W5 adalah satu simpul v; dan dua
simpul u; dengan 1 <i <9 dan dipilih himpunan W; =
{vo, uz, us}.
Dalam hal ini, dg(V1V,,v9) = dg(Vauq,vg) =
de(1vz,uz) = dg(voug,uz) =1 dan  dg(vyvp,uy) =
dg(vauy,uy) =3, sehingga r(v,v,|Ws) = r(vouy [Ws) =
(1,1,3).
Jika elemen-elemen W5 adalah dua simpul v; dan satu
simpul u; dengan 1 <i <9 dan dipilih himpunan W; =
{v1,vs, uo}.
Dalam hal ini, dg(vivy,vy) =dg(vuy,v) =0
de(v1v2,v8) = dg(v1up,vg) =2 dan  dg(vv3,ug) =
?G (171;12:119) =1, sehingga r(v,v;|W;3) = r(viuy|Ws) =
0,2,1).

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk
himpunan W5 dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di Cq * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap W5, sehingga W5
bukan himpunan pembeda sisi untuk graf Cy * K;. Jadi himpunan
S3 = {uy,uy, us, u,} adalah basis sisi untuk graf Cq * K;.
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(5) Untukn > 11
Teorema 4.2.2 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai
berikut:

(@) Untukn =11
Dibuktikan Teorema 4.2.2 benar, yaitu dibuktikan benar

bahwa edim(C;; * K;) = [%] = 4.

Diambil himpunan S, < C;; * K; dengan S, = {uy, uy, U7, U190}
Misalkan H, = C,; * K; dengan V(H,) =

{v1,v2, V3, V4, Vs, V6, V7, Vg, Vg, V19, V113 U

{ul,uz,u3,u4, Us, Ug, U7, Ug, Ug, ulO'ull} dan E(H4) =
{v1V2, V03, V3V, V4 Vs, Vs Vg, V6 V7, V7 Vg, VgVg, Vg1,

V19V11, V11V1} U {V1Up, V1Uqg, VoUg, VoUg, V3Up, V3lUy,

VaU3, VaUs, UVslUy, UsUg, VeUs, VgU7, U7Ug, U7Ug, VglU7,

Vgllg, VgUs, VoUg, V19U, V1oU11, V11U, V11U10}-

llustrasi graf H, ditunjukkan pada Gambar 4.6.

u

11 Uy
@ )
Vi1 Vi u;
0, e v, »
® o’
us @ vo@ o Qu:

um.

Vi

Gambar 4.6 Graf C;; * K,

Akan ditunjukkan bahwa S, adalah basis sisi untuk H, .
Representasi sisi-sisi di H, terhadap S, adalah:

r(v1v21S4) = (1,2,5,2) r(vov3S4) = (1,1,4,3)
T(U1u2|54_) = (212:512) T(v2u1|54) = (0,2,5,2)
r(v1u141S4) = (2,3,4,2) r(vyuslS,) = (1,2,4,3)
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r(vs1,lS,) = (2,1,3,4)
r(v3u2|S4) = (2!1!3!3)
T(U3U,4_|S4) = (2!0!3!4)
7”("]4"]5|S4) = (3,1,2,5)
7”(1741'1'3|S4) = (2,2,3,4)
r(v4u5|S4) = (3!2!2!5)
T(U5U6|S4) = (4!1!1!4)
r(vsualSs) = (3,0,2,5)
r(vsueglSy) = (4,1,2,4)
T(V6V7|S4) = (5;2;1;3)
7”(176uS|S4) = (4,2,1,4)
7”(176u7|'54) = (5,3,0,3)
T(U7V8|S4) = (4;3;1;2)
r(v7u6|54) = (5;2;2;3)

T(v7u8|54) = (4131212)
r(vgvelS,) = (3,4,1,1)
r(vgu,1S,) = (4,3,0,2)
T(U8U9|S4) = (3'4'1'2)
T(U9U10|S4) = (2151211)
r(vougl|S,) = (3,4,2,1)
r(v9u10|54) = (21512!0)
T(U10U11|S4) = (1'4'3'1)
r(v10u9|54) = (21512'2)
r(viou11S4) = (2,4,3,2)
r(v11v1|54) = (1131411)
r(v11u1|54) = (1'4'3'0)
r(v11u10lS4) = (0,3,4,1)

Karena representasi setiap sisi di H, terhadap S, berbeda, maka
S, adalah himpunan pembeda untuk H,.

Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari S, adalah
4. Himpunan W, dengan kardinalitas tiga bukan himpunan
pembeda, karena:

a.

Jika semua elemen W, adalah simpul u; dengan 1 <i <11
dan dipilih himpunan W, = {u,,u4,us}. Dalam hal ini,
dg(V3vs,u1) = dg(V3Uy, uy) = dg(V304,Ug) =

dg(V3uz, ue) = 2 dan dg(v3vy,uy) = dg(vauz, uy) =4,
sehingga r(vsv,|W,) = r(vsu,|W,) = (2,1,2).

Jika semua elemen W, adalah simpul v; dengan 1 <i < 11
dan dipilih himpunan W, = {v,,vg,v;1}. Dalam hal ini,
de(Weuz,v;) = dg(Vyue, v3) = 4 ) dg(Weuy,vg) =
dg(vyue, vg) = 1 dan dg(Veuy,v11) = dg(V7Ue, v11) =5,
sehingga r(veu,|W,) = r(vouglW,) = (4,1,5).

Jika elemen-elemen W, adalah satu simpul v; dan dua
simpul u; dengan 1 <i <11 dan dipilih himpunan W, =
{vg, ug, ug}. Dalam hal ini, d;(v1v,,V9) = dg(V1Uy, Vg) =
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de(V1v3,u9) = dg(V1Uz, ug) =3 dan  dg(vyvy,ug) =
dg(v1uz ug) =4, sehingga r(vyv,|W,) = r(vu |W,) =
(3,4,3).

d. Jika elemen-elemen W, adalah dua simpul v; dan satu
simpul u; dengan 1 <i < 11 dan dipilih himpunan W, =
{vs, vg,uy}. Dalam hal ini, d;(v,v3,v5) = dg(vous, vs) =
2, dg(vyv3,vg) = dg(vous, vg) =5 dan dg(vyvz,uy) =
dg(vaus,ug) =1, sehingga r(vov3|W,) = r(vous|W,) =
(2,5,1).

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk
himpunan W, dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di C;; * K;
yang mempunyai representasi sama terhadap W,, sehingga W,
bukan himpunan pembeda sisi untuk graf C;; * K;. Jadi himpunan
Sa = {uq,uy, uy,uq0} adalah basis sisi untuk graf C;; * K.

(b) Untukn =13
Dibuktikan Teorema 4.2.2 benar, yaitu dibuktikan benar bahwa

edim(C;3 * K;) = [13—3] = 5.

Diambil himpunan Ss € Ci3+xK; dengan
Se = {ug,uy, Uy, U9, U3} . Misalkan Hs = C3 * K; dengan
V(Hs) = {v1,v2, V3, V4, Vs, Ve, V7, Vg, Vo, V10, V11, V12, V13} U
{u1, uz, us, Uy, Us, Us, Uz, Ug, Ug, Uqg, Ugg, Ugz, Ugs} dan E(Hs) =
{V1V2, V203, V3V, V4 Vs, Vs Vg, V6 V7, V7 Vg,

VgVg, VoV10, V10V11, V11V12, V12V13, V13V1} U {V1Uy,

V1Uy13, VaUq, VU3, V3Up, V3Uy, VaUs, Vs, UsUy, UslUs,

VeUs, VeU7z, V7Ug, V7Ug, VgU7, VgUg, VglUy, VoUg, V19U,

V1o0U11, V11U10, V11U12, V12U11, V12U13, V13U1, V13U12-

llustrasi graf Hs ditunjukkan pada Gambar 4.7.
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Gambar 4.7 Graf Cy3 * Ky

Akan ditunjukkan bahwa Ss adalah basis sisi untuk Hs .
Representasi sisi-sisi di Hs terhadap S5 adalah:

r(viv,1Ss) = (1,2,5,4,1)
r(viuylSs) = (2,2,5,4,1)
r(viuy3lSs) = (2,3,6,3,0)
r(v,vs5)Ss) = (1,1,4,5,2)
r(vouq|Ss) = (0,2,5,4,2)
r(vyouszlSs) = (1,2,4,5,2)
r(v3v,lSs) = (2,1,3,6,3)
r(vsu,|Ss) = (2,1,4,5,2)
r(v3u,lSs) = (2,0,3,6,3)
r(vavs1Ss) = (3,1,2,5,4)
r(vaus|Ss) = (2,2,3,6,3)
r(vaus|Ss) = (3,2,2,5,4)
T'(U5U6|55) = (4,1,1,4,5)
r(vsuslSs) = (3,0,2,5,4)
r(U5u6|S5) = (4,1,2,4,5)
r(vev,|Ss) = (5,2,1,3,6)
r(veus|Ss) = (4,2,1,4,5)
r(vgu,|Ss) = (5,2,0,3,6)
r(v,vg|Ss) = (6,3,1,2,5)
r(v,uglSs) = (5,2,2,3,6)

r(v,uglSs) = (6,3,2,2,5)
r(vgve|Ss) = (5,4,1,1,4)
r(vgu,|Ss) = (5,3,0,2,5)
r(vgue|Ss) = (5,4,1,2,4)
r(vov410lSs) = (4,5,2,1,3)
r(voug|Ss) = (5,4,2,1,4)
r(vouqlSs) = (4,5,2,0,3)
r(v10v1115s) = (3,6,3,1,2)
r(viouelSs) = (4,5,2,2,3)
r(v10u141lSs) = (3,6,3,2,2)
r(v11v121Ss) = (2,5,4,1,1)
r(v11u10lSs) = (3,6,3,0,2)
r(v11us2|Ss) = (2,5,4,1,2)
r(v12v13/Ss) = (1,4,5,2,1)
r(v12u14/Ss) = (2,5,4,2,1)
r(vi2us3lSs) = (2,4,5,2,1)
r(vy131418s) = (1,3,6,3,1)
r(v13u14/Ss) = (0,3,6,3,2)
r(v13us2|Ss) = (1,4,5,2,2)

Karena representasi setiap sisi di Hg terhadap Ss berbeda, maka
S5 adalah himpunan pembeda untuk Hs.
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Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari S5 adalah
5. Himpunan Ws dengan kardinalitas empat bukan himpunan
pembeda, karena:

a.

Jika semua elemen Ws adalah simpul u; dengan 1 <i < 13
dan dipilih himpunan W5 = {uq, u4, ug, u;,}. Dalam hal ini,

dg(Vsve, uq) = dg(Vsug, ug) = 4 , dg(Vsve, Uy) =
de(sue, uy) =1, dg(vsve,ug) = dg(Vsue, ug) = 2_ dan
dg(Vsve,Usz) = dg(Vsug, ugz) = 6 ) sehingga

T(vsve|Ws) = r(vsuglWs) = (4,1,2,6).
Jika semua elemen W; adalah simpul v; dengan 1 <i <13
dan dipilih himpunan W5 = {v3, vs, v9, v1,}. Dalam hal ini,

dg(vyug, v3) = dg(vguy,v3) = 4 ) dg(vyug, vs) =
dg(vguy,vs) =2, dg(vyug,vo) = dg(vguy, vg) = 1_ dan
dg(v7ug, v11) = dg(vgus, v11) =3 , sehingga

r(v7ug|Ws) = r(vgus |Ws) = (4,2,1,3).

Jika elemen-elemen Wy adalah satu simpul v; dan tiga
simpul u; dengan 1 <i < 13 dan dipilih himpunan W5 =
{vg,us,ug,ug} . Dalam hal ini, dg;Wevyig,vg) =
dg(Vouy0,v9) =0, dg(Vovi0,us) = dg(Vouso us) =4
dg(Vov10,Uug) = dg(Wouqp, ug) =3 dan dg(vovyg, ug) =
de(Vouqg,ug) =1 sehingga
T(Vov10|Ws) = 1(Vouyo|Ws) = (0 4,3,1).

Jika elemen-elemen Wy adalah tiga simpul v; dan satu
simpul u; dengan 1 <i < 13 dan dipilih himpunan W5 =
{vy,v7,v11,ug} . Dalam  hal ini, d;(Wwsue, vy) =
de(Weus,v2) =3, dg(vsue v7) =dg(Veus,v7) =1
dg(Vsue, v11) = dg(VeUs, v11) =5 dan  dg(Vsug, ug) =
dg(veus,ug) = 2, sehingga r(vsues|Ws) = r(veus|Ws) =
(3,1,5,2).

Jika elemen-elemen W5 adalah dua simpul v; dan dua simpul
u; dengan 1<i<13 dan dipilih himpunan W; =
{vg, V12, us,ug} . Dalam hal ini, d;(viguqq,vs) =
de(V11U10, V) = 6, dg(V1oU11, V12) = dg(V11Us0, V12) =
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1 , dg(V1oU11,Us) = dg(V11Ug0,Us) =5 _ dan
dg(v1oU11,Ue) = dg(V11U10, Us) = 4 : sehingga
r(vyou1[Ws) = r(v11u50|Ws) = (6,1,5,4).

Dari kemungkinan a sampai e di atas jelas bahwa untuk himpunan
Ws dengan kardinalitas empat, didapatkan sisi di C;5 * K; yang
mempunyai representasi sama terhadap We, sehingga Ws bukan
himpunan pembeda sisi untuk graf C;3 * K; . Jadi himpunan
Ss = {uq,uy, Uy, ugg, Ug3} adalah basis sisi untuk graf C;3 * Kj.

(c) Untukn=k—-1
Andaikan Teorema 4.2.2 benar, yaitu benar bahwa

edim(Cy_, * Ky) = [% .

(d) Untukn =k
Dibuktikan Teorema 4.2.2 benar, yaitu dibuktikan benar

bahwa edim(Cy, * K,) = [g]

Diambil himpunan L € V(C,, * K;) dengan |L| = E]

Dipilin L c {ui eHli=3t+1tel={012,.,[5]- 1}} =
kL k=3t+1

{uy,uq,uy, ..., up} dengan p = {k -1 ,k=3t+2
k—2 k=23t

Selanjutnya, dibuktikan bahwa L adalah basis sisi untuk Cj, * K;.
Dengan pengamatan langsung pada graf C, +*K; , akan

ditunjukkan bahwa edim(Cy, * K;) = E] untuk k = 11, dengan

langkah — langkah sebagai berikut:
I.  Membuat matriks jarak dari graf C; * K; (matriks yang
elemen-elemennya adalah jarak antara sisi dan simpul di
Cy * K;). Elemen-elemen dari setiap baris matriks yang
terbentuk, secara urut dari Kkiri ke kanan menyatakan
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koordinat ke-1, ke-2, ... , ke-k dari representasi sisi
e € Cy *Kj.

Il.  Mengamati nilai yang tunggal pada :

1) Satu kolom pertama matriks jarak dari C; * K;, maka
diperoleh beberapa representasi sisi dengan tunggal
dari satu koordinat pertama. Misalkan sisi-sisi
dengan representasinya yang tunggal ini dihimpun
dalam himpunan F;.

2) Dua kolom pertama matriks jarak dari C;, * K;, maka
diperoleh beberapa representasi sisi dengan tunggal
dari satu koordinat pertama. Misalkan sisi-sisi
dengan representasinya yang tunggal ini dihimpun
dalam himpunan F,.

Demikian seterusnya dengan cara Yyang sama,
pengamatan dilanjutkan sampai dengan E] kolom

pertama matriks jarak. Misalkan simpul-simpul dengan
representasi tunggal yang diperoleh ini dihimpun dalam
himpunan T.

Dengan E] — pengamatan di atas diperoleh himpunan F; U F, U
..U F[E] =E(C, *K;) dengan semua representasi sisinya
3

terhadap L berbeda. Jadi L adalah himpunan pembeda dari Cj, *

K;. Bilangan E] adalah kardinalitas minimal dari L. Sebab,
K

himpunan W, € L dengan kardinalitas kurang dari H — 1 bukan

himpunan pembeda dari Cj * K;. Sebab, misalkan tanpa
mengurangi keumuman bukti diambil We = {uy, uy, uz, ..., up_1}
dan p = k, maka representasi r(vj_,vi|Wg) = r(viug_1|Ws).
Jadi, L adalah basis sisi untuk Cj, * K;. ]
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Sebagai contoh pengamatan langsung proses penentuan basis
untuk Cy * K; di atas diambil k = 11. Elemen- elemen matriks
jarak sisi dari C;, * K, seperti pada Tabel 4.2.

Tabel 4.2. Matriks Jarak Sisi dari Graf €y * K.

d;(e,b)
V107
iUz
ViUqq
UaV3
Uoly
Vous
V3 V4
V3Up
V3Uy
VU4 Vs
VaUz
VUslUsg
VsVe
UsUy
UsUe
VeV7
VeUs
VelUy
V7Vg
V7Ue
V7uUg
VUgVg
VgUy
VUglg
UgV10
VUglUg

<
=

<
N

<
N

NINFPORFRINNIFPIOIFRPIFPINNEFEPINWINWW W A~O|A OO

I—‘I—‘I\)I\)I—‘NQ)I\JOJ-POJ#U‘I-PU‘I-bU'I-bOO-hOOI\JOOI\JNNr;:

WINWIRARWPRROPRORRORWIRARWOINIWINININFPOIFRLINDNPF
RO IWIEARWINIWWININRFPIOIRLINNFPIORPIFPINDNEFPIWININ

55



Vollqg 2 5 | 2 0
viov17 | 1| 4 | 3 1
V10Ug 2 | 5] 2 2
v | 2 | 4 | 3 2
V11V 1 | 3| 4 1
V11U 1|4 |3 0
viio | 0 | 3] 4 1

Keterangan Tabel 4.2 :

L

= {uy, Ug, U7y, Ugo}

d;(e,b) :=jarak darisisi a € C, * K; dengan simpul b € Z.
r(vyv,|L) := (1,2,5,2) yaitu baris pertama Tabel 2.

Hasil pengamatan dari :

1)

2)

3)

Satu kolom pertama matriks jarak dari C;; * Ky:
Tidak diperoleh representasi sebagai representasi simpul
tunggal dari pengamatan satu koordinat pertama. F; = {}.

Dua kolom pertama matriks jarak dari C;; * K;:
Diperoleh representasi v, v,, V1Uq1, Vo U3, Vo Uy,

VU3, V3Uy, VaVUs, VgUs, UVslUy, VeUs, VelU7, V1oU11,

V1171, V11U4 dan vy,uq Sebagai representasi sisi tunggal
dari pengamatan dua koordinat pertama. F, =
{V1V2, V1U11, V2 V3, Vo Uy, Vo Uz, V3Uy, V4 Vs,

Usly, VeUs, VeUz, V1oU11, V11V1, V11U, V11U0}

Tiga kolom pertama matriks jarak dari C;; * K;:
Diperoleh representasi v, v,, v1Uy, U1Uq1, Ua V3,

VaUq, VU3, V3Uy, Vg Us, UpUs, UsU3, UgVg, UslUy,

VUslUg, VeV7, VglUs, VgUy, V7 Vg, V7Ug, V7Ug, Vgly,

VolUg, V1oU11, V11 V1, V11U dan ViU  Sebagai
representasi sisi tunggal dari pengamatan tiga koordinat
pertama. F; = {v,v,, v1Uy, V1 U 1,

Uy V3, VU, VU3, U3Uy, Vs Vs, UalUs, V4U3, VsV,
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4)

VsUy, UsUg, VgVy, Vgls, VU, U7 Vg, Uslg, UyUg,
Vgly, VoUg, V19U11, V11V1, V11U, V11U10)-

Empat kolom pertama matriks jarak dari C;4 * K;:
Diperoleh representasi semua sisi C;; * K; sebagai
representasi  sisi  tunggal dari pengamatan empat
koordinat pertama. F, = T = E(Cy1 * K7).
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BAB V
PENUTUP

5.1 KESIMPULAN

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah dilakukan,
maka telah dihasilkan dimensi metrik dan dimensi metrik sisi graf
korona lingkungan bandul yaitu:

1. Untukn = 3, dim(K, * K;) =n— 1.

2. Untuk n > 3 dan n ganjil,

2 ,n=3
dim(C, * K;) = ,31 m=5
[g] ,n=7

3. Untukn > 3, edim(K, * K;) = 2(n — 1).
4. Untuk n = 3 dan n ganjil,
4 ,n=3579
edim(C, * K;) = [E] n>11
3 T

5.2 SARAN

Penelitian mengenai dimensi metrik dan dimensi metrik sisi
graf korona lingkungan dapat dilanjutkan untuk graf selain graf
teratur, misalnya graf bipartit.
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