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DIMENSI METRIK DAN DIMENSI METRIK SISI 

GRAF KORONA LINGKUNGAN BANDUL 

 
Nama    : Rida Eka Nabila 

NRP    : 06111640000065 

Departemen     : Matematika 

Dosen Pembimbing   : Dr. Dra. Rinurwati, M.Si 

ABSTRAK 
Misalkan   adalah graf terhubung dengan himpunan simpul 

                  dan himpunan sisi                    
Himpunan terurut                adalah himpunan bagian 

dari     , simpul      dan   adalah simpul di       dan sisi 

     adalah sisi di     . Jarak antara simpul   dan   

dinotasikan dengan         Jarak antara simpul   dan sisi 

     ,        , adalah                      
Representasi         dari   terhadap    adalah k-tuple 

                             Himpunan W disebut 

himpunan pembeda dari G jika untuk setiap dua simpul berbeda u 

dan v di     ,                Himpunan pembeda W 

dengan banyak elemen minimum disebut basis untuk G. 

Kardinalitas dari basis untuk  ,    , disebut dimensi metrik dari 

G dan dinotasikan dengan dim(G).  

Representasi dari sisi   terhadap W          adalah k-

tuple                                Himpunan   disebut 

himpunan pembeda sisi untuk   jika untuk setiap dua sisi berbeda 

           ,              . Himpunan pembeda sisi 

dengan banyak elemen minimum disebut basis sisi untuk  , dan 

kardinalitas dari basis sisi tersebut dinamakan dimensi metrik sisi 

        dari graf  .  
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Graf korona lingkungan dari graf G dan H, dinotasikan dengan 

     merupakan graf yang diperoleh dengan mengambil  graf   

dan        salinan  , yaitu graf                        , 

kemudian setiap simpul di    dihubungkan dengan simpul-simpul 

yang bertetangga dengan simpul    di  . Graf    , dengan H 

adalah graf trivial, disebut graf korona lingkungan bandul. 

Dalam Tugas Akhir ini, ditentukan dan dianalisis dimensi 

metrik dan dimensi metrik sisi dari graf korona lingkungan 

bandul, dan sebagai G digunakan graf lengkap dan graf siklus. 

 

Kata kunci: Dimensi metrik, Dimensi metrik sisi, Graf korona 

lingkungan bandul 
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ABSTRACT 
Let   be a connected graph with a set of vertices      

             and a set of edges                  . Ordered 

set                is a subset of     ,      and   are 

vertices of       and edge      is an edge of     . The 

distance between vertices   and   is denoted by       . The 

distance between vertex   and edge     ,        , is 

                  .The representation       , of   with 

respect to   is k-tuple                             . The 

set W is called the resolving set of   if for every two different 

vertices u and v in     ,              . The resolving set 

  with the minimum number of elements is called the basis for  . 

The cardinality of the base for  ,    , is called the metric 

dimension of  and is denoted by dim(G). The edge 

representation           of edge   with respect to  is k-tuple 

                              . The set   is called the 

edge resolving set of   if for every two different edges      

      ,                . The edge resolving set W with the 

minimum number of elements is called the edge base for  . The 

cardinality of the edge base for  ,    , is called the edge metric 

dimension of  and is denoted by edim(G). Neighbourhood corona 
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graph of   and  ,denoted by    ,  is a graph obtained by 

taking   and        copy of  , which is graph       

                  , then joining each vertex of     with adjacent 

vertices to vertex i on  .     graph, with H is a trivial graph, is 

called a bobble neighbourhood corona graph. In this final 

project, we determine and analyze the metric dimension and edge 

metric dimension of a bobble neighbourhood-corona graph, and 

as G, a complete graph and a cycle graph are used. 

Keywords: Metric dimension, edge metric dimension, bobble 

neighbourhood-corona graph 
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BAB I 

PENDAHULUAN 
 

   Pada bab ini dijelaskan mengenai latar belakang masalah, 

rumusan masalah, batasan masalah, tujuan dan manfaat penelitian 

Tugas Akhir ini. 

1.1 Latar Belakang Masalah  

 

Teori Graf adalah salah satu cabang ilmu matematika yang 

mempelajari pemodelan permasalahan dalam simpul dan sisi. 

Simpul menyatakan obyek permasalahan dan sisi menyatakan 

hubungan antar obyek.  

Dimensi metrik merupakan salah satu bidang kajian 

penelitian dalam Teori Graf, khususnya bidang kajian tentang 

dimensi graf. Dimensi metrik pada graf pertama kali 

diperkenalkan secara terpisah oleh Slater pada 1975, dan oleh 

Harary dan Melter pada 1976 [1]. Slater memperkenalkan konsep 

bilangan lokasi untuk graf terhubung , sedangkan Harary dan 

Melter menemukan konsep ini dengan istilah dimensi metrik 

(Chartrand, 2000:101). Kajian dalam dimensi metrik beragam, 

salah satunya adalah menentukan nilai dari dimensi metrik.  

Konsep dimensi metrik telah diterapkan dan dikembangkan 

oleh beberapa peneliti. Khuller dkk. [2] menerapkan konsep 

dimensi metrik pada navigasi robot. Dalam permasalahan 

optimasi kombinatorik, Sebo dan Tannier [3] menyelesaikan 

permasalahan tersebut dengan konsep dimensi metrik. Dimensi 

metrik pada berbagai operasi graf pun telah ditemukan. Khusus 

dimensi metrik graf korona, Iswadi dkk. telah mendapatkan 

dimensi metrik graf tersebut pada tahun 2011 [4]. Pada tahun 

yang sama, Rodriguez dkk. juga berhasil mendapatkan dimensi 

metrik dari graf perumuman hasil operasi korona [5]. Pada tahun 

2017, Rinurwati dkk. telah berhasil mendapatkan dimensi metrik 

graf korona sisi [6]. Graf korona sisi merupakan pengembangan 

dari graf korona. Dimensi metrik dari graf G korona sisi graf H 
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pada [6] adalah untuk H dengan ordo dua atau lebih. Untuk H 

dengan ordo satu, graf G korona sisi graf H dinamakan graf 

korona sisi anting dan dimensi metriknya didapatkan oleh 

Rinurwati dkk. [7]. Selain dimensi metrik, dalam dimensi metrik 

lokal dari graf korona sisi anting juga diperoleh Rinurwati dkk. 

dalam [7]. Untuk dimensi metrik lokal ketetanggaan, Rinurwati 

dkk. menemukan dimensi metrik lokal ketetanggaan pada graf 

serupa roda dengan penambahan anting [8]. Pengembangan 

operasi korona selanjutnya dilakukan oleh Gopalapillai [9], 

operasi tersebut dinamakan operasi korona lingkungan. 

Gopalapillai dalam penelitiannya menggunakan graf hasil operasi 

korona lingkungan untuk mendapatkan spektrum graf tersebut. 

Bagian lain dari bidang kajian tentang dimensi graf adalah 

dimensi metrik sisi. Dimensi metrik sisi suatu graf diperkenalkan 

oleh Kelenc, Tratnik dan Yero [10]. Dalam menentukan dimensi 

metrik sisi graf, Kelenc dkk. menggunakan jarak antar dua sisi. Di 

lain pihak, Nasir, Zafar dan Zahid [11] dalam menentukan 

dimensi metrik sisi suatu graf G, dilakukan dengan menentukan 

dimensi metrik graf garis dari G. Jadi, Nasir dkk. menggunakan 

jarak antar dua titik, sehingga dimensi metrik sisi graf yang 

dihasilkan, mereka sebut bentuk lain dari dimensi metrik. 

Dimensi metrik sisi yang diperoleh Nasir dkk. adalah dimensi 

metrik sisi dari graf n-sunlet dan graf prisma. Lebih lanjut, pada 

tahun 2019 Filipović, Kartelj dan Kratica mendapatkan dimensi 

metrik sisi dari graf Petersen yang diperumum [12]. 

Oleh karena itu, dalam Tugas Akhir ini dilakukan penelitian 

tentang dimensi metrik dan dimensi metrik sisi dari graf korona 

lingkungan bandul yaitu graf hasil operasi korona lingkungan dari 

graf terhubung G dan graf H, dengan H adalah graf trivial K1. 

 

1.2 Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang yang telah dijelaskan di atas, 

maka permasalahan pada Tugas Akhir ini adalah: 

1. Bagaimana menentukan dimensi metrik graf korona 

lingkungan bandul? 
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2. Bagaimana menentukan dimensi metrik sisi graf korona 

lingkungan bandul? 

 

1.3 Batasan Masalah 

Ruang lingkup permasalahan dalam Tugas Akhir ini dibatasi 

pada graf yang digunakan dalam menentukan dimensi metrik 

maupun dimensi metrik sisi graf korona lingkungan bandul 

    . Graf G yang digunakan adalah graf lengkap      dan graf 

siklus     dengan n ganjil.  

 

1.4 Tujuan 

Dari rumusan masalah dan batasan masalah yang telah 

dijelaskan di atas, maka tujuan Tugas Akhir ini adalah: 

1. Menentukan dimensi metrik graf korona lingkungan bandul. 

2. Menentukan dimensi metrik sisi graf korona lingkungan 

bandul. 

 

1.5 Manfaat 

 

Manfaat yang diharapkan dari penyusunan Tugas Akhir ini 

adalah: 

1. Memperdalam pengetahuan dan mempertajam analisis 

mengenai dimensi metrik dan dimensi metrik sisi dari graf 

hasil operasi. 

2. Sebagai referensi untuk penelitian selanjutnya mengenai 

dimensi metrik dan dimensi metrik sisi pada graf hasil 

operasi yang lain. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 
Pada bab ini disajikan pengertian tentang graf dan 

terminologi yang terkait serta hasil-hasil peneliti sebelumnya 

tentang dimensi metrik dan dimensi metrik sisi dari graf. Definisi 

pada bagian 2.1 dan 2.2 dirujuk dari [14]. 

 

2.1 Terminologi Graf 

Subbab ini menjelaskan pengertian-pengertian yang 

berhubungan dengan graf.  

 

Definisi 2.1.1 Dua simpul   dan   dari sebuah graf          

dikatakan bertetangga (adjacent) di   jika terdapat sebuah sisi 

      di  . 

 

Definisi 2.1.2 Jika terdapat sisi       di G dengan   dan   

adalah simpul di G, maka dikatakan simpul   bersisian (incident) 

dengan sisi   dan juga simpul   bersisian dengan sisi  . 

 

Definisi 2.1.3 Ordo dari sebuah graf G adalah banyaknya simpul 

di G. 

 

Definisi 2.1.4 Size dari sebuah graf G adalah banyaknya sisi di 

G. 

 

Definisi 2.1.5 Derajat dari simpul   di graf terhubung G 

dinotasikan dengan         adalah banyaknya sisi dari G yang 

bersisian dengan simpul  . 
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Gambar 2.1 Graf    

 

   Pada Gambar 2.1, dapat dilihat bahwa simpul    bertetangga 

dengan simpul       dan    dan simpul    memiliki derajat tiga. 

Simpul    bersisian dengan sisi     ,     , dan     . 

 

Definisi 2.1.6 Dalam suatu graf  , sebuah lintasan dari simpul 

   menuju simpul   , lintasan         dengan panjang   adalah 

susunan berselang-seling antara     simpul dan   sisi yang 

berawal dari simpul    dan berakhir di simpul   . 

 

Definisi 2.1.7 Sebuah graf   disebut graf terhubung jika untuk 

setiap pasang simpul   dan   di   terdapat lintasan dari   ke   

(atau dari   ke  ). 

 

Definisi 2.1.8 Jarak        dari simpul   ke simpul   di graf 

terhubung   adalah panjang dari lintasan terpendek     di G. 

 

Definisi 2.1.9 Dua graf   dan   dikatakan isomorfik jika 

terdapat fungsi bijektif              sedemikian hingga dua 

simpul   dan   bertetangga di   jika dan hanya jika      dan 

     bertetangga di  . Jika graf   dan   isomorfik, maka 

dinotasikan sebagai    . 
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Gambar 2.2 Graf Isomorfik 

 

       Pada Gambar 2.2, fungsi bijektif                

didefinisikan seperti berikut:          ,         ,       
   dan         . Graf    dan    adalah isomorfik karena   

mempertahankan ketetanggaan dari    dan   , yaitu setiap dua 

simpul berbeda dan bertetangga   dan v di    maka kawannya 

     dan      berbeda dan bertetangga di   . 

 

Definisi 2.1.10 Sebuah graf   adalah bipartit jika      dapat 

dipartisi menjadi dua himpunan   dan  , sedemikian hingga 

setiap sisi di   menghubungkan sebuah simpul di   dan sebuah 

simpul di  . 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.3 Graf Bipartit 

 

Pada Gambar 2.3 ditunjukkan graf bipartit dengan himpunan 

                dan              dan dapat dilihat setiap 

sisi pada graf tersebut menghubungkan sebuah simpul pada 

himpunan   dan sebuah simpul pada himpunan  . 
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2.2 Jenis-Jenis Graf  

Subbab ini menjelaskan mengenai graf yang digunakan 

dalam penelitian Tugas Akhir ini.  

 

Definisi 2.2.1 Graf lintasan Pn adalah graf dengan ordo n dan 

size n-1, dengan simpul dinotasikan sebagai              untuk 

    dan sisi        untuk            .  

 

Gambar 2.4 menyajikan graf lintasan berordo 5. 

 

 

 

 

 

Gambar 2.4 Graf    

 

Definisi 2.2.2 Graf siklus    adalah graf dengan ordo n dan size 

n, dengan simpul dinotasikan sebagai              untuk     

dan sisi      dan        untuk            .  

 

Gambar 2.5 menyajikan graf siklus berordo 5. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.5 Graf    

 

Definisi 2.2.3 Graf lengkap adalah graf yang setiap simpulnya 

membentuk sisi dengan semua simpul lainnya. Sebuah graf 

lengkap dengan   simpul dilambangkan dengan    dan 

mempunyai 
      

 
 sisi. Jika     maka    disebut graf trivial. 
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Gambar 2.6 menyajikan graf lengkap berordo 5. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.6 Graf    

 

Definisi 2.2.4 Graf bintang adalah graf pohon dengan n simpul, 

dimana salah satu simpul mempunyai derajat     dan     

simpul mempunyai derajat 1. Graf bintang berordo n dinotasikan 

sebagai   , isomorfik dengan graf bipartit lengkap       . 

 

Gambar 2.7 menyajikan graf bintang berordo 6. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 2.7 Graf    

 

2.3  Macam-Macam Graf Hasil Operasi Korona 

Subbab ini menjelaskan beberapa macam graf hasil operasi 

korona. 

 

Definisi 2.3.1 [15] Graf korona dari graf terhubung   dan graf 

  ,     , didefinisikan sebagai graf yang diperoleh dengan 

mengambil sebuah graf    dan sebanyak        salinan   yaitu 

                        }, kemudian setiap simpul ke-   di 

  dihubungkan ke semua simpul di   . 
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Gambar 2.8 menyatakan graf korona dari graf lintasan    dan graf 

trivial   . 

 

 

 

 

 

Gambar 2.8 Graf       

 

Definisi 2.3.2 [16] Graf korona sisi     dari   dan   

didefinisikan sebagai graf yang diperoleh dengan mengambil 

sebuah graf   dan sebanyak        salinan   yaitu       
                  , kemudian menghubungkan kedua simpul 

ujung dari sisi ke-  di   dengan semua simpul di   . 

 

Gambar 2.9 menyatakan graf korona sisi dari graf lintasan    dan 

graf trivial   . 

 

 

 

 

 

Gambar 2.9 Graf       

 

Definisi 2.3.3 [9] Graf korona lingkungan dari graf   dan   

dinotasikan dengan    , yaitu graf yang diperoleh dengan 

mengambil sebuah graf   dan sebanyak        salinan   yaitu 

                          , kemudian setiap simpul di 

   dihubungkan dengan simpul-simpul yang bertetangga dengan 

simpul ke-  di  .  

 

       Graf    , dengan H adalah graf trivial, disebut graf korona 

lingkungan bandul    dan dinotasikan dengan     . 
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Gambar 2.10 menyatakan graf korona lingkungan bandul           

       yaitu graf korona lingkungan dari graf lintasan    dan 

graf trivial   . 

 

 

 

 

 

Gambar 2.10 Graf       

 

2.4 Dimensi Metrik 

Subbab ini menjelaskan mengenai definisi dari dimensi 

metrik beserta contohnya. 

 

Definisi 2.4.1 [1] Misalkan   adalah graf terhubung dengan 

himpunan simpul      dan himpunan sisi       Himpunan 

terurut                adalah himpunan bagian dari      

dan simpul   adalah simpul di  . Representasi dari   

terhadap   yaitu       adalah k-tuple 

                             dengan         adalah jarak 

dari simpul v ke simpul wi, i              . Himpunan W disebut 

himpunan pembeda dari G jika untuk setiap dua simpul berbeda u 

dan v di     ,                Himpunan pembeda W 

dengan banyaknya elemen minimum disebut basis untuk G. 

Kardinalitas dari basis untuk  ,    , disebut dimensi metrik dari 

G dan dinotasikan dengan dim(G). 

 

   Gambar 2.11 menyatakan graf    dengan elemen basis adalah 

simpul yang diberi warna kuning yaitu    dan   . 
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Gambar 2.11 Graf    dan elemen basisnya. 

 

Akan ditunjukkan bahwa          .  

 

Misalkan                   Akan ditunjukkan W adalah 

himpunan pembeda untuk   .Representasi setiap simpul di    

terhadap   adalah: 

               
              
              
              

              
              
              

Terlihat bahwa representasi setiap simpul pada    terhadap   

berbeda. Jadi,   adalah himpunan pembeda untuk   .  

Akan ditunjukkan dua adalah kardinalitas   yang terkecil.  

Misalkan                  
Representasi setiap titik di    terhadap    adalah: 

              
                        

                        

                        

Jadi    bukan himpunan pembeda untuk   . 

Oleh karena itu dimensi metrik dari    adalah 2. 

 

2.5 Dimensi Metrik Sisi 

Subbab ini menjelaskan mengenai definisi dari dimensi 

metrik sisi beserta contohnya. 
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Definisi 2.5.1 [13] Misalkan   adalah graf terhubung dengan 

himpunan simpul                   dan himpunan sisi 

                   Himpunan terurut                
adalah himpunan bagian dari     , simpul      dan   adalah 

simpul di       dan sisi      adalah sisi di     . Jarak antara 

simpul   dan   dinotasikan dengan         Jarak antara simpul   

dan sisi            adalah                      
        Representasi dari sisi   terhadap W          adalah k-tuple 

                                Himpunan   disebut 

himpunan pembeda sisi untuk   jika untuk setiap dua sisi berbeda 

           ,              . Himpunan pembeda sisi 

dengan banyak elemen minimum disebut basis sisi untuk  , dan 

kardinalitas dari basis sisi dinamakan dimensi metrik sisi 

        dari graf  . 

 

Gambar 2.12 menyatakan graf    dengan elemen basis sisi 

yang diberi warna hijau yaitu      . 

 
  

 

 

 

 

 

Gambar 2.12 Graf    dan elemen basis sisinya. 

 

Akan ditunjukkan bahwa           . 

 

Misalkan                  
Representasi setiap sisi di    terhadap    adalah: 
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Jadi    bukan himpunan pembeda sisi untuk   . 

 

Misalkan                   Akan ditunjukkan S adalah 

himpunan pembeda sisi untuk   . 

Representasi setiap sisi di    terhadap   adalah: 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

Terlihat bahwa representasi setiap sisi di    terhadap   berbeda. 

Jadi,   adalah himpunan pembeda sisi untuk   . Kardinalitas   

sama dengan dua adalah terkecil, jadi dimensi metrik sisi dari    

adalah 2. 

 

2.6 Penelitian-Penelitian Terkait 

Subbab ini menjabarkan hasil penelitian yang telah 

dilakukan oleh peneliti terdahulu yang berkaitan dengan dimensi 

metrik, dimensi metrik sisi dan operasi korona lingkungan. 

 

Chartrand dkk. adalah peneliti yang pertama kali 

melakukan penelitian mengenai dimensi metrik pada tahun 2000. 

Berikut adalah salah satu teorema mengenai dimensi metrik graf 

yang dihasilkan oleh Chartrand dkk. 

 

Teorema 2.6.1 [1] Misalkan   adalah graf terhubung dengan 

ordo    . 

(1)          jika dan hanya jika       . 

(2)            jika dan hanya jika       . 

(3) Untuk    ,          . 

 

Rinurwati dkk. melakukan penelitian mengenai dimensi 

metrik graf korona sisi dari graf G dan graf trivial K1 yang disebut 
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graf korona sisi anting pada tahun 2017. Berikut adalah salah satu 

teorema yang dihasilkan dalam penelitian tersebut.  

 

Teorema 2.6.2 [7] Diberikan graf trivial   .   

(1) Untuk                  . 

(2) Untuk     ,  

            
                    
                     

  

       Karena           ,maka                    
    (Teorema 2.6.1). Karena          dan           

maka             , dengan fn adalah graf kipas. 

 

Dimensi metrik sisi dari graf G, edim(G), pertama kali 

diteliti oleh Peterin dan Yero pada tahun 2018. Berikut adalah 

teorema mengenai dimensi metrik sisi graf yang dihasilkan oleh 

Peterin dan Yero, yang sangat membantu dalam menentukan 

dimensi metrik graf lain terutama graf hasil suatu operasi. 

 

Teorema 2.6.3 [10] Untuk     

(1)                     
(2)                     
(3)                       
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“Halaman ini sengaja dikosongkan” 
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

3.1 Tahapan Penelitian 

Metode penelitian yang dilakukan pada tugas akhir ini 

adalah dengan mengumpulkan referensi-referensi dari buku dan 

jurnal yang berkaitan dengan dimensi metrik, dimensi metrik sisi 

dan operasi korona lingkungan serta melakukan penahapan 

penelitian dengan langkah-langkah yang diuraikan sebagai 

berikut : 

 

Tahap I : Menentukan nilai dimensi metrik graf korona 

lingkungan bandul      yaitu        dan       dengan 

langkah-langkah operasional untuk masing-masing graf adalah: 

1. Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul     . 

2. Menentukan penamaan titik pada graf     . 

3. Menentukan jarak antara dua simpul pada     . 

4. Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi 

simpul yang memiliki representasi berbeda terhadap 

himpunan pembeda. 

5. Menentukan basis pada setiap graf korona lingkungan 

bandul. 

6. Membuktikan secara matematis hasil dugaan pada 

langkah 5. 

Tahap II : Menentukan nilai dimensi metrik sisi graf korona 

lingkungan bandul      yaitu        dan       dengan 

langkah-langkah operasional untuk masing-masing graf adalah: 

1. Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul     . 

2. Menentukan penamaan titik pada graf     . 

3. Menentukan jarak antara simpul dan sisi pada     . 



18 

 

4. Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi 

sisi dan memiliki representasi berbeda terhadap 

himpunan sisi pembeda. 

5. Menentukan basis metrik sisi pada setiap graf korona 

lingkungan bandul. 

6. Membuktikan secara matematis hasil dugaan pada 

langkah 5. 

Tahap III :  Membuat kesimpulan. 
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3.2 Diagram Alir Tahap I 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 TIDAK 

 

   

 

 YA 

   

 

 

  

 

 

 

 

 

Gambar 3.1 Diagram Alir Tahap I 

 

Menentukan penamaan titik pada      

Menentukan jarak antara 2 simpul pada      

Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi 

simpul terhadap himpunan pembeda 

Menentukan basis pada setiap graf korona 

lingkungan bandul 

Membuktikan secara matematis hasil prediksi 

sebelumnya 

SELESAI 

MULAI 

Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul       

Apakah 

representasi  

setiap simpul 

berbeda? 
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3.3 Diagram Alir Tahap II 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 TIDAK 

 

 

  

 YA 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.2 Diagram Alir Tahap II 

Mengkonstruksi graf korona lingkungan bandul       

Menentukan penamaan titik pada      

Menentukan jarak antara simpul dan sisi pada      

Mengamati dan mendaftar masing-masing representasi sisi 

terhadap himpunan pembeda sisi 

Apakah  

representasi  

setiap sisi 

berbeda? 

Menentukan basis sisi pada setiap graf korona 

lingkungan bandul 

Membuktikan secara matematis hasil prediksi 

sebelumnya 

SELESAI 

MULAI 
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BAB IV 

DIMENSI METRIK DAN DIMENSI METRIK SISI 

GRAF KORONA LINGKUNGAN BANDUL 
 

4.1 Dimensi Metrik Graf Korona Lingkungan Bandul 

Subbab ini membahas mengenai dimensi metrik graf korona 

lingkungan bandul dan pembuktiannya.  

 

4.1.1 Dimensi metrik graf       

Diberikan graf lengkap    dengan himpunan simpul 

                   dan graf trivial     dengan himpunan 

           Salinan ke-i dari graf    dinotasikan dengan    dan 

himpunan simpul              

Graf korona lingkungan dari graf    dan graf    dinotasikan 

sebagai      . Graf       diperoleh dengan mengambil 

sebuah graf    dan             kemudian untuk setiap 

            menghubungkan    dengan semua tetangga     
Graf       memiliki himpunan simpul          

                                 
      

 
                             .  

Dimensi metrik dari graf       dengan     ditunjukkan 

pada Teorema 4.1.1.  

 

Teorema 4.1.1 Misalkan G adalah graf lengkap    dengan ordo 

    dan H adalah graf trivial   . Dimensi metrik dari graf 

korona lingkungan G dan H adalah                 
 

Bukti  

Teorema 4.1.1 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai 

berikut: 

 

(1) Untuk     
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Dibuktikan Teorema 4.1.1 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa                 
 

Diambil sebarang himpunan              dengan 

        Dipilih           . 
Misalkan          dengan                  

            Ilustrasi graf    seperti pada Gambar 4.1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.1 Graf       

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis untuk     Representasi 

simpul-simpul di    terhadap    adalah : 

               
               
                

               

               
               

 

Karena representasi setiap simpul di    terhadap    berbeda, 

maka    merupakan himpunan pembeda untuk      
 

    Selanjutnya   karena    bukan graf lintasan maka    adalah 

basis untuk   . Jadi dim(                      
 

(2) Untuk     

Dibuktikan Teorema 4.1.1 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa                 
 

Diambil sebarang himpunan              dengan 

        Dipilih              . Misalkan          
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dengan                                    Ilustrasi 

graf    seperti pada Gambar 4.2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.2 Graf        

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis untuk     Representasi 

simpul-simpul di    terhadap    adalah : 

                 
                 
                  
                  

                 
                 

                 

                 
 

Karena representasi setiap simpul di    terhadap    berbeda, 

maka    merupakan himpunan pembeda untuk      
 

        Selanjutnya ditunjukkan bahwa tiga adalah kardinalitas 

minimum dari   , yaitu dengan menunjukkan bahwa himpunan 

         dengan kardinalitas dua bukan himpunan pembeda 

untuk     
       Himpunan    diambil sebarang dan dipilih             
Representasi simpul-simpul di    terhadap    adalah : 

               
               
               
               
               

               
               



24 

 

              
 

Karena terdapat dua pasang simpul dengan representasi sama, 

yaitu                   dan                    maka    

bukan himpunan pembeda untuk     Jadi    dengan kardinalitas 

tiga adalah basis untuk       , sehingga               
     
 

(3) Untuk        
Andaikan Teorema 4.1.1 benar  yaitu benar bahwa 

                           

 

(4) Untuk      

Dibuktikan Teorema 4.1.1 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa                 
     

Diambil sebarang himpunan            dengan 
         Dipilih                 . Selanjutnya, 

dibuktikan bahwa D adalah basis untuk       sebagai berikut:  

Representasi dari simpul-simpul di graf       terhadap D 

adalah: 

                      

                      
  

                      
                    

                      
                      

  
                      
                    

 

Karena representasi semua simpul dari graf       terhadap D 

berbeda, maka D adalah himpunan pembeda untuk graf      . 

 



25 

 

Selanjutnya, untuk himpunan                  
dengan kardinalitas     bukan himpunan pembeda untuk graf 

     , sebab: 

Jika semua elemen   adalah simpul    dengan      , 

maka tanpa mengurangi keumuman bukti, dipilih   
                Dalam hal ini,                     

sehingga                            .  
 

Karena himpunan               dengan kardinalitas 

    adalah himpunan bagian dari B, maka    bukan himpunan 

pembeda untuk graf      . 

Lebih lanjut untuk himpunan            dengan 

kardinalitas     bukan himpunan pembeda, sebab: 

 

(a) Jika semua elemen   adalah simpul    dengan      , 

maka tanpa mengurangi keumuman bukti, dipilih   
                Dalam hal ini,                     
  dan                             , sehingga 

                              dan           
                   . 

(b) Jika elemen-elemen   adalah   simpul    dan   simpul   , 

dengan       dan         maka tanpa 

mengurangi keumuman bukti dipilih 

                   . Dalam hal ini,          

                                            
                                            
                                              
 , sehingga                             
                                            

         
         

         
         

    

(c) Jika elemen-elemen   adalah   simpul    dan   simpul   , 

dengan       dan         maka tanpa 

mengurangi keumuman bukti dipilih 
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                   . Dalam hal ini,           

                                            
                                            
                                              
 , sehingga                             
                                            

         
          

         
         

   

 

Dari kemungkinan (a) sampai (c) di atas diketahui bahwa untuk 

himpunan   dengan kardinalitas    , terdapat simpul di 

      yang mempunyai representasi sama terhadap  , maka   

bukan himpunan pembeda untuk graf      . Jadi himpunan 

                 adalah basis untuk graf      .               ■ 

 

Selain dimensi metrik graf      , subbab ini juga 

membahas mengenai dimensi metrik graf       beserta 

pembuktiannya. 

 

4.1.2 Dimensi metrik graf       

Diberikan graf siklus    dengan himpunan simpul       

             dan graf trivial     dengan himpunan simpul 

           Salinan ke-i dari graf    dinotasikan dengan    dan 

himpunan simpul              

Graf korona lingkungan dari graf    dan graf   dinotasikan 

sebagai      . Graf       diperoleh dengan mengambil 

sebuah graf    dan             kemudian untuk setiap 

            menghubungkan    dengan semua tetangga    di 

G.  

Graf       memiliki himpunan simpul          
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Dimensi metrik dari graf       dengan     diberikan 

pada Teorema 4.1.2.  

Teorema 4.1.2 Jika   adalah graf siklus    berordo     

dengan n ganjil dan   adalah graf trivial   , maka dimensi 

metrik dari graf   korona lingkungan   adalah 

 

            

      
     

 
 

 
     

     

 

Bukti : 

(1) Untuk     

Karena graf       isomorf dengan graf      , maka benar 

bahwa dim(          (Teorema 4.1.1) 

 

(2) Untuk     

Akan ditunjukkan bahwa              sebagai berikut: 

 

Diambil himpunan             dengan    
            Misalkan          dengan       
                                   Graf    digambarkan 

seperti pada Gambar 4.3. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.3 Graf       

 

   Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis untuk   . 

Representasi simpul-simpul di    terhadap    adalah : 



28 

 

 

                 

                 
                 
                 
                 

                 
                 
                 
                 
                 

Karena representasi setiap simpul di    terhadap    berbeda, 

maka    adalah himpunan pembeda untuk   .  

 

Akan ditunjukkan tiga adalah kardinalitas terkecil dari     sebagai 

berikut: 

Untuk himpunan    dengan kardinalitas dua bukan himpunan 

pembeda, sebab: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan           . Dalam hal ini, 

                    dan                    , 

sehingga                        . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan           . Dalam hal ini, 

                    dan                    , 

sehingga                        . 
c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan simpul 

lainnya adalah simpul    dengan       dan dipilih 

himpunan           . Dalam hal ini,          
           dan                    , sehingga 

                       . 

 

Dari kemungkinan a sampai c di atas diketahui bahwa untuk 

himpunan    dengan kardinalitas dua, terdapat simpul di       

yang mempunyai representasi sama terhadap   , maka    bukan 

himpunan pembeda untuk graf      . Jadi himpunan    
           adalah basis untuk graf      .  
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(3) Untuk     

Teorema 4.1.2 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai 

berikut: 

 

(a) Untuk     

Dibuktikan Teorema 4.1.2 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa             
 

 
     

 

Diambil himpunan           dengan    
            Misalkan          dengan       
                                               Graf    

digambarkan seperti pada Gambar 4.4. 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.4 Graf       

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis untuk     Representasi 

simpul-simpul di     terhadap    adalah :

                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 

                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 

 

Karena representasi setiap simpul di    terhadap    berbeda, 

maka    merupakan himpunan pembeda untuk      
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Akan ditunjukkan tiga adalah kardinalitas terkecil dari     
sebagai berikut: 

Untuk himpunan    dengan kardinalitas dua bukan himpunan 

pembeda, sebab: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan           . Dalam hal ini, 

                    dan                    , 

sehingga                        . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan           . Dalam hal ini, 

                    dan                    , 

sehingga                        . 
c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan simpul 

lainnya adalah simpul    dengan       dan dipilih 

himpunan           . Dalam hal ini,          
           dan                    , sehingga 

                       . 

 

Dari kemungkinan a sampai c di atas diketahui bahwa untuk 

himpunan    dengan kardinalitas dua, terdapat simpul di       

yang mempunyai representasi sama terhadap   , maka    bukan 

himpunan pembeda untuk graf      . Jadi himpunan    
           adalah basis untuk graf      .  

 

(b) Untuk     

Dibuktikan Teorema 4.1.2 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa             
 

 
     

 

Diambil himpunan           dengan    
            Misalkan          dengan       
                             
                               
Graf    digambarkan pada Gambar 4.5. 
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Gambar 4.5 Graf       

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis untuk   . Representasi 

simpul-simpul di    terhadap    adalah : 

                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 
                 

                 
                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

                 

 

Karena representasi setiap simpul di    terhadap    berbeda, 

maka    merupakan himpunan pembeda untuk      
 

Akan ditunjukkan tiga adalah kardinalitas terkecil dari     
sebagai berikut: 

Untuk himpunan    dengan kardinalitas dua bukan himpunan 

pembeda, sebab: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan           . Dalam hal ini, 

                    dan                    , 

sehingga                        . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan           . Dalam hal ini, 
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                    dan                    , 

sehingga                        . 
c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan simpul 

lainnya adalah simpul    dengan       dan dipilih 

himpunan           . Dalam hal ini,          
           dan                    , sehingga 

                       . 

 

Dari kemungkinan a sampai c di atas diketahui bahwa untuk 

himpunan    dengan kardinalitas dua, terdapat simpul di       

yang mempunyai representasi sama terhadap   , maka    bukan 

himpunan pembeda untuk graf      . Jadi himpunan    
           adalah basis untuk graf      .  

 

(c) Untuk        

Andaikan Teorema 4.1.2 benar  yaitu benar bahwa 

               
   

 
    

 

(d) Untuk      

Dibuktikan Teorema 4.1.2 benar, yaitu dibuktikan 

benar bahwa             
 

 
   

 

Diambil himpunan            dengan      
 

 
    

Dipilih  

                              
 

 
      

                dengan    
            

          
            

   

 

Selanjutnya, dibuktikan bahwa   adalah basis untuk        
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Dengan pengamatan langsung pada graf      , akan 

ditunjukkan bahwa             
 

 
   untuk    , dengan 

langkah – langkah sebagai berikut: 

I. Membuat matriks jarak dari graf       (matriks yang 

elemen-elemennya adalah jarak antara dua simpul berbeda di 

     ). Elemen-elemen dari setiap baris matriks yang 

terbentuk, secara urut dari kiri ke kanan menyatakan 

koordinat ke-1, ke-2, ... , ke-k dari representasi simpul 

       . 

 

II. Mengamati nilai yang tunggal pada : 

1) Satu kolom pertama matriks jarak dari        maka 

diperoleh beberapa representasi simpul dengan tunggal dari 

satu koordinat pertama. Misalkan simpul-simpul dengan 

representasinya yang tunggal ini dihimpun dalam himpunan 

 . 

 

2) Dua kolom pertama matriks jarak dari        maka 

diperoleh beberapa representasi simpul dengan tunggal dari 

satu koordinat pertama. Misalkan simpul-simpul dengan 

representasinya yang tunggal ini dihimpun dalam himpunan 

 . 

 

Demikian seterusnya dengan cara yang sama, pengamatan 

dilanjutkan sampai dengan  
 

 
  kolom pertama matriks jarak. 

Misalkan simpul-simpul dengan representasi tunggal yang 

diperoleh ini dihimpun dalam himpunan  . 

 

   Dengan  
 

 
  – pengamatan di atas diperoleh himpunan     

        
 
 

 
 
          dengan semua representasi 

simpulnya terhadap   berbeda. Jadi   adalah himpunan pembeda 

dari         Bilangan  
 

 
  adalah kardinalitas minimal dari  . 
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Sebab, himpunan      dengan kardinalitas kurang dari  
 

 
    

bukan himpunan pembeda dari        Sebab, misalkan tanpa 

mengurangi keumuman bukti diambil                     } 

dan    , maka representasi                        Jadi,   

adalah basis untuk                        ■                                                                   

 

   Sebagai contoh pengamatan langsung proses penentuan basis 

untuk       di atas diambil    . Elemen- elemen matriks 

jarak simpul dari       seperti pada Tabel 4.1. 

 

Tabel 4.1. Matriks Jarak Simpul dari Graf        

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Keterangan Tabel 4.1 :   

                          
          jarak dari simpul         dengan simpul      
          (0,3,3) yaitu baris pertama Tabel 1. 

 

Hasil pengamatan dari : 

                

   0 3 3 

   3 2 2 

   2 3 3 

   3 0 3 

   3 3 2 

   2 2 3 

   3 3 0 

   2 3 1 

   1 2 2 

   2 1 3 

   3 2 3 

   3 1 2 

   2 2 1 

   1 3 2 
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1) Satu kolom pertama matriks jarak dari        
Diperoleh representasi    sebagai representasi simpul 

tunggal dari pengamatan satu koordinat pertama.          
 

2) Dua kolom pertama matriks jarak dari        
Diperoleh representasi                dan    sebagai 

representasi simpul tunggal dari pengamatan dua koordinat 

pertama.                         
 

3) Tiga kolom pertama matriks jarak dari        
Diperoleh representasi semua simpul       sebagai 

representasi simpul tunggal dari pengamatan tiga koordinat 

pertama.                 
 

4.2 Dimensi Metrik Sisi Graf Korona Lingkungan Bandul 

Subbab ini membahas mengenai dimensi metrik sisi graf 

korona lingkungan bandul dan pembuktiannya. 

 

4.2.1 Dimensi metrik sisi graf       

Diberikan graf lengkap    dengan himpunan simpul 

                   dan graf trivial     dengan 

himpunan            Salinan ke-i dari graf    

dinotasikan dengan    dan himpunan simpul              
Graf korona lingkungan dari graf    dan graf    

dinotasikan sebagai      . Graf       diperoleh dengan 

mengambil sebuah graf    dan             kemudian 

untuk setiap             menghubungkan    dengan 

semua tetangga     
Graf       memiliki himpunan simpul          

                                 
      

 
                              dan 

himpunan sisi                             
                          . 
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Dimensi metrik sisi dari graf       dengan     

ditunjukkan pada Teorema 4.2.1.  
 

Teorema 4.2.1 Jika G adalah graf lengkap    berordo     

dan H adalah graf trivial   , maka dimensi metrik sisi dari graf 

hasil korona lingkungan G dan H adalah             
       
 

Bukti: 

Teorema 4.2.1 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai 

berikut: 

 

(1) Untuk     

Dibuktikan Teorema 4.2.1 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa                     
 

Diambil sebarang himpunan              dengan 

        Dipilih                 . Misalkan          

dengan                             dan      
                                                 . 
Graf    diilustrasikan seperti pada Gambar 4.1. 

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis sisi untuk     
Representasi sisi-sisi di    terhadap    adalah : 

                     
                     
                      
                     
                     

                     
                     
                     
                     

 

Karena representasi setiap sisi di    terhadap    berbeda, maka    

merupakan himpunan pembeda sisi untuk      
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Selanjutnya, ditunjukkan kardinalitas minimum dari    

adalah 4, yaitu dengan menunjukkan himpunan          
dengan        bukan himpunan pembeda sisi untuk   . 

 

Himpunan    diambil sebarang dan dipilih              . 
Representasi sisi-sisi di    terhadap    adalah: 

                   

                   

                    
                   
                   
                   
                   
                   
                   

 

Karena terdapat sisi yang memiliki representasi yang sama, yaitu 

                     ,                       dan 

                     , maka    bukan himpunan pembeda 

sisi untuk   .  

 

Jadi,    dengan kardinalitas empat adalah basis sisi untuk 

      sehingga dimensi metrik sisi graf                
              
 

(2) Untuk     

Dibuktikan Teorema 4.2.1 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa                     
 

Diambil sebarang himpunan              dengan 

        Dipilih                       . 
 

Misalkan         dengan                     
              dan                              
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Graf    diilustrasikan pada Gambar 4.2. 

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis untuk     Representasi 

sisi-sisi di    terhadap    adalah : 

                         
                         
                         
                          
                         
                         
                         

                         

                         

                         

                         
                         
                         

                         
                         
                         

                         
                         

 

Karena representasi setiap sisi di    terhadap    berbeda, maka 

   merupakan himpunan pembeda sisi untuk      
 

Selanjutnya, ditunjukkan kardinalitas minimum dari    

adalah enam, yaitu dengan menunjukkan himpunan          

dengan kardinalitas lima bukan himpunan pembeda sisi untuk   . 

 

Himpunan    diambil sebarang dan dipilih    
                . Representasi sisi-sisi di    terhadap    

adalah: 
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Karena terdapat sisi yang memiliki representasi yang sama, yaitu 

                      dan                       
           maka    bukan himpunan pembeda sisi untuk   .  

 

Jadi,    dengan kardinalitas enam adalah basis untuk       

sehingga                       
 

(3) Untuk        
Andaikan Teorema 4.2.1 benar  yaitu benar bahwa 

                                      

 

(4) Untuk      

Dibuktikan Teorema 4.2.1 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa                     
 

Diambil sebarang himpunan            dengan 

        .  

Dipilih                              .  
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Selanjutnya, dibuktikan bahwa S adalah basis sisi untuk    
   sebagai berikut:  

 

Terdapat 5 kasus, yaitu: 

1. Jika sisi                                        

dan                 dengan     , maka           

            dan jarak antara    ke simpul lainnya di S 

adalah 1. 

2. Jika sisi                                 

          dan                 dengan    , maka 

                     ,             dan jarak 

antara    ke simpul lainnya di S adalah 1.  

3. Jika sisi                                      , 

dan              , maka             dan jarak 

antara    ke simpul lainnya di S adalah 1. 

4. Jika sisi                                      , 

dan              , maka            ,           
  dan jarak antara    ke simpul lainnya di S adalah 1. 

5. Jika sisi                                      , 

dan              , maka             dan jarak 

antara    ke simpul lainnya di S adalah 1. 

 

Dari 5 kasus di atas jelas bahwa tidak ada sisi yang mempunyai 

representasi sama terhadap S, maka S adalah himpunan pembeda 

sisi untuk graf      .  

 

Di lain pihak, misalkan T adalah himpunan simpul yang 

memiliki kardinalitas       maka T bukan himpunan pembeda 

sisi untuk graf      , sebab: 

 

(a) Jika elemen T adalah     simpul    dan     simpul 

         , maka tanpa mengurangi keumuman bukti 
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dipilih                              . Misalkan sisi 

         dan                       .  

Dalam hal ini                                

             dan                         

   , dengan             sehingga                

               . 

(b) Jika elemen T adalah     simpul    dan     simpul 

         , maka tanpa mengurangi keumuman bukti 

dipilih                              . Misalkan 

terdapat sisi          dan                       

Dalam hal ini                    ,          

           dan                             

dimana             sehingga               

           . 

 

Dari kemungkinan (a) dan (b) di atas diketahui bahwa untuk 

himpunan T dengan kardinalitas     , terdapat sisi di       

yang mempunyai representasi sama terhadap T, maka T bukan 

himpunan pembeda sisi untuk graf      . Oleh sebab itu, 

himpunan                               adalah himpunan 

pembeda sisi minimum untuk graf                               ■ 
 

Selain dimensi metrik sisi graf      , subbab ini juga 

membahas mengenai dimensi metrik sisi graf       

beserta pembuktiannya. 
 

4.2.2 Dimensi metrik sisi graf       

Diberikan graf siklus    dengan himpunan simpul       
             dan graf trivial     dengan himpunan simpul 

           Salinan ke-i dari graf    dinotasikan dengan    dan 

himpunan simpul              
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Graf korona lingkungan dari graf    dan graf   dinotasikan 

sebagai      . Graf       diperoleh dengan mengambil 

sebuah graf    dan             kemudian untuk setiap 

            menghubungkan    dengan semua tetangga    di 

G. Graf       memiliki himpunan simpul               
                                 

 
    

                          . 
 

Dimensi metrik dari graf       dengan     diberikan 

pada Teorema 4.2.2.  

 

Teorema 4.2.2 Jika G adalah graf siklus    berordo     

dengan n ganjil dan H adalah graf trivial   , maka dimensi 

metrik sisi dari graf hasil operasi korona lingkungan G dan H 

adalah  

             
           

 
 

 
      

  

 

Bukti: 

(1) Untuk     

Karena graf       isomorf dengan graf      , maka benar 

bahwa                (Teorema 4.2.1) 

 

(2) Untuk     

Akan ditunjukkan bahwa               sebagai berikut: 

 

Diambil himpunan         , dengan                 . 
Misalkan          dengan                        
                 dan                                   

                                                      
Ilustrasi graf    ditunjukkan pada Gambar 4.3. 

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis sisi untuk   . 

Representasi sisi-sisi di    terhadap    adalah: 
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Karena representasi setiap sisi di    terhadap    berbeda, maka 

   adalah himpunan pembeda untuk   . 

        Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari    

adalah 4. Himpunan    dengan kardinalitas tiga bukan himpunan 

pembeda, karena: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       dan 

dipilih himpunan              . Dalam hal ini, 

                          dengan      , sehingga 

                             . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       dan 

dipilih himpunan              . 
Dalam hal ini,                           dan 

                                    
             , sehingga                       
       . 

c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan dua simpul 

   dengan       dan dipilih himpunan              .  
Dalam hal ini,                           dan 

                                    
              , sehingga                       
       . 

d. Jika elemen-elemen    adalah dua simpul    dan satu simpul 

   dengan       dan dipilih himpunan              . 

Dalam hal ini,                          , 

                          dan             
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             , sehingga                       
       . 

 

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk 

himpunan    dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di       

yang mempunyai representasi sama terhadap   , sehingga    

bukan himpunan pembeda sisi untuk graf      . Jadi himpunan 

                 adalah basis sisi untuk graf      . 

 

(3) Untuk     

Akan ditunjukkan bahwa               sebagai berikut: 

 

Diambil himpunan          dengan                 . 
Misalkan          dengan 

                                                     
dan                                            
                                                    
                    . Ilustrasi graf    ditunjukkan pada 

Gambar 4.4. 

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis sisi untuk   . 

Representasi sisi-sisi di    terhadap    adalah: 
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Karena representasi setiap sisi di    terhadap    berbeda, maka 

   adalah himpunan pembeda untuk   . 

 

Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari    adalah 

4. Himpunan    dengan kardinalitas tiga bukan himpunan 

pembeda, karena: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan              . Dalam hal ini, 

                          dengan      , sehingga 

                             . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan              . Dalam hal ini, 

                                    
              dan                          , 

sehingga                              . 
c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan dua 

simpul    dengan       dan dipilih himpunan    
          . Dalam hal ini,                         
  dan                                     
              , sehingga                       
       . 

d. Jika elemen-elemen    adalah dua simpul    dan satu 

simpul    dengan       dan dipilih himpunan    
          .  
Dalam hal ini,                          , 

                          dan             
             , sehingga                       
       . 

 

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk 

himpunan    dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di       

yang mempunyai representasi sama terhadap   , sehingga    

bukan himpunan pembeda sisi untuk graf      . Jadi himpunan 

                 adalah basis sisi untuk graf      . 



46 

 

 

(4) Untuk     

Akan ditunjukkan bahwa               sebagai berikut: 

 

Diambil himpunan          dengan                 . 
Misalkan          dengan 

      
                             
                             dan 

                                                      

                                                    
                                        . Ilustrasi graf    

ditunjukkan pada Gambar 4.5. 

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis sisi untuk   . 

Representasi sisi-sisi di    terhadap    adalah: 

 

                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     

                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     
                     

 

Karena representasi setiap sisi di    terhadap    berbeda, maka 

   adalah himpunan pembeda untuk   . 
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Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari    adalah 

4. Himpunan    dengan kardinalitas tiga bukan himpunan 

pembeda, karena: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan              . Dalam hal ini, 

                         ,             
              dan                           , 

sehingga                              . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan       

dan dipilih himpunan              .  
Dalam hal ini,                           dan 

                                    
             , sehingga                       
       . 

c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan dua 

simpul    dengan       dan dipilih himpunan    
          .  
Dalam hal ini,                         
                          dan             
             , sehingga                       
       . 

d. Jika elemen-elemen    adalah dua simpul    dan satu 

simpul    dengan       dan dipilih himpunan    
          .  
Dalam hal ini,                          , 

                          dan             
             , sehingga                       
       . 

 

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk 

himpunan    dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di       

yang mempunyai representasi sama terhadap   , sehingga    

bukan himpunan pembeda sisi untuk graf      . Jadi himpunan 

                 adalah basis sisi untuk graf      . 



48 

 

 

(5) Untuk      

Teorema 4.2.2 dibuktikan dengan induksi matematika sebagai 

berikut: 

 

(a) Untuk      

Dibuktikan Teorema 4.2.2 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa               
  

 
     

 

Diambil himpunan           dengan                  . 
Misalkan           dengan        

                                     
                                     dan       
                                                

                                               
                                              
                                          .  
 

Ilustrasi graf    ditunjukkan pada Gambar 4.6. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4.6 Graf        

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis sisi untuk   . 

Representasi sisi-sisi di    terhadap    adalah: 
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Karena representasi setiap sisi di    terhadap    berbeda, maka 

   adalah himpunan pembeda untuk   . 

 

Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari    adalah 

4. Himpunan    dengan kardinalitas tiga bukan himpunan 

pembeda, karena: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan        

dan dipilih himpunan              . Dalam hal ini, 

                                    
              dan                           , 

sehingga                              . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan        

dan dipilih himpunan               . Dalam hal ini, 

                         ,             
              dan                            , 

sehingga                              . 
c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan dua 

simpul    dengan        dan dipilih himpunan    
          . Dalam hal ini,                         
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                          dan             
             , sehingga                       
       . 

d. Jika elemen-elemen    adalah dua simpul    dan satu 

simpul    dengan        dan dipilih himpunan    
          . Dalam hal ini,                         
 ,                           dan             
             , sehingga                       
       . 

 

Dari kemungkinan a sampai d di atas jelas bahwa untuk 

himpunan    dengan kardinalitas tiga, didapatkan sisi di        

yang mempunyai representasi sama terhadap   , sehingga    

bukan himpunan pembeda sisi untuk graf       . Jadi himpunan 

                  adalah basis sisi untuk graf       . 

 

(b) Untuk      

Dibuktikan Teorema 4.2.2 benar, yaitu dibuktikan benar bahwa 

              
  

 
     

 

Diambil himpunan           dengan 

                     . Misalkan           dengan 

                                                    
                                             dan       
                                     
                                              
                                                
                                                
                                               . 

 

 Ilustrasi graf    ditunjukkan pada Gambar 4.7.  
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Gambar 4.7 Graf        

 

Akan ditunjukkan bahwa    adalah basis sisi untuk   . 

Representasi sisi-sisi di    terhadap    adalah: 

 

                       
                       
                        
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       
                       

                       
                       
                       
                       
                        
                       
                        
                         
                        
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                         
                        
                         
                         

 

Karena representasi setiap sisi di    terhadap    berbeda, maka 

   adalah himpunan pembeda untuk   . 
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Selanjutnya, akan ditunjukkan kardinalitas terkecil dari    adalah 

5. Himpunan    dengan kardinalitas empat bukan himpunan 

pembeda, karena: 

 

a. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan        

dan dipilih himpunan                  . Dalam hal ini, 

                         ,             
             ,                           dan 

                            , sehingga 

                               . 
b. Jika semua elemen    adalah simpul    dengan        

dan dipilih himpunan                  . Dalam hal ini, 

                         ,             
             ,                           dan 

                           , sehingga 

                               . 

c. Jika elemen-elemen    adalah satu simpul    dan tiga 

simpul    dengan        dan dipilih himpunan    
             . Dalam hal ini,              
              ,                            , 

                            dan              
              , sehingga 

                                 . 

d. Jika elemen-elemen    adalah tiga simpul    dan satu 

simpul    dengan        dan dipilih himpunan    
              . Dalam hal ini,             
             ,                          , 

                            dan             
             , sehingga                       
         . 

e. Jika elemen-elemen    adalah dua simpul    dan dua simpul 

   dengan        dan dipilih himpunan    
              . Dalam hal ini,               
               ,                               
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 ,                               dan 

                             , sehingga 

                                   . 

 

Dari kemungkinan a sampai e di atas jelas bahwa untuk himpunan 

   dengan kardinalitas empat, didapatkan sisi di        yang 

mempunyai representasi sama terhadap   , sehingga    bukan 

himpunan pembeda sisi untuk graf       . Jadi himpunan 

                      adalah basis sisi untuk graf       . 

 

(c) Untuk        
Andaikan Teorema 4.2.2 benar  yaitu benar bahwa 

               
   

 
 . 

 

(d) Untuk      

Dibuktikan Teorema 4.2.2 benar, yaitu dibuktikan benar 

bahwa              
 

 
 . 

 

Diambil himpunan            dengan      
 

 
    

Dipilih                               
 

 
      

                dengan    
            

          
            

  

 

Selanjutnya, dibuktikan bahwa   adalah basis sisi untuk        
Dengan pengamatan langsung pada graf      , akan 

ditunjukkan bahwa              
 

 
   untuk     , dengan 

langkah – langkah sebagai berikut: 

I. Membuat matriks jarak dari graf       (matriks yang 

elemen-elemennya adalah jarak antara sisi dan simpul di 

     ). Elemen-elemen dari setiap baris matriks yang 

terbentuk, secara urut dari kiri ke kanan menyatakan 
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koordinat ke-1, ke-2, ... , ke-k dari representasi sisi 

       . 

 

II. Mengamati nilai yang tunggal pada : 

1) Satu kolom pertama matriks jarak dari        maka 

diperoleh beberapa representasi sisi dengan tunggal 

dari satu koordinat pertama. Misalkan sisi-sisi 

dengan representasinya yang tunggal ini dihimpun 

dalam himpunan   . 

 

2) Dua kolom pertama matriks jarak dari        maka 

diperoleh beberapa representasi sisi dengan tunggal 

dari satu koordinat pertama. Misalkan sisi-sisi 

dengan representasinya yang tunggal ini dihimpun 

dalam himpunan   . 

 

Demikian seterusnya dengan cara yang sama, 

pengamatan dilanjutkan sampai dengan  
 

 
  kolom 

pertama matriks jarak. Misalkan simpul-simpul dengan 

representasi tunggal yang diperoleh ini dihimpun dalam 

himpunan  . 

 

   Dengan  
 

 
  – pengamatan di atas diperoleh himpunan       

   
 
 

 
 
          dengan semua representasi sisinya 

terhadap   berbeda. Jadi   adalah himpunan pembeda dari    

    Bilangan  
 

 
  adalah kardinalitas minimal dari  . Sebab, 

himpunan      dengan kardinalitas kurang dari  
 

 
    bukan 

himpunan pembeda dari        Sebab, misalkan tanpa 

mengurangi keumuman bukti diambil                     } 

dan    , maka representasi                            
Jadi,   adalah basis sisi untuk                                
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   Sebagai contoh pengamatan langsung proses penentuan basis 

untuk       di atas diambil     . Elemen- elemen matriks 

jarak sisi dari        seperti pada Tabel 4.2. 

 

Tabel 4.2. Matriks Jarak Sisi dari Graf         
 

                     

     1 2 5 2 

     2 2 5 2 

      2 3 4 2 

     1 1 4 3 

     0 2 5 2 

     1 2 4 3 

     2 1 3 4 

     2 1 3 3 

     2 0 3 4 

     3 1 2 5 

     2 2 3 4 

     3 2 2 5 

     4 1 1 4 

     3 0 2 5 

     4 1 2 4 

     5 2 1 3 

     4 2 1 4 

     5 3 0 3 

     4 3 1 2 

     5 2 2 3 

     4 3 2 2 

     3 4 1 1 

     4 3 0 2 

     3 4 1 2 

      2 5 2 1 

     3 4 2 1 



56 

 

      2 5 2 0 

       1 4 3 1 

      2 5 2 2 

       2 4 3 2 

      1 3 4 1 

      1 4 3 0 

       0 3 4 1 

 

 

Keterangan Tabel 4.2 :  

                           
            jarak dari sisi         dengan simpul      
            (1,2,5,2) yaitu baris pertama Tabel 2. 

 

Hasil pengamatan dari : 

1) Satu kolom pertama matriks jarak dari         
Tidak diperoleh representasi sebagai representasi simpul 

tunggal dari pengamatan satu koordinat pertama.        
 

2) Dua kolom pertama matriks jarak dari         
Diperoleh representasi                       
                                              
            dan        sebagai representasi sisi tunggal 

dari pengamatan dua koordinat pertama.    
                                      
                                           . 

 

3) Tiga kolom pertama matriks jarak dari         
Diperoleh representasi                       
                                          
                                          
                        dan        sebagai 

representasi sisi tunggal dari pengamatan tiga koordinat 

pertama.                      
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4) Empat kolom pertama matriks jarak dari         
Diperoleh representasi semua sisi        sebagai 

representasi sisi tunggal dari pengamatan empat 

koordinat pertama.               . 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



58 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“Halaman ini sengaja dikosongkan” 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



59 

 

BAB V  

PENUTUP 

 

5.1 KESIMPULAN 

Berdasarkan analisis dan pembahasan yang telah dilakukan, 

maka telah dihasilkan dimensi metrik dan dimensi metrik sisi graf 

korona lingkungan bandul yaitu: 

1. Untuk    ,               . 

2. Untuk     dan n ganjil, 

            

      
     

 
 

 
      

  

3. Untuk    , e                ). 

4. Untuk     dan n ganjil, 

             
           

 
 

 
      

  

 

5.2 SARAN 

Penelitian mengenai dimensi metrik dan dimensi metrik sisi 

graf korona lingkungan dapat dilanjutkan untuk graf selain graf 

teratur, misalnya graf bipartit. 
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