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SPEKTRUM GRAF KORONA SISI PANGKAT DUA  

PADA MATRIKS KETETANGGAAN, LAPLACIAN, DAN SIGNLESS 

LAPLACIAN 

 

Nama Mahasiswa : Syaiful Ridzal Zulkarnain 

NRP : 06111750010011 

Pembimbing : Dr. Dra. Rinurwati, M.Si 

 

Abstrak 

Diberikan dua graf terhubung 𝐺 dan 𝐻. Ordo dan ukuran dari 𝐺 dan 𝐻 

bertutut-turut adalah 𝑢 dan 𝑣, dan 𝑚 dan 𝑛. Graf 𝐺 korona sisi pangkat dua 𝐻, 

dinotasikan dengan 𝐺 ⋄2 𝐻 dan didefinisikan sebagai 𝐺 ⋄2 𝐻 ∶= (𝐺 ⋄ 𝐻) ⋄ 𝐻, 
adalah suatu graf yang didapatkan dari sebuah graf 𝐺, 𝑣 salinan pertama dari 

𝐻 yaitu 𝐻ℎ, dengan ℎ ∈ {1,2, … , 𝑣}, dan 𝑣(1 + 2𝑛 + 𝑚) salinan kedua dari 

𝐻 yaitu 𝐻ℎ𝑘, dengan ℎ ∈ {1,2, … , 𝑣}dan 𝑘 ∈ {1,2, … ,1 + 2𝑛 + 𝑚}, dan 

menghubungkan semua titik ujung sisi 𝑒ℎ ∈ 𝐸(𝐺), dengan 𝑒ℎ = 𝑖ℎ𝑗ℎ dan 𝑖ℎ, 𝑗ℎ ∈
𝑉(𝐺) ke semua titik di 𝐻ℎkemudian menghubungkan semua titik ujung sisi 𝑒𝑘 ∈
𝐸(𝐺 ⋄ 𝐻), ke semua titik di 𝐻ℎ𝑘. Pada Tesis ini diperoleh spektrum graf dari 

matriks ketetanggaan, matriks Laplacian dan matriks signless-Laplacian dari graf 

𝐺 ⋄2 𝐻 dan hasil analisisnya. 

 

Kata kunci:  Korona Sisi Pangkat Dua, Spektrum Graf, Laplacian, Signless-

Laplacian. 
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ON SPECTRA OF SQUARE EDGE-CORONA GRAPHS 

OF ADJACENCY, LAPLACIAN, AND SIGNLESS LAPLACIAN 

MATRICES 

 

Name : Syaiful Ridzal Zulkarnain 

NRP : 06111750010011 

Supervisor : Dr. Dra. Rinurwati, M.Si 

 

Abstract 

Given two connected graphs, 𝐺and 𝐻. The Order and size of 𝐺and 𝐻, are 𝑢 

and 𝑣, and 𝑚 and 𝑛, respectively. Graph 𝐺 square edge-corona 𝐻, denoted by 

𝐺 ⋄2 𝐻 and defined as 𝐺 ⋄2 𝐻:= (𝐺 ⋄ 𝐻) ⋄ 𝐻, that is a graph  obtained from 𝐺, the 

first 𝑣-copies of 𝐻 that is 𝐻ℎ, with ℎ ∈ {1,2, … , 𝑣}, and the second 𝑣(1 + 2𝑛 + 𝑚)-

copies of 𝐻 that is 𝐻ℎ𝑘, with ℎ ∈ {1,2, … , 𝑣} and 𝑘 ∈ {1,2, … ,1 + 2𝑛 + 𝑚} and 

joining the terminal vertices of 𝑒ℎ ∈ 𝐸(𝐺), with 𝑒ℎ = 𝑖ℎ𝑗ℎ and 𝑖ℎ, 𝑗ℎ ∈ 𝑉(𝐺), to all 

vertices of 𝐻ℎ, and then joining the terminal vertices of 𝑒𝑘 = 𝑟𝑘𝑠𝑘, 𝑒𝑘 ∈ 𝐺 ⋄ 𝐻, to 

all vertices of 𝐻ℎ𝑘. In this thesis obtained the spectrum of  the adjacency, Laplacian, 

and signless-Laplacian matrices of the graph 𝐺 ⋄2 𝐻 and the analysis result 

 
Keywords : Square Edge-Corona, Spectrum Graphs, Adjacency, Laplacian, Signless-

Laplacian. 
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BAB I 

PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang 

Teori Graf adalah salah satu cabang ilmu matematika yang mempelajari 

pemodelan permasalahan dalam bentuk graf (struktur yang terdiri dari titik dan 

sisi). Titik menyatakan obyek permasalahan dan sisi menyatakan hubungan antar 

dua obyek. Secara terminologi, graf 𝐺 adalah pasangan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)), dengan 

𝑉(𝐺) adalah himpunan tidak kosong dan berhingga dari objek yang disebut titik 

atau simpul, dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan (mungkin kosong) pasangan tak berurutan 

dari dua titik berbeda di 𝑉(𝐺) yang disebut sisi. Banyaknya unsur di 𝑉(𝐺) disebut 

ordo dari 𝐺 dan dilambangkan dengan |𝑉(𝐺)|, dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) 

disebut ukuran dari 𝐺 dan dilambangkan dengan |𝐸(𝐺)|. 

Teori Graf dalam kegunaannya dapat diterapkan untuk menggambarkan 

berbagai macam struktur yang ada dengan tujuan sebagai visualisasi objek agar 

menjadi mudah untuk dipahami, seperti jaringan komunikasi, transportasi, riset 

operasi, dan sebagainya. Oleh karena itu, teori graf mengalami perkembangan yang 

begitu pesat. 

Salah satu permasalahan yang sering muncul ketika meneliti suatu graf yaitu 

terlalu banyaknya titik dan sisi. Salah satu cara untuk mempermudah penyelesaian 

masalah tersebut adalah dengan mengaitkannya dengan ilmu aljabar, yaitu 

menyajikannya dalam bentuk matriks ketetanggaan. 

Menyajikan graf dalam bentuk matriks ketetanggaan sangat mempermudah 

untuk mengenali ciri-ciri dari graf tersebut, seperti untuk menentukan derajat dari 

masing-masing titik yang ada di graf. Selain itu, matriks ketetanggaan diperlukan 

untuk mencari nilai eigen dari matriks ketetanggaan tersebut. 

Spektrum suatu graf merupakan salah satu kajian yang melibatkan tentang 

teori graf dan ilmu aljabar. Spektrum suatu graf 𝐺 adalah matriks berukuran 



 

2 
 

2 × |𝑉(𝐺)| yang baris pertamanya berisi nilai eigen dari matriks ketetanggaan dari 

𝐺 dan baris kedua berisi multiplisitas dari nilai eigen yang bersesuaian. 

Penyajian graf secara aljabar khususnya dalam bentuk matriks yang 

melibatkan matriks ketetanggaan terus berrkembang yaitu matriks Laplacian dan 

Signless-Laplacian. Spektrum dari masing-masing matriks tersebut sudah dapat 

ditemukan tidak hanya pada graf dasar saja, seperti graf hasil operasi unair (tunggal) 

yaitu graf komplemen, graf-Q, graf-total, graf subdivisi, dan graf hasil operasi 

binair yaitu operasi gabungan, operasi korona, operasi korona sisi dan lain 

sebagainya.Graf operasi binair juga terus mengalami perkembangan, khususnya 

operasi korona pada graf. Dalam tesis ini didefinisikan suatu operasi korona baru 

hasil pengembangan operasi korona sisi yang disebut graf korona sisi pangkat dua 

yang dinotasikan 𝐺 ⋄2 𝐻, dan ditentukan serta dibuktikan spektrum dari matriks 

ketetanggaan, Laplacian, dan Signless-Laplacian. 

1.2. Rumusan Masalah 

Berdasarkan latar belakang permasalahan di atas, rumusan masalah untuk 

penelitian ini sebagai berikut: 

1. Bagaimana spektrum graf hasil operasi korona sisi pangkat dua dari graf 

reguler? 

2. Bagaimana pembuktian matematis dari spektrum graf hasil operasi korona 

sisi pangkat dua? 

1.3. Batasan Masalah 

Graf 𝐺 pada graf 𝐺 korona sisi pangkat dua 𝐻 (𝐺 ⋄2 𝐻) yang ditentukan 

spektrumnya adalah graf reguler. 

1.4. Tujuan Penelitian 

Tujuan penelitian Tesis ini adalah: 

1. Mendapatkan spektrum graf hasil operasi korona sisi pangkat dua pada 

matriks ketetanggaan, Laplacian dan signless Laplacian. 
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2. Membuktikan hasil spektrum graf hasil operasi korona sisi pangkat dua 

pada matriks ketetanggaan, Laplacian dan signless Laplacian. 

1.5. Manfaat Penelitian  

Manfaat dari penelitian ini adalah: 

1. Memberikan konstribusi bagi perkembangan penelitian, bidang Teori Graf. 

2. Hasil penelitian yang diperoleh diharapkan dapat menjadi bahan 

pertimbangan dan acuan untuk penelitian selanjutnya, khususnya dalam 

penelitian spektrum dari pengembangan graf hasil operasi. 

1.6. Sistematika Penulisan 

Penulisan Tesis ini disusun dalam lima bab, yaitu: 

1. BAB I PENDAHULUAN 

Bab ini berisi tentang gambaran umum penulisan Tesis yang meliputi latar 

belakang, rumusan masalah, batasan masalah, tujuan, manfaat, dan sistematika 

penulisan. 

2. BAB II TINJAUAN PUSTAKA 

Bab ini berisi definisi dan teori-teori dasar yang digunakan dalam penelitian 

spektrum graf korona sisi pangkat dua. 

3. BAB III METODE PENELITIAN 

Bab ini berisi tahapan-tahapan yang dilakukan dalam pengerjaan Tesis. 

4. BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

Bab ini berisi hasil analisis spektrum graf korona sisi pangkat dua dan 

pembuktiannya. 

5. BAB V PENUTUP 

Bab ini berisi kesimpulan yang diperoleh dari bab sebelumnya serta saran 

untuk pengembangan penelitian selanjutnya. 



 

4 
 

  



 

5 
 

BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

Pada bab ini dijelaskan mengenai tinjauan pustaka yang digunakan untuk 

membantu dan mendukung penelitian tentang spektrum dari graf hasil operasi 

korona sisi pangkat dua. 

2.1 Penelitian Terdahulu 

Terdapat beberapa macam graf hasil operasi korona yang telah diperkenalkan 

dan diperoleh spektrumnya oleh peneliti-peneliti sebelum penelitian tesis ini. 

Penelitian  tentang spektrum graf hasil operasi korona dari dua graf sederhana 

telah dilakukan oleh S. Barik dkk. pada tahun 2011 dengan judul penelitian “The 

Spectrum of the Corona of Two Graph”. Dalam penelitian tersebut dijelaskan 

beberapa karakteristik spektrum dari graf hasil operasi korona dua graf dasar. 

Penelitian selanjutnya dilakukan oleh Cam McLeman, dkk. yang dilakukan 

pada tahun 2012 dengan judul penelitian “Spectra of Coronae”. Dalam penelitian 

ini diperoleh bahwa spektrum graf hasil operasi korona dua graf memuat masing-

masing spektrum dari dua graf tersebut. 

Pada tahun 2016 Chen dan Liao melakukan penelitian yang berjudul “The 

normalized Laplacian Spectra of the Corona and Edge Corona of Two Graphs”. 

Penelitian tersebut menjelaskan tentang karakteristik spektrum graf hasil operasi 

korona sisi dari dua graf dasar. 

Penelitian terbaru yang dilakukan mengenai spektrum graf hasil dari operasi 

korona dilakukan oleh Meifeng Dai dkk. pada tahun 2019 dengan judul penelitian 

“Generalized Adjacency and Laplacian Spectra of the Weighted Corona Graphs”. 

Dalam penelitian tersebut didapatkan spektrum graf korona berbobot dari matriks 

ketetanggaan dan Laplacian. 

Dalam penelitian tesis ini didefinisikan suatu graf hasil operasi korona baru, 

dimana operasi korona baru tersebut merupakan pengembangan dari operasi korona 
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sisi yang disebut operasi korona sisi pangkat dua, ditentukan spektrum dari matriks 

ketetanggaan, Laplacian, dan Signless-Laplaciannya, serta dibuktikan spektrum 

dari masing-masing matriks graf tersebut. Untuk itu diperlukan beberapa pengertian 

yang mendukung tesis ini, seperti dijelaskan berikut: 

2.2 Graf dan Pengertian Terkait 

Pada bagian ini dijelaskan tentang konsep atau pengertian dasar yang 

digunakan pada tesis ini. Konsep atau pengertian tersebut adalah definisi graf, 

macam-macam graf dan pengertian yang terkait. 

Pengertian-pengertian ini dirujuk dari Chartrand dan Lesniak 2016, kecuali 

disebutkan lain. 

Definisi 2.1 Graf 𝐺 adalah suatu pasangan himpunan (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺)) dengan  𝑉(𝐺) 

adalah himpunan tak kosong dan berhingga dari objek-objek yang disebut sebagai 

titik (vertex) dan 𝐸(𝐺) adalah himpunan (yang mungkin kosong) pasangan dari 

titik-titik yang berada di 𝑉(𝐺) yang disebut sisi (edge). Banyaknya unsur dari 𝑉(𝐺) 

disebut ordo dari 𝐺 yang dinotasikan dengan |𝑉(𝐺)|, dan banyaknya unsur di 𝐸(𝐺) 

disebut ukuran dari 𝐺 dan dinotasikan dengan |𝐸(𝐺)|. Banyaknya sisi pada suatu 

titik disebut derajat dan dinotasikan dengan deg(𝑣), dengan 𝑣 ∈ 𝑉(𝐺). 

Contoh 2.1 Misalkan graf 𝐺 mempunyai himpunan titik 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒} dan 

himpunan sisi 𝐸(𝐺) = {𝑎𝑏, 𝑎𝑐, 𝑎𝑑, 𝑏𝑐, 𝑏𝑑, 𝑑𝑒}. Graf 𝐺 dapat direpresentasikan 

sebagai berikut:  

 

Gambar 2.1 Graf 𝐺 
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Berdasarkan banyaknya titik (ordo) graf, suatu graf dapat dibedakan menjadi 

dua yaitu graf trivial dan graf nontrivial, dengan definisi sebagai berikut: 

Definisi 2.2 Graf trivial adalah graf berordo satu dengan himpunan sisinya 

merupakan himpunan kosong. Graf nontrivial adalah graf berordo lebih dari satu. 

Contoh 2.2 Berikut diberikan contah graf trivial dan graf nontrivial: 

 

Gambar 2.2 (a) Graf Trivial (b) Graf Nontrivial 

Definisi 2.3 Jalan 𝑢 − 𝑣 pada graf 𝐺 adalah barisan berhingga 

𝑊:𝑢0, 𝑒1, 𝑢1, 𝑒2, … , 𝑢𝑛−1, 𝑒𝑛, 𝑢𝑛 = 𝑣 yang berselang-seling antara titik dan sisi, 

yang dimulai dari titik 𝑢 dan diakhiri dengan titik 𝑣, dengan 𝑒𝑖 = 𝑢𝑖−1𝑢𝑖 untuk 𝑖 ∈

{1, 2, … , 𝑛} adalah sisi pada 𝐺. Titik 𝑢0 disebut titik awal, titik 𝑢𝑛 disebut titik akhir, 

𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑛−1 masing-masing disebut titik internal, dan n menyatakan panjang 

dari 𝑊. 

Jalan dapat dibagi lagi menjadi menjadi jalan terbuka dan jalan tertutup 

menurut titik awal dan titik akhir dengan definisi sebagai berikut: 

Definisi 2.4 Jalan 𝑢 − 𝑣 disebut tertutup jika 𝑢 = 𝑣 atau terbuka jika 𝑢 ≠ 𝑣. 

Jalan juga dapat dibedakan lagi menurut keberagaman titik dan sisi yang 

dilewati sesuai dengan definisi berikut: 

Definisi 2.5 Jalan 𝑢 − 𝑣 yang semua sisinya berbeda disebut trail 𝑢 − 𝑣. 

Definisi 2.6 Jalan 𝑢 − 𝑣 yang semua sisi dan titiknya berbeda disebut lintasan      

𝑢 − 𝑣. Dengan demikian, semua lintasan adalah trail . 
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Suatu jalan tertutup juga dapat dibedakan lagi menjadi dua yaitu, jalan trivial 

dan sirkuit, dengan definisi sebagai berikut: 

Definisi 2.7 Titik 𝑢 membentuk jalan 𝑢 − 𝑢 disebut jalan trivial. 

Definisi 2.8 Jalan tertutup yang nontrivial pada graf 𝐺 disebut sirkuit 𝐺. 

Suatu sirkuit yang setiap titiknya berbeda disebut sikel, definisinya sebagai 

berikut: 

Definisi 2.9 Misalkan 𝐺 adalah graf himpunan Sirkuit 

𝑣1, 𝑒1, 𝑣2, 𝑒2, … , 𝑣𝑛−1, 𝑒𝑛−1, 𝑣𝑛, 𝑒𝑛, 𝑣1 dengan 𝑛 ≥ 3 dan 𝑣𝑖 berbeda untuk setiap 𝑖 

disebut dengan sikel (cycle). 

Definisi 2.10 Misalkan 𝑢 dan 𝑣 adalah titik berbeda di graf 𝐺. Titik 𝑢 dan 𝑣 

dikatakan terhubung jika terdapat lintasan 𝑢 − 𝑣 di 𝐺. Jika ada lintasan 𝑢 − 𝑣 yang 

hanya memiliki satu sisi maka 𝑢 dan 𝑣 dikatakan terhubung langsung. Suatu graf 𝐺 

dikatakan terhubung, jika setiap dua titik berbeda 𝑢 dan 𝑣 di 𝐺 terhubung di 𝐺. 

Contoh 2.3 Diberikan graf terhubung 𝐺 dengan 𝑉(𝐺) = {𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓} dan                          

𝐸(𝐺) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒8} seperti Gambar 2.3 berikut: 

 

Gambar 2.3 Graf terhubung 𝐺 

Jalan pada graf 𝐺 yaitu 𝑎, 𝑒3, 𝑑, 𝑒4, 𝑏, 𝑒2, 𝑐, 𝑒6, 𝑒, 𝑒5, 𝑑, 𝑒7, 𝑓 merupakan suatu trail 

yang memiliki sirkuit 𝑑, 𝑒4, 𝑏, 𝑒2, 𝑐, 𝑒6, 𝑒, 𝑒5, 𝑑. 

Berikut ini diberikan definisi dari beberapa graf dasar yang sering digunakan 

pada penelitian bidang Teori Graf. 
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Definisi 2.11 Graf lintasan 𝑃𝑛 adalah graf yang terdiri dari 𝑛 titik dan membentuk 

suatu lintasan. 

Contoh 2.4 Berikut diberikan contoh graf lintasan dengan 𝑛 ≤ 4 

 

Gambar 2.4 Contoh graf lintasan 

Definisi 2.12 Graf sikel 𝐶𝑛 adalah graf yang memiliki 𝑛 titik dan membentuk suatu 

sikel. 

Contoh 2.5 Contoh graf sikel dengan 𝑛 ≤ 5 

 

Gambar 2.5 Contoh graf sikel 

Definisi 2.13 Graf lengkap adalah graf yang setiap dua titik yang berbeda saling 

terhubung langsung. Graf lengkap dengan 𝑛 titik dinotasikan sebagai 𝐾𝑛. 

Contoh 2.6 Berikut diberikan graf lengkap dengan 𝑛 ≤ 5: 

 

Gambar 2.6 Contoh graf lengkap 

Definisi 2.14. Diberikan graf terhubung 𝐺 dan bilangan bulat positif 𝑟. Graf 𝐺 

disebut graf 𝑟-reguler jika setiap titiknya mempunyai derajat 𝑟. 
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Contoh 2.7 Berikut diberikan contoh (a) graf 2-reguler (b) graf 3-reguler (c) graf 

4-reguler, 

 

Gambar 2.7 (a) Graf 2-reguler (b) Graf 3-reguler (c) Graf 4-reguler 

Definisi 2.15 Graf terhubung 𝐺 disebut graf bipartit jika himpunan titik 𝑉(𝐺) dapat 

dipisah menjadi dua himpunan bagian 𝑉1(𝐺) dan 𝑉2(𝐺), sedemikian sehingga untuk 

setiap 𝑒 ∈ 𝐸(𝐺) menghubungkan titik di 𝑉1(𝐺) ke sebuah titik di 𝑉2(𝐺), dan 

dinyatakan sebagai 𝐺(𝑉1, 𝑉2, 𝐸). 

2.3 Matriks 

Pada bagian ini diberikan definisi dari matriks dan beberapa macam matriks 

yang digunakan dalam tesis ini. 

2.3.1. Definisi Matriks 

Pada subbab ini diberikan definisi umum tentang matriks dan submatriks yang 

digunakan dalam tesis ini. 

Definisi 2.15. Matriks adalah susunan persegi panjang dari bilangan-bilangan. 

Bilangan-bilangan dalam susunan tersebut dinamakan elemen dalam matriks. 

Matriks tidak mempunyai nilai tetapi ukuran. Ukuran matriks ditentukan oleh 

banyaknya baris dan kolom. Jika matriks 𝑃 mempunyai 𝑘 baris dan 𝑙 kolom, maka 

matriks 𝑃 berukuran 𝑘 × 𝑙 dan dinotasikan dengan 𝑃𝑘×𝑙. Jika baris ke-i dan kolom 

ke-j dari matriks 𝑃 adalah 𝑝𝑖𝑗 maka matriks 𝑃 dapat ditulis [𝑝𝑖𝑗], dengan                   

𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚} dan 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛}. 

𝑃𝑘×𝑙 = [

𝑝11 … 𝑝1𝑙

⋮ ⋱ ⋮
𝑝𝑘1 … 𝑎𝑘𝑙

] = [𝑝𝑖𝑗]. 
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Jika semua elemen dalam matriks nilainya sama dengan nol maka matriks tersebut 

dinamakan matriks nol, dinotasikan dengan 𝑃𝑘×𝑙 = [𝟎]𝒌×𝒍. 

Definisi 2.16 Diberikan matriks 𝑃𝑘×𝑙, submatriks dari 𝑃 adalah mariks yang 

elemen baris dan elemen kolomnya adalah subset dari 𝑃 

Contoh 2.8 Diberikan matriks 𝑃3×3 = [
1 2 3
1 0 0
2 0 0

] submatriks dari 𝑃 berukuran 

2 × 2 adalah : 

𝑄2×2 = [
1 2
1 0

] , 𝑅2×2 = [
2 3
0 0

] , 𝑆2×2 = [
0 0
0 0

]. 

Tampak bahwa matriks 𝑆 juga merupakan matriks nol, sehingga matriks 𝑆 adalah 

submatriks nol dari 𝑃. 

2.3.2. Macam-macam Matriks 

Adapun macam-macam matriks antara lain: 

Definisi 2.17 Matriks baris adalah suatu matriks yang hanya terdiri dari satu baris, 

atau berukuran 1 × 𝑛. Matriks baris disebut juga vektor baris. Secara umum dapat 

ditulis dengan [𝑝𝑖𝑗] dengan 𝑖 = 1; 𝑗 = 1, 2, 3, … , 𝑛. 

Definisi 2.18 Matriks kolom adalah matriks yang hanya terdiri dari satu kolom, atau 

matriks berukuran 𝑚 × 1. Matriks kolom juga disebut dengan vektor kolom. Secara 

umum dapat ditulis dengan [𝑝𝑖𝑗] dengan 𝑖 = 1, 2, 3, … , 𝑛; 𝑗 = 1. 

Definisi 2.19 Matriks persegi adalah suatu matriks yang banyak baris dan kolomnya 

sama, yang dinyatakan dengan 𝑃𝑘×𝑙, dengan 𝑘 = 𝑙, dan ditulis dengan                      

𝑃𝑘×𝑘 = [𝑝𝑖𝑗]𝑘×𝑘
. 

𝑃𝑘×𝑘 =

[
 
 
 
 
𝑝11 𝑝12 𝑝13

𝑝21 𝑝22 𝑝23

𝑝31 𝑝32 𝑝33

   

… 𝑝1𝑘

… 𝑝2𝑘

… 𝑝3𝑘

⋮           ⋮           ⋮                ⋮
𝑝𝑘1 𝑝𝑘2 𝑝𝑘2  … 𝑝𝑘𝑘 ]

 
 
 
 

. 
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Elemen-elemen 𝑝11, 𝑝22, 𝑝33, …, dan 𝑝𝑘𝑘 disebut dengan elemen diagonal utama, 

sedangkan elemen 𝑝1𝑘, 𝑝2(𝑛−1), …, dan 𝑝𝑘1 disebut elemen diagonal sekunder. 

Dalam hal ini hanya matriks persegi yang mempunyai elemen diagonal utama dan 

elemen diagonal sekunder. 

Definisi 2.20 Matriks diagonal merupakan matriks persegi dengan semua elemen-

elemen yang bukan elemen diagonal utama adalah nol. Bentuk umumnya adalah 

[𝑝𝑖𝑗] dengan 𝑝𝑖𝑗 = 0; 𝑖 ≠ 𝑗. 

Contoh 2.9 Matriks diagonal dengan ukuran 3 × 3 

𝑃 = [
1 0 0
0 4 0
0 0 5

]. 

Definisi 2.21 Matriks skalar adalah matriks diagonal dengan elemen-elemen 

diagonal utamanya sama dengan 𝑠, dan 𝑠 ≠ 0. Bentuk umum matriks skalar adalah 

[𝑝𝑖𝑗] dengan 𝑝𝑖𝑗 = 𝑠, untuk 𝑖 = 𝑗 dan 𝑝𝑖𝑗 = 0, untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 

Contoh 2.10 Matriks 𝑃 berikut ini merupakan matriks skalar berukuran 3x3,  

𝑃 = [
3 0 0
0 3 0
0 0 3

]. 

Definisi 2.22 Matriks identitas adalah matriks diagonal dengan elemen-elemen 

diagonal utamanya sama dengan satu. Bentuk umum matriks identitas adalah         

𝐼 = [𝑝𝑖𝑗] dengan 𝑝𝑖𝑗 = 1, untuk 𝑖 = 𝑗 dan 𝑝𝑖𝑗 = 0, untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 

Contoh 2.11 Matriks Identitas berukuran 3x3: 

𝐼3 = [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

Definisi 2.23 Misalkan 𝐺 adalah graf berordo 𝑛, matriks ketetanggaan dari 𝐺 

dinotasikan dengan 𝐴(𝐺) adalah matriks 𝑛 × 𝑛 dan memenuhi 𝐴(𝐺) = [𝑎𝑖𝑗], 
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dengan 1 ≤  𝑖 ≤ 𝑛   dan   1 ≤  𝑗 ≤ 𝑛,   𝑎𝑖𝑗  =  1  jika  (𝑖, 𝑗)  ∈  𝐸(𝐺)   dan          

𝑎𝑖𝑗 = 0   jika  (𝑖, 𝑗) ∉ 𝐸(𝐺). 

Definisi 2.24 Diberikan 𝐺 graf berordo 𝑛, dan 𝑉(𝐺) = {1,2, … , 𝑛}, matriks derajat 

dari 𝐺 dinotasikan dengan 𝐷(𝐺) adalah matriks 𝑛 × 𝑛 dan memenuhi               

𝐷(𝐺) = [𝑑𝑖𝑗], dengan 𝑑𝑖𝑗 = deg(𝑖) untuk 𝑖 = 𝑗 dan 𝑑𝑖𝑗 = 0 untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 

Definisi 2.25 Diberikan graf 𝐺 dengan 𝑉(𝐺) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛} dan 𝐸(𝐺) =

{𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}, matriks insiden dari 𝐺 dinotasikan dengan 𝐼𝑛(𝐺) adalah matriks 

𝑛 × 𝑚 dan memenuhi 𝐼𝑛(𝐺) = [𝐼𝑛𝑖𝑗], dengan 𝐼𝑛𝑖𝑗 = 0 jika 𝑣𝑖 bukan titik ujung 

dari 𝑒𝑗 dan 𝐼𝑛𝑖𝑗 = 1 jika 𝑣𝑖 adalah titik ujung dari 𝑒𝑗. 

Definisi 2.26 Diberikan graf 𝐺, matriks Laplacian dari 𝐺 dinotasikan 𝐿(𝐺) adalah 

matriks yang memenuhi 𝐿(𝐺) = 𝐷(𝐺) − 𝐴(𝐺). 

Definisi 2.27 Diberikan graf 𝐺, matriks Signless-Laplacian dari 𝐺 dinotasikan 

𝑆𝐿(𝐺) adalah matriks yang memenuhi |𝐿|(𝐺) = 𝐴(𝐺) + 𝐷(𝐺). 

Contoh 2.12 Berikut contoh matriks ketetanggaan dari graf 𝐾4 

 

Gambar 2.8 Graf 𝐾4 

Misalkan diberikan 𝐺 ≅ 𝐾4 seperti pada Gambar 2.8, maka 

𝐴(𝐺) = [

0 1
1 0

1 1
1 1

1 1
1 1

0 1
1 0

] , 𝐼𝑛(𝐺) =

[
 
 
 
 
 
1
1
1
0
0
0

1
0
0
1
1
0

0
1
0
1
0
1

0
0
1
0
1
1]
 
 
 
 
 

, 𝐷(𝐺) = [

3 0
0 3

0 0
0 0

0 0
0 0

3 0
0 3

] ,

𝐿(𝐺) = [

3 −1
−1 3

−1 −1
−1 −1

−1 −1
−1 −1

3 −1
−1 3

] , |𝐿|(𝐺) = [

3 1
1 3

1 1
1 1

1 1
1 1

3 1
1 3

] 
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2.3.3. Operasi Matriks dan Nilai Eigen 

Pada bagian ini diberikan definisi dan teorema tentang nilai eigen. 

Pembahasan tentang matriks tidak lepas dengan determinan matriks, berikut 

pengertian tentang determinan matriks: 

Definisi 2.28 Determinan matriks 𝑀𝑛×𝑛 = [𝑚𝑖𝑗] dinotasikan dengan det(𝑀) 

adalah fungsi yang menghubungkan matriks 𝑀 dengan bilangan real. 

Determinan dapat dianggap sebagai faktor penskalaan transformasi linear 

yang berlaku pada matriks. 

Untuk matriks 𝑀2×2, determinan matriksnya adalah 

det(𝑀) = |
𝑚11 𝑚12

𝑚21 𝑚22
| = 𝑚11𝑚22 − 𝑚12𝑚21, 

sedangkan untuk matriks 𝑀𝑛×𝑛 menggunakan persamaan Laplace untuk mencari 

determinannya 

det(𝑀) = ∑(−1)𝑖+𝑗𝑚𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗

𝑛

𝑗=1

 

untuk 𝑖 tetap, atau 

det(𝑀) = ∑(−1)𝑖+𝑗𝑚𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗

𝑛

𝑖=1

 

untuk 𝑗 tetap, dengan 𝑀𝑖𝑗 adalah minor dari 𝑀, yaitu determinan matriks berukuran 

(𝑛 − 1) × (𝑛 − 1) yang diperoleh dari menghilangkan baris ke-𝑖 dan kolom ke-𝑗 

dari matriks 𝑀. 

Contoh 2.13 Diberikan matriks 𝑀 = [
−2 2 −3
−1 1 3
2 0 −1

], dengan mengambil 𝑗 = 2, 

maka 
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det(𝑀) = (−1)1+2 ∙ 2 ∙ |
−1 3
2 −1

| + (−1)2+2 ∙ 1 ∙ |
−2 −3
2 −1

| + (−1)3+2 ∙ 0 ⋅ |
−2 −3
−1 3

| 

= (−2) ∙ (−5) + 1 ∙ 8 + 0 = 18 

Selain determinan, operasi matriks yang digunakan dalam tesis ini sebagai berikut: 

Definisi 2.29 Diberikan matriks 𝑀𝑚×𝑛 = [𝑚𝑖𝑗], transpose dari matriks 𝑀, 

dinotasikan dengan 𝑀𝑇 = [𝑚𝑖𝑗
𝑇 ]

𝑛×𝑚
 adalah matriks berukuran 𝑛 × 𝑚 dengan     

𝑚𝑖𝑗
𝑇 = 𝑚𝑗𝑖. 

Contoh 2.14 Diberikan matriks 𝑀 = [
1 2 1
2 1 3
3 5 2

], maka transpose dari matriks 𝑀 

adalah: 

𝑀𝑇 = [
1 2 3
2 1 5
1 3 2

]. 

Definisi 2.30 Perkalian skalar matriks 𝑀𝑚×𝑛 = [𝑚𝑖𝑗]𝑚×𝑛
 dengan skalar 𝑠 

menghasilkan matriks baru 𝑠𝑀 yang berukuran sama dengan 𝑀 dan didefinisikan 

𝑠𝑀 = 𝑠[𝑚𝑖𝑗] = [𝑠 ∙ 𝑚𝑖𝑗] 

sehingga, 

𝑠𝑀 = 𝑠

[
 
 
 
 

𝑚11 𝑚12 𝑚13

𝑚21 𝑚22 𝑚23

𝑚31 𝑚32 𝑚33

   

… 𝑚1𝑛

… 𝑚2𝑛

… 𝑚3𝑛

⋮           ⋮           ⋮                ⋮
𝑚𝑚1 𝑚𝑚2 𝑚𝑚3  … 𝑚𝑚𝑛]

 
 
 
 

=

[
 
 
 
 

𝑠 ∙ 𝑚11 𝑠 ∙ 𝑚12 𝑠 ∙ 𝑚13

𝑠 ∙ 𝑚21 𝑠 ∙ 𝑚22 𝑠 ∙ 𝑚23

𝑠 ∙ 𝑚31 𝑠 ∙ 𝑚32 𝑠 ∙ 𝑚33

   

… 𝑠 ∙ 𝑚1𝑛

… 𝑠 ∙ 𝑚2𝑛

… 𝑠 ∙ 𝑚3𝑛

⋮           ⋮          ⋮                ⋮
𝑠 ∙ 𝑚𝑚1 𝑠 ∙ 𝑚𝑚2 𝑠 ∙ 𝑚𝑚3  … 𝑠 ∙ 𝑚𝑚𝑛]

 
 
 
 

 

Contoh 2.15 Diberikan matriks 𝑀 = [
3 0 2
0 2 3
3 0 0

], perkalian skalar matriks 𝑀 

dengan 𝑘 = 5 adalah 

𝑘𝑀 = 5 ∙ [
3 0 2
0 2 3
3 0 0

] = [
5 ∙ 3 5 ∙ 0 5 ∙ 2
5 ∙ 0 5 ∙ 2 5 ∙ 3
5 ∙ 3 5 ∙ 0 5 ∙ 0

] = [
15 0 10
0 10 15
15 0 0

] 
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Definisi 2.31 Diberikan matriks 𝑋𝑚×𝑛 dan 𝑌𝑛×𝑝 perkalian matriks 𝑋 × 𝑌 = 𝑍 

adalah matriks berukuran 𝑚 × 𝑝 yang didefinisikan dengan 

𝑧𝑖𝑗 = ∑(𝑥𝑖𝑘 ∙ 𝑦𝑘𝑗)

𝑛

𝑘=1

 

dengan 𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚} dan 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑝}. 

Contoh 2.16 Diberikan matriks 𝑋 = [
1 0 1
2 1 3

] dan 𝑌 = [
2 1
4 2
3 4

], perkalian 

matriks 𝑋 × 𝑌 adalah sebagai berikut 

𝑋 × 𝑌 = [
1 0 1
2 1 3

] × [
2 1
4 2
3 4

] = [
5 5
17 16

] 

Definisi 2.32 Diberikan Matriks 𝑀𝑚×𝑛 dengan 𝑀𝑖 , 𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚} adalah 

submatriks baris ke-𝑖 dari 𝑀. 𝑀1. 𝑀2, … ,𝑀𝑚 dikatakan bebas linear jika 

∑ 𝑎𝑖𝑀𝑖
𝑚
𝑖=1 = 0, maka 𝑎𝑖 = 0 , dengan 𝑎𝑖 ∈ ℤ. 

Definisi 2.33 Rank matriks 𝑀 dinotasikan dengan 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑀) adalah jumlah 

maksimal submatriks baris dari 𝑀 yang bebas linear. 

Contoh 2.17 Diberikan matriks 𝑀 = [
1 0 1
1 1 0
2 1 1

] dapat diperhatikan bahwa: 

𝑀1 − 𝑀2 − 𝑀3 = [𝟎]. 

Dari Contoh 2.17 dapat ditemukan 𝑎1 = 1, 𝑎2 = −1, 𝑎3 = −1 sehingga 

∑ 𝑎𝑖𝑀𝑖
3
𝑖=1 = 0, oleh karena itu 𝑀1, 𝑀2, 𝑀3 tidak bebas linear. Tetapi 𝑀1 dan 𝑀2 

bebas linear begitu juga dengan 𝑀1 dan 𝑀3, serta 𝑀2 dan 𝑀3. 

Pada tesis ini, determinan diperlukan untuk menentukan nilai eigen dari matriks. 

Berikut ini adalah definisi dari nilai eigen. 

Definisi 2.34 Diberikan 𝑀 adalah matriks 𝑛 × 𝑛. Matriks taknol 𝑋 yang 𝑛 × 1 

sedemikian sehingga 𝑀𝑋 = 𝜆𝑋 dinamakan vektor eigen dari 𝑀, sedangkan skalar 

𝜆 dinamakan nilai eigen dari 𝑀 yang bersesuaian dengan 𝑋. 
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Teorema 2.1. Diberikan matriks 𝑀 berukuran 𝑛 × 𝑛. Bilangan 𝜆 adalah nilai eigen 

dari 𝑀 jika dan hanya jika det(𝜆𝐼 − 𝑀) = 0, dengan 𝐼 adalah matriks identitas 

berukuran 𝑛 × 𝑛. 

Bukti. Jika 𝑀 adalah matriks berukuran 𝑛 × 𝑛, dengan 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝑀 

maka sesuai Definisi 2.34 berlaku 𝑀𝑋 = 𝜆𝑋 untuk suatu matriks taknol 𝑋. Oleh 

karena itu, 𝜆𝑋 − 𝑀𝑋 = 0 yang mengakibatkan (𝜆𝐼 − 𝑀)𝑋 = 0, sehingga  

det(𝜆𝐼 − 𝑀) = 0. 

Jika det(𝜆𝐼 − 𝑀) = 0, dapat mengakibatkan (𝜆𝐼 − 𝑀)𝑋 = 𝟎 untuk suatu matriks 

taknol 𝑋 sehingga 𝜆𝑋 − 𝑀𝑋 = 0 yang mengakibatkan 𝜆𝑋 = 𝑀𝑋, sesuai       

Definisi 2.34 𝜆 adalah nilai eigen dari 𝑀.               

2.4 Spektrum Graf 

Pada bagian ini diberikan beberapa pengertian tentang spektrum graf dan 

contoh penentuan spektrum suatu graf. 

Definisi 2.35 Misalkan 𝐺 adalah graf terhubung berordo 𝑛. Spektrum dari 𝐴(𝐺) 

dinotasikan dengan 𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐴(𝐺)) adalah matriks berukuran 2 × 𝑛, dengan elemen-

elemen pada baris pertamanya adalah nilai eigen dari matriks ketetanggaan 𝐴(𝐺), 

dan baris keduanya adalah multiplisitas dari nilai-nilai eigen pada baris pertama. 

Diberikan 𝜆0, 𝜆1, … , 𝜆𝛿, dengan 𝛿 ≤ 𝑛 adalah nilai-nilai eigen berbeda dari 

matriks ketetanggaan 𝐴(𝐺) dari graf 𝐺, dan misalkan 𝑙(𝜆0), 𝑙(𝜆1),… , 𝑙(𝜆𝛿) adalah 

multiplisitas dari masing-masing nilai eigen, maka mtriks. 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐺)) = [
𝜆0 … 𝜆𝛿

𝑙(𝜆0) … 𝑙(𝜆𝛿)
] 

adalah spektrum dari 𝐴(𝐺). 

Berikut ini diberikan contoh cara menentukan spektrum dari suatu graf 𝐺. 

Contoh 2.19 Diberikan graf lengkap 𝐾3, maka matriks ketetanggaan dari graf 𝐾3 

adalah: 
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𝐴(𝐾3) = [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] 

Nilai eigen dari 𝐴(𝐾3) diperoleh dari persamaan det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0 yaitu 

det (𝜆 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] − [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

]) = 0 

⇔ det ([
𝜆 −1 −1

−1 𝜆 −1
−1 −1 𝜆

]) = 0 

⇔ 𝜆3 − 3𝜆 − 2 = 0 

⇔ (𝜆 − 2)(𝜆 + 1)2 = 0 

Jadi, nilai eigen 𝜆1 = 2 dan 𝜆2 = −1, dengan 𝑚(𝜆1) = 1 dan 𝑚(𝜆2) = −1 

sehingga 

𝑆𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐾3)) = [
𝜆1 𝜆2

𝑙(𝜆1) 𝑙(𝜆2)
] = [

2 −1
1 2

] 

2.5 Operasi Korona Pada Graf 

Pada bagian ini diberikan definisi dari beberapa operasi korona yang sudah 

ada, yaitu korona dan korona sisi. 

Definisi 2.36 Graf korona dari graf 𝐺 dan 𝐻 dinotasikan dengan 𝐺 ⊙ 𝐻 diperoleh 

dengan mengambil sebuah graf 𝐺 dan |𝑉(𝐺)| salinan dari 𝐻, dan dengan 

menghubungkan setiap titik dari salinan ke-𝑖 dari 𝐻 ke titik ke-𝑖 dari 𝐺, dengan   

1 ≤ 𝑖 ≤ |𝑉(𝐺)|. 

Contoh 2.20. Jika diberikan 𝐺 ≅ 𝐶4 dan 𝐻 ≅ 𝑃3 maka graf 𝐺 ⊙ 𝐻 dapat 

diilustrasikan sebagai berikut: 
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Gambar 2.9 Graf 𝐶4 ∘ 𝑃3 

 

Definisi 2.37 Diberikan graf 𝐺1 dengan 𝑉(𝐺1) = {𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛1}  dan                    

𝐸(𝐺1) = {𝑒1, 𝑒2, … , 𝑒𝑚}, dan graf 𝐺2. Graf korona sisi dari 𝐺1 dan 𝐺2 dinotasikan 

𝐺1 ⋄ 𝐺2 didefinisikan sebagai suatu graf yang diperoleh dengan mengambil 𝐺1 dan 

salinan 𝐺2 sebanyak 𝑚, kemudian untuk setiap sisi 𝑒𝑘 = 𝑣𝑖𝑘𝑣𝑗𝑘 dari 𝐺1;                

𝑖, 𝑗 ∈ {1,2, … , 𝑛1},  dengan 𝑖 ≠ 𝑗 dan 𝑘 ∈ {1,2, … , 𝑛2}, titik ujung 𝑣𝑖𝑘 dan 

𝑣𝑗𝑘  masing-masing terhubung langsung dengan semua titik di salinan ke-𝑘 dari 𝐺2. 

Berikut diberikan lema yang digunakan untuk membuktikan teorema yang 

dihasilkan dalam tesis ini. Lema tersebut dirujuk dari Youping, 2011. 

Lema 2.1 Diberikan graf terhubung 𝐺 berordo 𝑛 dan matriks insiden 𝐼𝑛(𝐺) dari 

graf 𝐺, maka 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑛(𝐺)) = 𝑛 − 1 jika 𝐺 merupakan graf bipartit dan 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑛(𝐺)) = 𝑛 jika 𝐺 bukan graf bipartit.  

Lema 2.2 Diberikan suatu graf terhubung 𝐺 dengan radius spektrum 𝜌. Bilanagn    

𝜌 dan −𝜌 adalah nilai eigen dari 𝐴(𝐺) jika dan hanya jika 𝐺 merupakan graf bipartit. 

Oleh karena itu, jika graf 𝐺 merupakan graf bipartit dengan himpunan titik 𝑉 =

𝑉1 ∪ 𝑉2, dengan 𝑉1 dan 𝑉2 adalah bipartisi dari V, dan 𝑋 = (𝑋1 𝑋2)
𝑇 merupakan 

vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜆 dari 𝐴(𝐺) maka                           

𝑋 = (𝑋1, −𝑋2, 0,0, … ,0)𝑇 merupakan vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai 

eigen −𝜆. 

Lema 2.3 Diberikan graf terhubung 𝐺 dan 𝐻 dengan 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 merupakan nilai-

nilai eigen dari 𝐴(𝐻) maka 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑛 juga merupakan nilai-nilai eigen dari       

𝐺 ⋄ 𝐻. 



 

20 
 

Lema 2.4 Diberikan graf 𝑟1-reguler terhubung 𝐺 dengan 𝜇𝑖 nilai eigen dari 𝐴(𝐺) 

dan suatu graf 𝑟2-reguler 𝐻, maka nilai-nilai eigen dari 𝐴(𝐺 ⋄ 𝐻) dapat ditentukan 

dengan 

𝑟2 + 𝜇𝑖 ± √(𝑟2 − 𝜇1)2 + 4(𝑟1 + 𝜇1)𝑛2

2
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BAB III 

METODE PENELITIAN 

 

      Untuk menjawab dua rumusan masalah sehingga tercapai tujuan penyusunan 

tesis ini maka tahapan penelitian tesis ini disajikan dalam tiga tahapan sebagai 

berikut:      

3.1. Mengidentifikasi Masalah 

Pada tahap ini peneliti merumuskan masalah yang diteliti pada tesis ini. 

Rumusan masalah yang didapatkan yaitu: bagaimana rumus umum nilai eigen dan 

multiplisitas pada spektrum graf hasil operasi korona sisi pangkat dua, dan 

bagaimana membuktikan hasil rumus umum nilai eigen dan multiplisitasnya pada 

spektrum graf hasil operasi korona sisi pangkat dua. 

3.2. Studi Literatur 

Pada tahap ini peneliti mempelajari buku-buku referensi dan hasil penelitian 

sejenis sebelumnya yang pernah dilakukan peneliti-peneliti sebelumnya, khususnya 

penelitian tentang graf hasil operasi korona dan penelitian tentang spektrum graf 

hasil operasi korona. Referensi buku dan jurnal yang digunakan pada penelitian ini 

bersumber pada jurnal-jurnal internasional yang terkini yaitu berjarak maksimal 

sepuluh tahun sebelum penelitian tesis ini. 

3.3. Mendefinisikan  dan Mengidentifikasi Objek Penelitian 

Pada tahap ini peneliti mendefinisikan graf korona sisi pangkat dua dengan 

mengambil referensi pada definisi graf korona dan graf korona sisi pada jurnal 

penelitian tentang graf korona dan graf korona sisi. Pada tahap ini juga peneliti 

mengidentifikasi operasi korona sisi pangkat dua pada graf-graf khusus untuk 

memilih objek yang diteliti pada tesis ini, yaitu graf reguler. 
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3.4. Mendapatkan Matriks Ketetanggaan Graf Korona Sisi Pangkat Dua 

Setelah memilih graf reguler sebagai objek penelitian, peneliti 

menggambarkan graf korona sisi pangkat dua dari dua graf reguler berbeda. Peneliti 

lalu membuat matriks ketetanggaan, Laplacian, dan Signless-Laplacian dari 

masing-masing graf korona sisi pangkat dua. 

3.5. Mencari Spektrum Graf 

Setelah mendapatkan matriks ketetanggaan,  graf korona sisi pangkat dua, 

peneliti melakukan penghitungan nilai eigen dan multiplisitasnya dari matriks-

matriks tersebut melalui aplikasi MATLAB. 

3.6. Mendapatkan Rumus Umum Nilai Eigen 

Setelah mendapatkan nilai eigen dari masing-masing matriks ketetanggaan, 

Laplacian, dan Signless-Laplacian, peneliti merumuskan secara umum nilai eigen 

dan multiplisitas dari masing-masing matriks tersebut bersesuaian dengan derajat 

titik graf reguler yang digunakan. 

3.7. Pengujian Rumus Umum 

Setelah didapatkan rumus umum untuk nilai eigen peneliti menguji coba 

kembali rumus umum yang digunakan untuk menguji spektrum graf korona sisi 

pangkat dua dari graf reguler yang tidak menjadi sampel dalam pembentukan rumus 

umum. Jika pengujian gagal maka peneliti menyusun kembali rumus umum untuk 

nilai eigen matriks ketetanggaan, Laplacian, dan Signless-Laplacian. 

3.8. Pembuktian Matematis dari Rumus Umum 

Setelah mendapatkan hasil peengujian yang berhasil, peneliti 

membandingkan hasil rumus umum yang didapatkan pada penelitian tesis ini 

dengan penelitian-penelitian sebelumnya. Peneliti selanjutnya menyusun 

pembuktian secara matematis dari rumus umum yang diperoleh, dengan mengambil 

referensi pembuktian dari penelitian-penelitian sebelumnya. 
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3.9. Penarikan Kesimpulan 

Pada tahap ini dilakukan penarikan kesimpulan berdasarkan hasil penelitian 

pada tahapan-tahapan sebelumnya. 

Setelah langkah-langkah di atas diselesaikan, selanjutnya dilakukan 

penulisan hasil penelitian yang telah dilakukan. 
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BAB IV 

SPEKTRUM GRAF KORONA SISI PANGKAT DUA PADA MATRIKS 

KETETANGGAAN, LAPLACIAN, DAN SIGNLESS-LAPLACIAN 

 

Pada bab ini disajikan hasil penelitian dan pembahasan tentang spektrum dari 

graf korona sisi pangkat dua yaitu spektrum ketetanggaan, spektrum Laplacian dan 

spektrum signless-Laplacian. Masing-masing spektrum disajikan dan dibahas 

dalam satu subbab tersendiri dan diberikan contoh cara memperoleh spektrum graf 

korona sisi pangkat dua dari 𝐺 dan 𝐻, 𝐺 ⋄2 𝐻, untuk suatu graf 𝐺 dan 𝐻 tertentu. 

4.1. Graf Korona Sisi Pangkat Dua 

Termotivasi oleh graf korona sisi pada penelitian Barik. S, 2011, dalam tesis 

ini diperkenalkan graf baru yang merupakan pengembangan dari graf korona sisi 

yang disebut graf korona sisi pangkat dua definisinya seperti disebutkan dalam 

Definisi 4.1. 

Definisi 4.1 Misalkan 𝐺 dan 𝐻 adalah graf terhubung, dengan derajat dan ukuran 

masing-masing adalah 𝑛1 dan 𝑚1, dan 𝑛2 dan 𝑚2. Graf korona sisi pangkat dua 

dari 𝐺 dan 𝐻 dinotasikan dengan 𝐺 ⋄2 𝐻 ≔ (𝐺 ⋄ 𝐻) ⋄ 𝐻 dan didefinisikan sebagai 

graf yang diperoleh dengan mengambil sebuah graf 𝐺, 𝑚1 salinan pertama dari graf 

𝐻, yaitu 𝐻ℎ, dengan ℎ ∈ {1,2, … ,𝑚1} dan 𝑚1(1 + 2𝑛2 + 𝑚2) salinan kedua dari 

graf 𝐻, yaitu 𝐻ℎ𝑘, dengan ℎ ∈ {1,2, … ,𝑚1} dan 𝑘 ∈ {1,2, … ,1 + 2𝑛2 + 𝑚2}, dan 

menghubungkan setiap titik ujung sisi 𝑒ℎ = 𝑖ℎ𝑗ℎ dari graf 𝐺 ke semua titik dari 𝐻ℎ, 

serta menghubungkan setiap titik ujung dari sisi 𝑒𝑘 = 𝑟𝑘𝑠𝑘 dari graf 𝐺 ⋄ 𝐻 ke 

semua titik dari 𝐻ℎ𝑘. 

Dari penelitian Hou dan Shiu 2011, diketahui bahwa graf korona sisi 𝐺 ⋄ 𝐻 

mempunyai 𝑛1 + 𝑚1𝑛2 titik dan 𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2 sisi. Oleh karena itu, dari 

Definisi 4.1 diperoleh bahwa graf korona sisi pangkat dua dari 𝐺 dan H, 𝐺 ⋄2 𝐻, 

mempunyai (𝑛1 + 𝑚1𝑛2) + 𝑛2(𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2) titik dan mempunyai 

(𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2)(1 + 2𝑛2 + 𝑚2) sisi. 
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Berikut ini diberikan contoh graf korona sisi pangkat dua dari graf 𝐺 dan 𝐻, 

𝐺 ⋄2 𝐻, dengan G adalah graf siklus 𝐶3 dan 𝐻 adalah graf lintasan P2 seperti pada 

Gambar 4.1. 

Contoh 4.1 Graf 𝐺 ≅ 𝐶3 mempunyai titik sebanyak 𝑛1 = 3 dan sisi sebanyak  

𝑚1 = 3, dan graf 𝐻 ≅ 𝑃2mempunyai titik sebanyak 𝑛1 = 2 dan sisi sebanyak  

𝑚1 = 1. Gambar 4.1 (1) merupakan ilustrasi dari graf korona sisi dari graf 𝐺 dan 

𝐻, sedangkan ilustrasi graf korona sisi pangkat dua dari 𝐺 dan 𝐻 seperti pada 

Gambar 4.1 (2). 

                        
                    (1)              (2) 

Gambar 4.1 (1) Graf 𝐶3 ⋄ 𝑃2 dan (2) Graf 𝐶3 ⋄2 𝑃2 

Dengan pengamatan langsung pada struktur graf dalam Gambar 4.1, diketahui 

bahwa graf korona sisi 𝐶3 ⋄ 𝑃2 mempunyai titik sebanyak sembilan, yang terdiri 

dari tiga titik dari 𝐶3 dan tiga (banyak sisi dari 𝐶3) kali banyaknya titik dari 𝑃2. Jadi 

banyaknya titik dari graf korona sisi 𝐶3 ⋄ 𝑃2 adalah 𝑉(𝐶3 ⋄ 𝑃2) = 𝑛1 + 𝑚1𝑛2. 

Banyaknya sisi dari graf korona sisi 𝐶3 ⋄ 𝑃2 adalah delapan belas terdiri dari tiga 

(banyak  sisi dari 𝐶3), banyaknya sisi penghubung dari kedua titik ujung sisi ke-i 

dari 𝐶3 dengan  semua titik di salinan ke-i dari 𝑃2; 𝑖 ∈ {1,2,3} yaitu dua (banyaknya 

titik ujung dari sisi 𝐶3) kali tiga (banyaknya sisi dari 𝐶3) kali dua (banyaknya titik 

dari 𝑃2, dan tiga (banyaknya sisi dari 𝐶3) kali (banyaknya sisi dari 𝑃2). Jadi 

banyaknya sisi dari graf korona sisi 𝐶3 ⋄ 𝑃2 adalah 𝐸(𝐶3 ⋄ 𝑃2) = 𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 +

𝑚1𝑚2. 

Dalam Gambar 4.1, diketahui bahwa graf korona sisi pangkat dua 𝐶3 ⋄2 𝑃2 memiliki 

empat puluh lima titik yang terdiri dari sembilan titik graf korona sisi 𝐶3 ⋄ 𝑃2 dan 

delapan belas (banyak sisi dari 𝐶3 ⋄ 𝑃2) kali banyaknya titik dari 𝑃2. Jadi banyaknya 
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titik dari graf korona sisi pangkat dua 𝐶3 ⋄2 𝑃2 adalah |𝑉(𝐶3 ⋄2 𝑃2)| = 𝑚1 +

2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2. Banyaknya sisi dari graf korona sisi pangkat dua  𝐶3 ⋄2 𝑃2 adalah 

seratus delapan terdiri dari delapan belas (banyak  sisi dari 𝐶3 ⋄ 𝑃2) banyaknya sisi 

penghubung dari kedua titik ujung sisi ke-i dari 𝐶3 ⋄ 𝑃2 dengan  semua titik di 

salinan kedua ke-i dari 𝑃2; 𝑖 ∈ {1,2, … ,18} yaitu dua (banyaknya titik ujung dari sisi 

𝐶3 ⋄ 𝑃2) kali delapan belas (banyaknya sisi dari 𝐶3 ⋄ 𝑃2) kali dua (banyaknya titik 

dari 𝑃2, dan sembilan (banyaknya sisi dari 𝐶3 ⋄ 𝑃2) kali dua (banyaknya sisi dari 

𝑃2). Jadi banyaknya sisi dari graf korona sisi 𝐶3 ⋄2 𝑃2  adalah             

|𝐸(𝐶3 ⋄2 𝑃2 )| = (𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2)(1 + 2𝑛2 + 𝑚2). 

4.2. Spektrum Ketetanggaan Graf Korona Sisi Pangkat Dua 

Pada subbab ini disajikan matriks ketetanggaan dari graf korona sisi pangkat 

dua dan spektrum ketetanggaan dari graf korona sisi pangkat dua beserta langkah-

langkah untuk menemukan spektrum ketetanggaan graf korona sisi pangkat dua. 

Jika diberikan suatu graf terhubung 𝐺 dengan 𝑛1 titik dan 𝑚1 sisi, dan graf 𝐻 

dengan 𝑛2 titik dan 𝑚2 sisi. Matriks ketetanggaan 𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) dari graf 𝐺 ⋄2 𝐻 

disajikan sebagai matriks partisi berikut: 

𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) = [
𝐴(𝐺 ⋄ 𝐻) 𝐼𝑛(𝐺 ⋄ 𝐻) ⊗ 𝒋𝒏𝟐

(𝐼𝑛(𝐺 ⋄ 𝐻) ⊗ 𝒋𝒏𝟐
)
𝑇

𝐼�̅� ⊗ 𝐴(𝐻)
] 

dengan : 𝐴(𝐺 ⋄ 𝐻) adalah matriks ketetanggaan graf 𝐺 korona sisi 𝐻 

  𝐼𝑛(𝐺 ⋄ 𝐻) adalah matriks insiden graf 𝐺 korona sisi 𝐻 

  𝒋𝒏𝟐
 adalah matriks baris berukuran 1 × 𝑛2 yang semua elemennya 1 

  �̅� = 𝑚(𝐺 ⋄ 𝐻) 

  𝐼�̅� adalah matriks identitas berukuran �̅� × �̅� 

  𝐼�̅� ⊗ 𝐴(𝐻) adalah matriks hasil kali kronecker dari 𝐼�̅� dan 𝐴(𝐻). 

Contoh 4.2 Jika diberikan graf 𝐺 = 𝑃2 dan 𝐻 = 𝑃1 maka representasi dari matriks 

𝐺 ⋄ 𝐻 dan 𝐺 ⋄2 𝐻 ditunjukkan pada Gambar 4.2 berikut: 
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Gambar 4.2 (a) Graf 𝐺 ⋄ 𝐻 dan (b) Graf 𝐺 ⋄2 𝐻 

Setelah didapatkan representasi gambar dari 𝐺 ⋄2 𝐻 dapat ditentukan matriks 

ketetanggaan 𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) yaitu 

𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) =

[
 
 
 
 
 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1 1 0
0 1 1
1 0 1

1 0 1
1 1 0
0 1 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

 

Dapat diperhatikan bahwa 𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) adalah suatu matriks blok yang dapat 

dibentuk sebagai berikut: 

𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) = [
𝑃 𝑄
𝑅 𝑆

] 

dengan,  𝑃 = 𝐴(𝐺 ⋄ 𝐻) = [
0 1 1
1 0 1
1 1 0

] 

𝑄 = 𝐼𝑛(𝐺 ⋄ 𝐻) ⊗ 𝐴(𝐻) = [
1 1 0
0 1 1
1 0 1

] 

 𝑅 = (𝐼𝑛(𝐺 ⋄ 𝐻) ⊗ 𝐴(𝐻))
𝑇

= [
1 0 1
1 1 0
0 1 1

], dan 

𝑆 = 𝐼𝑛(𝐺⋄𝐻) ⊗ 𝐴(𝐻) = [
0 0 0
0 0 0
0 0 0

]  

Setelah didapatkan matriks 𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) langkah berikutnya adalah mencari nilai 

eigen dari matriks tersebut, sebagai berikut: 
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det

(

  
 

𝜆

[
 
 
 
 
 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1]

 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1 1 0
0 1 1
1 0 1

1 0 1
1 1 0
0 1 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

)

  
 

= 0 

⇔ det

(

  
 

𝜆 −1 −1
−1 𝜆 −1
−1 −1 𝜆

−1 −1  0
0 −1 −1

−1 0 −1
−1 0 −1
−1 −1 0
0 −1 −1

𝜆  0    0
0  𝜆    0
0  0    𝜆 )

  
 

= 0 

⇔ 𝜆6 − 9𝜆4 − 8𝜆3 + 9𝜆2 + 6𝜆 − 4 = 0 

⇔ (𝜆 + (√5 − 1)) (𝜆 − (√5 + 1)) (𝜆 +
√5 + 1

2
)

2

(𝜆 −
√5 − 1

2
)

2

= 0. 

Jadi 𝜆1 = √5 + 1, 𝜆2 =
√5+1

2
, 𝜆3 = 1 − √5 𝜆4 =

1−√5

2
 

Dari langkah yang dilakukan dapat ditemukan spektrum ketetanggaan dari graf 

𝐺 ⋄2 𝐻 adalah: 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻)) = [√5 + 1
√5 + 1

2
1 2

1 − √5
1 − √5

2
1 2

]. 

Dari hasil spektrum di atas dapat diketahui bahwa untuk 𝜆1 = √5 + 1 dan           

𝜆3 = 1 − √5 merupakan nilai eigen yang merepresentasikan titik-titik baru yang 

ditambahkan pada graf 𝐺 ⋄ 𝐻 yang ditandakan nilai mulptiplisitas kedua nilai eigen 

tersebut adaalah satu, sedangkan untuk 𝜆2 =
√5+1

2
 dan 𝜆4 =

1−√5

2
 merupakan nilai 

eigen yang merepresentasikan titik-titik awal graf 𝐺 ⋄ 𝐻 yang ditandakan dengan 

multiplisitas kedua nilai eigen tersebut lebih besar dari satu. 



 

30 
 

Berikut adalah hasil pencarian spektrum ketetanggaan dari graf korona sisi pada 

graf reguler 

Tabel 4.1 Spektrum ketetanggaan graf reguler dan graf korona sisi 

 

Berikut hasil spektrum ketetanggaan graf korona sisi pangkat dua dari beberapa 

graf reguler: 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝑃2 ⋄2 𝑃2)) = [2 − √13 −√5 −1

1 3 6

1 √5 2 + √13

2 3 1
]. 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝑃2 ⋄2 C3)) = [
1 − 3√5

2
−2 −1

4 1 20

2
1 + 3√5

2
8

5 4 1

]. 

𝐺1 𝐺2 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐺1)) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐺2)) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐺1 ⋄ 𝐺2)) 

𝑃2 𝑃2 [
−1 1
1 1

] [
−1 1
1 1

] [
−1 3
2 1

] 

𝑃2 𝐶3 [
−1 1
1 1

] [
−1 2
2 1

] [
−1 4
3 1

] 

𝑃2 𝐶4 [
−1 1
1 1

] [
−2 0 2
1 2 1

] [−2
3−√33

2

1 1

−1 0
3−√33

2

1 2 1
]  

𝑃2 𝐶5 [
−1 1
1 1

] [
−√5−1

2

√5−1

2
2

2 2 1
]  [

3−√41

2

−1−√5

2

1 2

−1
−1+√5

2

3+√41

2

1 2 1
]  

𝑃2 𝐶6 [
−1 1
1 1

] [
−2 −1
1 2

1 2
2 1

] [
−2 −1
2 3

1 5
2 1

]  

𝐶3 𝑃2 [
−1 2
2 1

] [
−1 1
1 1

] [−√3
3−√33

2

2 1

−1 √3
3−√33

2

3 2 1
]  

𝐶3 𝐶3 [
−1 2
2 1

] [
−1 2
2 1

] [
1−√21

2
2 − √3

2 1

−1
1+√21

2
2 + √3

6 2 1
]  

𝐶3 𝐶4 [
−1 2
2 1

] [
−2 0 2
1 2 1

] [
−2 0
6 6

3 6
2 1

] 

𝐶3 𝐶5 [
−1 2
2 1

] [
−√5−1

2

√5−1

2
2

2 2 1
]  [2 − 2√5

1−√29

2

1 2

−1−√5

2

−1+√5

2

6 6

1+√29

2
2 − 2√5

2 1
]  

𝐶3 𝐶6 [
−1 2
2 1

] [
−2 −1
1 2

1 2
2 1

] [2 − 2√5
1−√33

2
−2

1 2 3

−1 1
1+√33

2

6 6 2

2 + 2√5
1

]  
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𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝑃2 ⋄2 𝐶4))

= [
1 − √73

2

1 − √65

2
−2√3

1 1 1

1 − √17
3 − √33

2
−2

2 1 13

0 2
4√3

2
26 7 1

3 + √33

2

1 + √73

2
1 1

1 + √17
1 − √65

2
2 1

] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝑃2 ⋄2 C5))

= [
−4.702 −4.5938

1 1

−3.7055 −3.5456

2 2

−1.6180 0.6180

32 32

2 4.0874

9 2

4.6424 5.7202

1 1

6.1637 10.4105

2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝑃2 ⋄2 𝐶6))

= [
−5.6847 −5.5440

1 1

−4 −2

6 19

−1 1

38 38

2 4

11 1

5 6.6847

3 1

7 11.5440

2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐶3 ⋄2 𝑃2)) =  

[
−3.4667 −3

2 1
−2.2361 −1.7992

3 3
−1.7072 −1

1 18
1 2.2361
9 3

2.4072 2.5495
1 2

4.7165 7.3001
2 1

] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐶3 ⋄2 C3))

= [
−4.4764 −4

2 1

−2.8541 −2.2100

6 2

−2.1082 −1

1 60

2 3.8541

18 6

4.2225 4.4661

1 2

7.2203 9.8856

2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐶3 ⋄2 C4))

= [
−5.8103 −5.3470

2 1

−3.4641 −3.1231

3 6

−2.8870 −2.8505

2 1

−2 0 2

39 78 24

3.4641 4.6271

3 1

5.1231 5.2519

6 2

8.4453 11.5704

2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐶3 ⋄2 C5))

= [
−7.1719 −6.7184 −3.7055

2 1 6

−3.5456 −3.4747

6 2

−3.4673 −1.6180

1 96

0.6180 2

96 30

4.0874 5.0012

6 1

5.9416 6.1637

2 6

9.7050 13.1844

2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐴(𝐶3 ⋄2 C6))

= [
−8.5498 −8.1053

2 1

−4 −2

18 57

−1 1

114 114

2 4

36 3

5 5.3521

6 1

6.5498 7

2 6

11 14.7533

2 1
] 

Dari hasil pencarian graf spektrum ketetanggaan graf korona sisi pangkat dua dapat 

disimpulkan dalam Teorema 4.1 berikut: 

Teorema 4.1 Diberikan suatu graf 𝐺1 𝑟1-reguler  dengan 𝑛1 titik dan 𝑚1 sisi dan 

graf 𝐺2 𝑟2-reguler dengan 𝑛2 titik dan 𝑚2 sisi. Jika 𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇�̅� dengan                   

�̅� = 𝑛1 + 𝑚1𝑛2 adalah nilai-nilai eigen dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2, dan 𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝑛2
 adalah nilai 

eigen dari 𝐺2 dengan  
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𝛽𝑖 =
𝑟2 + 𝜇𝑖 + √(𝑟2 − 𝜇𝑖)2 + 4(𝑟1 + 𝜇𝑖)𝑛2

2
 

dan 

𝛽�̅� =
𝑟2 + 𝜇𝑖 − √(𝑟2 − 𝜇𝑖)2 + 4(𝑟1 + 𝜇𝑖)𝑛2

2
 

maka spektrum dari 𝐺 ≅ 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah 

[

𝜂𝑘−1 𝜂𝑘 𝜂𝑘+1

𝑙(𝜂𝑘) ∗ �̅�

3

𝑙(𝜂𝑘−1) ∗ �̅�

3

𝑙(𝜂𝑘−2) ∗ �̅�

3

𝛽1 𝛽1
̅̅ ̅

1 1
𝛽2 𝛽2

̅̅ ̅

1 1

…
…

𝛽�̅� 𝛽�̅�
̅̅ ̅

1 1
] 

dengan �̅� = 𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2, 𝑘 =
�̅�

2
. 

Bukti. Diberikan 𝑍1, 𝑍2, … , 𝑍𝑛2
 adalah vektor eigen dari 𝐴(𝐺2) yang bersesuaian 

dengan nilai eigen 𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝑛2
. Dapat diperhatikan bahwa 𝐺2 adalah suatu graf 

𝑟2-reguler dan 𝑍𝑗 ⊥ 𝐣 untuk 𝑗 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛2 − 2, 𝑛2 − 1}. Oleh karena itu, untuk 

𝑖 ∈ {1, 2, 3, … , �̅� − 1, �̅�}, serta 𝑗 ∈ {1, 2, 3, … , 𝑛2 − 3, 𝑛2 − 2, 𝑛2 − 1} didapatkan 

vektor-vektor (0, 0, … , 𝑍𝑗 , 0, … , 0)
𝑇
 berdimensi (𝑛1 + �̅�𝑛2) yang merupakan 

vektor eigen dari 𝐴(𝐺) yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜂𝑗. Sehingga 

didapatkan �̅�(𝑛2 − 1) nilai eigen dan vektor eigen yang saling bersesuaian dari 

graf 𝐺. 

Jika diberikan 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋�̅� yang merupakan vektor eigen dari 𝐴(𝐺1 ⋄ 𝐺2) yang 

bersesuaian terhadap nilai-nilai eigen 𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇�̅�, dengan �̅� = 𝑛1 + 𝑚1𝑛2. 

Dengan demikian dengan menggunakan Lema 2.4 untuk 𝑖 ∈ {1, 2, … , �̅�} 

𝛽𝑖 =
𝑟2 + 𝜇𝑖 + √(𝑟2 − 𝜇𝑖)2 + 4(𝑟1 + 𝜇𝑖)𝑛2

2
 

dan 

�̅�𝑖 =
𝑟2 + 𝜇𝑖 − √(𝑟2 − 𝜇𝑖)2 + 4(𝑟1 + 𝜇𝑖)𝑛2

2
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Perlu diketahui 
𝑟2+𝜇𝑖+√(𝑟2−𝜇𝑖)

2+4(𝑟1+𝜇𝑖)𝑛2

2
= 𝑟2 jika dan hanya jika 𝜇𝑖 = −𝑟1. 

Berdasarkan Lema 2.1, 𝑟2 atau −𝑟2 nilai eigen dari 𝐴(𝐺1 ⋄ 𝐺2) jika dan hanya jika 

𝐺1 ⋄ 𝐺2 adalah suatu graf bipartit. Jika  𝐺1 ⋄ 𝐺2 adalah graf bipartit dan partisi dari 

himpunan titik-titiknya adalah 𝑉1 ∪ 𝑉2, dengan menggunakan Lema 2.2 dapat 

diperoleh bahwa (𝟏,−𝟏, 0, … ,0)𝑇 adalah vektor eigen dari 𝐺 yang bersesuaian  

dengan nilai eigen −𝑟1. 

Jika 𝜆𝑖 ≠ 𝑟2 dan �̅�𝑖 ≠ 𝑟2 maka 𝜆𝑖 dan �̅�𝑖 adalah nilai eigen yang bersesuaian dengan 

vektor eigen 

𝐹𝑖 = [𝑋𝑖 …
𝑋𝑖(𝑎) + 𝑋𝑖(𝑡)

𝜆𝑖 − 𝑟2
…]

𝑇

 

dan 

𝐹�̅� = [𝑋𝑖, … ,
𝑋𝑖(𝑎) + 𝑋𝑖(𝑡)

𝜆�̅� − 𝑟2
, … ]

𝑇

 

Oleh karena itu, perlu diselidiki bahwa karakteristik persamaan 

∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

= 𝜆𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

dan  

∑ 𝐹�̅�(𝑣)
𝑣~𝑢

= 𝜆�̅�𝐹�̅�(𝑢) 

untuk setiap titik 𝑢 di 𝐺. 

Untuk setiap titik 𝑢 di ℎ𝑘-salinan dari 𝐺2, misalkan 𝑒ℎ𝑘
= 𝑠𝑡, maka 

𝐹𝑖 = [𝑋𝑖, … ,
𝑋𝑖(𝑎) + 𝑋𝑖(𝑡)

𝜆𝑖 − 𝑟2
, … ]

𝑇

 

Oleh karena itu,  
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∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢

= 𝑟2𝐹𝑖(𝑢) + 𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋𝑖(𝑡) = 𝜆𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

untuk setiap titik 𝑢 di 𝐺1 ⋄ 𝐺2, 

∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢

= ∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢,𝑣∈𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

+ ∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢,𝑣∉𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

 

= 𝜇𝑖𝑋𝑖(𝑢) +
𝑟1𝑛2𝑋𝑖(𝑢)

𝜆𝑖 − 𝑟2
+

𝑛2

𝜆𝑖 − 𝑟2
+ ∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢,𝑣∉𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

 

= 𝜆𝑖𝑋𝑖(𝑢) = 𝜆𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

didapatkan 2�̅� nilai eigen dan vektor eigen yang saling bersesuaian dari 𝐺 jika    

𝐺1 ⋄ 𝐺2 bukan graf bipartisi dan 2�̅� − 1 nilai eigen dan vektor eigen yang 

bersesuaian jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf bipartisi. 

Jika diberikan 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑏 adalah suatu himpunan maksimal dari solusi tunggal 

vektor-vektor sistem linear 𝑅(𝐺1)𝑌 = 0, dengan menggunakan Lema 2.1 

didapatkan 𝑏 = �̅� − �̅� jika graf 𝐺1 ⋄ 𝐺2 bukan graf bipartit dan didapatkan                 

𝑏 = �̅� − �̅� + 1 jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf bipartit. Untuk 𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑏}, 

misalkan 𝐻𝑖 = (0, 𝑌𝑖(𝑒𝑖)𝒋,… , 𝑌𝑖(𝑒𝑚)𝒋)𝑇 merupakan vektor eigen dari 𝐺 yang 

bersesuaian dengan nilai eigen 𝑟2 = 𝜂𝑛2
, sehingga didapatkan sebanyak 𝑏 nilai 

eigen dan vektor eigen yang bersesuaian. 

Dari pembuktian telah didapatkan sebanyak  𝑛1 + 𝑚1𝑛2 + 𝑛2(𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2) 

nilai eigen dan vektor eigen yang saling bersesuaian.                                               

Dari pembuktian Teorema 4.2 dapat disimpulkan bahwa nilai eigen dari matriks 

ketetanggaan graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 yang merepresentasikan titik baru atau titik-titik yang 

berasal dari salinan graf 𝐺2 pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 memiliki mulptiplisitas sama dengan 

satu sedangkan nilai eigen dengan multiplisitas lebih dari satu adalah representasi 

dari titik-titik awal atau titik yang berasal dari graf 𝐺1 pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2. 



 

35 
 

4.3. Spektrum Laplacian Graf Korona Sisi Pangkat Dua 

Pada subbab ini disajikan hasil penelitian tentang bentuk matriks Laplacian 

dari graf korona sisi pangkat dua dan spektrum Laplacian graf korona sisi pangkat 

dua serta pembahasan tentang bukti mengenai spektrum Laplacian graf korona sisi 

pangkat dua 

Jika diberikan 𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2) matriks Laplacian dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2 dan 𝐿(𝐺2) 

merupakan matriks laplacian dari 𝐺2 secara berurutan, dan misalkan 𝐼𝑛(𝐺1 ⋄ 𝐺2) 

merupakan matriks insiden titik-sisi dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2, maka matriks Laplacian dari 𝐺 =

𝐺1 ⋄2 𝐺2 dapat ditulis sebagai berikut: 

𝐿(𝐺) = [
𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2) + 𝑟1𝑛2𝐼�̅� −𝐼𝑛(𝐺1 ⋄ 𝐺2)⨂𝒋𝒏𝟐

−(𝐼𝑛(𝐺1 ⋄ 𝐺2)⨂𝒋𝒏𝟐
)
𝑇

𝐼�̅�⨂(2𝐼𝑛2
+ 𝐿(𝐺2))

] 

dengan :𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2) adalah matriks Laplacian dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2 

 𝐼𝑛(𝐺1 ⋄ 𝐺2) adalah matriks insiden dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2 

 𝒋𝒏𝟐
 adalah matriks baris berukuran 1 × 𝑛2 yang semua elemennya 1 

𝐼�̅�⨂(2𝐼𝑛2
+ 𝐿(𝐺2)) matriks hasil kali Kronecker dari 𝐼�̅� dan 2𝐼𝑛2

+ 𝐿(𝐺2) 

Contoh 4.3 Diberikan graf 𝐺1 ≅ 𝐶3 dan graf 𝐺2 ≅ 𝐶1, representasi gambar dari graf 

𝐺1 ⋄ 𝐺2 dan graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 dapat dilihat pada Gambar 4.3 berikut:     

    

(a)     (b) 

Gambar 4.3 (a) Graf 𝐺1 ⋄ 𝐺2 (b) Graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 
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Matriks ketetanggaan dari graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah sebagai berikut: 

𝐴(𝐺1 ⋄2 𝐺2) =     

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0     1     1     1     1     0     1     1     0     1     0     1     0     0     0
1     0     1     1     0     1     1     0     1     0     1     0     0     1     0
1     1     0     0     1     1     0     1     1     0     0     0     1     0     1
1     1     0     0     0     0     0     0     0     1     1     0     0     0     0
1     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     1     1     0     0
0     1     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     1     1
1     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0
1     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0
0     1     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0
1     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0
0     1     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0
1     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0
0     0     1     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0     0
0     1     0     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0
0     0     1     0     0     1     0     0     0     0     0     0     0     0     0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

sedangkan untuk matriks Laplacian dari graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah sebagai berikut: 

𝐿(𝐺1 ⋄2 𝐺2) =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 8 -1 -1 -1 -1  0 -1 -1  0 -1  0 -1  0  0  0
-1  8 -1 -1  0 -1 -1  0 -1  0 -1  0  0 -1  0
-1 -1  8  0 -1 -1  0 -1 -1  0  0  0 -1  0 -1
-1 -1  0  4  0  0  0  0  0 -1 -1  0  0  0  0
-1  0 -1  0  4  0  0  0  0  0  0 -1 -1  0  0
 0 -1 -1  0  0  4  0  0  0  0  0  0  0 -1 -1
-1 -1  0  0  0  0  2  0  0  0  0  0  0  0  0 
-1  0 -1  0  0  0  0  2  0  0  0  0  0  0  0
 0 -1 -1  0  0  0  0  0  2  0  0  0  0  0  0
-1  0  0 -1  0  0  0  0  0  2  0  0  0  0  0
 0 -1  0 -1  0  0  0  0  0  0  2  0  0  0  0
-1  0  0  0 -1  0  0  0  0  0  0  2  0  0  0
 0  0 -1  0 -1  0  0  0  0  0  0  0  2  0  0
 0 -1  0  0  0 -1  0  0  0  0  0  0  0  2  0
 0  0 -1  0  0 -1  0  0  0  0  0  0  0  0  2 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

setelah didapatkan matrisk 𝐿(𝐺1 ⋄2 𝐺2), langkah selanjutnya adalah mencari nilai 

eigen dari matriks tersebut, yaitu: 

det(𝜆𝐼 − 𝐿(𝐺1 ⋄2 𝐺2)) = 0 

⇔ 𝜆(𝜆3 − 14𝜆2 + 56𝜆 − 60)(𝜆4 − 17𝜆3 + 86𝜆2 − 150𝜆 + 81)2(𝜆 − 2)3 = 0, 

sehingga didapatkan spektrum Laplaciannya sebagai berikut: 
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𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐺1 ⋄2 𝐺2)) = [
0 1.04 1.72 1.74 2 4.46 4.68 7.82 9.54

  1   2    1    2  3   1    1    2    2   
]. 

Dari hasil pencarian spektrum Laplacian diatas untuk nilai eigen yang 

multiplisitasnya lebih dari satu merupakan nilai eigen dari mtriks 𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2 ), 

sehingga nilai-nilai eigen tersebut merupakan representasi dari titik titik graf       

𝐺1 ⋄ 𝐺2  yang ada pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2, sedangkan untuk nilai eigen yang 

multiplisitasnya sama dengan satu merupakan representasi dari titik titik 𝐺2 yang 

ada pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2. 

Berikut hasil pencarian dari spektrum Laplacian dari graf korona sisi pada beberapa 

graf reguler: 

Tabel 4.2 Spektrum Laplacian graf korona sisi 

 

 

Berikut hasil spektrum Laplacian graf korona sisi pangkat dua pada beberapa 

sampel graf reguler: 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡 (𝐿(𝑃2 
⋄2 𝑃2)) = [

0 1.5279 2
1 3 2

4 8 10.4721
6 1 3

] 

𝐺1 𝐺2 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐺1)) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐺2)) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2)) 

𝑃2 𝑃2 [
0 2
1 1

] [
0 2
1 1

] [
0 4
1 3

] 

𝑃2 𝐶3 [
0 2
1 1

] [
0 3
1 2

] [
0 5
1 3

]  

𝑃2 𝐶4 [
0 2
1 1

] [
0 2 4
1 2 1

] [
0 4 6
1 2 3

]  

𝑃2 𝐶5 [
0 2
1 1

] [
0 1.3820 3.6180
1 2 2

] [
0 3.3820
1 2

5.6180 7
2 2

]  

𝑃2 𝐶6 [
0 2
1 1

] [
0 1
1 2

3 4
2 1

] [
0 3
1 2

5 6 8
2 1 2

] 

𝐶3 𝑃2 [
0 3
1 2

] [
0 2
1 1

] [
0 1.6277
1 2

4 6 7.3723
3 1 2

]  

𝐶3 𝐶3 [
0 3
1 2

] [
0 3
1 2

] [
0 1.5949
1 2

5 8 9.4051
5 1 2

]  

𝐶3 𝐶4 [
0 3
1 2

] [
0 2 4
1 2 1

] [
0 1.5756 4
1 2 6

6 10 11.4244
3 1 2

] 

𝐶3 𝐶5 [
0 3
1 2

] [
0 1.3820 3.6180
1 2 2

] [
0 1.5628
1 2

3.3820 5.6180
6 6

12 13.4372
1 2

] 

𝐶3 𝐶6 [
0 3
1 2

] [
0 1
1 2

3 4
2 1

] [
0 1.5538 3
1 2 6

5 6 14
6 3 1

15.4462
2

] 
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𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡 (𝐿(𝑃2 
⋄2 𝐶3)) = [

0 1. ,4223 2
1 4 5

5 14 17.5777
20 1 4

] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡 (𝐿(𝑃2 
⋄2 𝐶4))

= [
0 1.1511 1.3509

1 2 1

1.4383 1.6077 2

1 1 7

4 6 18.7412

26 13 1

20.8489 22.3923

2 4

25.8205 26.6491

1 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡 (𝐿(𝑃2 
⋄2 𝐶5))

= [
0 0.9698

1 2

1.2997 1.4487

1 1

1.5061 2

2 9

3.3820 5.6180

32 32

23.0034 24.4122

1 2

26.1120 36.5478 37.7003

2 1 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡 (𝐿(𝑃2 
⋄2 𝐶6))

= [
0 0.8527

1 2

1.2614 1.3490

1 2

1.4561 1.5778

1 1

2 3

11 38

5 6

38 19

27.1275 28.1473

1 2

29.6510 30.4222

2 1

49.4164 50.7386

1 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐶3 ⋄2 𝑃2))

= [
0 0.6910

1 2

1.5279 1.5478

3 1

1.5591 2

2 9

4 8.7682

18 1

9.0453 10.4721

2 3

17.6840 19.7047

1 2
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐶3 ⋄2 𝐶3))

= [
0 0.5036

1 2

1.4223 1.4374

6 1

1.4437 2

2 18

5 14.9778

60 1

15.2641 17.5777

2 6

31.5848 33.7886

1 2
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐶3 ⋄2 𝐶4))

= [
0 0.4635

1 2

1.1511 1.3965

6 2

1.4480 1.6077

1 3

2 4 6

24 78 39

19.1067 19.3159

1 2

20.8489 22.3923

6 3

49.4453 51.824

1 2
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐶3 ⋄2 𝐶5))

= [
0 0.4376 0.9698

1 2 6

1.3637 1.4555

2 1

1.5061 2 3.3820

6 30 96

5.6180 23.1833

96 1

23.3491 24.4122

2 6

26.1120 71.3612 73.8496

6 1 2
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐶3 ⋄2 𝐶6))

= [
0 0.4195 0.8527

1 2 6

1.3396 1.3490 1.4611

2 6 1

1.5778 2 3

3 36 114

5 6 27.2345

114 57 1

27.3721 28.1473 29.651

2 6 6

30.4222 97.3044 99.8689

3 1 2
] 

Dari hasil spektrum Laplacian untuk beberapa graf reguler yang sudah ditemukan 

dapat disimpulkan dalam Teorema 4.2 berikut: 
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Teorema 4.2 Diberikan suatu graf 𝑟1-regular 𝐺1 dengan 𝑟1 ≥ 2 dan graf 𝑟2-reguler 

𝐺2 dengan 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃�̅� adalah nilai eigen dari 𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2) dan 𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛2
 adalah 

nilai eigen dari 𝐿(𝐺2), jika 

𝛽𝑖 =
𝑟1𝑛2 + 𝜃𝑖 + 2 + √(𝑟1𝑛2 + 𝜃𝑖 + 2)2 − 4(𝑛2 + 2)𝜃𝑖

2
 

dan  

𝛽�̅� =
𝑟1𝑛2 + 𝜃𝑖 + 2 − √(𝑟1𝑛2 + 𝜃𝑖 + 2)2 − 4(𝑛2 + 2)𝜃𝑖

2
 

untuk setiap 𝜃𝑖, maka spektrum matriks Laplacian dari 𝐺 ≅ 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐺)) = [
𝜏1 + 2 𝜏2 + 2 …
�̅� − �̅� �̅� …

𝜏𝑛2
+ 2 𝛽1 𝛽1

̅̅ ̅

�̅� 1 1

… 𝛽�̅� 𝛽�̅�
̅̅ ̅

… 1 1
] 

Bukti. Misalkan 𝑍1, 𝑍2, … , 𝑍𝑛2
 merupakan vektor eigen dari 𝐿(𝐺2) yang 

bersesuaian dengan nilai eigen 0 = 𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛2
. Jika 𝑍𝑗 ⊥ 𝐣 untuk                              

𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑛2} maka untuk 𝑖 ∈ {1, 2, … , �̅�} dan 𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑛2}, terdapat vektor-

vektor (0, 0, … , 0, 𝑍𝑗 , 0, … , 0)
𝑇
 berdimensi (�̅� + �̅�𝑛2) yang merupakan vektor 

eigen dari 𝐿(𝐺) yang bersesuaian dengan nilai eigen 𝜏𝑗 + 2, sehingga didapatkan 

�̅�(𝑛2 − 1) nilai eigen dan vektor eigen dari 𝐿(𝐺) yang saling bersesuaian. 

Misalkan 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋�̅� merupakan vektor eigen orthogonal dari 𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2) yang 

bersesuaian terhadap nilai eigen 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃�̅�, secara berurutan. Untuk                       

𝑖 ∈ {1, 2, … , �̅�} dapat diperhatikan bahwa 

𝛽𝑖, 𝛽�̅� =
𝑟1𝑛2+𝜃𝑖+2±√(𝑟1𝑛2+𝜃𝑖+2)2−4(𝑛2+2)𝜃𝑖

2
=

𝑟1𝑛2+𝜃𝑖+2±√(𝑟1𝑛2+𝜃𝑖−2)2−4𝑛2(2𝑟1−𝜃𝑖)

2
  

karena 𝑟1 ≥ 2, 𝑛2 ≥ 1, 𝛽𝑖 ≠ 2. Ingat bahwa 𝜃𝑖 ≤ 2𝑟1 dan persamaan di atas 

terpenuhi jika dan hanya jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 adalah graf bipartisi. Perhatikan jika 𝛽�̅� = 2 

maka 𝜃𝑖 = 2𝑟1, dengan kata lain, 𝛽�̅� = 2 muncul hanya jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf 

bipartisi dan 𝑖 = �̅�. Jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf bipartisi dan bipartisi dari 
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himpunan titiknya adalah 𝑉1 ∪ 𝑉2, maka (1, −1, 0, … , 0)𝑇 merupakan vektor eigen 

yang bersesuaian dengan nilai eigen (�̅� + 2 )𝑟1 = 𝛽�̅� dari 𝐿(𝐺). 

Perhatikan bahwa jika 𝛽𝑖 dan 𝛽�̅� tidak sama dengan 2, maka 𝛽𝑖 dan 𝛽�̅� merupakan 

nilai eigen dari 𝐿(𝐺) dan 

𝐹𝑖 = [𝑋𝑖, … ,
𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋(𝑡)

2 − 𝛽𝑖
, … ]

𝑇

 

dan 

𝐹�̅� = [𝑋𝑖, … ,
𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋(𝑡)

2 − 𝛽�̅�

, … ]

𝑇

 

merupakan vektor eigen dari 𝛽𝑖 dan 𝛽�̅� secara berurutan, sedemikian sehingga perlu 

diperiksa bahwa persamaan karakteristik 

𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑛

= 𝛽𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

serta 

𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑛

= 𝛽�̅�𝐹𝑖(𝑢) 

berlaku untuk setiap titik 𝑢 di 𝐺. 

Untuk setiap titik 𝑢 di 𝑘-salinan dari 𝐺2, misalkan sisi 𝑒𝑘 = 𝑠𝑡, maka 

𝑑𝐺(𝑢) = 𝑑𝐺2
(𝑢) + 2 

dan 

𝐹𝑖(𝑢) =
𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋𝑖(𝑡)

2 − 𝛽𝑖
 

Oleh karena itu, dapat ditentukan 
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𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)𝑣~𝑢 = 𝑑𝐺2
(𝑢) + 2𝐹𝑖(𝑢) − 𝑑𝐺2

(𝑢)
𝑋𝑖(𝑠)+𝑋𝑖(𝑡)

2−𝛽𝑖
− (𝑋𝑖(𝑠) +

𝑋𝑖(𝑡)) = 𝛽𝑖𝐹𝑖(𝑢)  

Untuk setiap titik 𝑢 di 𝐺1 ⋄ 𝐺2, diperoleh 

𝑟𝑖𝑋𝑖(𝑢) − ∑ 𝑋𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∈𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

= 𝜃𝑖𝑋𝑖(𝑢) 

Oleh karena itu, dapat ditemukan 

𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢

 

= (𝑟1 + 𝑟1𝑛2)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∈𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

+ ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∉𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

 

= (𝑟1 + 𝑟1𝑛2)𝑋𝑖(𝑢) − ∑ 𝑋𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∈𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

− ∑
𝑛2

2 − 𝛽𝑖
(𝑋𝑖(𝑢) + 𝑋𝑖(𝑣))

𝑣~𝑢
𝑣∉𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

 

=
(𝑟1 + 𝑟1𝑛2)(2 − 𝛽𝑖) − 2𝑛2𝑟1 + 𝑛2𝜃𝑖

2 − 𝛽𝑖
𝑋𝑖(𝑢) + (𝜃𝑖 − 𝑟1)𝑋𝑖(𝑢) 

= 𝛽𝑖𝑋𝑖(𝑢) = 𝛽𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

Oleh karena itu didapatkan 2�̅� nilai eigen dan vektor eigen yang saling bersesuaian 

dari 𝐿(𝐺) jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 bukan merupakan graf bipartisi, dan 2�̅� − 1 nilai eigen dan 

vektor eigen yang saling berkorespondensi dari 𝐿(𝐺) jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf 

bipartisi. 

Misalkan 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑏 merupakan himpunan maksimal dari vektor penyelesaian 

tunggal dari sistem linear 𝑅(𝐺1 ⋄ 𝐺2)𝑌 = 0. Maka 𝑏 = �̅� − �̅� jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2bukan 

graf bipartisi dan 𝑏 = �̅� − �̅� + 1 jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf bipartisi. Untuk       

𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑏}, misalkan 𝐻𝑖 = (0, 𝑌𝑖(𝑒1)𝐣,… , 𝑌𝑖(𝑒�̅�)𝐣)𝑇, dapat diketahui bahwa 𝐻𝑖 

merupakan suatu vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen (𝑟1 + 2) dari 
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𝐿(𝐺). Didapatkan nilai eigen dan vektor eigen yang saling bersesuaian sebanyak 𝑏 

dari 𝐿(𝐺). 

Oleh karena itu didapatkan sejumlah �̅� + �̅�𝑛2 nilai eigen dan vektor eigen yang 

saling bersesuaian dari 𝐿(𝐺), dan vektor-vektor eigen terdebut bebas linear. Jadi 

teorema terbukti.                                                                                       

Dari pembuktian Teorema 4.2 dapat disimpulkan bahwa nilai eigen yang 

multiplisitasnya sama dengan satu merupakan nilai eigen yang merepresentasikan 

titik-titik graf 𝐺2 yang ada pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 sedangkan untuk nilai eigen yang 

multiplisitasnya lebih besar dari satu merepesentasikan titik-titik graf 𝐺1 ⋄ 𝐺2 yang 

ada pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2. 

4.4. Spektrum Signless-Laplacian Graf Korona Sisi Pangkat Dua 

Pada subbab ini akan disajikan tentang hasil penelitian matriks signless-

Laplacian dari graf korona sisi pangkat dua dan spektrum signless-Laplacian graf 

korona sisi pangkat dua serta pembahasan dari spektrum signless-Laplacian graf 

korona sisi pangkat dua. 

Misalkan |𝐿|(𝐺1 ⋄ 𝐺2) dan |𝐿|(𝐺2) merupakan matriks signless-Laplacian 

dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2 dan 𝐺2 secara berurutan, dan misalkan 𝐼𝑛(𝐺1 ⋄ 𝐺2) merupakan matriks 

keterhubungan titik-sisi dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2, maka matriks signless-Laplacian dari            

𝐺 ≅ 𝐺1 ⋄2 𝐺2 dapat ditulis sebagai berikut 

|𝐿|(𝐺) = [
|𝐿|(𝐺1 ⋄ 𝐺2) + 𝑟1𝑛2𝐼�̅� 𝐼𝑛(𝐺1 ⋄ 𝐺2)⨂𝒋𝒏𝟐

(𝐼𝑛(𝐺1 ⋄ 𝐺2)⨂𝒋𝒏𝟐
)
𝑇

𝐼�̅�⨂(2𝐼𝑛2
+ 𝐿(𝐺2))

] 

dengan �̅� = 𝑛1 + 𝑚1𝑛2 dan �̅� = 𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2. 

Contoh 4.4 Jika diberikan graf 𝐺 = 𝑃2 dan 𝐻 = 𝑃1 maka representasi dari matriks 

𝐺 ⋄ 𝐻 dan 𝐺 ⋄2 𝐻 ditunjukkan pada Gambar 4.4 berikut: 
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Gambar 4.4 (a) Graf 𝐺 ⋄ 𝐻 (b) Graf 𝐺 ⋄2 𝐻 

Setelah didapatkan representasi gambar dari 𝐺 ⋄2 𝐻 dapat ditentukan matriks 

ketetanggaan 𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) yaitu 

𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) =

[
 
 
 
 
 
0 1 1
1 0 1
1 1 0

1 1 0
0 1 1
1 0 1

1 0 1
1 1 0
0 1 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0]

 
 
 
 
 

 

Setelah didapatkan matriks 𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) langkah selanjutnya adalah mencari 

matriks signless-Laplacian dari graf tersebut, sebagai berikut: 

|𝐿|(𝐺 ⋄2 𝐻) =

[
 
 
 
 
 
4 1 1
1 4 1
1 1 4

1 1 0
0 1 1
1 0 1

1 0 1
1 1 0
0 1 1

2 0 0
0 2 0
0 0 2]

 
 
 
 
 

 

 

Setelah didapatkan matriks 𝐴(𝐺 ⋄2 𝐻) langkah berikutnya adalah mencari nilai 

eigen dari matriks tersebut, sebagai berikut: 

det

(

  
 

𝜆

[
 
 
 
 
 
1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

1 0 0
0 1 0
0 0 1]

 
 
 
 
 

−

[
 
 
 
 
 
4 1 1
1 4 1
1 1 4

1 1 0
0 1 1
1 0 1

1 0 1
1 1 0
0 1 1

2 0 0
0 2 0
0 0 2]

 
 
 
 
 

)

  
 

= 0 

⇔ det

(

  
 

[
 
 
 
 
 
𝜆 − 4
−1
−1
−1
−1
0

−1
𝜆 − 4
−1
0

−1
−1

−1
−1

𝜆 − 4
−1
0
1

−1
0

−1
𝜆 − 2

0
0

−1
−1
0
0

𝜆 − 2
0

0
−1
−1
0
0

𝜆 − 2]
 
 
 
 
 

)

  
 

= 0 
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⇔ 𝜆6 − 18𝜆5 + 123𝜆4 − 410𝜆3 + 705𝜆2 − 600𝜆 + 200 = 0 

⇔ (𝜆2 − 8𝜆 + 8)(𝜆2 − 5𝜆 + 5)2 = 0. 

Jadi 𝜆1 = 4 − 2√2, 𝜆2 =
5−√5

2
, 𝜆3 =

5+√5

2
, dan 𝜆4 = 4 − 2√2 

Dari langkah yang dilakukan dapat ditemukan spektrum signless-Laplacian dari 

graf 𝐺 ⋄2 𝐻 adalah: 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(𝐺 ⋄2 𝐻)) = [4 − 2√2
5 − √5

2
1 2

5 + √5

2
4 + 2√2

2 1

]. 

Dari pencarian spektrum signless Laplacian dapat diketahui bahwa nilai eigen yang 

multiplisitasnya lebih besar dari satu merupakan nilai eigen pada mtriks signless 

Laplacian graf 𝐺1 ⋄ 𝐺2 sehingga nilai eigen tersebut merupakan representasi titik-

titik graf 𝐺 ⋄ 𝐻 yang ada pada graf 𝐺 ⋄2 𝐻, sedangkat nilai eigenyang 

multiplisitasnya sama dengan satu merupakan representasi titik-titik 𝐻 yang ada 

pada graf 𝐺 ⋄2 𝐻. 

Berikut adalah hasil pencarian spektrum signless-Laplacian pada beberapa graf 

reguler: 

Tabel 4.3 Spektrum signless-Laplacian graf korona sisi 

𝐺1 𝐺2 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(𝐺1)) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(𝐺2)) 𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(𝐺1 ⋄ 𝐺2)) 

𝑃2 𝑃2 [
0 2
1 1

] [
0 2
1 1

] [
2 6
3 1

] 

𝑃2 𝐶3 [
0 2
1 1

] [
1 4
2 1

] [
3 8
4 1

] 

𝑃2 𝐶4 [
0 2
1 1

] [
0 2 4
1 2 1

] [
2 3.1716
1 1

4 8.8284
3 1

] 

𝑃2 𝐶5 [
0 2
1 1

] [
0.3820 2.6180 4

2 2 1
] [

2.3820 3.2984
2 1

4.6180 5 9.7016
2 1 1

] 

𝑃2 𝐶6 [
0 2
1 1

] [
0 1
1 2

3 4
2 1

] [
2 3 3.3944
1 2 1

5 6 10.6056
2 1 1

] 

𝐶3 𝑃2 [
1 4
2 1

] [
0 2
1 1

] [
2 2.5359
3 1

3 6 9.4641
2 2 1

] 

𝐶3 𝐶3 [
1 4
2 1

] [
1 4
2 1

] [
3 4
6 1

4.6972 8.3028 12
2 2 1

] 
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Berikut hasil spektrum signless-Laplacian untuk graf korona sisi pangkat dua pada 

graf reguler: 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(P2 ⋄2 𝑃2)) = [
2 2.7085 3.1716
6 1 3

4 8.8284 13.2915
2 2 1

] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(P2 ⋄2 C3)) = [
3 4.4560 5.0919
20 1 4

6 15.9083 21.5440
5 4 1

] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(P2 ⋄2 C4))

= [
2 4

13 26

4.3937 4.9377

1 2

5.1511 5.2135 5.3668

1 1 1

6 18.6332

7 1

21.0623 21.4684

2 1

24.8489 28.9245

1 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(P2 ⋄2 C5))

= [
2.3820 4.3440 4.6180

32 1 32

4.8330 5.1621 5.2797

2 1 1

5.3027 6 23.0793

2 9 2

25.7851 26.2375

2 1

35.8379 39.1389

1 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(P2 ⋄2 C6))

= [
2 3

19 38

4.3050 4.7623

1 2

5 5.1597

38 1

5.1752 5.3209

2 1

5.4170 6

1 11

26.5830 27.8248

1 2

30.2377 30.5943

2 1

48.8403 51.7798

1 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(C3 ⋄2 𝑃2))

= [
2 2.7685 2.8492

18 1 2

3.1716 3.2889 3.3408

3 1 2

4 8.8284 10.1680

9 3 1

10.7504 18.0596 21.7745

2 2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(C3 ⋄2 C3))

= [
3 4.5162 4.6171

60 1 2

5.0917 5.2147 5.2541

6 1 2

6 15.9083 18.4212

18 6 1

19.0452 32.0836 35,8479

2 2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(C3 ⋄2 C4))

= [
2 4

39 78

4.4316 4.5684

1 2

4.9377 5.2606

6 2

5.2805 5.3668 6

1 3 24

18.6332 21.0623

3 6

22.6754 23.1793

1 2

49.9918 53.6125

2 1
] 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(C3 ⋄2 C5))

= [
2.3820 4.3710

96 1

4.5339 4.6180

2 96

4.8330 5.2578

6 2

5.3027 5.3214

6 1

6

30

23.0793 25.7851

6 6

26.8315 27.2473

1 2

71.9610 75.4761

2 1
] 

𝐶3 𝐶4 [
1 4
2 1

] [
0 2 4
1 2 1

] [
2 4
3 7

5 10 14
2 2 1

] 

𝐶3 𝐶5 [
1 4
2 1

] [
0.3820 2.6180 4

2 2 1
] [

2.3820 4 4.6180
6 1 6

5.1459 11.8541 16
2 2 1

] 
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Hasil spektrum signless-Laplacian yang ditemukan untuk graf reguler dan graf 

korona sisi pangkat dua pada graf reguler dapat disimpulkan pada Teorema 4.3 

berikut: 

Teorema 4.3 Misalkan suatu graf 𝐺1 𝑟1-reguler dengan 𝑟1 ≥ 2 dan graf 𝐺2               

𝑟2-reguler dengan 𝜌1, 𝜌2, … , 𝜌�̅� adalah nilai eigen dari |𝐿|(𝐺1 ⋄ 𝐺2) dan 

휀1, 휀2, … , 휀𝑛2
 adalah nilai eigen dari |𝐿|(𝐺2), jika 

𝛽𝑖 =
𝑟1𝑛2+𝜌𝑖+2(𝑟2+1)+√(𝑟1𝑛2+𝜌𝑖−2(𝑟2+1))

2
+4(𝑛2+2)𝜃𝑖

2
  

dan  

𝛽�̅� =
𝑟1𝑛2+𝜌𝑖+2(𝑟2+1)−√(𝑟1𝑛2+𝜌𝑖−2(𝑟2+1))

2
+4(𝑛2+2)𝜃𝑖

2
  

untuk setiap 𝜃𝑖, maka spektrum Laplacian dari graf 𝐺 ≅ 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐(|𝐿|(𝐺)) = [
2휀1 + 2 2휀2 + 2 …
�̅� − �̅� �̅� …

2휀𝑛2
+ 2 𝛽1 𝛽1

̅̅ ̅

�̅� 1 1

… 𝛽�̅� 𝛽�̅�
̅̅ ̅

… 1 1
] 

Bukti. Misalkan 𝑍1, 𝑍2, … , 𝑍𝑛2
 merupakan vektor eigen dari |𝐿|(𝐺2) yang 

bersesuaian dengan nilai-nilai eigen 0 = 휀1, 휀2, … , 휀𝑛2
. Dapat diperhatikan bahwa 

𝑍𝑗 ⊥ 𝐣 untuk 𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑛2}. Sedemikian sehingga untuk 𝑖 ∈ {1, 2, … , �̅�} dan     

𝑗 ∈ {1, 2, … , 𝑛2}, terdapat vektor-vektor (0, 0, … , 0, 𝑍𝑗 , 0, … , 0)
𝑇
 berdimensi      

(�̅� + �̅�𝑛2) dengan urutan ke-(𝑖 + 1) adalah 𝑍𝑗 yang merupakan vektor eigen dari 

|𝐿|(𝐺) yang bersesuaian dengan nilai eigen 휀𝑗 + 2. Oleh karena itu didapatkan 

�̅�(𝑛2 − 1) nilai eigen dan vektor eigen dari |𝐿|(𝐺) yang saling bersesuaian. 

Misalkan 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋�̅� merupakan vektor eigen orthogonal dari |𝐿|(𝐺1 ⋄ 𝐺2) yang 

bersesuaian terhadap nilai eigen 𝜌1, 𝜌2, … , 𝜌�̅�, secara berurutan. Untuk                      

𝑖 ∈ {1, 2, … , �̅�} dapat diperhatikan 

𝛽𝑖 =
𝑟1𝑛2 + 𝜌𝑖 + 2(𝑟2 + 1) + √(𝑟1𝑛2 + 𝜌𝑖 − 2(𝑟2 + 1))

2
+ 4(𝑛2 + 2)𝜃𝑖

2
 



 

47 
 

dan 

𝛽�̅� =
𝑟1𝑛2 + 𝜌𝑖 + 2(𝑟2 + 1) − √(𝑟1𝑛2 + 𝜌𝑖 − 2(𝑟2 + 1))

2
+ 4(𝑛2 + 2)𝜃𝑖

2
 

karena 𝑟1 ≥ 2, 𝑛2 ≥ 1, 𝛽𝑖 ≠ 2. Dapat diperhatikan bahwa 𝜌𝑖 ≤ 2𝑟1 dan persamaan 

di atas terpenuhi jika dan hanya jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 adalah graf bipartisi. Jika 𝛽�̅� = 2 maka 

𝜌𝑖 = 2𝑟1, dengan kata lain 𝛽�̅� = 2 muncul hanya jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf 

bipartisi dan 𝑖 = �̅�. Jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf bipartisi dan bipartisi dari 

himpunan titiknya adalah 𝑉1 ∪ 𝑉2, maka (1, −1, 0, … , 0)𝑇 merupakan vektor eigen 

yang bersesuaian dengan nilai eigen (�̅� + 2 )𝑟1 = 𝛽�̅� dari |𝐿|(𝐺). 

Perhatikan bahwa jika 𝛽𝑖 dan 𝛽�̅� tidak sama dengan 2, maka 𝛽𝑖 dan 𝛽�̅� merupakan 

nilai eigen dari |𝐿|(𝐺) dan 

𝐹𝑖 = [𝑋𝑖, … ,
𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋(𝑡)

2 − 𝛽𝑖
, … ]

𝑇

 

dan 

𝐹�̅� = [𝑋𝑖, … ,
𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋(𝑡)

2 − 𝛽�̅�

, … ]

𝑇

 

merupakan vektor eigen dari 𝛽𝑖 dan 𝛽�̅� secara berurutan, jadi perlu diperiksa bahwa 

persamaan karakteristik 

𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑛

= 𝛽𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

serta 

𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑛

= 𝛽�̅�𝐹𝑖(𝑢) 

berlaku untuk setiap titik 𝑢 di 𝐺. 

Untuk setiap titik 𝑢 di 𝑘-salinan dari 𝐺2, misalkan sisi 𝑒𝑘 = 𝑠𝑡, maka 
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𝑑𝐺(𝑢) = 𝑑𝐺2
(𝑢) + 2 

dan 

𝐹𝑖(𝑢) =
𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋𝑖(𝑡)

2 − 𝛽𝑖
 

Oleh karena itu dapat diperoleh 

𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢

= 𝑑𝐺2
(𝑢) + 2𝐹𝑖(𝑢) − 𝑑𝐺2

(𝑢)
𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋𝑖(𝑡)

2 − 𝛽𝑖
− (𝑋𝑖(𝑠) + 𝑋𝑖(𝑡))

= 𝛽𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

Untuk setiap titik 𝑢 di 𝐺1 ⋄ 𝐺2, perhatikan bahwa  

𝑟𝑖𝑋𝑖(𝑢) − ∑ 𝑋𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∈𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

= 𝜃𝑖𝑋𝑖(𝑢) 

Jadi dapat ditemukan 

𝑑𝐺(𝑢)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)

𝑣~𝑢

= (𝑟1 + 𝑟1𝑛2)𝐹𝑖(𝑢) − ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∈𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

+ ∑ 𝐹𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∉𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

 

= (𝑟1 + 𝑟1𝑛2)𝑋𝑖(𝑢) − ∑ 𝑋𝑖(𝑣)
𝑣~𝑢

𝑣∈𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

− ∑
𝑛2

2 − 𝛽𝑖
(𝑋𝑖(𝑢) + 𝑋𝑖(𝑣))

𝑣~𝑢
𝑣∉𝑉(𝐺1⋄𝐺2)

 

=
(𝑟1 + 𝑟1𝑛2)(2 − 𝛽𝑖) − 2𝑛2𝑟1 + 𝑛2𝜃𝑖

2 − 𝛽𝑖
𝑋𝑖(𝑢) + (𝜃𝑖 − 𝑟1)𝑋𝑖(𝑢) 

= 𝛽𝑖𝑋𝑖(𝑢) = 𝛽𝑖𝐹𝑖(𝑢) 

Dari persamaan diatas didapatkan 2�̅� nilai eigen dan vektor eigen yang saling 

bersesuaian dari |𝐿|(𝐺) jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 bukan merupakan graf bipartisi, dan 2�̅� − 1 

nilai eigen dan vektor eigen yang saling bersesuaian dari |𝐿|(𝐺) jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 

merupakan graf bipartisi. 
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Misalkan 𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑏 merupakan himpunan maksimal dari vektor penyelesaian 

tunggal dari sistem linear 𝑅(𝐺1 ⋄ 𝐺2)𝑌 = 0. Maka 𝑏 = �̅� − �̅� jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2bukan 

graf bipartisi dan 𝑏 = �̅� − �̅� + 1 jika 𝐺1 ⋄ 𝐺2 merupakan graf bipartisi. Untuk      

𝑖 ∈ {1, 2, … , 𝑏}, dan misalkan 𝐻𝑖 = (0, 𝑌𝑖(𝑒1)𝐣,… , 𝑌𝑖(𝑒�̅�)𝐣)𝑇, dapat diketahui 

bahwa 𝐻𝑖 merupakan suatu vektor eigen yang bersesuaian dengan nilai eigen 

(𝑟1 + 2) dari 𝐿(𝐺). Jadi didapatkan nilai eigen dan vektor eigen yang saling 

bersesuaian sebanyak 𝑏 dari 𝐿(𝐺). 

Dari pembuktian didapatkan sejumlah �̅� + �̅�𝑛2 nilai eigen dan vektor eigen yang 

saling bersesuaian dari |𝐿|(𝐺), dan vektor-vektor eigen terdebut bebas linear, 

sehingga teorema telah terbukti.                                                                              

Dari pembuktian Teorema 4.3 dapat disimpulkan bahwa nilai eigen yang 

multiplisitasnya lebih besar dari satu merupakan representasi dari titik-titik graf 

𝐺1 ⋄ 𝐺2 yang ada pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2 sedangkan nilai eigen yang multiplisitasnya 

sama dengan satu merupakan representasi dari titik-titik graf salinan kedua dari 𝐺2 

yang ada pada graf 𝐺1 ⋄2 𝐺2. 

4.5. Aplikasi Spektrum Laplacian Terhadap Banyak Spanning Tree Pada 

Graf Korona Sisi Pangkat Dua 

Pada subbab ini disajikan suatu aplikasi dari hasil yang telah disajikan 

sebelumnya, khususnya adalah aplikasi dari Teorema 4.2. 

Spektrum suatu graf dapat digunakan untuk mencari banyaknya spanning-

tree dari graf tersebut. Seperti yang dikemukakan oleh Youping, 2011 pada lema 

berikut: 

Lema 4.1 Jika diberikan suatu graf terhubung 𝐺 dengan 𝑉(𝐺) = {1,2, … , 𝑛} dan 

nilai-nilai eigen Laplacian adalah {𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛}, maka banyaknya spanning tree 

dari 𝐺 yang dinotasikan dengan 𝑠𝑡(𝐺) adalah  

𝑠𝑡(𝐺) =
𝜃2 ∙ 𝜃3 ∙ … ∙ 𝜃𝑛

𝑛
. 

Dari Teorema 4.2 dan Lema 4.1 didapatkan proposisi sebagai berikut: 

Proposisi 4.1 Untuk suatu graf 𝑟1-reguler 𝐺1 dan graf 𝑟2-reguler 𝐺2 dengan 

𝑠𝑡(𝐺1 ⋄ 𝐺2) adalah banyaknya spanning tree dari 𝐺1 dan 𝑠𝑡(𝐺2) adalah banyaknya 
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spanning tree dari 𝐺2 dan 𝐿(𝐺2) = [
𝜏1 𝜏2

𝑘1 𝑘2

⋯ 𝜏𝑛2

⋯ 𝑘𝑛2

], maka banyaknya spanning 

tree dari 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah  

𝑠𝑡(𝐺1 ⋄2 𝐺2) = 2�̅�−�̅�+1(𝑛2 + 2)�̅�−1𝑠𝑡(𝐺1 ⋄2 𝐺2)∏(𝜏𝑖 + 2)�̅�

𝑛2

𝑖=2

. 

Bukti. Dapat diperhatikan dari Teorema 4.2 hasil dari 𝛽𝑖𝐵�̅� = (𝑛2 + 2)𝜃𝑖 untuk     

𝑖 ∈ {1,2, … , �̅�} dan 𝛽1 = 𝑟1𝑛2 + 2 , 𝛽1
̅̅ ̅ = 0, sehingga 

𝑠𝑡(𝐺1 ⋄2 𝐺2) =
2�̅�−�̅�(𝑟1𝑛2 + 2)(𝑛2 + 2)�̅�−1 ∏ (𝑟1 + 2)�̅� ∏ 𝜃𝑗

�̅�
𝑗=2

𝑛2
𝑖=2

�̅� + �̅�𝑛2
 

=
�̅�2�̅�−�̅�(𝑟1𝑛2 + 2)(𝑛2 + 2)�̅�−1 𝑠𝑡(𝐺1 ⋄ 𝐺2)∏ (𝑟1 + 2)�̅�𝑛2

𝑖=2

�̅� + �̅�𝑛2
 

= 2�̅�−�̅�+1(𝑛2 + 2)�̅�−1𝑠𝑡(𝐺1 ⋄2 𝐺2)∏(𝜏𝑖 + 2)�̅�

𝑛2

𝑖=2

 

Persamaan terakhir akibat dari �̅� + �̅�𝑛2 =
𝑛(2+𝑟1𝑛2)

2
.              
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BAB V 

PENUTUP 

Pada bab ini, berisi kesimpulan dari semua kegiatan penelitian dan saran 

untuk pengembangan dalam penelitian Tesis inidan saran untuk penelitian 

selanjutnya. 

5.1. Kesimpulan 

Berdasarkan analisis hasil penelitian dan penghitungan yang disajikan pada 

bab sebelumnya, dapat disimpulkan bahwa 

1. Terbukti bahwa jika diberikan suatu graf 𝐺1 𝑟1-reguler  dengan 𝑛1 titik dan 

𝑚1 sisi dan graf 𝐺2 𝑟2-reguler dengan 𝑛2 titik dan 𝑚2 sisi. Jika 𝜇1, 𝜇2, … , 𝜇�̅� 

dengan �̅� = 𝑛1 + 𝑚1𝑛2 adalah nilai-nilai eigen dari 𝐺1 ⋄ 𝐺2, dan 

𝜂1, 𝜂2, … , 𝜂𝑛2
 adalah nilai eigen dari 𝐺2 dengan  

𝛽𝑖 =
𝑟2 + 𝜇𝑖 + √(𝑟2 − 𝜇𝑖)2 + 4(𝑟1 + 𝜇𝑖)𝑛2

2
 

dan 

𝛽�̅� =
𝑟2 + 𝜇𝑖 − √(𝑟2 − 𝜇𝑖)2 + 4(𝑟1 + 𝜇𝑖)𝑛2

2
 

maka spektrum dari 𝐺 ≅ 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah 

[
𝜂𝑘−1 𝜂𝑘 𝜂𝑘+1

𝑙(𝜂𝑘)∗�̅�

3

𝑙(𝜂𝑘−1)∗�̅�

3

𝑙(𝜂𝑘−2)∗�̅�

3

𝛽1 𝛽1
̅̅ ̅

1 1
𝛽2 𝛽2

̅̅ ̅

1 1

…
…

𝛽�̅� 𝛽�̅�
̅̅ ̅

1 1
]  

dengan �̅� = 𝑚1 + 2𝑚1𝑛2 + 𝑚1𝑚2, 𝑘 =
�̅�

2
. 

2. Terbukti bahwa jika diberikan suatu graf 𝑟1-regular 𝐺1 dengan 𝑟1 ≥ 2 dan 

graf 𝑟2-reguler 𝐺2 dengan 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃�̅� adalah nilai eigen dari 𝐿(𝐺1 ⋄ 𝐺2) dan 

𝜏1, 𝜏2, … , 𝜏𝑛2
 adalah nilai eigen dari 𝐿(𝐺2), jika 

𝛽𝑖, 𝛽�̅� =
𝑟1𝑛2 + 𝜃𝑖 + 2 ± √(𝑟1𝑛2 + 𝜃𝑖 + 2)2 − 4(𝑛2 + 2)𝜃𝑖

2
 

untuk setiap 𝜃𝑖, maka spektrum matriks Laplacian dari 𝐺 ≅ 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah 
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𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(𝐿(𝐺)) = [
𝜏1 + 2 𝜏2 + 2 …
�̅� − �̅� �̅� …

𝜏𝑛2
+ 2 𝛽1 𝛽1

̅̅ ̅

�̅� 1 1

… 𝛽�̅� 𝛽�̅�
̅̅ ̅

… 1 1
] 

 

3. Terbukti bahwa jika diberikan suatu graf 𝐺1 𝑟1-reguler dengan 𝑟1 ≥ 2 dan 

graf 𝐺2 𝑟2-reguler dengan 𝜌1, 𝜌2, … , 𝜌�̅� adalah nilai eigen dari |𝐿|(𝐺1 ⋄ 𝐺2) 

dan 휀1, 휀2, … , 휀𝑛2
 adalah nilai eigen dari |𝐿|(𝐺2), dan 

𝛽𝑖, 𝛽�̅� =
𝑟1𝑛2 + 𝜌𝑖 + 2(𝑟2 + 1) ± √(𝑟1𝑛2 + 𝜌𝑖 − 2(𝑟2 + 1))

2
+ 4(𝑛2 + 2)𝜃𝑖

2
 

untuk setiap 𝜃𝑖. Maka spektrum Laplacian dari graf 𝐺 ≅ 𝐺1 ⋄2 𝐺2 adalah 

𝑠𝑝𝑒𝑐𝑡(|𝐿|(𝐺)) = [
2휀1 + 2 2휀2 + 2 …
�̅� − �̅� �̅� …

2휀𝑛2
+ 2 𝛽1 𝛽1

̅̅ ̅

�̅� 1 1

… 𝛽�̅� 𝛽�̅�
̅̅ ̅

… 1 1
] 

 

5.2. Saran 

Pada penelitian Tesis ini hanya membahas tentang teori matematis dari 

spektrum graf korona sisi pangkat dua. Oleh karena itu, penulis menyarankan agar 

penelitian selanjutnya dapat dilakukan dengan menyertakan aplikasi dari spektrum 

graf korona sisi pangkat dua pada banyaknya spanning tree yang dapat dibentuk, 

atau melakukan pengembangan lebih umum yaitu spektrum graf korona sisi 

pangkat 𝑛. 
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