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Rekonfigurasi Dinamis Mekanisme Paralel 4-CRU 

Sebagai 3D Printer Bangunan pada Daerah Transisi 

 
Nama  : Reynald Sapoetra 

NRP  : 02111640000085 

Pembimbing : Latifah Nurahmi, S.T., M.Sc., Ph.D. 

 

Abstrak 

 

Teknologi berkembang dengan sangat pesat. Salah satu 

teknologi yang tengah menjadi perhatian banyak penelitian adalah 

teknologi 3D printing untuk aplikasi konstruksi bangunan. 

Penelitian awal mengenai 3D printer bangunan telah dilakukan 

oleh Putrayudanto et al. untuk mendesain mekanisme paralel baru.  

Dari penelitian tersebut didapatkan desain mekanisme paralel yang 

memiliki kelebihan dari segi mode operasi. Penelitian selanjutnya 

dilakukan oleh Istito et. al. mengenai respon dinamis dari 

mekanisme paralel. Namun, penelitian tersebut hanya membahas 

mengenai analisa dinamis pada keadaan normal tanpa dapat 

melewati daerah transisi. Oleh karena itu, penelitian ini bertujuan 

untuk mencari kondisi dinamis ketika mekanisme bergerak 

melewati daerah transisi serta mencari syarat-syarat yang 

dibutuhkan untuk mencapainya. 

Penelitian pada tugas akhir ini diawali dengan melakukan 

analisa posisi untuk memperoleh matriks rotasi dari moving frame 

pada setiap lengan ke fixed frame. Matriks rotasi tersebut 

digunakan untuk mengubah orientasi gaya yang bekerja pada 

lengan. Setelah itu, analisa kecepatan dan percepatan sesaat 

dilakukan pada moving platform. Data tersebut digunakan untuk 

mendapatkan kecepatan dan percepatan dari moving platform dan 

setiap lengan. Setelah itu dilanjutkan dengan melakukan analisa 

dinamis pada mekanisme paralel. Persamaan yang diperoleh dari 

analisa dinamis mekanisme paralel digunakan untuk menentukan 

kondisi dinamis pada keadaan transisi. 
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 Persamaan kesetimbangan dinamis untuk robot paralel 4-

CRU pada mode operasi Schonflies diturunkan berdasarkan 

metode Formulasi Lagrange. Kemudian degeneracy criterion 

dapat dianalisa. Setelah itu, dengan mengikuti degeneracy 

criterion dapat dibentuk persamaan lintasan berdasarkan optimal 

trajectory planning. Dengan mensubstitusi persamaan lintasan 

kedalam persamaan kesetimbangan dinamis maka kondisi dinamis 

pada mekanisme paralel pada daerah transisi dapat diperoleh. 

Daerah transisi ini adalah tempat constraint singularity atau 

actuation singularity terjadi. Setiap geometri robot paralel 4-CRU 

memiliki daerah singularity yang berbeda dan dengan demikian 

syarat untuk melewati area transisi tersebut juga berbeda. Tanpa 

optimal trajectory planning, ketika platform bergerak mendekati 

atau berada di daerah singularity, daya dan gaya aktuasi menjadi 

sangat besar sehingga platform atau lengan yang bergerak akan 

menunjukkan shaky motion atau hal terburuk yang akan terjadi 

adalah, mekanisme tersebut akan rusak. 

 

Kata kunci: 3D-printer bangunan, transisi, singularity, optimal 

trajectory planning, kondisi dinamis 
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as 3D Printer Building at Transition Area 
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NRP  : 02111640000085 

Supervisors : Latifah Nurahmi, S.T., M.Sc., Ph.D. 

 

Abstract 
 

Technology is developing very rapidly. One of the 

technologies that has been the concern of a lot of research is 3D 

printing technology for building construction applications. Initial 

research on 3D construction printers was conducted by 

Putrayudanto et al. to design a new parallel mechanism. From this 

research, it was found that the parallel mechanism design has 

advantages in terms of operation modes. Further research was 

conducted by Istito et. al. regarding the dynamic response of 

parallel mechanisms. However, this study only discussed dynamic 

analysis in normal conditions without being able to pass through 

the transition region. Therefore, this study aims to find dynamic 

conditions when the mechanism moves through the transition 

region and  the conditions needed to achieve it. 

The analysis begins with a position analysis to obtain a 

rotation matrix from the moving frame on each arm to the fixed 

frame. The rotation matrix is used to transform the orientation of 

the forces acting on the arm. Then, the instantaneous velocity and 

acceleration analysis is carried out for the moving platform and 

the arms. The information corresponding to the velocities and 

acceleration is used to formulate the dynamic analysis of the arm 

and moving platform. The equations obtained from dynamic 

analysis of parallel mechanisms are used to determine the dynamic 

conditions in the transition state of parallel mechanism. 

The dynamic equilibrium equation for the 4-CRU parallel 

robot in the Schonflies mode is derived based on the Lagrange 

Formulation method. From this dynamic equilibrium by using 
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certain condition of optimal trajectory planning, the dynamic 

condition of parallel mechanism at transition area can be 

obtained. This transition area is where constraint singularity and 

actuation singularity happened. Each geometry of a 4-CRU 

parallel robot has a different singularity area and so the condition 

to pass the transition area are different. Without optimal trajectory 

planning, when the moving platform approaches or is in a 

singularity area, the actuation forces and powers become very 

large thus that the moving platform or legs will exhibit shaky 

motion or worst, it will break. 

 

Keywords: construction 3D-printer, transition, singularity, 

optimal trajectory planning, dynamic condition 
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BAB I 

 PENDAHULUAN 

 

1.1 Latar Belakang 

Teknologi terus berkembang dengan sangat pesat. Salah 

satu teknologi yang tengah menjadi perhatian banyak penelitian 

adalah teknologi 3D printing untuk aplikasi konstruksi bangunan. 

Teknologi 3D printing memberikan banyak keuntungan 

dibandingkan dengan metode konvensional seperti mengurangi 

biaya serta limbah yang dihasilkan, proses konstruksi tergolong 

cepat, dan membuka potensi pengerjaan arsitektur bangunan yang 

lebih kompleks.  

Salah satu mekanisme yang populer digunakan pada 

teknologi 3D printing adalah  mekanisme gantry. Mekanisme 

gantry ini digunakan salah satunya oleh Contour Crafting. 

Mekanisme Gantry banyak digunakan karena mekanisme ini 

memiliki pergerakan yang sederhana yaitu terbatas pada 

pergerakan linear X, Y, Z tanpa adanya orientasi sehingga mudah 

untuk dikendalikan. Namun, hal ini membuat mekanisme tersebut 

memiliki performa yang buruk ketika membangun konstruksi 

dengan bentuk kompleks atau konstruksi menggantung. 3D printer 

konstruksi yang dibuat oleh Contour Crafting dapat dilihat pada 

gambar 1.1. 

 

  
Gambar 1.1. Contour Crafting 3D Construction Printer 

(Khoshnevis,2004) 
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 Mekanisme lain yang populer digunakan pada teknologi 

3D printing konstruksi bangunan adalah 6-DOF robotic arm. 

Mekanisme ini memiliki kelebihan yaitu dapat melakukan proses 

multi-directonal atau free-directional 3D printing. Ilustrasi dari 

multi-directional 3D printing dapat dilihat pada gambar 1.2.  

 
Gambar 1.2 Ilustrasi Proses Printing Non-configuration dan 

Multi-configuration 

 

Salah satunya dikembangkan oleh Krejcirik et. al. untuk  

konstruksi bangunan menggantung tanpa menggunankan 

penyangga. Mekanisme ini memanfaatkan kemampuan untuk 

mengatur orientasi nozzle sehingga dapat membentuk lintasan 

kompleks. Walaupun mekanisme ini dapat di rancang untuk dapat 

membentuk lintasan kompleks, akibat nozzle dan extruder yang 

terletak pada moving platform menyebabkan  beban motor yang 

besar dan mengurangi kelincahan dari mekanisme tersebut. 

Ilustrasi konstruksi bangunan dengan 6-DOF robotic arm dapat 

dilihat pada gambar 1.3. 

 
Gambar 1.3. Ilustrasi Konstruksi Bangunan Menggunakan 6-DOF 

Robotic Arm 
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 Untuk mengatasi masalah tersebut, Nurahmi et. al. 

mengusulkan multi-configuration 3D printing  untuk bangunan 

berdasarkan mekanisme paralel 4-CRU sebagai solusi. Mekanisme 

4-CRU ini dapat direkonfigurasi sehingga dapat menghasilkan 

pergerakan melampaui DOF semula yaitu 4-DOF. Riset awal 

mengenai 4-CRU yang dilakukan oleh Nurahmi et. al. dan 

Putrayudanto et. al. hanya membahas analisa mekanisme dari sisi 

geometri dan kinematik sehingga belum bisa  menjelaskan perilaku 

mekanisme dari sisi dinamis. Riset selanjutnya dilakukan oleh 

Istito et.al. mengenai perilaku dinamis mekanisme 4-CRU pada 

gerakan Sch�̈�nflies. Riset ini berhasil menjelaskan keterkaitan  

antara gerakan robot pada empat geometri berbeda dengan 

karakteristik dinamis pada gerakan tersebut. 

Riset oleh Istito et. al. hanya dapat menjelaskan perilaku 

mekanisme 4-CRU pada kondisi utama yaitu pada kondisi 4-DOF 

gerakan Sch�̈�nflies. Oleh karena itu, tugas akhir ini bertujuan untuk 

mencari tahu perilaku dinamis mekanisme pada kondisi transisi 

dan bagaimana cara melewatinya. Hal ini dilakukan dengan 

melakukan analisa dinamis pada lengan dan moving platform untuk 

memperoleh gaya yang dibutuhkan untuk mengaktuasi mekanisme 

pada keadaan transisi. 

 

1.2 Rumusan Masalah Penelitian 

 Rumusan masalah dalam penelitan ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Bagaimana persamaan kesetimbangan dinamis pada 

platform dan lengan untuk robot paralel 4-CRU dengan 

menggunakan Formulasi Lagrange? 

2. Bagaimana kondisi dinamik pada mekanisme ketika 

melewati singularity aktuasi? 

 

 

 



4 
 

1.3 Batasan Masalah Penelitian 

 Batasan masalah yang digunakan dalam penelitian ini 

adalah sebagai berikut : 

1. Hanya Geometri B yang dibahas. 

2. Lengan pada robot paralel berbentuk silinder pejal. 

3. Moving Platform pada robot paralel berbentuk pelat segi 

empat. 

4. Joint yang diaktuasi adalah prismatic joint. 

5. Jenis motor tidak dibahas. 

6. Pengaruh gaya gesek diabaikan. 

7. Kontrol tidak dibahas 

8. Elastisitas benda diabaikan 

9. Pergerakan platform hanya pada sumbu Y 

 

1.4 Tujuan Penelitian 

 Tujuan masalah yang digunakan dalam penelitian ini 

adalah sebagai berikut : 

1. Merumuskan persamaan kesetimbangan dinamis pada 

platform dan lengan untuk robot paralel 4-CRU dengan 

menggunakan Formulasi Lagrange. 

2. Mendapatkan kondisi dinamis pada mekanisme ketika 

melewati singularity aktuasi. 

 

1.5 Manfaat Penelitian 

Manfaat dari penelitian ini adalah sebagai berikut : 

1. Memberikan wawasan baru mengenai mekanisme robot 

paralel 4-CRU. 

2. Mendapatkan metode dalam memperoleh kesetimbangan 

dinamis yang dapat diaplikasikan pada robot paralel yang 

lain. 

3. Mengetahui perilaku dinamis pada keadaan transisi. 

4. Memperluas jangkauan area kerja dari mekanisme 4-CRU. 
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BAB II 

TINJAUAN PUSTAKA 

 

2.1 Manipulator Paralel  

Mekanisme paralel yang juga dikenal sebagai parallel 

manipulator atau parallel robot adalah mekanisme yang terdiri 

dari beberapa mekanisme serial yang saling berbagi sebuah moving 

platform. Tiap mekanisme serial tadi disebut sebagai lengan atau 

limb. Karena kelebihan dalam performa kinematik dan dinamik, 

riset mengenai mekanisme ini sangatlah populer untuk aplikasi 

industri dan robotik (Yang,2019). 

Saat ini, manipulator paralel spasial dengan DoF kurang 

dari enam DoF banyak menarik perhatian terutama pada sektor 

industri. Dalam sektor industri, manipulator paralel banyak 

digunakan dalam proses pick and place. Hal ini dikarenakan 

manipulator jenis ini memiliki kelebihan berupa struktur yang 

sederhana, biaya manufaktur yang murah,  dan algoritma 

pengendalian yang lebih sederhana dibanding manipulator yang 

memiliki enam DoF atau yang dikenal juga sebagai general 

purpose manipulator sehingga dapat bergerak dengan cepat. 

(Joshi, 2002).  

 

              
(a)          (b) 

Gambar 2.1. Manipulator dengan Empat DoF (a)Robot Forcep  

Bedah Invasif Minimal (Jin, 2018) dan (b)Pick and Place SCARA 

Parallel Robot (Li, 2014) 
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Pada gambar 2.1 terdapat dua jenis manipulator dengan 

empat DoF. Gambar (a) adalah robot forcep yang sedang 

dikembangkan di Universitas Jilin, China, untuk proses Bedah 

Invasif Minimal (BIM). (Jin, 2018). Gambar (b) adalah SCARA 

parallel robot yang banyak digunakan dalam bidang industri untuk 

proses pick and place. Robot yang sedang dikembangkan oleh 

Universitas Tianjin, China tersebut memiliki jenis gerakan 

Schönflies yaitu jenis gerakan yang memiliki tiga gerakan translasi 

dan satu gerakan rotasi. (Li, 2014). 

 

2.2 Posisi, Orientasi, dan Lokasi 

2.2.1 Posisi 

Posisi dari sebuah titik yang didasarkan pada reference 

frame dapat dideskripsikan dalam vektor posisi 3 × 1. Sebagai 

contoh, posisi dari titik P terhadap reference frame A seperti pada 

gambar 2.2. Posisi itu sendiri dapat direpresentasikan dengan 

persamaan berikut: 

𝐩𝐴 = [

𝑝𝑥

𝑝𝑦

𝑝𝑧

] 2.1 

Notasi A di sisi kiri atas variabel P mengindikasikan sistem 

koordinat dari sebuah posisi benda dalam hal ini reference frame 

A dan notasi x, y, dan z di sisi kanan bawah variable p 

merepresentasikan proyeksi dari vektor posisi OP terhadap ketiga 

sumbu koordinat dari reference frame atau fixed frame A. 

 
Gambar 2.2. Posisi Vektor dari Titik P terhadap Frame A (Tsai, 

1999) 
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2.2.2 Orientasi 

Untuk menjelasakan orientasi dari rigid body, kita perlu 

melihat seakan-akan moving frame B mengalami pergerakan relatif 

terhadap fixed frame A pada satu titik yang sama seperti yang 

terlihat pada gambar 2.3. 

 
Gambar 2.3. Orientasi Moving Frame B terhadap Fixed 

Frame A (Tsai,1999) 
 

Orientasi dari sebuah benda (moving frame) relatif terhadap fixed 

frame dapat ditentukan dengan beberapa metode yaitu direction 

cosine representation, screw axis representation, dan Euler angle 

representation. Metode yang paling sering digunakan adalah Euler 

angle representation di mana terdapat tiga matriks rotasi dasar. 

Apabila benda berputar sebesar 𝜙 pada sumbu-z maka diperoleh 

matriks rotasi sebagai berikut: 

𝐑(𝑧, 𝜙) = [
𝑐𝜙 −𝑠𝜙 0
𝑠𝜙 𝑐𝜙 0
0 0 1

]  2.2 

Apabila benda berputar sebesar 𝜓 terhadap sumbu-x maka 

diperoleh matriks rotasi sebagai berikut: 

𝐑(𝑥, 𝜓) = [

1 0 0
0 𝑐𝜓 −𝑠𝜓
0 𝑠𝜓 𝑐𝜓

]  2.3 

Apabila benda berputar sebesar 𝜃 terhadap sumbu-y maka 

diperoleh matriks rotasi sebagai berikut: 
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𝐑(𝑦, 𝜃) = [
𝑐𝜃 0 𝑠𝜃
0 1 0

−𝑠𝜃 0 𝑐𝜃
]  2.4 

Apabila benda berputar terhadap semua sumbu pada fixed frame, 

maka matriks rotasi dapat ditulis sebagai berikut: 

 

𝐑(𝜓, 𝜃, 𝜙) =  𝐑(𝑧, 𝜙)𝐑(𝑦, 𝜃) 𝐑(𝑥, 𝜓) 
 

  

= [

𝑐𝜙𝑐𝜃 𝑐𝜙𝑠𝜃𝑠𝜓 − 𝑠𝜙𝑐𝜓 𝑐𝜙𝑠𝜃𝑐𝜓 + 𝑠𝜙𝑠𝜓
𝑠𝜙𝑐𝜃 𝑐𝜙𝑠𝜃𝑠𝜓 + 𝑐𝜙𝑐𝜓 𝑠𝜙𝑠𝜃𝑐𝜓 − 𝑐𝜙𝑠𝜓
−𝑠𝜃 𝑐𝜃𝑠𝜓 𝑐𝜃𝑐𝜓

] 2.5 

 

2.2.3  Lokasi 

Lokasi dari sebuah rigid body dapat dideskripsikan seperti 

pada gambar 2.4. Titik Q merupakan posisi awal moving frame B 

dengan orientasi moving frame B mengalami perubahan terhadap 

fixed frame A. 

 
Gambar 2.4. Perpindahan Spasial (Tsai, 1999) 

 

Posisi titik P dari rigid body dapat diekspresikan terhadap fixed 

frame A dan moving frame B menjadi 𝐩𝐴  dan 𝐩𝐵 . Apabila orientasi 

dari moving frame B relatif terhadap fixed frame A didefinisikan 

dalam matriks rotasi 𝑅𝐵
𝐴 , maka lokasi dari titik P dapat ditulis 

dengan persamaan sebagai berikut: 

𝐩𝐴 = 𝐑𝐵
𝐴 𝐩𝐵 + 𝐪𝐴  2.6 
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2.3 Kinematika Sesaat (Instantaneous Kinematics) 

Persamaan Lagrange-energy, persamaan Newton-Euler, 

dan principle of virtual work sering digunakan untuk 

menyelesaikan model dinamis pada manipulator paralel. 

Keakuratan dari model dinamis bergantung pada hasil dari analisa 

kinematika bersamaan dengan analisa posisi, kecepatan, dan 

percepatan. Sifat-sifat tersebut harus ditentukan pada setiap mode 

operasi yang mana tidak dapat dilakukan oleh screw theory. 

Permasalahan ini sangat penting untuk mekanisme paralel yang 

dapat berubah di mana kontrol gerakan harus memenuhi tipe mode 

operasi yang berbeda dengan sifat-sifat kinematik dan dinamis 

yang berbeda. Salah satu metode yang dapat digunakan adalah 

dengan menggunakan instantaneous kinematics. (Nurahmi, 2019).    

Pada persamaan general transformasi vektor posisi dari 

moving frame ke fixed frame terdapat matriks rotasi yang 

mencakup karakteristik dari perubahan orientasi moving frame 

terhadap fixed frame pada 𝑡 = 0. Pendekatan yang berbeda perlu 

dilakukan untuk instantaneous kinematics dengan membatasi 

matriks rotasi menjadi bergantung terhadap waktu (Bottema, 

1979). Persamaan general transformasi menjadi 

𝐩0 = 𝐓(t) 𝐩1 . 2.7 

Vektor kecepatan dari titik 𝐏 dapat diperoleh dari turunan 

persamaan 2.7 sehingga diperoleh 

�̇�0 = �̇�(t) 𝐩1 . 2.8 

Pada langkah berikutnya, vektor 𝐩1  disubtitusi dengan dengan 

persamaan 𝒑 = 𝐓−1 𝐩0  sehingga diperoleh persamaan 

�̇�0 = �̇�𝐓−1 𝐩0  . 2.9 

Persamaan 2.8 dapat dipertimbangkan sebagai kecepatan 

yang dialami oleh pengamat yang berada pada moving frame, 

sedangkan persamaan 2.9 adalah kecepatan yang moving frame 

yang dilihat oleh pengamat yang berada pada fixed frame. Dua 

konsep tersebut di dalam continuum mechanics biasa disebut titik 
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pengamatan Lagrangian dan Eularian. Matrix �̇�𝐓−1 

direpresentasikan dengan 𝛀 sehingga persamaan 2.10 menjadi: 

�̇�0 = 𝛀 𝐩0   2.10 

di mana 𝛀 didefinisikan dengan 

𝛀(𝑡) = �̇�(𝑡)𝐓−1(𝑡) 2.11 

 Dengan menurunkan persamaan 2.11 maka diperoleh 

percepatan dari titik 𝐩0  ssebagai berikut: 

�̇�0 = �̈� 𝐩0 + �̇��̇� 𝐩0  

 

�̇�0 = 𝐩0 (�̈� + �̇��̇�) 

2.12 

 

2.13 

Matriks kecepatan sesaat merupakan matriks M yang didefinisikan 

sebagai berikut: 

𝐌 = �̈� + �̇��̇�. 2.14 

 

2.4 Mass Moment of Inertia 

Mass Moment of Inertia dari sebuah rigid body merupakan 

suatu ukuran dari resistansi suatu rigid body terhadap percepatan 

angular. Sebagai contoh terdapat rigid body seperti pada gambar 

2.5. 

 
Gambar 2.5. Mass Moment of Inertia dari Rigid Body 

(Hibbler,2013) 

 

Secara umum, kita dapat mendefinisikan persamaan Mass Moment 

of Inertia dari rigid body pada sumbu z sebagai berikut: 
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𝐼 = ∫ 𝑟2𝑑𝑚
𝑚

 2.15 

Dimana r merupakan jarak elemen dm yang tegak lurus dengan 

sumbu z. Karena formulasi persamaan melibatkan r, maka nilai I 

khusus untuk sumbu acuan dimana persamaan ini dikalkulasi. Pada 

Umumnya, sumbu yang dipilih untuk dianalisa selalu melewati 

pusat massa dari rigid body dan tegak lurus terhadap bidang gerak. 

Selain itu, jika rigid body terbuat dari material dengan massa jenis 

𝜌 maka: 

𝑑𝑚 =  𝜌 𝑑𝑉 2.16 

Sehingga: 

𝑰 = 𝝆∫ 𝒓𝟐𝒅𝑽
𝑽

 2.17 

 

2.4.1 Parallel Axis Theorem 

Jika Mass Moment of Inertia suatu rigid body yang sumbu 

putarnya diketahui melewati pusat massa diketahui, maka seperti 

telihat pada gambar 2.6,  Mass Moment of Inertia dari rigid body 

bila diputar pada sumbu yang paralel dengan sumbu putar 

sebelumnya dapat juga diketahui dengan menggunakan Parallel 

Axis Theorem. 

 
Gambar 2.6. Parallel Axis Theorem (Barger,1995) 

 

Secara sederhana Parallel Axis Theorem dapat dirumuskan sebagai 

berikut: 

𝐼 = 𝐼𝐶𝑀 + 𝑚𝑑2 2.18 
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Dimana 𝑰𝑪𝑴 merupakan momen inertia yang diputar dengan 

sumbu melewati titik pusat massa, m adalah massa rigid body, dan 

d adalah jarak antara kedua sumbu paralel (Hibbler,2013). 

 

2.4.2 Perpendicular Axis Theorem 

Dalil lain yang juga berguna dalam mencari Mass Moment 

of Inertia adalah Perpendicular Axis Theorem. Ilustrasi dari dalil 

tersebut dapat dilihat pada gambar 2.7. 

 
Gambar 2.7. Perpendicular Axis Theorem (Barger,1995) 

 

Sebagai contoh dalil ini akan diberlakukan pada rigid body yang 

sangat tipis sehingga massanya dapat diasumsikan hanya 

terdistribusi pada satu bidang (plane). Untuk sebuah rigid body 

yang berada pada bidang xy dengan massa jenis per satuan luas 𝜎, 

maka persamaan Mass Moment of Inertia pada ketiga sumbu 

adalah sebagai berikut: 

𝐼𝑥𝑥 = 𝜎 ∫ 𝑦2

𝐴

 𝑑𝐴 2.19 

𝐼𝑦𝑦 = 𝜎 ∫ 𝑥2

𝐴

 𝑑𝐴 2.20 

𝐼𝑧𝑧 = 𝜎 ∫ (𝑥2 + 𝑦2)
𝐴

 𝑑𝐴 2.21 

Selanjutnya, persamaan 2.19, 2.20, dan 2.21 dapat membentuk 

persamaan baru sebagai berikut: 

𝐼𝑧𝑧 = 𝐼𝑥𝑥 + 𝐼𝑦𝑦 2.22 
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Bila distribusi massa dari rigid body simetris secara azimuth pada 

sumbu z maka Mass Moment of Inertia pada sumbu x dan y ialah 

sama sehingga dapat terbentuk persamaan sebagai berikut: 
1

2
𝐼𝑧𝑧 = 𝐼𝑥𝑥 = 𝐼𝑦𝑦 2.23 

Persamaan-persamaan tersebut dapat diilustrasikan seperti yang 

terlihat pada gambar 2.7. (Barger,1995) 

 

2.4.3 Matriks Inersia 

Matriks inersia digunakan dalam perhitungan momentum 

sebagai mass moment of inertia yang direpresentasikan dalam 

koordinat tiga dimensi. 

 
Gambar 2.8. Massa Momen terhadap Titik Referensi (Tsai, 1999) 

 

Matriks inersia rigid body B terhadap titik origin O seperti 

pada gambar 2.8 dapat dituliskan sebagai berikut: 

𝐈𝐁
𝐎 = [

𝐼𝑥𝑥 𝐼𝑥𝑦 𝐼𝑥𝑧

𝐼𝑦𝑥 𝐼𝑦𝑦 𝐼𝑦𝑧

𝐼𝑧𝑥 𝐼𝑧𝑦 𝐼𝑧𝑧

], 2.24 

di mana 

𝐼𝑥𝑥 = ∫ (𝑦2 + 𝑧𝟐

𝑉

)𝜌𝑑𝑉 2.25 

𝐼𝑦𝑦 = ∫ (𝑧2 + 𝑥𝟐

𝑉

)𝜌𝑑𝑉, 2.26 



14 
 

𝐼𝑧𝑧 = ∫ (𝑥2 + 𝑦𝟐

𝑉

)𝜌𝑑𝑉, 2.27 

𝐼𝑥𝑦 = 𝐼𝑦𝑥 = −∫ 𝑥𝑦
𝑉

𝜌𝑑𝑉, 2.28 

𝐼𝑦𝑧 = 𝐼𝑧𝑦 = −∫ 𝑦𝑧
𝑉

𝜌𝑑𝑉, 2.29 

𝐼𝑥𝑧 = 𝐼𝑧𝑥 = −∫ 𝑥𝑧
𝑉

𝜌𝑑𝑉, 2.30 

serta x, y, dan z merupakan koordinat dari turunan volume untuk 

massa 𝜌𝑑𝑉 terhadap fixed frame (Tsai, 1999). 
 

2.4.4 Principal Moments of Inertia 

Dalam orientasi tertentu pada reference frame, produk 

inersia dapat hilang. Sumbu koordinat ini disebut principal axes 

serta matriks inersianya disebut principal moments of inertia (Tsai, 

1999). 

 
Gambar 2.9. Pelat Segi Empat (Tsai, 1999) 

 

Sebagai contoh gambar 2.9 adalah sebuah pelat segi empat 

dengan panjang, lebar, tinggi, dan sumbu koordinat yang telah 

ditentukan. Massa dari pelat tersebut adalah 𝜌𝑎𝑏𝑐. Dapat dilihat 

bahwa sumbu pusat gravitasi dari pelat selaras dengan principal 

axes. Maka semua produk inersia dari pelat tersebut adalah nol 

sehingga matriks inersianya adalah sebagai berikut: 

𝐈𝐁
𝐂 =

𝑚

12
[
𝑏2 + 𝑐2 0 0

0 𝑐2 + 𝑎2 0
0 0 𝑎2 + 𝑏2

], 2.31 
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2.4.5 Transformasi dari Matriks Inersia 

Untuk mendapatkan persamaan transformasi dari matriks 

inersia, diperlukan persamaan angular momentum dari rigid body 

B terhadap fixed frame A dan moving frame C sebagai berikut 

𝐡A = 𝐈𝐀
𝐁 𝛚A

B , 2.32 

dan 

𝐡C = 𝐈𝐂
𝐁 𝛚C

B , 2.33 

di mana 𝛚C
𝐵  merupakan kecepatan sudut dari benda B relatif 

terhadap fixed frame A dan diekspresikan di frame C.  Maka, 

𝛚C
𝐵 = 𝐑𝐀

𝐂
𝐓 𝛚A

B , di mana 𝐑𝐀
𝐂  adalah matriks rotasi yang 

menggambarkan orientasi dari C relatif terhadap A. 

Karena 𝐡 adalah sebuah vektor, maka transformasi dari 

vektor 𝐡 adalah:  

𝐡A = 𝐑𝐀
𝐁 𝐡C , 2.34 

dan dengan mensubtitusi persamaan 2.22 dan 2.23 ke 2.24 maka 

diperoleh 

𝐈𝐀
𝐁 𝛚A

B = 𝐑𝐀
𝐂 𝐈𝐂

𝐁 𝛚C
B . 2.35 

Substitusi 𝛚C
B = 𝐑A

C
T 𝛚A

B  ke persamaan 2.22 sehingga 

dihasilkan 

𝐈𝐀
𝐁 = 𝐑𝐀

𝐂 𝐈𝐂
𝐁 𝐑𝐀

𝐂
𝐓. 2.36 

Persamaan 2.36 mengubah sebuah matriks inersia dari satu 

reference frame ke reference frame yang lain. Kedua matriks 

inersia didapatkan dari pusat massa C. Elemen dari 𝐈𝐂
𝐁  bersifat 

tetap dikarenakan matriks tersebut diekspresikan di sistem 

koordinat C. Sedangkan elemen dari 𝐈𝐀
𝐁  bergantung pada matriks 

rotasi 𝐑𝐀
𝐂  (Tsai, 1999). 

 

2.5 Kesetimbangan Dinamis Berdasarkan Lagrange 

Kinetik adalah cabang dari dinamis yang berurusan dengan 

hubungan antara perubahan gerakan dari sebuah benda dan gaya-
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gaya yang mengakibatkan perubahan tersebut. Dasar dari kinetik 

adalah hukum Newton II, yang menyatakan bahwa ketika gaya 

bekerja pada sebuah partikel, partikel akan berakselerasi ke arah 

gaya tersebut dengan nilai yang sama dengan gaya tersebut 

(Hibbeler, 2010). 

 

2.5.1 Analisa Posisi Lengan 

Setiap lengan diasumsikan tersambung dengan fixed base 

melalui universal joint sehingga joint tersebut tidak dapat berputar 

terhadap sumbu longitudinal. Orientasi dari lengan terhadap fixed 

base dapat dideskripsikan melalui dua sudut Euler yaitu rotasi 

sebesar 𝜙𝑖 terhadap sumbu 𝑧𝑖 dan rotasi sebesar 𝜃𝑖 terhadap sumbu 

𝑦𝑖 seperti pada gambar 2.10. 

 
Gambar 2.10. Sudut Euler dari Lengan (Tsai, 1999) 

 

Matriks rotasi dari lengan tersebut adalah: 

𝐑𝑖
𝐴 = [

𝑐𝜙𝑖𝑐𝜃𝑖 −𝑠𝜙𝑖 𝑐𝜙𝑖𝑠𝜃𝑖

𝑠𝜙𝑖𝑐𝜃𝑖 𝑐𝜙𝑖 𝑠𝜙𝑖𝑠𝜃𝑖

−𝑠𝜃𝑖 0 𝑐𝜃𝑖

] 

 

2.37 

Unit Vector 𝐬i terhadap sumbu lengan ke-i adalah sebagai berikut: 

�̂�𝑖
𝑖 = [

0
0
1
] 2.38 
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Dengan mensubtitusi unit vector 𝐬𝑖
𝑖  ke persamaan 𝐬𝑖 = 𝐑𝑖 𝐬𝑖

𝑖𝐴 , 

maka didapatkan 

�̂�𝑖 = [

𝑐𝜙𝑖𝑐𝜃𝑖

𝑠𝜙𝑖𝑐𝜃𝑖

𝑐𝜃𝑖

], 2.39 

di mana 

𝑐𝜃𝑖 = s𝑖𝑧, 
 

2.40 

 

𝑠𝜃𝑖 = √s𝑖𝑥
2 + s𝑖𝑦

2, 2.41 

 

𝑠𝜙𝑖 =
s𝑖𝑦

𝑠𝜃𝑖
, 

 

2.42 

 

𝑐𝜙𝑖 =
s𝑖𝑥

𝑠𝜃𝑖
. 

 

2.43 

 

2.5.2 Analisa Kecepatan 

Kecepatan dari titik 𝐵𝑖 terhadap sumbu koordinat lengan 

ditulis sebagai berikut: 

𝐯𝑏𝑖
𝑖 = 𝑑𝑖 𝛚𝑖

𝑖 × �̂�𝑖 + 𝑑𝑖
̇ �̂�𝑖

𝑖 . 2.44 

Dengan mengalikan cross dengan unit vector 𝐬𝑖
𝑖  pada kedua sisi 

maka diperoleh persamaan kecepatan sudut dari lengan ke-i 

sebagai berikut: 

𝛚𝑖
𝑖 =

1

𝑑𝑖
( �̂�𝑖

𝑖 × 𝐯𝑏𝑖
𝑖 ). 2.45 

 

2.5.3 Analisa Percepatan 

Percepatan dari titik 𝐵𝑖 dapat diperoleh dengan 

menurunkan persamaan 2.44 sehingga diperoleh persamaan 

sebagai berikut: 

𝐯𝑏𝑖
𝑖 ̇ = 𝑑𝑖

̈ �̂�𝑖
𝑖 + 𝑑𝑖 �̇�𝑖

𝑖 × �̂�𝑖
𝑖 + 𝑑𝑖 𝛚𝑖

𝑖 ( 𝛚𝑖
𝑖 × �̂�𝑖

𝑖 )

+ 2𝑑𝑖
̇ 𝛚𝑖

𝑖 × �̂�𝑖
𝑖 . 

2.46 
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Dengan mengalikan cross dengan unit vector 𝐬𝑖
𝑖  pada kedua sisi 

maka diperoleh persamaan percepatan sudut dari lengan ke-i 

sebagai berikut: 

�̇�𝑖
𝑖 =

1

𝑑𝑖
�̂�𝑖

𝑖 × �̇�𝑏𝑖
𝑖 −

2𝑑𝑖
̇

𝑑𝑖
𝛚𝑖

𝑖 . 2.47 

 

2.6 Analisa Jacobian 

Untuk robot manipulator, matriks Jacobian dapat 

didefinisikan sebagai matriks yang merubah laju joint pada 

actuator space menjadi bentuk kecepatan pada end-effector space. 

Matriks Jacobian ini merupakan komponen penting dalam 

membentuk lintasan pada end-effector space. Hal ini dikarenakan 

matriks Jacobian dapat mendeteksi suatu kondisi yang disebut 

kondisi singular. Pada kondisi singular serial manipulator dapat 

kehilangan satu atau lebih DoF sementara pada parallel 

manipulator DoF dapat bertambah 1 atau lebih (Tsai,1999). 

Pada analisa Jacobian pada paralel manipulator terdapat 

permasalahan yang lebih kompleks dibandingkan dengan serial 

manipulator. Hal ini dikarenakan lengan - lengan yang membentuk 

beberapa persamaan close loop sehingga perlu melalui pendekatan 

yang berbeda. Secara Umum terdapat dua metode untuk mencari 

matriks Jacobian yaitu dengan metode persamaan velocity vector-

loop dan menggunakan teori reciprocal screw. Pada umumnya, 

jumlah joint yang diaktuasi sama dengan jumlah DoF dari 

manipulator paralel. Dalam hal ini variabel dari joint yang 

diaktuasi dinyatakan oleh vektor 𝒒 dan lokasi dari moving platform 

akan dinyatakan oleh vektor 𝒙. Dan secara umum, persamaan 

constraint kinematik pada limb dapat dinyatakan sebagai berikut: 

𝑓(𝒙, 𝒒) = 𝟎 2.48 

Dimana f merupakan fungsi implisit dari q dan x berdimensi n dan 

0 merupakan vektor nol berdimensi n. Bila persamaan 2.48 di 

turunkan terhadap waktu, maka didapat persamaan yang 
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menjelaskan hubungan laju input joint dan output kecepatan end-

effector sebagai berikut: 

𝐉𝐱�̇� = 𝐉𝐪�̇� 2.49 

Dimana: 

𝐉𝐱 =
𝜕𝑓

𝜕𝐱
 2.50 

𝑱𝒒 =
𝜕𝑓

𝜕𝒒
 2.51 

Seperti yang terlihat pada persamaan 2.49, hasil penururunan dari 

persamaan 2.48 menghasilkan dua matriks jacobian yang berbeda 

yang dapat dilihat dalam persamaan 2.50 dan 2.51. Sehingga 

matriks overall Jacobian, J, dapat dirumuskan sebagai berikut: 

�̇� = 𝐽�̇� 2.52 

Dimana: 

𝐉 = 𝐉𝑞
−1𝐉𝑥 2.53 

Karena terdapat dua matriks Jacobian pada paralel manipulator, hal 

ini menyebakan paralel manipulator memiliki tiga konfigurasi 

singular yaitu ketika 𝐉𝐱 atau 𝐉𝐪 atau keduanya singular (Tsai,1999). 

 

2.6.1 Inverse Kinematic Singularity 

 Inverse Kinematic Singularity atau dikenal juga sebagai 

type I Singularity terjadi ketika mekanisme kehilangan 

kemampuan untuk bergerak sepanjang arah tertentu yang 

diberikan. Pada konfigurasi singular tersebut matriks Jacobian 𝐉𝐪 

mengalami pengurangan rank yang mengakibatkan determinan 

dari matriks Jacobian bernilai sama dengan nol (Hill et.al. ,2017). 

Hal tersebut dapat dirumuskan dalam persamaan berikut: 

det(𝐉𝐪) = 0 2.54 

Pada saat matriks Jacobian 𝐉𝐪 singular dan null space dari matriks 

𝐉𝐪 tidak kosong, maka terdapat vektor �̇� dengan nilai bukan nol 

yang menghasilkan vektor  �̇� bernilai nol. Hal ini menyebabkan 
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manipulator kehilangan satu atau lebih DoF. Singularity ini biasa 

terjadi di daerah perbatasan workspace (Tsai,1999). 

 

2.6.2 Direct Kinematic Singularity 

Direct Kinematic Singularity atau dikenal juga sebagai 

type II Singularity terjadi ketika moving playtform bergerak tak 

terkendali. Pada konfigurasi singular tersebut matriks Jacobian 𝐽𝑥 

mengalami pengurangan rank yang mengakibatkan determinan 

dari matriks Jacobian bernilai sama dengan nol (Hill et.al. ,2017). 

Hal tersebut dapat dirumuskan dalam persamaan berikut: 

det(𝐉𝐱) = 0 2.55 

Pada saat matriks Jacobian 𝐉𝐱 singular dan null space dari matriks 

𝐉𝐱 tidak kosong, maka terdapat vektor �̇� dengan nilai bukan nol 

yang menghasilkan vektor  �̇� bernilai nol. Hal ini menyebabkan 

mekanisme pararel dapat bergerak kearah tertentu ketika semua 

aktuator terkunci dan tidak dapat bergerak. Dengan kata lain, pada 

konfigurasi type II singularity ini, manipulator tidak dapat 

menahan gaya atau momen pada arah tertentu (Tsai,1999). 

 

2.6.3 Combined Singularity 

 Combined Singularity atau dikenal juga sebagai type III 

Singularity terjadi ketika kedua matriks Jacobian mengalami 

pengurangan rank secara bersamaan yang mengakibatkan nilai 

determinan matriks Jacobian 𝐉𝐱dan 𝐉𝐪 bernilai nol (Hill et.al. 

,2017). Secara umum, singularity  jenis ini hanya terjadi pada 

manipulator dengan arsitektur kinematik yang istimewa 

(Tsai,1999). 

 

2.7 Virtual Work dan Generalized Forces 

 Salah satu langkah penting dalam formulasi Lagrangian 

dari persamaan dinamik sebuah mekanisme paralel adalah mencari 
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nilai generalized forces dari mekanisme paralel yang ada. Salah 

satu cara untuk mencari nilai dari generalized forces ini adalah 

dengan menggunakan metode Virtual Work. 

 

2.7.1 Virtual Displacement 

Sebelum menyelesaikan metode Virtual Work, kita perlu 

memahami konsep virtual displacement. Virtual displacement 

dapat didefinisikan sebagai sebuah perpindahan yang sangat kecil 

dan terjadi seketika serta kosisten dengan constraint atau batasan 

yang ada. Perpindahan ini dikatakan ‘Virtual’ dikarenakan 

perpindahan ‘sebenarnya’ tidak dapat terjadi tanpa diikuti 

perubahan waktu. Secara umum perpindahan dapat dirumuskan 

sebagai berikut: 

𝑑𝑥𝑖 = ∑
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑞𝜎

𝑛−𝑘

𝜎=1

 𝑑𝑞𝜎 +
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑡
𝑑𝑡 2.56 

Sehingga virtual displacement dapat dirumuskan sebagai berikut: 

𝛿𝑥𝑖 = ∑
𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑞𝜎

𝑛−𝑘

𝜎=1

 𝛿𝑞𝜎 2.57 

Dimana q adalah generalized coordinate, x koordinat kartesian, n-

k adalah jumlah DOF atau jumlah koordinat independen, 𝑑𝑞𝜎 

adalah perubahan dinamis pada konfigurasi aktual dan 𝛿𝑥𝑖 adalah 

virtual displacement.(Fetter & Walecka,2003) 

 

2.7.2 Virtual Work 

 Seperti yang kita ketahui bahwa usaha atau kerja W (work) 

dapat dirumuskan sebagai gaya F yang dibutuhkan untuk 

memindah benda sejauh perpindahan x, sehingga dapat 

dirumuskan menjadi persamaan berikut: 

𝑊 = ∑𝐹𝑖

𝑛

𝑖=1

. 𝑥𝑖 2.58 
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Dari persamaan diatas maka kita dapat membentuk persamaan 

berikut: 

𝛿𝑊 = ∑𝐹𝑖

𝑛

𝑖=1

. 𝛿𝑥𝑖 2.59 

𝛿𝑊 inilah yang kita sebut sebahai virtual work. Virtual work ini 

sendiri dapat didefinisikan sebagai usaha yang dihasilkan gaya 

yang diberikan pada partikel i sepanjang virtual displacement 𝛿𝑥𝑖. 

(Fetter & Walecka, 2003) 

 

2.7.3 D’Alembert Principle 

 Dari hukum II Newton kita tahu bahwa sebuah massa m 

mengalami resultan gaya F akan mengalami percepatan a yang arah 

percepatannya sama dengan arah gaya, seperti pada persamaan 

berikut: 

∑𝐹 = 𝑚. 𝑎 2.60 

Atau dengan kata lain, bila kita asumsikan sebuah rigid body terdiri 

dari partikel-partikel berjumalah i maka dari rumus 2.60 dapat 

dikatakan bahwa resultan gaya F yang bekerja pada partikel sama 

dengan laju perubahan momentum �̇� dari partikel, sehingga dapat 

dirumuskan sebagai berikut: 

∑𝐹𝑖

𝑛

𝑖=1

= ∑𝑝�̇�

𝑛

𝑖=1

 
 

∑(𝐹𝑖 − 𝑝�̇�)

𝑛

𝑖=1

= 0 2.61 

Bila kondisi 2.61 terpenuhi maka kita dapat mengatakan bahwa 

partikel i berada pada kondisi kesetimbangan dinamis. Dari 

persamaan diatas maka kita dapat membentuk persamaan berikut: 

∑(𝐹𝑖 − 𝑝�̇�)

𝑛

𝑖=1

. 𝛿𝑥𝑖 = 0 2.62 
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Persamaan inilah yang sering disebut sebagai bentuk dasar 

D’Alembert’s Principle. (Fetter & Walecka,2003) 

 

2.7.4 Generalized Forces 

 Sulit untuk menggunakan D’Alembert Principle 

dikarenakan tidak semua virtual displacement pada mekanisme 

paralel independen. Bila diperhatikan persamaan 2.62 sebenarnya 

serupa dengan persamaan virtual work 2.59 oleh karenanya kita 

dapat menjabarkan kembali persamaan 2.59 kedalam bentuk 

generalized coordinates dengan mensubstitusi persamaan 2.57 

kedalam persamaan 2.59. Sehingga menghasilkan persamaan 

berikut: 

𝛿𝑊 = ∑ (∑𝐹𝑖

𝑛

𝑖=1

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑞𝜎
)

𝑛−𝑘

𝜎=1

 𝛿𝑞𝜎 2.63 

Dari persamaan diatas maka generalized force dapat didefiniskan 

sebagai: 

𝑄𝜎 = ∑𝐹𝑖

𝑛

𝑖=1

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑞𝜎
 2.64 

Namun perlu diperhatikan bahwa virtual displacement dari 

generalized coordinates adalah independen menurut definisinya. 

Sehingga dari pernyataan ini kita dapat langsung mencari nilai 

generalized forces dengan menghitung virtual work yang timbul 

akibat gaya yang diberikan pada sistem. Sehingga persamaan 2.63 

dapat diubah kedalam bentuk berikut: 

𝛿𝑊 = ∑ 𝑄𝜎

𝑛−𝑘

𝜎=1

𝛿𝑞𝜎 2.65 

 

2.7.5 Persamaan Euler-Lagrange 

 Persamaan Euler-Lagrange dapat diturunkan 

menggunakan Hamilton’s Principle. Hamilton’s Principle 
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memanfaatkan variasi atau perubahan yang sangat kecil pada 

sistem atau dalam hal ini persamaan untuk mencari nilai optimum. 

Persamaan euler lagrange dapat diturunkan menggunakan scalar 

energy quantities yang secara matematis dapat dibentuk sebagai 

berikut: 

𝛿 ∫ (𝐾 − 𝑈)𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

+ ∫ 𝛿𝑊 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= 0 2.66 

  

𝐿 = 𝐾 − 𝑈 2.67 

Dimana K merupakan energi kinetik pada sistem, U merupakan 

energi potensial pada sistem, 𝛿𝑊 merupakan virtual work akibat 

gaya non konservatif pada sistem, dan L merupakan selisih dari 

energi kinetik K dan energi potensial U yang disebut Lagrangian. 

Dengan menggunakan teknik variasi kalkulus terlihat bahwa: 

𝛿 ∫ 𝐿 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= ∫ [−
𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) +

𝜕𝐿

𝜕𝑞
] 𝛿𝑞 𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

 2.68 

Sehingga jika 𝛿𝒒𝑗, j=1,2,...,n,  linearly independent maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝒒
= 𝑸𝜎 2.69 

Bila 𝛿𝒒𝒋, j=1,2,...,n, tidak linearly independent maka dapat 

dirumuskan sebagai berikut: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝒒
+ ∑𝜆𝑖

𝜕𝛤𝑖
𝜕𝒒

𝛿𝒒

𝑛

𝑖=1

= 𝑸𝜎 2.70 

 

2.8 Formulasi Lagrangian 

Persamaan lagrangian tipe satu dapat digunakan untuk 

menyelesaikan permasalahan dari inverse dynamic pada sebuah 

manipulator paralel. Persamaan Lagrangian tipe satu terbentuk atas 

sejumlah redundant coordinate, Sehingga persamaan tersebut 

membutuhkan persamaan constraint yang diturunkan dari 
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kinematik mekanisme. Sehingga persamaan Lagrangian tipe satu 

dapat dibentuk sebagai berikut: 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕�̇�𝑗
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝑞𝑗
) = 𝑄𝑗 + ∑𝜆𝑖

𝑘

𝑖=1

𝜕𝛤𝑖
𝜕𝑞𝑗

  𝑢𝑛𝑡𝑢𝑘 𝑗

= 1,2,… , 𝑛 

2.71 

Dimana 𝛤𝑖 melambangkan persamaan constraint ke-i, k adalah 

jumlah persamaa constraint yang ada,  𝜆𝑖 adalah Lagrangian 

multiplier, L adalah fungsi Lagrangian, K adalah Energi Kinetik 

total dari sistem dan U adapah Energi Potensial total dari sistem 

(Tsai,1999). 

 

2.9 Analisa Dinamis University of Maryland Manipulator 
Pada subbab ini akan dibahas penelitian terdahulu 

mengenai analisa dinamis pada maipulator paralel. Subbab ini 

mencakup analisa dinamis pada manipulator paralel University of 

Maryland di mana perilaku dinamis dari manipulator ini dianalisa 

dengan Formulasi Lagrange (Tsai, 1999). 

 
Gambar 2.11 University of Maryland Manipulator (Tsai,1999) 

 

Frame Koordinat, panjang link, sudut joint dari University 

of Maryland Manipulator dapat dilihat lebih rinci pada gambar 
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2.11. Pada manipulator ini 𝜃11,  𝜃12, dan  𝜃13 merupakan actuated 

joint. Secara teori, analisa dinamis dari manipulator ini dapat 

dicapai dengan hanya menggunakan tiga generalized coordinate 

dikarenakan manipulator ini tergolong manipulator tiga DoF. 

Namun, kompleksnya kinematik dari manipulator ini membuatnya 

perlu ditambahkan tiga redundant coordinate yaitu 𝑝𝑥, 𝑝𝑦, dan 𝑝𝑧 

untuk memudahkan analisa dari fungsi Lagrange.  Untuk 

Menggunakan Formulasi Lagrange utamanya dibutuhkan 

persamaan constraint dan fungsi Lagrange. Berikut adalah 

Persamaannya untuk setiap lengan i: 

𝛤𝑖 = 𝐵𝑖𝐶𝑖
̅̅ ̅̅ ̅2

− 𝑏2 

    = (𝑝𝑥 + ℎ𝑐𝜙𝑖 − 𝑟𝑐𝜙𝑖 − 𝑎𝑐𝜙𝑖𝑐𝜃1𝑖)
2

+ (𝑝𝑦 + ℎ𝑠𝜙𝑖 − 𝑟𝑠𝜙𝑖 − 𝑎𝑠𝜙𝑖𝑐𝜃1𝑖)
2

+ (𝑝𝑧 − 𝑎𝑠𝜃1𝑖)
2 − 𝑏2  = 0 

2.72 

Karena mekanisme ini memiliki tiga lengan maka terdapat tiga 

persamaan constraint. Selanjutnya kita dapat mencari fungsi 

lagrange L dengan menyelisihkan Energi Kinetik K total dan 

energi potensial total U dari manipulator. Berikut adalah 

persamaan dari energi kinetik total manipulator: 

𝐾 = 𝐾𝑝 + ∑(𝐾𝑎𝑖 + 𝐾𝑏𝑖)

3

𝑖=1

 2.73 

 

𝐾𝑝 =
1

2
𝑚𝑝(𝑝�̇�

2 + 𝑝�̇�
2 + 𝑝�̇�

2) 
2.74 

 

𝐾𝑎𝑖 =
1

2
(𝐼𝑚 +

1

3
𝑚𝑎𝑎2) 𝜃1𝑖

̇ 2
 

2.75 

 

𝐾𝑏𝑖 =
1

2
𝑚𝑏(𝑝�̇�

2 + 𝑝�̇�
2 + 𝑝�̇�

2) +
1

2
𝑚𝑏𝑎

2𝜃1𝑖
̇ 2

 
2.76 

Dimana 𝐾𝑝 adalah energi kinetik dari moving platform, 𝐾𝑎𝑖 adalah 

energi kinetik dari input link dan motor pada lengan i, 𝐾𝑏𝑖 adalah 

energi kinetik dari dua connecting rod  pada lengan i, 𝑚𝑝 
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merupakan massa dari moving platform, 𝐼𝑚 adalah momen inersia 

aksial dari motor yang dipasang pada lengan i. Selanjutnya, berikut 

persamaan energi potensial total dari manipulator: 

𝑈 = 𝑈𝑝 + ∑(𝑈𝑎𝑖 + 𝑈𝑏𝑖)

3

𝑖=1

 2.77 

𝑈𝑝 = 𝑚𝑝𝑔𝑐𝑝𝑧 2.78 

 

𝑈𝑎𝑖 =
1

2
𝑚𝑎𝑔𝑐𝑎 𝑠𝜃1𝑖 

 

2.79 

 
𝑈𝑏𝑖 = 𝑚𝑏𝑔𝑐(𝑝𝑧 + 𝑎 𝑠𝜃1𝑖) 

 

2.80 

Dimana 𝑈𝑝 adalah energi potensial dari moving platform, 𝑈𝑎𝑖 

adalah energi potensial dari input link dan motor pada lengan i, 𝑈𝑏𝑖 

adalah energi potensial dari dua connecting rod  pada lengan i, dan 

𝑔𝑐 percepatan gravitasi. Sehingga fungsi Lagrange L dapat 

dirumuskan sebagai berikut: 

𝐿 =
1

2
(𝑚𝑝 + 3𝑚𝑏)( 𝑝�̇�

2 + 𝑝�̇�
2 + 𝑝�̇�

2)

+
1

2
(𝐼𝑚 +

1

3
𝑚𝑎𝑎2 + 𝑚𝑏𝑎

2) (𝜃11
̇ 2

+ 𝜃12
̇ 2

+ 𝜃13
̇ 2

) − (𝑚𝑝 + 3𝑚𝑏)𝑔𝑐𝑝𝑧

− (
1

2
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏)𝑔𝑐𝑎 (𝑠𝜃11 + 𝑠𝜃12

+ 𝑠𝜃13) 

2.81 

Setelah itu dengan mensubstitusikan persamaan 2.73 dan 2.81 ke 

2.72 dan dilakukan proses komputasi didapat persamaan dinamis 

sistem sebagai berikut: 

2∑𝜆𝑖

3

𝑖=1

(𝑝𝑥 + ℎ𝑐𝜙𝑖 − 𝑟𝑐𝜙𝑖 − 𝑎𝑐𝜙𝑖𝑐𝜃1𝑖)

= (𝑚𝑝 + 3𝑚𝑏)𝑝�̈� − 𝑓𝑝𝑥 

2.82 
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2∑𝜆𝑖

3

𝑖=1

(𝑝𝑦 + ℎ𝑠𝜙𝑖 − 𝑟𝑠𝜙𝑖 − 𝑎𝑠𝜙𝑖𝑐𝜃1𝑖)

= (𝑚𝑝 + 3𝑚𝑏)𝑝�̈� − 𝑓𝑝𝑦 

2.83 

2∑𝜆𝑖

3

𝑖=1

(𝑝𝑍 − 𝑎𝑆𝜃1𝑖)

= (𝑚𝑝 + 3𝑚𝑏)𝑝�̈� + (𝑚𝑝 + 3𝑚𝑏)𝑔�̈�

− 𝑓𝑝𝑧 

2.83 

Dimana 𝑓𝑝𝑥, 𝑓𝑝𝑦,dan 𝑓𝑝𝑧 adalah komponen gaya eksternal yang 

diberikan kepada moving platform. Dari persamaan 2.82, 2.83, dan 

2.84 lagrange multiplier dapat ditemukan. Selanjutnya torsi motor 

dapat ditemukan dengan persamaan berikut: 

𝜏1 = (𝐼𝑚 +
1

3
𝑚𝑎𝑎2 + 𝑚𝑏𝑎

2)𝜃11

+ (
1

2
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏)𝑔𝑐𝑎 𝑐𝜃11

− 2𝑎𝜆1[(𝑝𝑥𝑐𝜙1 + 𝑝𝑦𝑠𝜙1 + ℎ

− 𝑟)𝑠𝜃11 − 𝑝𝑧𝑐𝜃11] 

2.84 

𝜏2 = (𝐼𝑚 +
1

3
𝑚𝑎𝑎2 + 𝑚𝑏𝑎

2)𝜃12

+ (
1

2
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏)𝑔𝑐𝑎 𝑐𝜃12

− 2𝑎𝜆2[(𝑝𝑥𝑐𝜙2 + 𝑝𝑦𝑠𝜙2 + ℎ

− 𝑟)𝑠𝜃12 − 𝑝𝑧𝑐𝜃12] 

 

2.85 

𝜏3 = (𝐼𝑚 +
1

3
𝑚𝑎𝑎2 + 𝑚𝑏𝑎

2)𝜃13

+ (
1

2
𝑚𝑎 + 𝑚𝑏)𝑔𝑐𝑎 𝑐𝜃13

− 2𝑎𝜆3[(𝑝𝑥𝑐𝜙3 + 𝑝𝑦𝑠𝜙3 + ℎ

− 𝑟)𝑠𝜃13 − 𝑝𝑧𝑐𝜃13] 

 

2.86 
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2.10 Kondisi Degeneracy Dinamis Mekanisme Paralel 

 Dalam rangka memperluas luas jangkauan kerja 

mekanisme paralel, terdapat sebuah solusi yang menjanjikan yaitu 

melalui proses untuk membentuk lintasan optimal untuk melewati 

singularity guna mengubah working mode atau assembly mode. 

Lintasan ini harus mengikuti kriteria yang didapat melalui analisa 

kondisi degeneracy pada model inverse dynamic mekanisme 

paralel. 

Pada umumnya, singularity menghasilkan 2 fenomena 

yang berbeda yaitu ketika mekanisme kehilangan kemampuan 

untuk bergerak pada arah tertentu yang biasa disebut sebagai type 

1 singularities dan ketika muncul pergerakan yang tak terkendali. 

Type 2 singularities dan constraint singularities masuk dalam 

kategori ini. Selain itu terdapat juga singularities  yang jarang 

dibahas yaitu leg passive joint twist system (LPJTS). Singularities 

ini terjadi akibat terjadinya degeneracy pada LPTJS sehingga 

menghasilkan pergerakan tak terkendali pada salah satu kaki 

walaupun platform tidak bergerak. (Briot, 2015) 

 
Gambar 2.12 General Parallel Robot (Briot, 2015) 

 

Perhitungan Inverse Dynamic Model (IDM) pada Terbagi 

menjadi dua langkah yaitu: 
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 Semua close loop diubah menjadi virtually open sehingga 

platform bisa diasumsikan terpisah dari struktur lainnya 

seperti pada gambar 2.12 (b). 

 Selanjutnya loop seperti pada gambar 2.12(a) dicari 

persamaan loop-closure dan lagrange multiplier yang 

melambangkan joint constraint yang diberikan pada platform. 

Hal ini melibatkan perhitungan matriks Jacobian. 

 

2.10.1 IDM open-loop dari mekanisme paralel 

 Rigid dynamic model yang lengkap dapat diekspresikan 

kedalam vektor (nt × 1) yaitu berupa fungsi Ft  dari seluruh 

koordinat joint 𝐪𝒕, kecepatan 𝐪�̇�, percepatan 𝐪�̈�, dan standard 

dynamic parameter 𝛘𝒔𝒕  sehingga dapat dibentuk persamaan 

berikut: 

𝝉𝑡 = 𝐹𝑡(𝐪𝒕 , 𝐪�̇� , 𝐪�̈� , 𝛘𝒔𝒕) 2.87 

Dimana: 

𝝉𝑡 = Input effort dari mekanisme paralel. 

𝐪𝒕
𝑻 = [𝐪𝒂

𝑻 𝐪𝒅
𝑻] vektor koordinat seluruh joint 𝐪𝒕 terdiri atas 

sejumlah n vektor koordinat actuated joint 𝐪𝒂 dan sisanya terdiri 

atas vektor koordinat pasive joint 𝐪𝒅. 

𝛘𝒔𝒕 = Untuk mekanisme rigid, standard dynamic parameter 

terdiri atas 14 komponen dimana enam diantaranya terdiri 

atas enam komponen independen matriks inesia Ijk , mjk 

adalah massa lengan, mxjk , myjk , mzjk adalah tiga 

komponen momen pada lengan, iajk  adalah momen inertia 

total untuk rotor dan gear pada drive train, fvjk dan fsjk 

merupakan komponen kofisien gesek viscous dan coulomb 

pada joint jk, 𝜏𝑜𝑓𝑓𝑗𝑘
 merupakan parameter offset pada 

mekanisme. 

 

Secara matematis dengan menggunakan Lagrange 

formalism dapat dibentuk persamaan berikut: 



31 
 

𝝉𝑡 = [
𝝉𝑡𝑎

𝝉𝑡𝑑
] 2.88 

Dimana 

𝝉𝑡𝑎 =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝒒�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝒒𝑎
= 𝐹𝑡𝑎(𝐪𝒕 , 𝐪�̇�  , 𝐪�̈� , 𝛘𝒔𝒕) 2.89 

dan 

𝝉𝑡𝑑 =
𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝒒�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝒒𝑑
= 𝐹𝑡𝑑(𝐪𝒕 , 𝐪�̇�  , 𝐪�̈� , 𝛘𝒔𝒕) 2.90 

Dengan cara yang sama, IDM dari platform bisa didapat dengan 

persamaan berikut: 

𝝉𝑝 = 𝐹𝑝(𝐱 , 𝒕 , �̇� , 𝛘𝒑) 2.91 

Dimana: 

𝝉𝑝 = Vektor (6 × 1) reaction wrench dari platform 

Fp = Fungsi gaya platform 

𝛘𝒑 = Inertia standard parameters 

x = pose platform 

t = twist 

�̇� = besaran akselerasi 

 

2.10.2 IDM Mekanisme Paralel 
 Pada bagian sebelumnya, IDM open-loop tidak 

memperhatikan karakteristik closed loop yang dimiliki oleh 

mekanisme paralel. Dari keseluruhan koordinat pada mekanisme 

virtual, hanya koordinat qa yang independen pada mekanisme asli. 

Persamaan loop closure pada mekanisme dapat diekspresikan 

kedalam dua cara yang berbeda yaitu: (i) sebagai fungsi dari 

koordinat platform independen xind dan (ii) sebagai fungsi seluruh 

koordinat joint qt. Sehingga dapat dibentuk persamaan constraint 

berikut: 

𝐟(𝐱, 𝐪𝒕) = [
𝐱𝟏(𝐱𝒊𝒏𝒅) − 𝐱𝟏(𝐪𝒕)

⋮
𝐱𝒏(𝐱𝒊𝒏𝒅) − 𝐱𝒏(𝐪𝒕)

] = 𝟎 2.92 

dan 
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𝐟𝒑(𝐱𝒊𝒏𝒅, 𝐪𝒂) = 𝟎 2.93 

Persamaan 2.93 lebih mudah untuk diselesaikan dibandingkan 

persamaan 2.92 dikarenakan persamaan 2.93 dapat 

menghubungkan langsung relasi antara actuated joint 𝐪𝒂 dan 

koordinat independen moving platform 𝐱𝒊𝒏𝒅. 

 Dengan menurunkan persamaan 2.93 terhadap waktu 

maka dihasilkan: 

𝐀𝒑𝐯 + 𝐁𝒑𝐪�̇� = 𝟎 2.94 

Dimana: 

𝐀𝒑 = [
𝜕𝐟𝒑

𝜕𝐱𝒊𝒏𝒅
] 𝑻 2.95 

dan 

𝐁𝒑 = [
𝜕𝐟𝒑

𝜕𝐪𝒂
] 2.96 

Dengan v merupakan vektor koordinat independen dari platform 

twist t  sehingga dapat didefinisikan sebagai berikut: 

𝐭 = 𝐃𝐯 2.97 

Dan T merupakan matriks transformasi antara koordinat 

independen pada twist v dan turunan terhadap waktu dari 𝐱𝒊𝒏𝒅. 

Pada kasus mekanisme paralel dengan enam DOF maka D 

merupakan matriks identitas. Dari persamaan 2.94 kita bisa 

mendapatkan persamaan kecepatan platform ataupun persamaan 

kecepatan actuated joint. 

 Dengan menurunkan persamaan 2.94 terhadap waktu 

maka kita dapat menghubungkan besaran percepatan sebagai 

berikut: 

𝐀𝒑�̇�  + 𝐀�̇�𝐯 + 𝐁�̇�𝐪�̇� + 𝐁𝒑𝐪�̈� = 𝟎 2.98 

Dari persamaan diatas bisa didapat persamaan percepatan platform 

ataupun persamaan percepatan actuated joint. 
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2.10.3 Kondisi Degeneracy dan Optimal Trajectory Planning 

 Pada kondisi degeneracy IDM akibat matriks 𝐀𝒑, setiap 

baris dalam matriks tersebut merupakan unit wrench 𝛏𝒊, yang setara 

dengan wrench yang diberikan oleh kaki ke i pada platform ketika 

aktuator sedang berusaha memberikan input effort pada saat 

kondisi statis dan tanpa adanya efek eksternal apapun. Yang bisa 

dirumuskan sebagai berikut: 

𝐀𝒑 = [
𝛏𝟏

𝑻

⋮

𝛏𝒏
𝑻
] 2.99 

Dampak nyata ketika matriks 𝐀𝒑 mengalami rank-deficiency 

adalah timbulnya type 2 singularities atau dengan kata lain 

setidaknya gerakan ke salah satu arah pada platform menjadi tidak 

terkendali. Selain itu, letak type 2 singularities ini berada didalam 

luasan kerja suatu mekanisme sehingga dapat mengakibatkan 

mekanisme paralel tidak dapat meraih seluruh luasan kerja yang 

ada. Akibat lain dari  singularity jenis ini ialah pada daerah 

mendekati kondisi singular, actuation effort yang dibutuhkan 

meningkat sangat tajam sesuai dengan perumusan  nilai inverse 

dari determinan matriks 𝐀𝒑 yang mendekati nol pada daerah 

tersebut. Hal ini dapat menyebabkan mekanisme mengalami 

kerusakan atau kehilangan kemampuan mengikuti lintasan sesuai 

yang diinginkan akibat keterbatasan teknologi. 

 Pada Optimal Trajectory Planning untuk melewati type 2 

singularities, persamaan 2.116 dapat diubah menjadi persamaan 

berikut: 

𝐀𝒑
𝑻 𝛌𝟐 = 𝐰𝒑  2.100 

Dimana 𝐰𝒑 dapat didefinisikan sebagai berikut: 

𝐰𝒑  = 𝝉𝑝𝑟 + 𝐉𝒕𝒌
𝑻 𝛌𝟏 = 𝝉𝑝𝑟 + 𝐉𝒕𝒌

𝑻𝐉𝒌𝒅
−𝑻𝝉𝑡𝑑 2.101 

Dalam hal ini 𝐰𝒑 merepresentasikan penjumlahan dari efek 

gravitasi/inertia dan gaya eksternal yang diberikan pada platform 

serta gaya reaksi yang diberikan oleh lengan kepada platform. 
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 Selain itu persamaan 2.101 dapat diubah menjadi 

persamaan berikut: 

𝝉 = 𝐰𝒃 − 𝐁𝒑
𝑻 𝛌𝟐 2.102 

Dimana 𝐰𝒃 dapat didefinisikan sebagai berikut: 

𝐰𝒃 = 𝝉𝑡𝑎 − 𝐉𝒌𝒂
𝑻 𝛌𝟏 = 𝝉𝑡𝑎 − 𝐉𝒌𝒂

𝑻𝐉𝒌𝒅
−𝑻𝝉𝑡𝑑 2.103 

 Jika 𝐀𝒑 mengalami rank-deficient, terdapat vektor non-

null yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝐀𝒑𝐭𝒔 = 𝟎  ⇔  𝐭𝒔
𝑻𝐀𝒑

𝑻 = 𝟎  2.104 

𝐭𝒔 itu sendiri merupakan twist yang reciprocal terhadap seluruh 

wrench  𝛏𝒊. Selain itu, 𝐭𝒔 mendeskripsikan pergerakan tidak 

terkendali yang terjadi pada platform pada saat berada dalam type 

2 singularity. 

 persamaan 2.100 perlu memenuhi syarat 2.104 yaitu 

dengan mengalikan sisi kiri (left side) dari persamaan dengan 𝐭𝒔 

sehingga berlaku persamaan berikut: 

𝐭𝒔
𝑻𝐀𝒑

𝑻 𝛌𝟐 = 0  2.105 

Akibatnya, agar persamaan IDM memenuhi syarat konsitensi maka 

sisi kanan persamaan 2.100 perlu memenuhi kondisi: 

𝐭𝒔
𝑻𝐰𝒑 = 0 2.106 

 

2.10.4 Studi Kasus: Five-bar Mechanism 

 Pada sub bab ini akan dianalisa degeneracy dari IDM five-

bar mechanism, mendapatkan syarat umum agar mekanisme ini 

dapat melewati type 2 singularity serta menjalankan simulasi dan 

eksperimen. Five-bar mechanism dapat dilihat pada gambar 2.13. 

 
Gambar 2.13 Five-bar Mechanism (Briot, 2015) 
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2.10.4.1   Kinematika five-bar mechanism 

 
Gambar 2.14 Rantai Kinematik Five-bar Mechanism (Briot,2015) 

 

 five-bar mechanism merupakan mekanisme paralel planar 

yang terdiri atas dua aktuator yang berada pada rovolute joint di 

titik A1 dan A2. Dengan tiga passive revolute joint pada titik B1, B2, 

dan C1 ≡ C2 ≡ C seperti pada gambar 2.14. Pada mekanisme ini 

terdapat beberapa jenis koordinat yaitu : 

 Koordinat end-effector xT= [x y], 

 Koordinat active joint qa
T= [q11 q12], 

 Koordinat passive joint qd
T= [q21 q31 q22], 

 

Untuk five-bar mechanism persamaan loop-closure seperti pada 

persamaan 2.92 dapat ditulis sebagai berikut: 

0 = 𝑥𝐱𝟎 + 𝑦𝐲𝟎 − d2𝑖𝐱𝟏𝒊 − d3𝑖𝐱𝟐𝒊 2.107 

Yang dapat dikembangkan menjadi persamaan berikut: 

0 = 𝑥 − 𝑥𝐴𝑖 − d2𝑖cos 𝑞1𝑖 − d3𝑖cos( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 ) 2.108a 

0 = 𝑦 − 𝑦𝐴𝑖 − 𝑑2𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑞1𝑖 − 𝑑3𝑖sin( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 ) 2.108b 

dimana x dan y merupakan koordinat end-effector, dan 

0 = 𝜋 −  𝑞11 −  𝑞21 −  𝑞31 +  𝑞12 +  𝑞22 2.109 

dimana 𝑥𝐴𝑖 dan 𝑦𝐴𝑖  merupakan koordinat posisi untuk titik Ai 

sepanjang sumbu 𝐱𝟎 dan 𝐲𝟎. 

 Dari persamaan 2.108a dan 2.108b, persamaan reduced 

loop-closure bisa didapat dengan menghilangkan bagian 

cos( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 ) atau sin( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 ). Sehingga didapat 

persamaan berikut: 
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𝑑3𝑖
2 = (𝑥 − 𝑥𝐵𝑖)

2 − (𝑦 − 𝑦𝐵𝑖)
2 2.110 

dimana  𝑥𝐵𝑖 = 𝑥𝐴𝑖 + d2𝑖cos 𝑞1𝑖 dan 𝑦𝐵𝑖 = 𝑦𝐴𝑖 + 𝑑2𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑞1𝑖 

merupakan koordinat posisi titik Bi.  

 

Dengan menurunkan persamaan 2.110 terhadap waktu kita dapat 

menemukan matriks Ap dan Bp sebagai berikut: 

 𝐀𝑝 = [
 𝑐121  𝑠121

 𝑐122  𝑠122
] = [

𝐱21
𝑇

𝐱22
𝑇 ] 2.111 

 𝐁𝑝 = −𝑑2𝑖 [
𝑠𝑖𝑛 𝑞21 0

0 𝑠𝑖𝑛 𝑞22
] 2.112 

Sehingga dapat dibentuk persamaan berikut: 

 𝐀𝑝 [
�̇�
�̇�
] +  𝐁𝑝 [

𝑞11̇
𝑞12̇

] = 𝟎 2.113 

 

 Dengan menurunkan persamaan 2.107 dan 2.109 kita 

menemukan bahwa: 

0 = �̇�𝐱𝟎 + �̇�𝐲𝟎 − d2𝑖𝐲𝟏𝒊𝑞1𝑖̇ − d3𝑖𝐲𝟐𝒊(�̇�1𝑖 + �̇�2𝑖) 2.114 

 

0 = − �̇�11 −   �̇�21 −  �̇�31 +   �̇�12 +   �̇�22 2.115 

Dari persamaan 2.144 dan 2.145 kita dapat membentuk persamaan 

berikut: 

[
 𝑐12𝑖  𝑠12𝑖

 −𝑠12𝑖  𝑐12𝑖
] [

�̇�
�̇�
] = [

𝑑2𝑖𝑠𝑖𝑛 𝑞2𝑖 0
𝑑2𝑖𝑐𝑜𝑠 𝑞2𝑖 + 𝑑3𝑖 𝑑3𝑖

] [
𝑞1𝑖̇
𝑞2𝑖̇

] 2.116 

 

2.10.4.2   Parameter Geometri 

 Parameter Geometri yang digunakan pada perancangan 

five-bar mechanism dapat dilihat pada tabel 2.1. 

 

Tabel 2.1 Parameter Geometri Five-bar Mechanism 
Parameter a L1 L2 L3 L4 

Nilai (m) 0.2822 0.2130 0.1888 0.1878 0.2130 

Presisi 

(m) 

1.10-5 1.10-5 1.10-5 1.10-5 1.10-5 



37 
 

2.10.4.3   Trajectory Planning Melewati Type 2 Singularities 

Seperti yang sudah dijelaskan sebelumnya Five-bar 

Mechanism hanya mengalami type 2 singularities, sehingga kita 

dapat menganalisa kondisi degeneracy sebagai berikut: 

𝐰𝒑  = 𝝉𝑝𝑟 + 𝐉𝒕𝒌
𝑻𝐉𝒌𝒅

−𝑻𝝉𝑡𝑑 

= 𝑚4�̇� + 𝐉𝒕𝒌
𝑻𝐉𝒌𝒅

−𝑻(𝐌𝐝
𝐱�̇� + 𝐜𝐝

𝐱)   
2.117 

dan 

𝐭𝒔  = [
−sin( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 )
cos( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 )

] 2.118 

Sehingga kreteria persamaan untuk melewati daerah type 2 

singularity membentuk persamaan berikut: 

𝒕𝒔
𝑻𝐰𝒑  = [−sin( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 ) cos( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 )] 

(𝑚4�̇� + 𝐉𝒕𝒌
𝑻𝐉𝒌𝒅

−𝑻(𝐌𝐝
𝐱�̇� + 𝐜𝐝

𝐱)  = 0 
2.119 

 

2.10.4.4   Simulasi 

 Dari hasil perumusan dapat diidentifikasi bahwa 

persamaan dinamis dari mekanisme dapat dideskripsikan secara 

penuh oleh persamaan berikut: 

𝝉 = 𝐰𝒃 −  𝐁𝑝
𝑇𝝀𝟐 2.120 

𝐀𝒑
𝑻 𝛌𝟐 = 𝐰𝒑 2.121 

Dimana: 

𝐰𝒑 = 𝑚4 [
�̈�
�̈�
] 2.122 

𝐰𝒃 = [
𝑧𝑧11𝑅𝑞11̈
𝑧𝑧11𝑅𝑞12̈

] + [
𝑓𝑣11𝑞11̇
𝑓𝑣21𝑞12̇

] + [
𝑓𝑠11𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑞11)̇

𝑓𝑠12𝑠𝑖𝑔𝑛(𝑞12̇ )
] 2.123 

 

Dari persamaan 2.119 dan 2.121, persamaan kriteria untuk 

melewati type 2 singularities menjadi: 

𝒕𝒔
𝑻𝐰𝒑  = [−sin( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 ) cos( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 )] 𝑚4�̇� 

= 𝑚4(−sin( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 )�̈� +  sin( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖 )�̈�) = 0 
2.124 

atau 

�̈� = �̈� 𝑡𝑎𝑛( 𝑞1𝑖 +  𝑞2𝑖) 2.125 
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 Selanjutnya kita mendefinisikan 2 jenis lintasan selama tf 

= 1.5 detik diantara titik P0 (xp0 =[xp0 yp0]T = [0; 0.338]T m) dan Pf  

(xpf =[xpf ypf]T = [0.1; 0.1]T m), dimana kedua titik tersebut terpisah 

oleh type 2 singularity. Hal ini seperti telihat pada gambar 2.15. 

 Jenis 1: lintasan didefinisikan dengan persamaan polinomial 

pangkat lima, dimana dengan persamaan ini kita dapat 

menentukan posisi, kecepatan, dan percepatan robot hanya 

pada titik ekstrim. 

 Jenis 2: lintasan didefinisikan dengan persamaan polinomial 

pangkat delapan, dimana dengan persamaan ini kita dapat 

menentukan posisi, kecepatan, dan percepatan robot  pada 

titik ekstrim ditambah dengan posisi dan percepatan robot 

pada konfigurasi singular. 

 

 
Gambar 2.15 Ilustrasi Titik Awal dan Akhir dari Lintasan Untuk 

Melewati Type 2 Singuarity (Briot,2015) 

 
Hasil dari simulasi lintasan dapat dilihat seperti pada gambar 2.16 

dan 2.17: 
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Gambar 2.16 Hasil Simulasi input torque pada mekanisme five-

bar mechanism ketika melewati type 2 singularity tanpa 

mengikuti kriteria syarat (Briot,2015) 

 
Gambar 2.17 Hasil Simulasi input torque pada mekanisme five-

bar mechanism ketika melewati type 2 singularity dengan 

mengikuti kriteria syarat (Briot,2015) 
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BAB III 

METODOLOGI PENELITIAN 

 

3.1 Flowchart Penelitian 
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3.2 Proses Penelitian 

Proses penelitian dilakukan secara analitik dan mencakup 

analisa posisi, analisa kecepatan sesaat (Instantaneous velocity and 

acceleration), analisa kecepatan dan percepatan pada platform dan 

lengan, analisa singularity, analisa dinamis pada lengan, dan 

analisa dinamis pada platform. Berikut penjelasan lebih rinci pada 

tiap proses penelitian: 

 

3.2.1 Perumusan Masalah 

Pada tahap ini dilakukan pengumpulan data mengenai 

mekanisme robot 4 DOF dan perilakunya pada keadaan singularity 

melalui penelitian yang telah dilakukan. Data tersebut digunakan 

sebagai parameter untuk analisa dinamis pada robot 4 DOF 

tersebut. Perumusan masalah dilakukan menggunakan data yang 

telah diperoleh dan dari rumusan masalah diperoleh batasan dan 

tujuan penelitian. 

 

3.2.2 Studi Literatur 

Pada tahap ini dilakukan studi literatur yang mencakup 

analisa dinamis, instantaneous kinematics, dan Persamaan Euler-

Lagrange. Studi literatur dilakukan dengan cara membaca jurnal, 

buku, dan proceeding dari penelitian terdahulu. Dari penelitian 

yang telah dilakukan oleh Putrayudanto et all. diperoleh desain 

robot paralel 4-CRU (cylindrical, revolute, universal) seperti pada 

gambar 3.1. 

 
Gambar 3.1. Robot Paralel 4-CRU (cylindrical, revolute, 

universal). 
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3.2.3 Kondisi Constraint Singularity 

konfigurasi pada kondisi Constraint singularity dari 

mekanisme 4-CRU tersebut juga telah dirumuskan pada penelitian 

terdahulu seperti telihat pada tabel 3.1. 

 

Tabel 3.1  Konfigurasi Singularitas Mode Transisi dari Setiap 

Perubahan Mode Operasi pada 4-CRU 

No. 
Mode 

Transisi 
Syarat Kondisi Deskripsi 

1. S1↔S2 - Tidak ada konfigurasi. 

2. S1↔AM1 

 𝒂 ≠ 𝒃 ≠ 𝒄 ≠ 𝒅 

 (𝒄 − 𝒂) 

 (𝒃 − 𝒅) > 𝟎 

 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 = 𝟎 

 𝑿 =

𝒀√
𝒅𝟐(𝒄−𝒂)(𝒂+𝒄)

𝒄𝟐(𝒃−𝒅)(𝒅+𝒃)
 

 𝒙𝟑 =

𝒙𝟎√
(𝒄−𝒂)(𝒃−𝒅)

(𝒂+𝒄)(𝒅+𝒃)
 

Konfigurasi didapat 

dengan cara gerakan 

rotasi pada sumbu Z, 

gerakan translasi 

dependen 3-DoF pada 

ruang-XYZ, dan 

persamaan (c-a)(b-d) 

= 0 terpenuhi. 

3. S1↔AM2 

 𝒂 = 𝒄; 𝒃 ≠ 𝒅 

 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 = 𝒙𝟑 =
𝑿 = 𝟎 

Konfigurasi didapat 

dengan cara gerakan 

translasi 2-DoF pada 

bidang-YZ. 

4. S1↔AM3 

 𝒂 ≠ 𝒄; 𝒃 = 𝒅 

 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 = 𝒙𝟑 =
𝒀 = 𝟎 

Konfigurasi 

didapatkan dengan 

cara gerakan translasi 

2-DoF pada bidang-

XZ. 

5. S1↔AM4 

 𝒂 = 𝒄; 𝒃 = 𝒅 

 𝒙𝟏 = 𝒙𝟐 = 𝒙𝟑 =
𝟎 

 X𝒙𝟏 + 𝒀𝒙𝟐 = 𝟎 

Konfigurasi 

didapatkan dengan 

cara gerakan translasi 

dependen di bidang -

XY. 
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3.2.4 Analisa Posisi 

 
Gambar 3.2. Sudut Euler dari Lengan 

 

Pada tahap ini dilakukan analisa posisi pada lengan yang 

terhubung pada base melalui universal joint. Dengan 

mengasumsikan bahwa universal joint berputar sebesar 𝑞1 

terhadap sumbu 𝑧 dan berputar sebesar 𝑞2 terhadap sumbu 𝑦 

seperti pada gambar 3.2. Maka diperoleh matriks rotasi sebagai 

berikut: 

𝐑𝑖
𝐴 = [

𝑐𝑞1𝑖𝑐𝑞2𝑖 −𝑠𝑞1𝑖 𝑐𝑞1𝑖𝑠𝑞2𝑖

𝑠𝑞1𝑖𝑐𝑞2𝑖 𝑐𝑞1𝑖 𝑠𝑞1𝑖𝑠𝑞2𝑖

−𝑠𝑞2𝑖 0 𝑐𝑞2𝑖

]. 3.1 

Unit Vector �̂�i terhadap sumbu lengan ke-i adalah sebagai berikut: 

�̂�𝑖
𝑖 = [

0
0
1
]. 3.2 

Dengan mensubtitusi unit vector �̂�𝑖
𝑖  ke persamaan �̂�𝐴

𝑖 =

𝐑𝑖 �̂�𝑖
𝑖𝐴 , maka didapatkan 

�̂�𝐴
𝑖 = [

𝑐𝑞1𝑖𝑐𝑞2𝑖

𝑠𝑞1𝑖𝑐𝑞2𝑖

𝑐𝑞2𝑖

], 3.3 

di mana: 

𝑐𝑞2𝑖 = e𝑖𝑧 , 3.4 
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𝑠𝑞2𝑖 = √e𝑖𝑥
2 + e𝑖𝑦

2, 
 

3.5 

 

𝑠𝑞1𝑖 =
e𝑖𝑦

𝑠𝑞2𝑖
, 

 

3.6 

 

𝑐𝑞1𝑖 =
e𝑖𝑥

𝑠𝑞2𝑖
. 

 

3.7 

Dengan mensubtitusi sudut yang diperoleh pada persamaan 3.3 

pada persamaan 3.2 maka diperoleh matriks rotasi 𝐑𝑖
𝐴 . 
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BAB IV 

HASIL DAN PEMBAHASAN 

 

4.1 Perumusan Dinamis Mekanism 4-CRU 

4.1.1 Analisa Kecepatan dan Percepatan Sesaat 

 
Gambar 4.1. Percepatan dan Kecepatan Sesaat pada Platform 

 

Pada tahap ini dilakukan analisa kecepatan dan percepatan 

sesaat pada titik pusat masa G dan titik B pada platform seperti 

pada gambar 4.1. Kecepatan dan percepatan sesaat diperoleh dari 

persamaan kecepatan dan percepatan sesaat sebagai berikut: 

𝛀(𝑡) = �̇�(𝑡)𝐓−1(𝑡), 4.1 

 

𝐌(𝑡) = �̈�(𝑡) + �̇�(𝑡)�̇�(𝑡). 

 

4.2 

Dari persamaan 4.1 maka diperoleh matriks sebagai berikut: 

𝛀 = [

0       0  0     0
  𝑣𝑝𝑥    0 −𝜔𝑧 𝜔𝑦

 𝑣𝑝𝑦   𝜔𝑧 0 −𝜔𝑥
𝑣𝑝𝑧   −𝜔𝑦 𝜔𝑥 0

], 4.3 

Kecepatan linear dan angular sesaat dari rigid body 

terhadap ISA dapat diekstrak dari matriks 𝛀 dan 𝑴 pada persamaan 

4.1 dan 4.2. Maka kecepatan pada titik G dan B terhadap fixed 

coordinate O dapat ditulis sebagai berikut: 

𝐯𝐆 =  𝛀 𝐎𝐏⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 4.4 

𝐯𝐁𝐢 =  𝛀 𝐎𝐁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ , 4.5 
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dan dengan menurunkan persamaan 4.4 dan 4.5 maka diperoleh 

persamaan percepatan titik G dan B terhadap fixed coordinate O 

sebagai berikut: 

𝒂𝐆 = 𝐌 𝐎𝐏⃗⃗ ⃗⃗  ⃗, 4.6 

 

𝒂𝐁 = 𝐌 𝐎𝐁⃗⃗⃗⃗⃗⃗ . 

 

4.7 

 

4.1.2 Analisa Kecepatan dan Percepatan 

 
Gambar 4.2. Free Body Diagram dari Setiap Lengan 

 

Pada tahap ini dilakukan analisa kecepatan dan percepatan 

dengan menganalisa kecepatan dan percepatan linear dan angular 

pada lengan seperti pada gambar 4.2 sebagai berikut: 

 

4.1.2.1 Analisa Kecepatan Lengan 

Kecepatan dari titik 𝐵𝑖 terhadap sumbu koordinat lengan 

ditulis sebagai berikut: 

𝐯𝒃𝒊
𝒊 = ℎ𝑖( 𝛚𝒊

𝒊 × �̂�𝒊
𝒊 ) + �̇�𝒊

𝒊  4.8 

Dengan mengalikan cross dengan unit vector �̂�𝑖
𝑖  pada kedua sisi 

maka diperoleh persamaan kecepatan sudut dari lengan ke-i 

sebagai berikut: 
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𝛚𝒊
𝒊 =

1

ℎ𝑖
( �̂�𝒊

𝒊 × ( 𝐯𝒃𝒊 − �̇�𝒊
𝒊𝒊 )) 4.9 

 

4.1.2.2 Analisa Percepatan Lengan 

Percepatan dari titik 𝐵𝑖 dapat diperoleh dengan 

menurunkan persamaan 4.8 sehingga diperoleh persamaan sebagai 

berikut: 

𝐯𝒃𝒊
𝒊 ̇ = �̈�𝒊 +𝒊 ℎ𝑖 �̇�𝒊

𝒊 × �̂�𝒊
𝒊 + ℎ𝒊 𝛚𝒊 ×𝒊 ( 𝛚𝒊

𝒊 × �̂�𝒊
𝒊 ) 4.10 

Dengan mengalikan cross dengan unit vector �̂�𝑖
𝑖  pada kedua sisi 

maka diperoleh persamaan percepatan sudut dari lengan ke-i 

sebagai berikut: 

�̇�𝒊
𝒊 =

1

ℎ𝑖
( �̂�𝒊

𝒊 × ( �̇�𝒃𝒊
𝒊 − �̈�𝒊

𝒊 )) 4.11 

 

4.1.2.3 Analisa Kecepatan pada COG lengan 

Kecepatan dari titik 𝐸𝑖 terhadap sumbu koordinat lengan 

ditulis sebagai berikut: 

𝐯𝑬𝒊
𝒊 =

𝒉𝒊

𝟐
( 𝛚𝒊

𝒊 × �̂�𝒊
𝒊 ) + �̇�𝒊

𝒊  4.12 

Dengan mengalikan cross dengan unit vector �̂�𝑖
𝑖  pada kedua sisi 

maka diperoleh persamaan kecepatan sudut dari lengan ke-i 

sebagai berikut: 

𝛚𝒊
𝒊 =

𝟐

𝒉𝒊
( �̂�𝒊 ×𝒊 ( 𝐯𝑬𝒊

𝒊 − �̇�𝒊
𝒊 )) 4.13 

 

4.1.2.4 Analisa Percepatan pada COG lengan 

Percepatan dari titik 𝐸𝑖 dapat diperoleh dengan 

menurunkan persamaan 4.12 sehingga diperoleh persamaan 

sebagai berikut: 

𝒗𝑬𝒊
𝒊 ̇ = �̈�𝒊 +𝒊 ℎ𝑖

2
�̇�𝒊

𝒊 × �̂�𝒊
𝒊

+
ℎ𝑖

2
𝛚𝒊 ×𝒊 ( 𝛚𝒊

𝒊 × �̂�𝒊
𝒊 ) 

4.14 
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4.1.3 Analisa Jacobian 

4.1.3.1 Matriks Jacobian 

 Matriks Jacobian untuk mekanisme 4-CRU dapat dicari 

dengan melakukan turunan parsial constraint equation dari 

mekanisme 4-CRU terhadap komponen-komponennya seperti 

pada persamaan 2.53 dan 2.54. Sehingga dapat dibentuk persamaan 

Matriks Jacobian berikut: 

𝑨 = [[2𝑋(𝑡) + 2 cos(2𝜙(𝑡)) 𝑐 + 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑑 − 2𝑎, 2𝑌(𝑡)

+ 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑐 − 2 cos(2𝜙(𝑡))𝑑 + 2𝑏, 2𝑍(𝑡)

− 2𝑙1(𝑡), (−4𝑎𝑑 + 4𝑏𝑐 + 4𝑐𝑌(𝑡)

+ 4𝑑𝑋(𝑡)) cos(2𝜙(𝑡))

+ 4 sin(2𝜙(𝑡)) (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 − 𝑐𝑋(𝑡)

+ 𝑑𝑌(𝑡))], [2𝑋(𝑡) + 2 cos(2𝜙(𝑡)) 𝑐

− 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑑 − 2𝑎, 2𝑌(𝑡) + 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑐

+ 2 cos(2𝜙(𝑡)) 𝑑 − 2𝑏, 2𝑍(𝑡)

− 2𝑙2(𝑡), (4𝑎𝑑 − 4𝑏𝑐 + 4𝑐𝑌(𝑡)

− 4𝑑𝑋(𝑡)) cos(2𝜙(𝑡))

+ 4 sin(2𝜙(𝑡)) (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 − 𝑐𝑋(𝑡)

− 𝑑𝑌(𝑡))], [2𝑋(𝑡) − 2 cos(2𝜙(𝑡)) 𝑐

− 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑑 + 2𝑎, 2𝑌(𝑡) − 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑐

+ 2 cos(2𝜙(𝑡)) 𝑑 − 2𝑏, 2𝑍(𝑡)

− 2𝑙3(𝑡), (−4𝑎𝑑 + 4𝑏𝑐 − 4𝑐𝑌(𝑡)

− 4𝑑𝑋(𝑡)) cos(2𝜙(𝑡))

+ 4 sin(2𝜙(𝑡)) (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 𝑐𝑋(𝑡)

− 𝑑𝑌(𝑡))], [2𝑋(𝑡) − 2 cos(2𝜙(𝑡)) 𝑐

+ 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑑 + 2𝑎, 2𝑌(𝑡) − 2 sin(2𝜙(𝑡)) 𝑐

− 2 cos(2𝜙(𝑡)) 𝑑 + 2𝑏, 2𝑍(𝑡)

− 2𝑙4(𝑡), (4𝑎𝑑 − 4𝑏𝑐 − 4𝑐𝑌(𝑡)

+ 4𝑑𝑋(𝑡)) cos(2𝜙(𝑡))

+ 4 sin(2𝜙(𝑡)) (𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 + 𝑐𝑋(𝑡) + 𝑑𝑌(𝑡))]] 

4.15 

 

𝑩 =

[
 
 
 
 
[2(−𝑍(𝑡) + 𝑙1(𝑡)), 0,0,0],

[0, 2(−𝑍(𝑡) + 𝑙2(𝑡)), 0,0],

[ 0,0, 2(−𝑍(𝑡) + 𝑙3(𝑡)), 0],

[0,0,0,2(−𝑍(𝑡) + 𝑙4(𝑡))] ]
 
 
 
 

 4.16 
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Kedua matriks diatas memiliki relasi seperti pada persamaan 

berikut: 

𝑨�̇� = 𝑩�̇� 4.17 

 

4.1.3.2 Analisa Kecepatan pada actuated joint 

Kecepatan dari actuated joint 𝑙𝑖 terhadap sumbu koordinat 

base dapat dicari menggunakan relasi pada persamaan 4.17 atau 

dapat ditulis sebagai berikut: 

�̇� = (𝐁−𝟏𝐀) �̇� 4.18 

atau 

�̇� = 𝐉−𝟏�̇� 4.19 

 

4.1.3.3 Analisa Percepatan pada actuated joint 

percepatan dari actuated joint 𝑙𝑖 terhadap sumbu koordinat 

base dapat dicari dengan menurunkan persamaan 4.17 sehingga: 

�̈� = 𝐁−𝟏 (𝐀�̈� + �̇��̇� − �̇��̇�) 4.20 

 

4.1.4 Analisa Dinamis 

4.1.4.1 Principal Moments of Inertia 

 
Gamabr 4.3. Mass Moment of Inertia silinder 

 

Pada tahap ini dilakukan analisa Mass Moment of Inertia  

pada limb dan moving platform. Limb atau lengan pada robot 

diasumsikan sebagai silinder pejal yang diputar pada ujungnya 

seperti pada gambar 4.3. Berikut adalah persamaan Principal 

Moments of Inertia dari limb : 
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𝐈𝐄
𝑪 =

𝑚

12
[
3𝑟2 + 4ℎ2 0 0

0 3𝑟2 + 4ℎ2 0
0 0 6𝑟2

] 4.21 

 Untuk bentuk Moving Platform kita asumsikan sebagai 

plat segi empat. Dan untuk Mass Moment of Inertia dari moving 

platform itu sendiri sudah dijabarkan kedalam bentuk matriks 

Principal Moments of Inertia pada persamaan 2.34. Sehingga 

untuk mekanisme ini matriks principal moments of inertia adalah 

sebagai berikut: 

𝐈𝐀
𝑪 =

𝑚

12
[
4𝑑2 + 𝑒2 0 0

0 4𝑐2 + 𝑒2 0
0 0 4𝑐2 + 4𝑑2

] 4.22 

 

4.1.4.2 Lagrange Formulation 

Sesuai dengan Free Body Diagram (FBD) lengan dan 

platform pada gambar 4.2 dan 4.1, maka dapat dibentuk persamaan 

energi kinetik K dan energi potential U secara umum sebagai 

berikut: 

𝐾𝑝 =
1

2
mp 𝒗𝑨

𝑷
𝑻 𝒗𝑷

𝑨 +
𝟏

𝟐
𝛚𝑨

𝑷
𝑻 𝐈𝒑

𝑨 𝛚𝑷
𝑨  4.23 

Kli =
1

2
ml 𝒗𝑨

𝑬𝒊
𝑻 𝒗𝑬𝒊

𝑨 +
𝟏

𝟐
𝛚𝑨

𝒊
𝑻 𝐈𝒍

𝑨 𝛚𝒊
𝑨  4.24 

𝑈𝑝 = mp 𝒈𝑨 𝒑𝒛
𝑨  4.25 

𝑈𝑙𝑖 = ml 𝒈𝑨 𝑬𝒊𝒛
𝑨  4.26 

Dimana : 

𝐾𝑝 = Energi kinetik dari platform 

𝑚𝑝 = Massa platform (kg) 

𝑰𝒑 = Principle momment of inertia dari platform (kg.m2) 

𝒗𝒑 = Kecepatan linier pusat massa platform (m/s) 

𝝎𝒑 = Kecepatan sudut dari platform (rad/s) 

𝐾𝑙𝑖 = Energi kinetik dari lengan ke-i 

ml = Massa lengan (kg) 

𝑰𝒍 = Principle momment of inertia dari lengan (kg.m2) 

𝒗𝒍𝒊  = Kecepatan linier pusat massa kaki ke-i (m/s) 



51 
 

𝛚𝒊  = Kecepatan sudut lokal ke-i pada kaki ke-j (rad/s) 

𝑈𝑝 = energi potensial dari platform 

𝑈𝑙𝑖 = energi potensial dari lengan ke-i 

𝒑𝒛 = Posisi platform searah sumbu z (m) 

𝑬𝒊𝒛 = Posisi pusat massa lengan ke i searah sumbu z (m) 

 

Dalam hal ini karena mekanisme paralel merupakan 

mekanisme 4-DoF Schoenflies motion maka pada persamaan ini 

platform memiliki tiga kecepatan linear (x,y,z) dan satu kecepatan 

sudut dengan sumbu putar searah sumbu z. Dari persamaan diatas, 

kita dapat membentuk fungsi Lagrange L dari mekanisme paralel 

4-CRU ini. Berikut adalah persamaannya: 

Ktotal = Kp + ∑Kli

4

j=1

 

=
1

2
𝑚𝑝 𝒗𝑨

𝑷
𝑻 𝒗𝑷

𝑨 +
1

2
𝛚𝑨

𝑷
𝑻 𝐈𝒑

𝑨 𝛚𝑷
𝑨

+ ∑(
1

2
𝑚𝑙𝒗𝑬𝒊

𝑻 𝒗𝑬𝒊
𝑨 +

1

2
𝛚𝑨

𝒊
𝑻 𝐈𝒍

𝑨 𝛚𝒊
𝑨 )

𝟒

𝒋=𝟏

 

4.27 

 

Utotal = Up + ∑Uli

4

j=1

 

= mp 𝒈𝑨 𝒑𝒛
𝑨 + ∑(𝑚𝑙 𝒈𝑨 𝑬𝒊𝒛

𝑨 )

𝟒

𝒋=𝟏

 

4.28 

 

𝐿 = 𝐾𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝑈𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 4.29 

 

Kemudian Sebelum kita mecari gaya aktuasi yang dibutuhkan 

untuk menggerakan platform, kita dapat mecari gaya constraint 

dari mekanisme paralel dengan persamaan berikut: 
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𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) − (

𝜕𝐿

𝜕𝒙
) = ∑𝝀𝒊

𝒌

𝒊=𝟏

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝒙

 

 

 

 

4.30 

Atau dapat disederhanakan sebagai berikut: 

(𝐀𝐓)−𝟏𝐖𝐩 = 𝝀 4.31 

Dimana: 

A = Matriks Jacobian dari sisi platform, 

𝒙 = [𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜙]𝑻 merupakan vektor posisi end-effector atau 

dalam hal ini posisi pusat 

    massa platform. 

�̇� = [ẋ, �̇�, �̇� , �̇�]
𝐓

 merupakan vektor kecepatan end-effector 

atau dalam hal ini posisi pusat  

    massa platform. 

𝐖𝐩  = Wrench yang diberikan pada platform oleh lengan dan 

gaya eksternal. 

 𝝀 = Vektor Lagrangian Multiplier 

 Karena tidak semua koordinat pada mekanisme paralel 

adalah independen, sesuai dengan apa yang dijelaskan pada bab 

sebelumnya maka, gaya aktuasi dari mekanisme paralel dapat 

dicari menggunakan persamaan berikut: 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝐿

𝜕�̇�
) −

𝜕𝐿

𝜕𝒍
+ 𝝀𝒊 ∑

𝜕𝑓𝑖
𝜕𝒍

𝑛

𝑖=1

= 𝑸𝒌 

 

 

 

4.32 

Atau dapat disederhanakan sebagai berikut: 

𝑾𝑩 + 𝑩𝑻𝝀 = 𝝉 4.33 

Dimana: 

B  = matriks jacobian dari sisi aktuator. 

𝒍 = [𝑙1, 𝑙2, 𝑙3, 𝑙4]𝑻merupakan vektor posisi actuated joints. 

𝐖𝐁 𝐁 𝝉 

𝐖𝐩 𝐀 
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�̇� = [𝑙1̇, 𝑙2̇, 𝑙3̇, 𝑙4̇]
𝑻
merupakan vektor kecepatan actuated 

joints. 

𝝉 = Vektor gaya aktuasi. 

𝐖𝐁 = Wrench yang diberikan pada aktuator.  

 

Kita dapat mensubstitusi persamaan 4.33 dengan 4.17 sehingga 

menghasilkan persamaan berikut: 

𝐖𝐁 + (𝐀𝐓)−𝟏𝐁𝐓𝐖𝐩 = 𝝉 4.34 

Dimana dari bab sebelumnya diketahui bahwa 𝑨−𝟏𝑩 merupakan 

Jacobian matriks dari sistem atau dalah hal ini mekanisme paralel 

4-CRU. Sehingga dapat dibentuk persamaan berikut: 

𝐖𝐁 + 𝐉𝐓𝐖𝐩 = 𝝉 4.35 

 

4.2 Desain Robot Paralel 4-CRU 

 Desain robot paralel 4-CRU pada penelitian ini memiliki 

variabel desain a, b, c, dan d seperti pada gambar 4.4. Keempat 

variabel desain ini dapat membentuk empat kondisi geometri 

sebagai berikut: 

geometri A: 𝑐 ≠ 𝑎, 𝑏 ≠ 𝑑, 

geometri B: 𝑐 = 𝑎, 𝑏 ≠ 𝑑, 

geometri C: 𝑐 ≠ 𝑎, 𝑏 = 𝑑, 

geometri D: 𝑐 = 𝑎, 𝑏 = 𝑑. 

4.36 

 

 
Gambar 4.4. Geometri Robot Paralel 4-CRU 
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Pada tugas akhir ini dilakukan analisa singularity hanya pada 

Geometri B sehingga dapat dibentuk parameter desain robot seperti 

pada tabel 4.1. 

 

Tabel 4.1. Parameter Desain Robot Paralel 4-CRU 

No Spesifikasi Data 

1 Tinggi 8 m 

2 Panjang lengan (h) 4 m 

3 Jari-jari lengan (r) 0.01 m 

4 a 7/4 m 

5 b 2 m 

6 c 7/4 m 

7 d 3/2 m 

8 Tebal moving platform (f) 0.02 m 

9 Bahan Alumunium 

10 Payload 15 kg 

 

4.3 Degeneracy Criterion 
 Pada penelitian ini didapatkan daerah dimana terjadinya 

singularity aktuasi dari mekanisme paralel 4-CRU dengan jenis 

gerakan Sch�̈�nflies motion pada keadaan Z = 3.5m dan 𝜙= π/6. 

Seperti pada gambar 4.5. 

 
Gambar 4.5. Daerah Singularity aktuasi (Z=7/2 dan 𝜙= π/6) 
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Dari gambar diatas bisa diambil suatu titik untuk dianalisa 

degeneracy criterion dari mekanisme paralel 4-CRU. Dalam hal 

ini digunakan titik Ps ([Xs Ys]T = [0.25 ; 0.24871 ]T m). Dengan 

mengeleminasi persamaan determinan matriks Jacobian platform 

(A) dengan persamaan constraint tiap lengan serta constraint dari 

euler parameter yang telah disubstitusi dengan nilai-nilai pada 

kondisi diatas dihasilkan nilai l1(t), l2(t), l3(t), dan l4(t) sebagai 

berikut: 

𝑙1(𝑡)  =  0.9584032000 

 𝑙2(𝑡) =  6.968949979 

𝑙3(𝑡)  =  6.604031064 

 𝑙4(𝑡) =  0.318214988 

4.37 

Dengan menggunakan parameter diatas degeneracy 

criterion dapat dipenuhi seperti pada persamaan berikut: 

𝐀 𝒕𝒔 = 𝟎 4.38 

Dimana nilai ts dapat ditemukan dengan mencari vektor nullspace 

dari matriks A. Sehingga didapatkan nilai 𝒕𝒔 sebagai berikut: 

 𝒕𝒔 = [

−1.673940700

−0.7839129242
1

0.07864838970

] 4.39 

Untuk menjaga konsistensi dari persamaan dinamis seperti pada 

persamaan 2.157 maka dapat dibentuk persamaan berikut: 

𝐖𝐩𝒕𝒔 = 𝟎 

𝐖𝐩. [

−1.673940700
−0.7839129242

1
0.07864838970

] = 𝟎 
4.40 

 

4.4 Lintasan 

Lintasan yang digunakan pada penelitian ini dibentuk berdasarkan 

metode trajectory planning. Metode ini menghasilkan persamaan 

polinomial yang memenuhi kriteria boundry condition yang 

sebelumnya sudah ditentukan. Boundry condition dan koefisien 

polinomial dari lintasan dapat dilihat pada tabel 4.2 dan 4.3. 
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Tabel 4.2. Boundry Condition Lintasan 

  𝑡𝑖 = 0 𝑡𝑠 = 0.3 𝑡𝑓 = 1 

Lintasan 1 𝑦 -0.25 - 0.3 

Lintasan 2 
𝑦 -0.25 - 0.3 

�̇� 0 - 0 

Lintasan 3 

𝑦 -0.25 - 0.3 

�̇� 0 - 0 

�̈� 0 - 0 

Lintasan 4 

𝑦 -0.25 0.24871 0.3 

�̇� 0 1 0 

�̈� 0 -12.95750551 0 

 

Tabel 4.3. Koefisien Polinomial Lintasan 

Koefi-

-sien 

Lintasan 

1 

Lintasan 

2 

Lintasan 

3 

Lintasan 4 

a0 −0.25 −0.25 −0.25 −0.25 

a1 5.5 0 0 0 

a2 - 1.65 0 0 

a3 - −1.10 5.50 168.2652142  
a4 - - −8.25 −1064.245321  
a5 - - 3.30 2769.251492  
a6 - - - −3589.534697 

a7 - - - 2291.370139  
a8 - - - −574.5568198  

 

Seperti yang terlihat pada kedua tabel diatas, untuk 

menyederhanakan perhitungan dalam penelitian ini lintasan yang 

dibentuk hanya menuju satu arah yaitu ke arah sumbu Y, 

sedangkan parameter lain diasumsikan konstan. Ilustrasi lintasan 

dapat dilihat pada gambar 4.6. 
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Gambar 4.6. Ilustrasi Lintasan pada Daerah Singularity 

 

Sehingga dapat dibentuk 4 jenis lintasan berikut yaitu: 

 
Gambar 4.7 Perpindahan pada Lintasan 1 

 

 Lintasan 1  : lintasan ini di definisikan dengan persamaan 

linier yang berfungsi sebagai lintasan pembanding dalam 

penelitian ini. Perpindahan yang dihasilkan dari lintasan 1 

dapat dilihat seperti pada gambar 4.7. Berikut adalah 

persamaan lintasan 1:  
𝑌(𝑡) = −0.25 + 0.55𝑡 4.41 
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Gambar 4.8 Perpindahan pada Lintasan 2 

 

 Lintasan 2 : lintasan ini didefinisikan dengan persamaan 

polinomial pangkat tiga, dimana dengan persamaan ini kita 

dapat menentukan posisi dan kecepatan robot pada titik 

ekstrim. Perpindahan yang dihasilkan dari lintasan 2 dapat 

dilihat seperti pada gambar 4.8. Berikut adalah persamaan 

lintasan 2: 
𝑌(𝑡) = −0.25 + 1.65 𝑡2 − 1.10 𝑡3 4.42 

 

 
Gambar 4.9 Perpindahan pada Lintasan 3 

 

 Lintasan 3 : lintasan ini didefinisikan dengan persamaan 

polinomial pangkat lima, dimana dengan persamaan ini kita 

dapat menentukan posisi, kecepatan, dan percepatan robot 

pada titik ekstrim. Perpindahan yang dihasilkan dari lintasan 

3 dapat dilihat seperti pada gambar 4.9. Berikut adalah 

persamaan lintasan 3: 
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𝑌(𝑡) = −0.25 + 5.50 𝑡3 − 8.25 𝑡4 + 3.30 𝑡5 4.43 

 
Gambar 4.10 Perpindahan pada Lintasan 4 

 

 Lintasan 4 : lintasan ini didefinisikan dengan persamaan  

polinomial pangkat delapan, dimana dengan persamaan ini 

kita dapat menentukan posisi, kecepatan, dan percepatan robot  

pada titik ekstrim ditambah dengan posisi dan percepatan 

robot pada konfigurasi singular. Perpindahan yang dihasilkan 

dari lintasan 4 dapat dilihat seperti pada gambar 4.10. Berikut 

adalah persamaan lintasan 4 : 
𝑌(𝑡) = −0.25 + 168.2652142 𝑡3 − 1064.245321 𝑡4

+ 2769.251492 𝑡5 − 3589.534697 𝑡6

+ 2291.370139 𝑡7 − 574.5568198 𝑡8 
4.44 

 

4.5 Simulasi 

 Berikut adalah hasil simulasi gaya aktuasi dari keempat 

jenis lintasan pada saat melewati titik singularity Ps ([Xs Ys]T = 

[0.25 ; 0.24871 ]T m). Waktu simulasi dimulai dari 0 detik hingga 

1 detik, dengan waktu singularity khusus untuk lintasan 4 terjadi 

pada 0.3 detik. 
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4.5.1 Lintasan 1 

  
                     (a)lengan 1           (b)lengan 2 

  
                     (c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar 4.11. Gaya Aktuasi Pada Lintasan 1 

 

Gambar 4.11 memperlihatkan gaya aktuasi yang 

dihasilkan pada saat mekanisme melakukan perpindahan 

mengikuti lintasan 1. Bila kita perhatikan secara lebih mendalam 

terlihat bahwa pada gambar 4.7. Platform melewati titik singularity 

(Y = 0.24871) sebanyak 1 kali yaitu tepatnya ketika t≈ 0.903. 

Namun seperti yang telihat pada gambar 4.11, yang terjadi adalah 

Mekanisme gagal melakukan perpindahan yang ditandai dengan 

besaran gaya aktuasi yang mimiliki nilai tak hingga (infinite). Hal 

ini dikarenakan pada waktu tersebut, lintasan tidak memenuhi 

kondisi degeneracy criterion. 
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4.5.2 Lintasan 2 

  
                    (a)lengan 1           (b)lengan 2 

  
                     (c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar 4.12. Gaya Aktuasi Pada Lintasan 2 

 

Gambar 4.12 memperlihatkan, gaya aktuasi yang 

dihasilkan pada saat mekanisme melakukan perpindahan sesuai 

lintasan 2. Bila kita perhatikan secara lebih mendalam terlihat 

bahwa pada gambar 4.8. Platform melewati titik singularity (Y = 

0.24871) sebanyak 1 kali yaitu tepatnya ketika t≈ 0.808. Namun 

seperti yang telihat pada gambar 4.12, yang terjadi adalah 

Mekanisme gagal melakukan perpindahan yang ditandai dengan 

besaran gaya aktuasi yang mimiliki nilai tak hingga (infinite). Hal 

ini dikarenakan pada waktu tersebut, lintasan tidak memenuhi 

kondisi degeneracy criterion. 
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4.5.3 Lintasan 3 

 

 
                     (a)lengan 1           (b)lengan 2 

 
                    (c) lengan 3           (d) lengan 4 

Gambar 4.13. Gaya Aktuasi Pada Lintasan 3 

 

Gambar 4.13 memperlihatkan gaya aktuasi yang 

dihasilkan pada saat mekanisme melakukan perpindahan sesuai 

lintasan 3. Bila kita perhatikan secara lebih mendalam terlihat 

bahwa pada gambar 4.9. Platform melewati titik singularity (Y = 

0.24871) sebanyak 1 kali yaitu tepatnya ketika t ≈ 0.765. Namun 

seperti yang telihat pada gambar 4.13, yang terjadi adalah 

Mekanisme gagal melakukan perpindahan yang ditandai dengan 

besaran gaya aktuasi yang mimiliki nilai tak hingga (infinite). Hal 

ini dikarenakan pada waktu tersebut, lintasan tidak memenuhi 

kondisi degeneracy criterion. 
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4.5.4  Lintasan 4 

  
                               (a)lengan 1            (b)lengan 2 

 
                               (c)lengan 3            (d)lengan 4 

Gambar 4.14. Gaya Aktuasi Pada Lintasan 4 

 

 Gambar 4.14 memperlihatkan gaya aktuasi yang 

dihasilkan pada saat mekanisme melakukan perpindahan sesuai 

lintasan 4. Bila kita perhatikan secara lebih mendalam terlihat 

bahwa pada gambar 4.7. Platform melewati titik singularity (Y = 

0.24871) sebanyak 1 kali yaitu tepatnya ketika t = 0.3. Namun 

seperti yang telihat pada gambar 4.14, yang terjadi adalah pada t = 

0.3, Mekanisme berhasil melakukan perpindahan yang ditandai 

dengan besaran gaya aktuasi yang mimiliki nilai terbatas (finite). 

Hal ini dikarenakan pada waktu tersebut, lintasan memenuhi 

kondisi degeneracy criterion yang terdapat pada tabel 4.2. 

 

4.5.5 Pembahasan 

 Dari hasil simulasi keempat jenis lintasan, dapat 

diketahui bahwa memang benar terjadi singularity aktuasi 

pada saat Y=0.24871. terbukti dari simulasi yang dihasilkan oleh 

lintasan 1, 2, dan 3. Selain itu, batasan atau boundry condition 

posisi, kecepatan, dan percepatan titik awal dan akhir belum cukup 
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untuk dapat membuat mekanisme melewati daerah singularity 

tanpa menyebabkan gaya aktuasi tak hingga, terbukti dari hasil 

simulasi gaya aktuasi lintasan 2 dan 3. 
 Dari hasil simulasi lintasan 4, dapat diketahui bahwa 

melewati daerah singularity aktuasi merupakan hal yang dapat 

dilakukan. Hal ini dapat dilakukan dengan metode Optimal 

Trajectory Planning, selama boundry condition dapat memenuhi 

kondisi degeneracy criterion dari mekanisme pararel. 
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BAB V 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

5.1 Kesimpulan 

 Berdasarkan penelitian yang sudah dilakukan, kesimpulan 

yang dapat diambil adalah sebagai berikut: 

1. Persamaan kesetimbangan dinamis diturunkan 

berdasarkan metode Lagrange Formulation untuk mode 

operasi Schonflies yang memiliki 3 gerakan translasi dan 1 

gerakan rotasi pada sumbu vertikal. 

2. Gaya aktuasi dari mekanisme diperoleh dengan 

menggunakan lintasan yang dibentuk menggunakan  

metode optimal trajectory planning. 

3. Dari keempat lintasan hanya lintasan 4 yang berhasil 

melewati kondisi singularity aktuasi dengan besar gaya 

yang terukur, sehingga dari peristiwa ini diketahui bahwa 

singularity aktuasi dapat dilewati dengan besaran gaya 

yang terukur jika memenuhi degeneracy criterion dari 

mekanisme tersebut. 

 

5.2 Saran 

 Saran yang dapat disampaikan dari penelitian yang telah 

dilakukan adalah sebagai berikut: 

1. Dilakukan penelitian lebih lanjut mengenai karakteristik 

dinamis pada robot paralel 4CRU di daerah Constraint 

singularity. 

2. Dilakukan penelitian lebih lanjut mengenai karakteristik 

dinamis pada robot paralel 4CRU pada kondisi singularity 

aktuasi dengan menggunakan metode lain. 
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LAMPIRAN 

 

A. Inverse Kinematic 

 
(a)lengan 1           (b)lengan 2 

 
(c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar A.1. Inverse Kinematic Pada Lintasan 1 

 

  
                     (a)lengan 1           (b)lengan 2 

  
                     (c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar A.2. Inverse Kinematic Pada Lintasan 2 
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                     (a)lengan 1           (b)lengan 2 

 
                     (c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar A.3. Inverse Kinematic Pada Lintasan 3 

 

 
                   (a)lengan 1              (b)lengan 2 

 
                             (c)lengan 3            (d)lengan 4 

Gambar A.4. Inverse Kinematic Pada Lintasan 4 
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B. Kecepatan Linear Motor 

 
(a)lengan 1           (b)lengan 2 

 
(c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar B.1. Kecepatan Linear Motor Pada Lintasan 1 

 

  
                     (a)lengan 1           (b)lengan 2 

  
                     (c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar B.2. Kecepatan Linear Motor Pada Lintasan 2 
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                     (a)lengan 1           (b)lengan 2 

 
                     (c)lengan 3           (d)lengan 4 

Gambar B.3. Kecepatan Linear Motor Pada Lintasan 3 

 

  
                     (a)lengan 1           (b)lengan 2 

  
                    (c)lengan 3            (d)lengan 4 

Gambar B.4. Kecepatan Linear Motor Pada Lintasan  
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