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NRP  : 06111640000022 
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Pembimbing  : 1. Dr. Dra. Mardlijah, MT 

 

ABSTRAK 

Pemodelan matematika dapat merepresentasikan suatu 

permasalahan di dunia nyata. Salah satu contoh pemodelan 

matematika adalah penyebaran penyakit. Middle East 

Respiratory Syndrome merupakan penyakit penapasan menular 

yang pertama kali diidentifikasi di Arab Saudi. Penyakit MERS-

CoV tercatat ada 2.494 kasus dengan 858 kematian. Penyakit 

MERS-CoV ini disebabkan oleh virus corona yang berasal dari 

hewan. Sampai sekarang belum ada vaksin yang khusus dalam 

penyakit MERS-CoV tetapi sudah ada pengobatan pada 

umumnya. Sementara kasus terkena penyakit MERS-CoV dari 

waktu ke waktu terus bertambah sehingga dibutuhkan 

penanganan yang benar dalam pengaturan dosis pengobatan agar 

dapat mengurangi kematian pasien dan penyuluhan kesehatan 

dalam pencegahan penyebaran penyakit MERS-CoV. Dalam 

penelitian ini dilakukan kontrol optimal berupa pengaturan dosis 

obat dan penyuluhan kesehatan menggunakan Prinsip 

Maksimum Pontryagin. Hasil analisis menunjukkan menurunnya 

populasi terinfeksi, menurunnya populasi rawat inap, dan 

meningkatnya populasi sembuh setelah pemberian kontrol. 

Kata kunci : Middle East Respiratory Syndrome, pengaturan 

dosis pengobatan, penyuluhan kesehatan, Prinsip Maksimum 

Pontryagin. 
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ABSTRACT 

Mathematical modeling can represent a problem in the real life. 

One example of mathematical modeling is the spread of disease. 

Middle East Respiratory Syndrome is an infectious respiratory 

disease that was first identified in Saudi Arabia. MERS-CoV 

disease recorded 2,494 cases with 858 deaths. MERS-CoV 

disease is caused by corona virus that comes from animals. 

Until now there is no specific vaccine in MERS-CoV disease, but 

there is general treatment. While cases of MERS-CoV disease 

continue to increase from time to time so that the right handling 

of medication dosage is needed in order to reduce patient deaths 

and health education in preventing the spread of MERS-CoV 

disease. In this study, optimal control with  drug dosage settings 

and health education will be analyzed using Pontryagin 

Maximum Principles. The result of the analysis showed a 

decrease in infected population, decrease in hospitalized 

population and an increase in recovery population after giving 

the control. 

Keywords : Middle East Respiratory Syndrome, drug 

dosage settings, health education, Pontryagin’s 

Maximum Principle. 
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BAB I PENDAHULUAN 

PENDAHULUAN 

 

Pada bab ini akan dijelaskan tentang latar belakang, 

rumusan masalah, batasan masalah, tujuan penelitian, dan 

manfaat penelitian. 

1.1. Latar Belakang Masalah 

Perkembangan ilmu pengetahuan khususnya di bidang 

matematika memberikan peranan penting dalam 

menggambarkan fenomena penyebaran suatu penyakit. Model 

yang merepresentasikan suatu permasalahan di dunia nyata ke 

dalam persamaan matematika dinamakan model matematika. 

Salah satu contoh model matematika dapat diterapkan dalam 

penyebaran sebuah penyakit.  

Pada tahun 2012, muncul sebuah penyakit menular yang 

pertama kali diidentifikasi di Arab Saudi yaitu Middle East 

Respiratory Syndrome (MERS). Penyakit menular ini 

disebabkan oleh virus Corona[1], sehingga penyakit ini lebih 

dikenal dengan penyakit MERS-CoV (Middle East Respiratory 

Syndrome Corona Virus). Sejak muncul pada tahun 2012, 

penyakit MERS-CoV telah menjadi masalah kesehatan 

diberbagai negara beberapa diantaranya; Oman, Arab Saudi, 

Jordan, Turki, Uni Emirat Arab, Qatar, Kuwait, Iran, dan 

Lebanon. Berdasarkan data WHO sampai akhir November 2019, 

total 2.494 kasus MERS-CoV, termasuk 858 kematian yang 

telah dilaporkan, sebagian besar kasus ini dilaporkan dari Arab 

Saudi (2173 kasus, termasuk 780 kematian)[2]. Pada tahun 2015 

Korea Selatan juga dikejutkan akan muncul penyakit MERS-

CoV dan menjadi tempat terbanyak dilaporkan terjadinya 

penyakit MERS-CoV diluar Timur Tengah dengan 186 kasus[3]. 

Seperti yang kita tahu bahwa banyak warga negara 

Indonesia sebagai pekerja migran di Korea Selatan. Pada tahun 
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2019 jumlah PMI (Pekerja Migran Indonesia) meningkat 

dibandingkan dari tahun sebelumnya[4]. Penyebaran penyakit 

menular di antara wilayah yang berbeda adalah fenomena yang 

melibatkan banyak kompartemen yang berbeda. Untuk 

mengontrol dan mencegah penyebaran, kita harus memahami 

bagaimana penyebaran penyakit menular tersebut. Banyak faktor 

yang mempengaruhi penularan penyakit, misalkan perpindahan 

populasi, gaya hidup, dan meningkatnya perjalanan 

internasional. Untuk penyakit menular seperti SARS dan 

MERS-CoV, faktor perpindahan populasi ini menjadi faktor 

penting yang mempengaruhi penyebaran penyakit diantara 

wilayah yang berbeda[5].  

Sebelumnya telah dilakukan penelitian terkait penyakit 

MERS-CoV antara lain, Khusnul Khotimah (2016), yang 

membahas masalah kontrol optimal dari pengontrolan epidemik 

penyakit MERS dengan intervensi masker kesehatan, kampanye 

kesehatan, dan pengobatan. Pada penelitian tersebut 

menggunakan Prinsip Maksimum/Minimum Pontryagin. Selain 

itu, telah dilakukan penelitian juga oleh Nurul Dwi Noviyanti 

(2018) menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin mengenai 

analisis model matematika penyebaran penyakit MERS serta 

penerapan kontrol optimal berupa vaksinasi. 

Dari penjelasan diatas, penulis akan melakukan 

penelitian mengenai kontrol optimal model penyebaran penyakit 

MERS-CoV dengan pengaturan dosis pengobatan dan 

penyuluhan kesehatan. 

 

1.2. Rumusan Masalah  

Berdasarkan latar belakang masalah, dapat dirumuskan 

beberapa rumusan masalah sebagai berikut: 
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1. Bagaimana kestabilan, keterkontrolan, dan 

keteramatan model penyebaran penyakit MERS-

CoV?  

2. Bagaimana kontrol optimal pada model penyebaran 

penyakit MERS-CoV dengan pengaturan dosis obat 

dan penyuluhan kesehatan? 

3. Bagaimana simulasi program dari solusi model 

sebelum dan setelah diberikan kontrol? 

1.3. Batasan Masalah 

Permasalahan yang dibahas dibatasi ruang lingkup sebagai 

berikut: 

1. Model Matematika yang digunakan adalah model 

matematika yang ditulis oleh Kim Yunhwan, dkk. 

2. Menggunakan kontrol optimal yaitu Prinsip 

Maksimum Pontryagin. 

3. Menggunakan solusi numerik Runge-Kutta orde 4. 

1.4. Tujuan 

Tujuan dalam penulisan Tugas Akhir ini adalah sebagai 

berikut: 

1. Mengetahui apakah model penyakit MERS-CoV 

sistem yang stabil, terkontrol, dan teramati.  

2. Mendapatkan kontrol optimal pada model 

penyebaran penyakit MERS-CoV dengan pengaturan 

dosis obat dan penyuluhan kesehatan. 

3. Mengetahui pengaruh kontrol terhadap model 

penyebaran penyakit MERS-CoV sebelum dan 

setelah diberikan kontrol. 

1.5. Manfaat 

Manfaat dalam penulisan Tugas Akhir ini adalah sebagai 

berikut: 
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1. Memperoleh pengetahuan sifat model matematika 

pada penyebaran penyakit MERS-CoV. 

2. Memperoleh pengetahuan dalam penerapan teori 

kontrol optimal menggunakan dengan pengaturan 

dosis obat dan penyuluhan kesehatan dalam model 

penyebaran penyakit MERS-CoV. 

3. Sebagai referensi bagi pembaca dalam melakukan 

penelitian selanjutnya. 
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BAB II TINJAUAN PUSTAKA 

TINJAUAN PUSTAKA 

 
Pada bab ini diuraikan mengenai penelitian terdahulu, 

penyakit MERS-CoV, bilangan repdroduksi dasar, model 

matematika penyebaran penyakit MERS-CoV, analisis sistem 

yang meliputi analisis keterkontrolan, dan keteramatan di sekitar 

titik setimbang, formulasi masalah kontrol optimal, analisis 

kestabilan kriteria Routh Hurwitz, metode Runge-Kutta orde 4, 

serta Prinsip Maksimum Pontryagin. 

2.1. Penelitian Terdahulu 

Banyak jurnal penelitian di bidang matematika terkait 

penyakit MERS-CoV seperti yang ditulis oleh Kim, dkk (2016) 

dengan judul “The Characteristics of Middle Eastern Respiratory 

Syndrome Coronavirus Transmission Dynamics in South Korea” 

merumuskan model matematika untuk dinamika transmisi MERS 

dan memperkirakan tingkat transmisi. Menggunakan perkiraan 

tingkat transmisi, bilangan reproduksi dasar diperkirakan dalam 

dua periode. Bilangan reproduksi dasar sangat besar pada periode 

pertama, namun bilangan reproduksi dasar periode kedua telah 

berkurang secara signifikan setelah intervensi intensif[3].  

Selain itu, kontrol optimal pada penyakit menular MERS-

CoV pernah dibahas sebelumnya dalam penelitian dengan judul 

“Masalah Kontrol Optimal Pada Penyebaran Penyakit MERS 

dengan Intervensi Masker Kesehatan, Kampanye Kesehatan, dan 

Pengobatan” tahun 2016 oleh Khusnul Khotimah[6]. Dalam 

penelitian tersebut membahas masalah kontrol optimal dari 

pengontrolan epidemi penyakit MERS dengan intervensi masker 

kesehatan, kampanye kesehatan, dan pengobatan yang bergantung 

terhadap waktu dapat mengurangi jumlah infeksi MERS secara 
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signifikan. Sistem kontrol optimal menggunakan Prinsip 

Maksimum/ Minimum Pontryagin dan diselesaikan secara 

numerik berdasarkan metode Gradient Descent. Pada tahun 2018, 

dilakukan penelitian juga oleh Nurul Dwi Noviyanti, dengan 

judul penelitian “Analisis Kestabilan dan Kontrol Optimal Pada 

Model Matematika Penyebaran Penyakit MERS” membahas 

analisis model matematika penyebaran penyakit MERS serta 

penerapan kontrol optimal berupa vaksinasi yang menunjukkan 

bahwa pemberian kontrol cukup efektif untuk meminimalkan 

jumlah populasi laten, rawat inap dan  terinfeksi dengan biaya 

minimal[7]. 

Beberapa penelitian dengan menggunakan Prinsip 

Maksimum/Minimum Pontryagin yang pernah dilakukan 

sebelumnya oleh Nadiya Putri Marizka tahun 2011 dengan judul 

“Kombinasi Brachytherapy dan Imunoterapi Pada Pengobatan 

Kanker dengan Metode Prinsip Minimum Pontryagin”[8]. Pada 

tahun 2016, Khusnul Khotimah dengan judul penelitian “Masalah 

Kontrol Optimal pada Penyebaran Penyakit MERS dengan 

Intervensi Masker Kesehatan, Kampanye Kesehatan, dan 

Pengobatan” menggunakan Prinsip Maksimum/Minimum 

Pontryagin. Selain itu, Nurul Dwi Noviyanti (2018) dengan judul 

penelitian “Analisis Kestabilan dan Kontrol Optimal Pada Model 

Matematika Penyebaran Penyakit MERS” dengan menggunakan 

Prinsip Maksimum Pontryagin.  

2.2. Penyakit MERS-CoV 

Middle East Respiratory Syndrome (MERS) adalah 

penyakit menular yang disebabkan oleh virus Corona, yang 

pertama kali diidentifikasi di Arab Saudi pada tahun 2012[1]. 

Penyakit ini disebabkan oleh zoonosis yang dapat ditemukan di 

beberapa hewan seperti kelelawar dan unta, sehingga penularan 

penyakit ini dapat ditularkan dari hewan ke manusia[9]. Selain 
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itu, penularan penyakit ini dapat ditularkan dari manusia ke 

manusia dengan cara kontak dekat (termasuk pasien rumah sakit 

yang berbagi kamar, anggota keluarga, dan tenaga medis)[10]. 

 

 
Gambar 2. 1 Virus Corona 

 Laporan bahwa rata-rata masa inkubasi MERS-CoV 

adalah 5,2 hari tetapi jangka waktu sampai 12 hari juga telah 

dilaporkan. Gejala umum penyakit MERS-CoV ini seperti 

demam, demam dengan menggigil, batuk, sesak napas, mialgia 

dan biasanya pasien yang memiliki penyakit komorbid. Gejala 

gastrointestinal juga sering, termasuk diare, muntah dan sakit 

perut. Pada beberapa pasien, terutama mereka yang memiliki 

kondisi kesehatan kronis yang mendasari virus dapat 

menyebabkan penyakit parah, yang menyebabkan kegagalan 

pernapasan yang membutuhkan ventilasi mekanis dan dukungan 

di unit perawatan intensif. Sebagian besar kasus asimptomatik ini 

telah terdeteksi setelah penelusuran kontak agresif dari kasus 

yang dikonfirmasi di laboratorium[11]. 

Hingga saat ini belum ada pengobatan antivirus yang 

khusus yang direkomendasikan untuk infeksi MERS-CoV dan 

saat ini belum ada vaksin khusus. Tatalaksana saat ini ialah terapi 
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suportif, namun ada kelompok kesehatan yang telah 

merekomendasikan pertimbangan menggunakan interferon alfa 

2b dengan ribavirin dalam pengelolaan kasus MERS-CoV karena 

kombinasi obat ini terlihat khasiatnya pada kera dengan 

MERS[11]. Selain itu, pasien dengan HIV/AIDS dari MERS-CoV 

pneumonia berhasil sembuh karena diberikan pengobatan dengan 

interferon β diikuti dengan pemberian interferon α[12]. 

Karena belum ada vaksin khusus, bila ingin bepergian ke 

wilayah yang terjangkit MERS dapat melakukan pencegahan 

seperti[13]: 

1. Mencuci tangan dengan sabun dan air atau oleskan larutan 

alkohol. 

2. Tutup mulut dan hidung dengan tisu saat batuk atau bersin. 

3. Hindari tangan menyentuh mulut, hidung dan mata. 

4. Hindari kontak dengan pasien gejala pernapasan. 

5. Hindari kontak dengan hewan peliharaan atau binatang liar 

(misal unta). 

6. Hindari kontak dengan sekresi (misal urin, feses). 

7. Hindari konsumsi susu yang tidak dipasteurisasi 

(khususnya dari unta), atau daging yang tidak dimasak 

dengan benar. 

8. Hindari konsumsi buah dan sayuran yang tidak dicuci atau 

dikupas sendiri. 

9. Jika mengalami gejala pernapasan apapun selama 

perjalanan, segera dapatkan bantuan medis, laporkan 

perjalanan terakhir dan tunda kepulangan dari perjalanan 

hingga sembuh sepenuhnya. 

10. Setelah kembali dari negara-negara Timur Tengah, jika 

dalam 14 hari terserang demam 38 C atau lebih dan gejala 

pernapasan (batuk, sesak napas, dll) segera mencari 
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pertolonga medis dan memberi tahu dokter tentang 

perjalanan destinasi terakhir. 

11. Jika seorang peziarah yang bepergian untuk Haji dan 

Umrah dan berusia di atas 65 tahun, atau jika menderita 

penyakit kronis (misal jantung, penyakit ginjal atau 

pernapasan, diabetes, defisiensi imun bawaan atau didapat, 

keganasan atau penyakit terminal, atau jika wanita hamil 

atau anak-anak <12 tahun), harus menunda pelaksanaan 

ibadah haji dan umrah demi keamanan sendiri. 

 

2.3. Model Matematika Penyebaran Penyakit MERS-CoV 

Model-model matematika merupakan alat yang berguna 

untuk mempelajari dinamika penyebaran penyakit menular. Pada 

penelitian ini, model matematika yang digunakan mengacu pada 

model yang dibentuk Kim Yunhwan, dkk mengenai penyebaran 

penyakit MERS-CoV di Korea Selatan. Model ini dibagi menjadi 

enam kelas, yaitu [3]; kelas rentan (S), kelas terpapar (E), kelas 

terinfeksi dengan gejala (I), kelas terinfeksi tanpa gejala (A), 

kelas rawat inap (H), dan kelas sembuh (R). Diasumsikan bahwa 

kelas A tidak dapat menginfeksi kelas lainnya.  Berikut ini adalah 

model matematika: 
  

  
   

 (    )

 
                                                             (   ) 

  

  
  

 (    )

 
                                                         (   ) 

  

  
     (     )                                                        (   ) 

  

  
  (   )                                                                    (   ) 
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                                                                           (   ) 

  

  
                                                                            (   ) 

dimana   rate penularan dari manusia ke manusia per 

satuan waktu (hari), dan l rate penularan pasien rawat inap; k rate 

individu yang terpapar menjadi infeksi (gejala atau tanpa gejala); 

  rate dari kelas terpapar ke kelas infeksi dengan gejala I, dan (1-

 ) rate dari kelas terpapar ke kelas tanpa gejala A;    rate 

interaksi antara kelas terinfeksi dengan kelas rawat inap;    rate 

sembuh tanpa rawat inap;    rate sembuh dengan rawat inap.  

Dalam banyak model epidemiologi, bilangan reproduksi dasar 

adalah salah satu nilai penting yang dapat memprediksi penyakit 

menular akan menyebar ke suatu populasi atau mati. Bilangan 

reproduksi dasar untuk model di atas sebagai berikut[3]: 

     (
 

     
 

   

  (     )
)                                      

2.4. Bilangan Reproduksi Dasar 

Untuk mengetahui dinamika penyebaran suatu penyakit, 

diperlukan bilangan reproduksi dasar (  ) yang digunakan 

sebagai ukuran untuk mengetahui apakah dalam suatu populasi 

terjadi endemi atau tidak. Menurut Berihun, bilangan reproduksi 

dasar merupakan bilangan yang menyatakan bertambahnya 

jumlah individu infective terhadap berkurangnya jumlah individu 

susceptible ketika satu individu infective dimasukkan ke dalam 

populasi yang sepenuhnya susceptible[16]. 

Jika    < 1, maka rata-rata individu yang terinfeksi 

menghasilkan kurang dari satu individu terinfeksi baru selama 

periode menular. Sebaliknya jika    > 1, maka setiap individu 

yang terinfeksi memproduksi rata-rata lebih dari satu infeksi baru 

[17]. 
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2.5. Analisis Sistem 

Analisis dinamik model dilakukan untuk mengetahui 

perilaku sistem pada model. Pada penelitian ini dianalisis 

mengenai kestabilan, keterkontrolan, dan keteramatan sistem. 

Diberikan persamaan differensial sebagai berikut[14]: 

 ̇   ( ( ) )             (   ) 

dengan     , penyelesaian dengan keadaan awal 

 ( )     dinotasikan oleh  (    )  

2.5.1 Titik Kesetimbangan 

Titik kesetimbangan merupakan titik tetap yang tidak 

berubah terhadap waktu. Sistem persamaan dikatakan titik 

setimbang dengan mengacu pada definisi sebagai berikut[14]: 

Definisi 2.5.1. Pada Sistem persamaan (2.7), vektor   ̅ yang 

memenuhi  ( ̅)    disebut suatu titik setimbang. 

2.5.2 Analisis Keterkontrolan  

 Untuk menstabilkan sistem  diperlukan suatu kontrol 

sehingga perlu dianalisa keterkontrolan sistem. Selain itu, solusi 

dari suatu permasalahan kontrol optimal mungkin tidak akan 

diperoleh jika sistem yang bersangkutan tidak terkontrol. Sistem 

persamaan (2.7) dikatakan terkontrol mengacu pada definisi 

sistem sebagai berikut[14]. 

Definisi 2.5.2. Sistem (2.7) dikatakan terkontrol bila untuk setiap 

keadaan sebarang  ( )     ada masukan  ( ) yang tidak 

dibatasi mentransfer keadaan    ke sebarang keadaan akhir 

 (  )  dengan waktu akhir     hingga. 

Dari pengertian sistem terkontrol yang diberikan dalam 

definisi diatas, hal ini berarti bahwa bila diberikan sebarang 

keadaan awal  ( ) dan sebarang keadaan akhir  (  ) akan selalu 
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ada pengontrol  ( ) yang akan mentransfer keadaan awal 

 ( ) ke keadaan akhir yang diinginkan  (  )dalam waktu yang 

berhingga     [14]. 

Selanjutnya diberikan suatu pernyataan dalam suatu 

teorema berikut ini yang menyatakan syarat perlu dan cukup 

suatu sistem terkontrol[14]. 

Teorema 2.5.1. 

 Syarat perlu dan cukup sistem terkontrol adalah: 

           (                          )   

mempunyai rank yang sama dengan n. 

 

2.5.3 Analisis Keteramatan  

  Berikut ini  akan diberikan definisi dari keteramatan yang 

merupakan dual dari keterkontrolan. 

Definisi 2.5.3. Bila setiap keadaan awal  ( )     secara 

tunggal dapat diamati dari setiap pengukuran keluaran sistem 

(2.7) dari waktu     ke    , maka sistem dikatakan 

"teramati". 

Istilah dual diatas, kata 'terkontrol' diganti dengan 'teramati' 

masukan  ( ) diganti dengan keluaran  ( )  yaitu dalam 

terminologi keterkontrolan sebarang keadaan awal    dikontrol 

dengan suatu masukan  ( ) ke sebarang keadaan akhir     

dimana          sedangkan dalam terminologi keteramatan 

sebarang keadaan awal    lewat sebarang pengukuran keluaran 

 ( ) diamati pada interval waktu       [14].  

Selanjutnya, diberika suatu pernyataan dalam suatu 

teorema berikut ini yang menyatakan syarat perlu dan cukup 

suatu sistem teramati[14]. 
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Teorema 2.5.2. Syarat suatu sistem teramati jika matriks 

keteramatan 

   

(

 
 

 
  
   

 
     

)

 
 

 

mempunyai rank yang sama dengan n. 

2.6. Analisis Kestabilan Kriteria Routh-Hurwitz 

Kriteria kestabilan Routh-Hurwitz dapat dipakai untuk 

mengecek langsung kestabilan melalui koefisien    tanpa 

menghitung akar-akar dari polinomial yang ada. yaitu dengan 

melakukan penabelan dan suatu aturan penghitungan dari 

koefisien     akan diketahui bahwa apakah polinomial yang 

diberikan oleh persamaan (2.8) dengan      semua akar-

akarnya bagian realnya adalah negatif[14]. 

Diberikan suatu polinomial 

 ( )     (    )            
             (   )  

susun tabel sebagai berikut: 

  

    

    

    

 
  

    

  
    

  
  

 
 

    

    
    

  
   

   

    
    

  
  

    

 

  

dimana                 dan   secara rekursif didapat dari: 
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Kriteria Routh-Hurwitz menyimpulkan bahwa: 

banyaknya perubahan tanda dalam kolom pertama pada tabel 

diatas sama dengan banyaknya akar-akar polinomial  ( ) yang 

bagian realnya positif. Jadi bila pada kolom pertama dalam tabel 

tidak ada perubahan tanda (semuanya bertanda positif atau 

semuanya bertanda negatif), maka semua akar polinomial  ( ) 

bagian realnya adalah tak positif, bila polinomial ini merupakan 

polinomial akar-akar karakteristik dari matriks   dimana  ̇  

  ( ), maka sistem ini adalah stabil[14]. 

2.7. Formulasi Masalah Kontrol Optimal 

Pada prinsipnya, tujuan dari pengendalian optimal adalah 

menentukan signal atau kendali yang akan diproses dalam sistem 

dinamik dan memenuhi beberapa konstrain atau kendala, dengan 

tujuan memaksimumkan atau meminimumkan fungsi tujuan (J) 

yang sesuai[15]. 

Pada umumnya, masalah kendali optimal dalam bentuk 

ungkapan matematik dapat diformulasikan sebagai berikut, 

dengan tujuan mencari kontrol  ( ) yang mengoptimalkan fungsi 

tujuan. 

 ( )   ( (  )   )  ∫  ( ( )  ( )  
  

  
           (   ) 

dengan sistem dinamik yang dinyatakan oleh 

 ̇( )   ( ( )  ( )  )                             (    ) 

dan kondisi batas 

 (  )      (  )                                 (    ) 
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2.8. Prinsip Maksimum Pontryagin 

Penyelesaian masalah kendali optimal dengan 

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. Berdasarkan 

prinsip maksimum/minimum pontryagin, kondisi perlu dari 

masalah kontrol optimal yang harus diselesaikan adalah 

persamaan stasioner, state dan costate serta kondisi 

transversality. 

Langkah-langkah penyelesaian dari masalah kontrol 

optimal yang diformulasikan oleh sistem persamaan (2.9)-(2.11) 

adalah sebagai berikut[15]: 

1. Bentuk Hamiltonian 

 ( ( )  ( )  ( )  )  

 ( ( )  ( )     ( ) ( ( )  ( )  )  

2. Minimumkan H terhadap  ( ) yaitu dengan cara 
  

  
 

  sehingga diperoleh kondisi stasioner 

  ( )   (  ( )   ( )  )  

3. Dengan menggunakan   ( ) yang telah dihasilkan pada 

langkah 2, akan didapatkan fungsi Hamiltonian baru yang 

optimal,   ( ), yaitu: 

  (  ( )   ( )  )   (  ( )   ( )  )  

4. Selesaikan persamaan state dan costate 

 ̇( )  
   

  
 dan   ( )   

   

  
  

dengan kondisi batas yang diberikan oleh keadan awal 

dan keadaan akhir yang disebut kondisi transversality, 

yaitu: 

(  
  

  
)
  

   
 ((

  

  
)
 
   ( ))

 

  

      

dengan    adalah bentuk Meyer dari fungsi tujuan J, H 

adalah persamaan Hamiltonian,   menunjukkan variasi 
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dan tanda    menunjukkan keadaan saat variabel 

kontrolnya stationer. 

5. Untuk mendapatkan kontrol optimal, hasil-hasil yang 

diperoleh pada langkah 4 disubstitusikan ke dalam 

persamaan   ( ) pada langkah 2. 

 

2.9. Metode Runge-Kutta Orde Empat 

Dalam penelitian ini akan digunakan metode numerik 

untuk menyelesaikan sistem persamaan diferensial yang dikenal 

dengan metode Runge-Kutta orde 4 karena  penyelesaian 

persamaan diferensial dengan  error yang jauh lebih teliti. Misal 

diberikan persamaan differensial sebagai berikut[15]: 
  

  
  (     )                                                                       (    ) 

  

  
  (     )                                                                        (    ) 

Dengan titik awal  ( )      ( )    . Secara iterasi 

penyelesaian Runge-Kutta orde empat adalah sebagai berikut: 

        
 

 
(                     )               (    ) 

        
 

 
(                     )               (    ) 

dengan, 

  
     

 
  

      (        )  

      (        )  

      (   
 

 
     

  

 
     

  

 
)  

      (   
 

 
     

  

 
     

  

 
)  

      (   
 

 
    

  

 
    

  

 
)  

      (   
 

 
    

  

 
    

  

 
)  



17 

 

 

 

      (                 )  

      (                 )  
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BAB III METODE PENELITIAN 

METODE PENELITIAN 

Dalam bab ini, langkah-langkah sistematis yang dilakukan 

dalam proses pengerjaan Tugas Akhir. Kegiatan terdiri atas studi 

literatur, analisis sistem model penyakit MERS-CoV, formulasi 

masalah kontrol optimal, menentukan penyelesaian kontrol 

optimal, simulasi dengan software MATLAB, penarikan 

kesimpulan dan pemberian saran, serta penulisan laporan Tugas 

Akhir. 

3.1.  Studi Literatur 

Pada tahap ini dilakukan identifikasi permasalahan dan 

studi literatur dari beberapa buku, jurnal, penelitian, paper, 

maupun  artikel dari internet mengenai referensi penyakit 

MERS-CoV, model matematika penyakit MERS-CoV, analisis 

sistem yang meliputi kestabilan, keterkontrolan, dan 

keteramatan, kriteria Routh-Hurwitz, metode Runge-Kutta orde 

empat serta teori kontrol optimal dengan penyelesaian 

menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. 

 

3.2. Analisis Sistem Model Penyebaran Penyakit MERS-

CoV 

Pada tahap ini akan dianalisis mengenai model 

matematika pada sistem penyebaran penyakit MERS meliputi 

kestabilan, keterkontrolan, dan keteramatan sistem. Langkah 

pertama yang dilakukan dalam analisis sistem adalah mencari 

titik setimbang. Kemudian dilakukan pelinieran hingga 

terbentuk matriks Jacobian yang selanjutnya dapat dianalisis 

sistem tersebut stabil atau tidak berdasarkan nilai eigen yang 

didapatkan. Untuk menganalisis keterkontrolannnya dapat 

dilakukan dengan membentuk matriks keterkontrolan dan 

menentukan jumlah rank dari matriks tersebut. Selanjutnya, 

untuk menganalisis keteramatan suatu sistem dengan 
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membentuk matriks  keteramatan kemudian menentukan jumlah 

rank dari matriks tersebut.   

3.3. Formulasi Masalah Kontrol Optimal 

Pada tahap ini dilakukan perancangan masalah kontrol 

optimal dari model matematika penyebaran penyakit MERS-

CoV yang meliputi fungsi objektif syarat batas yang harus 

dipenuhi,  kontrol berupa pengaturan dosis obat  (  ) dan 

penyuluhan kesehatan (  ). 

3.4. Menentukan Penyelesaian Kontrol Optimal 

Pada tahap ini dilakukan penyelesaian kontrol optimal 

dari model matematika penyebaran penyakit MERS-CoV 

dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin. Langkah-

langkah yang dilakukan pada tahap ini sebagai berikut: 

1. Membentuk fungsi Hamiltonian 

2. Menentukan persamaan state dan costate 

3. Menentukan kondisi batas yang harus dipenuhi 

4. Menentukan kontrol optimal 

 

3.5. Simulasi dengan Software Matlab 

Pada tahap ini, dicari solusi numerik dari permasalahan 

kontrol optimal pada model sistem penyebaran  penyakit MERS-

CoV dengan memanfaatkan persamaan state, costate, persamaan 

kontrol optimal serta kondisi-kondisi yang harus terpenuhi. 

Kemudian disimulasikan untuk melihat pengaruh kontrol sistem 

pada grafik yang dihasilkan dengan menggunakan software 

MATLAB. Kemudian dilakukan analisa kembali terhadap hasil 

pemberian kontrol sistem untuk menentukan bahwa terdapat 

pengaruh setelah diberikan kontrol. 

3.6. Penarikan Kesimpulan dan Pemberian Saran 

Dari hasil pada tahap-tahap sebelumnya, maka penarikan 

kesimpulan dari penelitian ini dapat dilakukan sekaligus 

pemberian saran guna perbaikan dan pengembangan untuk 

penelitian selanjutnya. 
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3.7. Penulisan Laporan Tugas Akhir 

Pada tahap ini dilakukan penyusunan laporan setelah 

mendapatkan penyelesaian dan simulasi serta penarikan 

kesimpulan dari topik ini.  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Gambar 3. 1 Diagram Alir Metodologi Penelitian 
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BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

ANALISIS DAN PEMBAHASAN 

 
Dalam bab ini dibahas analisis perilaku sistem model 

penyebaran penyakit MERS-CoV. Dari model tersebut akan 

dibahas meliputi titik kesetimbangan, analisis kestabilan, analisis 

keterkontrolan, dan analisis keteramatan. Selanjutnya, dibahas 

model matematika penyebaran penyakit MERS-CoV dengan 

kontrol optimal menggunakan metode Prinsip Maksimum 

Pontryagin dan hasilnya disimulasikan dengan  aplikasi 

MATLAB. 

 

4.1. Analisis Sistem Model Penyebaran Penyakit MERS-

CoV 

 Pada subbab ini dibahas analisis sistem model matematika 

penyebaran penyakit MERS-CoV meliputi titik kesetimbangan, 

analisis kestabilan, analisis keterkontrolan, dan analisis 

keteramatan. Model matematika penyebaran penyakit MERS-

CoV terdapat enam kelas (subpopulasi). Populasi manusia dibagi 

menjadi enam subpopulasi, yaitu 

1.  ( ) : Populasi manusia rentan pada saat   

2.  ( ) : Populasi manusia terpapar pada saat   

3.  ( ) : Populasi manusia terinfeksi dengan adanya gejala pada 

saat   

4.  ( )  : Populasi manusia terinfeksi tanpa adanya gejala pada 

saat   

5.  ( ) : Populasi manusia rawat inap pada saat   

6.  ( ) : Populasi manusia sembuh dari penyakit pada saat   

 Selanjutnya keenam subpopulasi tersebut ditulis dengan 

          dan    
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 Pendefinisian variabel dan nilai parameter yang digunakan 

dalam model matematika penyebaran penyakit MERS-CoV dapat 

dilihat pada Tabel 4.1 dan Tabel 4.2 berikut. 

Tabel 4. 1 Keterangan Variabel pada Model Matematika    

    Penyebaran Penyakit MERS-CoV 

Variabel Keterangan  

 ( ) Jumlah populasi manusia rentan pada saat   

 ( ) Jumlah populasi manusia terpapar pada saat   

 ( ) Jumlah populasi manusia terinfeksi dengan 

gejala pada saat   

 ( ) Jumlah populasi manusia terinfeksi tanpa gejala 

pada saat   

 ( ) Jumlah populasi manusia rawat inap pada saat   

 ( ) Jumlah populasi manusia sembuh pada saat   

 ( ) Jumlah total populasi manusia pada saat   

 

Tabel 4. 2 Nilai Parameter pada Model Matematika Penyebaran 

Penyakit MERS-CoV (Kim Yunhwan, dkk) 

Parameter Nilai 

Awal 

Sumber 

β 
0,0835 rate penularan dari manusia ke 

manusia per satuan waktu (hari) 

  22 rate penularan pasien rawat inap 

  

1/(6,6) rate individu yang terpapar 

menjadi infeksi (gejala atau tanpa 

gejala) 

ρ 
0,585 rate dari kelas terpapar ke kelas 

infeksi dengan gejala I 

   
0,6403 rate interaksi antara kelas terinfeksi 

dengan kelas rawat inap 

   1/5 rate sembuh tanpa rawat inap 

   1/7 rate sembuh dengan rawat inap 
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Karena             dan   merupakan jumlah  individu 

masing-masing subpopulasi, maka                  Selain 

itu, untuk setiap parameter                     

Beberapa asumsi yang digunakan dalam model matematika 

penyakit MERS-CoV, yaitu: 

1. Tidak dimasukkan laju kematian  atau laju kematian 

diabaikan. 

2. Rate sembuh tanpa rawat inap yang digunakan lebih besar 

dari rate sembuh dengan rawat inap berdasarkan situasi 

epidemiologi kluster MERS-CoV tahun 2015 dan 

implikasinya bagi respo kesehatan masyarakan di Korea 

Selatan. 

Berdasarkan populasi penyebaran penyakit MERS-CoV 

yang ada serta asumsi-asumsi dan parameter yang telah 

disebutkan maka dapat dibentuk diagram transmisi populasi 

penyebaran penyakit MERS-CoV sebagai berikut. 

 
Gambar 4. 1 Diagram Kompartemen Model Matematika 

Penyebaran Penyakit MERS-CoV 



26 

 

 

  Berdasarkan diagram di atas, model matematika 

penyebaran penyakit MERS-CoV dapat disajikan dalam sistem 

persamaan 2.1-2.6 sebagai berikut. 
  

  
   

 (    )

 
  

  

  
  

 (    )

 
     

  

  
     (     )   

  

  
  (   )   

  

  
          

  

  
           

  Keterangan variabel dan nilai parameter dapat dilihat 

pada Tabel 4.1 dan Tabel 4.2. Selanjutnya, akan dicari titik 

kesetimbangan dari model matematika penyebaran penyakit 

MERS-CoV. 

 

4.1.1 Titik Kesetimbangan 

  Titik setimbang pada model penyebaran penyakit MERS-

CoV diperoleh dari 
  

  
 
  

  
 
  

  
 
  

  
 
  

  
  dan 

  

  
 saat bernilai nol, 

sehingga persamaan (2.1) - (2.6) dapat ditulis sebagai berikut: 

  

  
   

 (    )

 
                                                               (   )  

  

  
  

 (    )

 
                                                          (   )  

  

  
     (     )                                                   (   )  
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  (   )                                                               (   )  

  

  
                                                                      (   )  

  

  
                                                                       (   )  

  Berdasarkan persamaan (4.1) – (4.6), diperoleh dua titik 

setimbang yaitu titik setimbang bebas penyakit (non endemik) 

dan titik setimbang endemik. 

 

 

a. Titik Setimbang Bebas Penyakit (Non Endemik) 

Titik setimbang bebas penyakit (non endemik) merupakan 

kondisi ketika tidak terdapat penyebaran penyakit MERS-CoV. 

Titik setimbang tersebut diperoleh pada saat tidak ada individu 

yang terinfeksi baik itu terinfeksi dengan adanya gejala (  

 ) maupun terinfeksi tanpa gejala (   ). Dengan 

mensubstitusikan nilai      dan      ke persamaan 4.1, 4.2, 

4.5, dan 4.6 sebagai berikut. 

Dari Persamaan 4.5, 
  

  
   

  

  
            

          

       

Dari Persamaan 4.6, 
  

  
   

  

  
             

                              

Dari Persamaan 4.1, 
  

  
   

  

  
   

 (    )
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Dari Persamaan 4.2, 
  

  
   

  

  
  

 (    )

 
       

  
         

 
       

          

        
Misalkan titik setimbang bebas penyakit (non endemik) 

dinyatakan dalam    (                 ). Maka titik 

setimbang bebas penyakit (non endemik) dari model penyebaran 

penyakit MERS-CoV adalah    (           )  

 

Tabel 4. 3 Nilai Awal Sub-populasi untuk Kondisi Awal 

Populasi Nilai Awal    Sumber 

 ( ) 400 Asumsi 

 ( ) 150 Asumsi 

 ( ) 100 Asumsi 

 ( ) 50 Asumsi 

 ( ) 180 Asumsi 

 ( ) 120 Asumsi 

N 1000 Asumsi 

 

b. Titik Setimbang Endemik 

Titik setimbang endemik merupakan kondisi ketika terdapat 

individu yang terinfeksi dengan adanya gejala (   )  Sehingga 

diperoleh              . Misalkan titik setimbang  endemik 

dinyatakan dalam    (                 )   Dari Persamaan 

4.1-4.6 didapatkan titik setimbang endemik sebagai berikut:  

 

 



29 

 

 

 

Dari Persamaan 4.4  
  

  
    

  

  
  (   )     

           

         

       
karena   diatas nilainya tidak sama dengan nilai parameter yang 

diberikan, maka        

Dari Persamaan 4.3  
  

  
    

  

  
     (     )     

 (     )        

    
     

(     )
  dengan         

Dari Persamaan 4.5  
  

  
    

  

  
            

          

   
    

  
  

    
       

  (     )
   

Dari Persamaan 4.6  
  

  
    

  

  
            

   
     

(     )
   

       

  (     )
    

 
       

(     )
  

       

(     )
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Dari Persamaan 4.2  
  

  
    

  

  
  

 (    )

 
       

 
   

 
 

    

 
       

 
     

 (     )
 

         

   (     )
       

 
       

   (     )
 

         

   (     )
 

   (     )  

   (     )
    

                      (     )      

   (                 (     ))     

                  (     )     

                (     )  

  (           )     (     )  

    
   (     )

(           )
   

atau  

        

Dari Persamaan 4.1  
  

  
    

  

  
   

 (    )

 
    

  
   

 
 

    

 
    

 

   (     )

(         )

    

(     )
 

 
  

   (     )

(         )

      

  (     )
  

 
  

    
    

  
  

          

Berdasarkan uraian diatas, diperoleh titik setimbang endemik 

penyebaran penyakit MERS-CoV yang dinyatakan dalam 

   (                 )  (                ) sehingga, 

   (
   (     )

          
    

     

(     )
   

       

  (     )
   ) 
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Selanjutnya, menentukan salah satu titik setimbang dengan 

memisalkan nilai awal untuk        dan memasukkan nilai 

parameter pada Tabel 4.2 ke    sehingga diperoleh salah satu titik 

setimbang   ( )  (                   ) yang akan 

digunakan untuk menganalisis kestabilan. 

4.1.2 Analisis Kestabilan  

  Dari persamaan 2.1-2.6 dapat dinyatakan sebagai fungsi 

dari variabel           dan   sehingga dapat ditulis sebagai 

berikut:   

  (           )    
 (    )

 
  

  (           )   
 (    )

 
     

  (           )      (     )   

  (           )   (   )   

  (           )           

  (           )           
 Model penyebaran penyakit MERS-CoV diatas 

merupakan sistem non linier sehingga harus dilakukan pelinieran 

terlebih dahulu disekitar titik setimbangnya dengan membentuk 

matriks Jacobian. Analisis kestabilan model tersebut dilakukan 

dengan pendekatan Deret Taylor, yaitu: 

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   )̅  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   )̅  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   )̅  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                       
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  
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  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   )̅  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   )̅  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   )̅  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

                                      
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
(   ̅)  

Misalkan :  ̿     ̅ 

       ̿     ̅ 

       ̿      ̅ 

      ̿     ̅  

     ̿     ̅  

      ̿     ̅  
hingga,  
  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  
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  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

  (           )  
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

 
   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

   ( ̅  ̅  ̅  ̅  ̅  ̅)

  
 ̿  

Jika dinyatakan dalam bentuk matriks, adalah: 

(

 
 
 

 ̇
 ̇
 ̇

 ̇
 ̇
 ̇)

 
 
 

 

(

 
 
 
 
 
 
 

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  

   ( ̅)

  )

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

 ̿

 ̿

 ̿

 ̿

 ̿

 ̿)

 
 
 
 

  

 

Dari pendekatan Deret Taylor, dapat dinyatakan dalam bentuk 

matriks sebagai berikut:  

  

(

 
 
 
 
 
 
 

   

  

   

  
   

  
   

  
   

  
   

  
   

  

   

  
   

  
   

  
   

  
   

  

   

  

   

  
   

  
   

  
   

  
   

  
   

  

   

  
   

  
   

  
   

  
   

  

   

  

   

  
   

  
   

  
   

  
   

  
   

  

   

  
   

  
   

  
   

  
   

  )

 
 
 
 
 
 
 

(

 
 
 
 

 ̿

 ̿
 ̿

 ̿
 ̿
 ̿)
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(

 
 
 

        

         

       

   
     
     
   

    

     
      

       
  
   
     
     )

 
 
 

(

 
 
 
 

 ̿

 ̿

 ̿

 ̿

 ̿
 ̿)

 
 
 
 

  

Dari hasil diatas, dapat ditulis dalam bentuk Jacobian sebagai 

berikut: 

  

(

 
 
 

        

         

       

   
     
     
   

    
     
      

       
  
   
     
     )

 
 
 

                      (   )  

dengan 
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a. Kestabilan Pada Titik Setimbang Non Endemik 

Sebelumnya diperoleh titik setimbang non endemik    

(           )  maka 

    

(

 
 
 

        

         

       

   
     
     
   

    

     
      

       
  
   
     
     )

 
 
 

  

dengan 

                     

                           

                    

           

                 

                 

Selanjutnya, dicari persamaan  karakteristik dari matriks 

Jacobi tersebut dengan menggunakan    (      )     

|

|
 

                      

                    

                      

     
               
      
    

   

                              
                              

                               
         

    
       
     

|

|
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kemudian dengan menggunakan ekspansi kofaktor terhadap baris 

pertama untuk mempermudah perhitungan dapat dilihat pada 

Lampiran 1, sehingga diperoleh persamaan karakteristik sebagai 

berikut. 

  (      
        )    

dengan  

                 

                            

                  

  

Dari persamaan karakteristik diperoleh nilai eigen          dan 

yang lainnya adalah akar-akar dari persamaan       
  

        

Selanjutnya, untuk memperoleh akar-akar karakteristik (nilai 

eigen) dari persamaan       
         menggunakan 

kriteria Routh-Hurwitz maka dapat dibuat tabel sebagai berikut: 

 

  

  

 
  

 
  
  

  

    
    
      
      

  

 

Dimana 

   
       

  
 

       

  
  

   
      

  
 

         
 

    
  

 

Nilai eigen yang didapat sebelumnya yaitu         . Agar 

sistem stabil, maka nilai-nilai pada kolom pertama tabel Routh-

Hurwitz diatas harus bertanda sama. Karena           bernilai 

positif, maka           harus bernilai positif agar sistem stabil. 

   akan bernilai positif jika                    . Jadi 
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dapat disimpulkan sistem stabil di titik setimbang bebas penyakit 

jika                       
 . 

 

b. Kestabilan Pada Titik Setimbang Endemik 

 Sebelumnya diperoleh titik setimbang non endemik 

   (
   (     )

          
    

     

(     )
   

       

  (     )
   )  maka 

    

(

 
 
 

        

         

       

   
     
     
   

    
     
      

       
  
   
     
     )

 
 
 

  

dengan 
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Selanjutnya, dicari persamaan  karakteristik dari matriks 

Jacobi tersebut dengan menggunakan    (      )     

|

|
 

                   

            

               

     
               
               
            

   

                                 
                                 

                                      
       

     
       
     

|

|
   

kemudian dengan menggunakan ekspansi kofaktor terhadap baris 

pertama untuk mempermudah perhitungan dapat dilihat pada 

Lampiran 1, sehingga diperoleh persamaan karakteristik sebagai 

berikut. 

  (      
     

        )    

dengan  

                     

      (          )    (     )   (      
            )           

      (  (     )  (        )       )  
            (     )                  

      (   (     )         )           

Dari persamaan karakteristik diperoleh nilai eigen        dan 

yang lainnya adalah akar-akar dari persamaan       
  

   
          

Selanjutnya, untuk memperoleh akar-akar karakteristik (nilai 

eigen) dari persamaan       
     

         
menggunakan kriteria Routh-Hurwitz maka dapat dibuat tabel 

sebagai berikut: 
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Dimana 

   
        

  
 

       

  
  

   
        

  
     

   
         

  
 

         
    

   

    
  

   
      

  
 

    

  
     

 

Nilai eigen yang didapat sebelumnya yaitu       . Agar sistem 

stabil, maka nilai-nilai pada kolom pertama tabel Routh-Hurwitz 

diatas harus bertanda sama. Karena           dan    bernilai 

positif, maka                 harus bernilai positif agar 

sistem stabil.    akan bernilai positif jika             akan 

bernilai positif jika          
    

     Jadi dapat 

disimpulkan sistem stabil di titik setimbang penyakit jika     . 

4.1.3 Analisis Keterkontrolan 

Analisis keterkontrolan memerlukan sistem yang telah 

dilinierkan, maka dengan  menggunakan dengan menggunakan 

matriks Jacobian di sekitar titik setimbang pada Persamaan 4.7 

dan memasukkan nilai titik kesetimbangan di sekitar   ( ),  maka 

diperoleh persamaan linier sebagai berikut: 

  ̅  
  ̅

  
 

         

 
  

    

 
  

     

 
                                 (   )  

  ̅  
  ̅

  
 

        

 
  

    

 
  

     

 
                           (   )  
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  ̅  
  ̅

  
     (     )                                                       (    )  

  ̅  
  ̅

  
  (   )                                                                   (    )  

  ̅  
  ̿

  
                                                                          (    )  

   ̅  
  ̅

  
                                                                          (    )  

         Selanjutnya Persamaan 4.8 – 4.13 diberikan tindakan 

kontrol yaitu pengaturan dosis obat  (  ) untuk meminimalkan 

tingkat kematian (menurunkan populasi terinfeksi dengan gejala, 

menurunkan populasi rawat inap, meningkatkan populasi 

sembuh) dan penyuluhan kesehatan (  ) untuk menurunkan 

populasi terinfeksi dengan gejala dan menurunkan populasi rawat 

inap. Berdasarkan hal tersebut maka diagram kompartemen 

model penyebaran penyakit MERS dengan kontrol optimal 

sebagai berikut: 

 

 
 

Gambar 4. 2  Diagram Kompartemen Model Matematika 

Penyebaran Penyakit MERS-CoV dengan Kontrol Optimal 
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         Berdasarkan diagram kompartemen diatas, model 

penyebaran penyakit MERS-CoV dengan kontrol dapat disajikan 

dalam sistem persamaan differensial sebagai berikut: 

  ̅  
  ̅

  
 

         

 
    

    

 
    

     

 
                  (    )  

  ̅  
  ̅

  
 

        

 
    

    

 
    

     

 
                      (    )  

  ̅  
  ̅

  
     (     )                                                   (    )  

  ̅  
  ̅

  
                                                                      (    )   

  ̅  
  ̅

  
 (       )                                                           (    )  

   ̅  
  ̅

  
 (       )                                                           (    )  

Tabel 4. 4  Tambahan Parameter pada Model Penyebaran 

Penyakit MERS-CoV dengan Kontrol 

Parameter Keterangan 

   Kontrol dengan Pengaturan Dosis Obat  

   Kontrol dengan Penyuluhan Kesehatan 

Berdasarkan persamaan 4.14-4.19, diperoleh dua titik setimbang 

model matematika penyebaran penyakit MERS-CoV dengan 

kontrol optimal yaitu titik setimbang bebas penyakit (non 

endemik) dan titik setimbang endemik. 

 

 

a. Titik Setimbang Bebas Penyakit (non endemik) dengan 

Kontrol Optimal 

Titik setimbang bebas penyakit (non endemik) merupakan 

kondisi ketika tidak terdapat penyebaran penyakit MERS-CoV 

dengan kontrol optimal. Titik setimbang tersebut diperoleh pada 

saat tidak ada individu yang terinfeksi baik itu terinfeksi dengan 

adanya gejala (   ) maupun terinfeksi tanpa gejala (   ). 

Dengan mensubstitusikan nilai      dan      ke persamaan 

4.14, 4.15, 4.18, dan 4.19 sebagai berikut. 
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Dari Persamaan 4.18, 
  

  
   

  

  
 (       )      

 (     )      

       

Dari Persamaan 4.19, 
  

  
   

  

  
 (       )       

                              

Dari Persamaan 4.14, 
  

  
   

  

  
 

         

 
    

    

 
    

     

 
       

  
         

 
           

        

Dari Persamaan 4.15, 
  

  
   

  

  
 

        

 
    

    

 
    

     

 
            

                

        
Misalkan titik setimbang bebas penyakit (non endemik) 

dengan kontrol optimal dinyatakan dalam 

  
  (                 ). Maka titik setimbang bebas 

penyakit (non endemik) dari model penyebaran penyakit MERS-

CoV dengan kontrol optimal adalah   
  (           )  

 

 

b. Titik Setimbang Endemik dengan Kontrol Optimal 

Titik setimbang endemik merupakan kondisi ketika terdapat 

individu yang terinfeksi dengan adanya gejala (   )  Sehingga 

diperoleh              . Misalkan titik setimbang  endemik 

dinyatakan dalam   
  (                 )   Dari Persamaan 
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4.14-4.19 didapatkan titik setimbang endemik dengan kontrol 

optimal sebagai berikut:  

Dari Persamaan 4.17,  
  

  
    

  

  
              

           

        
karena   diatas nilainya tidak sama dengan nilai parameter yang 

diberikan, maka        

Dari Persamaan 4.16,  
  

  
    

  

  
     (     )        

 (     )          

    
     

(     )  
  dengan         

Dari Persamaan 4.18,  
  

  
    

  

  
 (       )       

              

           
    

(     )  
  

         
    

(     )
  

    
      

    (     )
   

Dari Persamaan 4.19,  
  

  
    

  

  
 (       )      

   
     

(     )  
     

       

    (     )
      

 
       

(     )
  

       

(     )
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Dari Persamaan 4.15,  
  

  
    

  

  
 

        

 
    

    

 
    

     

 
             

 
        

 
  

        

(     )
 

           

  (     )

(         )  
 

    

 
  

     

(     )  
 

     

 
  

      

    (     )
         

  
        

 (     )
 

           

   (     )
 

        

 (     )
 

           

   (     )
 

        

          

Dari Persamaan 4.14,  
  

  
    

  

  
 

         

 
    

    

 
    

     

 
       

 (         )                        

 (         )    

      
    

(     )  
        

      

    (     )
  

   

        

(     )
 

           

  (     )

(         )  
  

Berdasarkan uraian diatas, diperoleh titik setimbang 

endemik penyebaran penyakit MERS-CoV dengan kontrol 

optimal yang dinyatakan dalam   
  (                 )  

(                ) sehingga, 

  
 

 (

        

(     )
 

           

  (     )

(         )  
    

    

(     )  
   

      

    (     )
   ) 

Selanjutnya, menentukan salah satu titik setimbang dengan 

memisalkan nilai awal untuk        dan memasukkan nilai 
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parameter pada Tabel 4.2 ke    sehingga diperoleh salah satu titik 

setimbang   
 ( )  (      

  

  
   

  

  
    ) 

 

Selanjutnya, persamaan 4.14 – 4.19 dapat dinyatakan sebagai 

sistem persamaan linear  ̇       dengan 

  

(

 
 
 
 

        

         

       

   

     

     

   

       

     

      

       
  

   
     

     )

 
 
 
 

 

dengan 

    
         

 
        

    

 
         

     

 
    

    
        

 
                

    

 
       

     

 
    

           (      )    
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Matriks B sebagai berikut: 

  

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   

   
̅̅ ̅̅

   )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(

 
 
 
 
 

 
    

 
  

     

 
    

         

 
 

    

 
  

     

 
 

 (     ) 

  
       

       

        

 
    

 
 
 
 )

 
 
 
 
 

  

Setelah itu disubstitusikan nilai   
 ( ) dan nilai parameter pada 

Tabel 4.2 ke dalam matrik B sehingga diperoleh matriks  B 

sebagai berikut: 

  

(

 
 
 

            
          

          

           
      
      

        
 
 
 
 )

 
 
 

 

(

 
 
 

    
   

   

   

   

   

   

 
 
 
 )

 
 
 

  

  

(

 
 
 
 

       
    

    

    

    

    

    

 
 
 
 )

 
 
 
 

  

Matriks keterkontrolan    dapat disusun sebagai berikut: 

   (               )  
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    )
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     )

 
 
 

 

 

(
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     )

 
 
 

 

 

(
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48 

 

 

     

(

 
 
 
 

        

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    )
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(

 
 
 

        

         

       

   
      
      
   

  
         
      

       
  
   
       
     )

 
 
 

 

 

(

 
 
 

    
   

   

   

   

   

   

 
 
 
 )

 
 
 

  

    

(

 
 
 
 

          

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     )

 
 
 
 

  

 

 



49 

 

 

 

Sehingga matriks   , 

   

(

 
 
 
 

       

    

    

    

    

    

    

 
 
 
 

         

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

        

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

  

 

        

    

    

    

    

    

    

    

    

    

    

  

         

    

    

    

    

    

     

     

     

     

     

          

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     )

 
 
 
 

 

dengan  

                                  (           

          )                (           
  

          
                         )          

                (          
            

  

                       
            

  
                       )                   

  

                              
            

  

            
            

            
   

  
            

            
            

    
          

                                   
  

            
            

            
          

(         
           

               
  

          
            

   
              

  
         

            
   

            
   

  
            

            
            

    
           

                 )           
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Dari matriks diatas, dapat diperoleh kesimpulan bahwa 

sistem dinamik bersifat terkontrol, karena terdapat rank matriks 

   yaitu 6. Selanjutnya dilakukan analisis keteramatan. 

 

4.1.4 Analisis Keteramatan 

         Sama dengan proses analisis keterkontrolan diperlukan 

sistem yang telah dilinierkan, maka dengan  menggunakan 

dengan menggunakan matriks Jacobian di sekitar titik setimbang. 

 

        Matriks C diperoleh berdasarkan fungsi tujuan, maka bentuk 

matriksnya sebagai berikut: 

  (      )

(

 
 

 
 
 
 
 
 )

 
 

  

  (                  )  

Sehingga,  

   (      )

[
 
 
 
 
 
        

         

       

   
     
     
   

       

     
      

       
  
   
     
     ]

 
 
 
 
 

   

   (                  )  

    (      )

[
 
 
 
 
 
        

         

       

   
     
     
   

       

     
      

       
  
   
     
     ]

 
 
 
 
 
 

  

    (                  )  
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    (      )
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     ]

 
 
 
 
 
 

  

    (                  )  

    (      )
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     ]

 
 
 
 
 
 

  

    (                  )  

    (      )
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     ]

 
 
 
 
 
 

  

    (                  )  
 

Matriks keteramatan    dapat disusun sebagai berikut: 

   

[
 
 
 
 
 

 
  
   

   

   

   ]
 
 
 
 
 

  

 

Sehingga matriks   , 
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Dari matriks diatas, dapat diperoleh kesimpulan bahwa 

sistem dinamik bersifat tak teramati, karena didapat rank matriks 

 𝑜 yaitu  5.   

 

4.2. Masalah Kontrol Optimal dan Penyelesaian Kontrol 

Optimal 

         Pada tahap ini, akan dilakukan formulasi masalah kontrol 

optimal model penyebaran penyakit MERS dengan pengaturan 

dosis obat dan penyuluhan kesehatan. Untuk menganalisis hasil 

simulasi digunakan metode Runge-Kutta orde empat dalam 

menyelesaikan numeriknya. Selanjutnya, penyelesaian kontrol 

optimal dengan menggunakan Prinsip Maksimum Pontryagin.  

 

 
Fungsi objektif untuk model penyebaran penyakit MERS-CoV 

dengan pengaturan dosis obat dan penyuluhan kesehatan yaitu: 

 (     )     ∫ * ( )   ( )   ( )  
  

 
  

 ( )    
  

 
  

 ( )+    
  

  
  

dimana    adalah bobot untuk pengaturan dosis obat dan    

adalah bobot untuk penyuluhan kesehatan.     
  adalah biaya 

untuk kontrol pengaturan dosis obat dan     
  adalah biaya untuk 

kontrol penyuluhan kesehatan. 
 Fungsi objektif untuk meminimalkan jumlah individu 

terinfeksi dengan gejala, jumlah individu rawat inap, dan 

meningkatkan jumlah individu sembuh. 

 Selanjutnya, untuk menyelesaikan kontrol optimal harus 

ditentukan fungsi Lagrangian dan fungsi Hamiltonian.  

Lagrangian dari masalah ini, yaitu:    ( )   ( )   ( )  
  

 
  

 ( )  
  

 
  

 ( )  Kemudian akan dicari Hamiltonian 

(  ) sebagai berikut: 
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   ( ( )   ( )   ( )  
  

 
  

 ( )  
  

 
  

 ( ))  

         ∑     
 
     

       ( ( )   ( )   ( )  
  

 
  

 ( )  
  

 
  

 ( ))  

           (
         

 
    

    

 
    

     

 
   )  

           (
        

 
    

    

 
    

     

 
        )  

            (               )    (        )  

           ((       )  )    ((       )  )   

Untuk mendapatkan persamaan state dan costate yang optimal 

dilakukan dengan menurunkan persamaan parsial fungsi 

Hamiltonian (  ) seperti berikut: 

a. State 

  ( )  
    

   
 

         

 
     

    

 
      

     

 
     

  ( )  
    

   
 

        

 
    

    

 
    

     

 
    

                        

  ( )  
    

   
     (     )     

  ( )  
    

   
            

  ( )  
    

   
 (       )    

  ( )  
    

   
 (       )    

 

b. Costate 

  
   

   

  
  (   (

         

 
  )    (

        

 
  ))  

   
   

   

  
  (   (   )    (  )   (      )  
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  (    ( 

    

 
  )    (

    

 
  )  

                               (         )    (    )   (    ))   

  
   

   

  
    

  
   

   

  
  (    ( 

     

 
  )   (

     

 
  )  

                             (    )    (    )  

  
   

   

  
     

Dengan kondisi transfersality yaitu: 

  (  )    (  )    (  )    (  )    (  )    (  )     

 

Selanjutnya, menentukan kondisi optimal dengan cara 

menurunkan fungsi Hamiltonian terhadap            Berdasarkan 

prinsip optimal, maka 
   

   
   dan 

   

   
  , sehingga diperoleh 

karakteristik kontrol optimal            sebagai berikut: 

1. Kontrol    
  

   

   
    

        ( 
    

 
  

     

 
 )   (

    

 
  

     

 
 )  

  (        )    (       )     (       )     

  
  

  (
    

 
  

     

 
 )   (

    

 
  

     

 
 )   (       )   (       )    (       )

  
  

 

2. Kontrol   
  

   

   
    

       (
         

 
 )     (

        

 
    )  

   (  )     
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  (
        

 
 )    (

        

 
    )    (  )

  
  

       Karena nilai kontrolnya dibatasi yaitu:        dan 

      , sehingga 

  
     {     (  

  (
    

 
   

     

 
 )   (

    

 
  

     

 
 )

  
  

   (       )    (       )     (       )

  
)}  

                (    ) 

  
     {     (  

  (
        

 
 )    (

        

 
    )    (  )

  
)}   

(    ) 

          Untuk menunjukkan bahwa    mempunyai nilai minimum 

di    dan   , maka diuji pada turunan kedua yaitu: 

     

   
  

 (        ( 
    

 
  

     

 
 )   (

    

 
  

     

 
 )

   
  

             
   (        )   (       )    (       )

   
)        

     

   
  

 (       (
         

 
 )    (

        

 
    )    (  ))

   
 

                 

Hasil dari turunan kedua    semuanya lebih dari 0 atau bernilai 

positif, maka terbukti bahwa     memiliki nilai minimum di    

dan   . 

 

4.3. Solusi Numerik dengan Metode Runge-Kutta Orde 4 

Fungsi dari Persamaan (4.9)-(4.12) dapat diselesaikan 

dengan cara numerik menggunakan metode Runge Kutta orde 4. 

Persamaan yang diselesaikan secara numerik adalah persamaan 

state dan costate. Diketahui bahwa state merupakan nilai awal, 

maka dapat diselesaikan dengan menggunakan metode forward 

sweep dan diketahui bahwa costate merupakan nilai awal, maka 
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dapat diselesaikan dengan menggunakan metode backward 

sweep. Langkah-langkah penyelesaian metode Runge-Kutta orde 

4 yaitu: 

1. Memberikan inisialisasi nilai awal                   

2. Menggunakan nilai awal   ( )       ( )       ( )  

     ( )       ( )           ( )      

3. Melakukan  iterasi numerik persamaan state secara forward 

sweep. 

          
 

 
(                         )  

          
 

 
(                         )  

          
 

 
(                         )  

          
 

 
(                         )  

          
 

 
(                         )  

          
 

 
(                         )  

Uraian lengkap proses mencari                              

                                                              

                                                                 

              bisa dilihat pada Lampiran 2. 

4. Melakukan iterasi numerik persamaan costate secara 

backward sweep 

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  
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(     

       
       

      
)  

Uraian lengkap proses mencari      
       

       
       

   

      
       

      
       

       
       

       
       

      
       

   

      
       

       
       

      
       

       
       

       
       

 bisa dilihat pada Lampiran 2. 

          Persamaan state dan costate yang digunakan adalah 

persamaan yang masih mengandung            Hal ini dilakukan 

karena            mengandung variabel 

                dan      Persamaan state akan diselesaikan 

dengan metode forward swepp, sedangkan persamaan costate 

akan diselesaikan dengan metode backward sweep. 

1. Memberikan inisialisasi nilai awal                   

2. Menggunakan nilai awal  ( )      ( )      ( )  

    ( )      ( )          ( )      

3. Menghitung nilai   
  pada persamaan (4.20) dan   

  pada 

persamaan (4.21). 

4. Melakukan  iterasi numerik persamaan state secara forward 

sweep. 

        
 

 
(                     )  

        
 

 
(                     )  

        
 

 
(                     )  

        
 

 
(                     )  

        
 

 
(                     )  

        
 

 
(                     )  

Uraian lengkap proses mencari                                
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                                               bisa dilihat pada 

Lampiran 2. 

5. Melakukan iterasi numerik persamaan costate secara 

backward sweep 

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

     
    

 
 

 
(     

       
       

      
)  

Uraian lengkap proses mencari      
       

       
       

   

      
       

      
       

       
       

       
       

      
       

   

      
       

       
       

      
       

       
       

       
       

 bisa dilihat pada Lampiran 2. 

6. Memperbarui nilai           dengan mensubstirusi nilai 

kemudian                             dan     yang baru 

kedalam karakterisasi kontrol optimal pada Persamaan (4.20) 

dan (4.21). 

 

4.4. Simulasi dan Analisis 

Pada subbab ini, dilakukan simulasi dengan menggunakan 

parameter pada Tabel 4.2 dan simulasi dengan nilai awal pada 

Tabel 4.3 sebagai berikut: 

S(0) = 400; E(0) = 150; I(0) = 100 

A(0) = 50; H(0) = 180; R(0) = 120 

dengan waktu akhir adalah 30 hari. 

Diasumsikan nilai         saat sebelum diberikan kontrol 

pada model penyebaran MERS-CoV. 
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         Dalam Tugas Akhir ini dilakukan simulasi dengan 

pemberian kontrol    dan    secara bersamaan untuk 

mengoptimalkan fungsi objektif. Hasil simulasinya sebagai 

berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4. 3 Grafik Populasi Rentan (S) sebelum dan sesudah 

diberikan kontrol 
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Gambar 4. 4 Grafik Populasi Terpapar (E) sebelum dan sesudah 

diberikan kontrol 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4. 5 Grafik Populasi Terinfeksi dengan Gejala (I) 

sebelum dan sesudah diberikan kontrol 
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Gambar 4. 6 Grafik Populasi Terinfeksi Tanpa Gejala (A) 

sebelum dan sesudah diberikan kontrol 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 4. 7 Grafik Populasi Rawat Inap (H) sebelum dan 

sesudah diberikan kontrol 
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Gambar 4. 8 Grafik Populasi Sembuh (R) sebelum dan sesudah 

diberikan kontrol 

 
Penjelasan Gambar 4.3 – 4.8: 

Gambar 4.3, menunjukkan populasi rentan (R) yang 

diberikan kontrol     sebesar satu mengalami penurunan. Kontrol 

   merupakan penyuluhan kesehatan secara maksimal pada 

populasi rentan (R).  Hal ini  mengakibatkan penurunan pada 

populasi terinfeksi dengan gejala (I) dan populasi rawat inap (H). 

Populasi rentan (S) berkurang sampai di     dan kemudian 

menjadi populasi terpapar (E). 

Gambar 4.4 menunjukkan populasi terpapar (E) di     

mengalami peningkatan berasal dari populasi rentan (S). Setelah 

populasi terpapar (E) yang diberikan kontrol     sebesar satu 

mengalami penurunan. Kontrol    merupakan penyuluhan 

kesehatan secara maksimal pada populasi terpapar (E). Hal ini  

mengakibatkan penurunan pada populasi terinfeksi dengan gejala 

(I) dan populasi rawat inap (H).  
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Gambar 4.5 menunjukkan populasi terinfeksi dengan gejala 

(I) diberikan kontrol    sebesar satu mengalami penurunan. 

Kontrol    merupakan pengaturan dosis obat dengan tepat. Selain 

itu, pemberian kontrol    memberikan dampak penurunan pada 

populasi  terinfeksi dengan gejala (I). Penurunan populasi 

terinfeksi dengan gejala (I)  mengakibatkan peningkatan pada 

populasi sembuh (R).  

 Gambar 4.6 menunjukkan terjadi peningkatan pada 

populasi terinfeksi tanpa gejala (A) sampai di hari ke-30. Setelah  

     grafik menunjukkan populasi terinfeksi tanpa gejala (A) 

menurun, hal ini disebabkan karena adanya  pemberian kontrol 

  .  

  Gambar 4.7 menunjukkan populasi rawat inap (H) 

diberikan kontrol    sebesar satu mengalami penurunan. Kontrol 

   merupakan pengaturan dosis obat dengan tepat. Hal ini  

mengakibatkan peningkatan pada populasi sembuh (R). 

  Gambar 4.8 menunjukkan peningkatan populasi sembuh 

(R). Dikarenakan pemberian kontrol    (pengaturan dosis obat) 

yang tepat pada populasi terinfeksi dengan gejala (I) dan populasi 

rawat inap (H). 

 Dari hasil simulasi, diperoleh kontrol    sebesar satu 

artinya kontrol berupa pengaturan dosis obat harus diberikan 

secara tepat dan  kontrol    sebesar satu artinya kontrol berupa 

penyuluhan kesehatan harus diberikan secara maksimal. Selain 

itu, didapatkan nilai fungsi objektif (J)  setelah diberikan kontrol 

sebesar 13.494.  
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“Halaman ini sengaja dikosongkan” 
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BAB V KESIMPULAN DAN SARAN 

KESIMPULAN DAN SARAN 

 

         Pada bab ini diberikan kesimpulan dari Tugas Akhir ini 

serta saran untuk penelitian selanjutnya. 

 

5.1. Kesimpulan 

1. Dari hasil penelitian Tugas Akhir ini diperoleh sistem 

yang stabil, terkontrol, dan tidak teramati. 

2. Dari hasil simulasi, saat diberikan kontrol    

(pengaturan dosis obat) sebesar satu grafik menunjukkan 

populasi terinfeksi dengan gejala (I) menurun, populasi 

rawat inap (H) menurun dan populasi rawat inap (R) 

meningkat. Sehingga kontrol    dapat digunakan dalam 

mengontrol populasi terinfeksi dengan gejala (I), 

populasi rawat inap (H)  dan populasi rawat inap (R). 

Dan saat diberikan kontrol    (penyuluhan kesehatan) 

sebesar satu grafik menunjukkan populasi rentan (S) 

menurun, populasi terpapar (E) menurun, dan populasi 

terinfeksi tanpa gejala (A) menurun. Sehingga kontrol    

dapat digunakan dalam mengontrol populasi rentan (S), 

populasi terpapar (E), dan populasi terinfeksi tanpa 

gejala (A). 

3. Dari hasil simulasi, diperoleh nilai kontrol    sebesar 

satu artinya pengaturan dosis obat yang tepat pada 

populasi terinfeksi dengan gejala (I) dan populasi rawat 

inap (H). Dan diperoleh nilai kontrol    sebesar satu 

artinya pemberian penyuluhan kesehatan secara 

maksimal pada populasi rentan (S) dan populasi terpapar 

(E). Populasi terinfeksi (I) sebelum diberikan kontrol 

dengan kondisi awal I(0)=100 menurun menjadi 0 

setelah diberikan kontrol. Populasi rawat inap (H) 

sebelum diberikan kontrol dengan kondisi awal 
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H(0)=180 menurun menjadi 51 setelah diberikan kontrol. 

Populasi sembuh (R) sebelum diberikan kontrol dengan 

kondisi awal R(0)=120 meningkat menjadi 876 setelah 

diberikan kontrol. Dengan pemberian kontrol    dan 

kontrol    pada model penyebaran penyakit MERS-CoV 

dapat bekerja dengan baik. 

 

 

5.2. Saran 

       Adapun saran yang diberikan oleh penulis untuk penelitian 

berikutnya adalah mengembangkan desain kontrol dengan 

menggunakan model yang berbeda.  
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LAMPIRAN 

 

Lampiran 1. Perhitungan Persamaan Karakteristik Analisis 

Kestabilan Non Endemik dan Endemik 

a. Persamaan Karakteristik Analisis Kestabilan Non Endemik 
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kofaktor baris pertama. 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 1. Lanjutan 

b. Persamaan Karakteristik Analisis Kestabilan Non Endemik 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 1. Lanjutan 
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Lampiran 2. Persamaan state secara forward seep persamaan 

costate secara backward seep 
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Lampiran 3. Source Code Matlab 

options=odeset('RelTol',1e-3,'AbsTol',[1e-3 1e-

3]); 
[T1,Y1] = ode45(@(t,y) TA_Novia(t, y, 0.0835, 

22, 1/(6.6), 0.585, 0.6403, 0.2, 1/7, 0, 0),[0 

30],[400; 150; 100; 50; 180; 120]); 
[T2,Y2] = ode45(@(t,y) TA_Novia(t, y, 0.0835, 

22, 1/(6.6), 0.585, 0.6403, 0.2, 1/7, 1, 1),[0 

30],[400; 150; 100; 50; 180; 120]); 

 
figure(1) 
plot(T1,Y1(:,1),'-

b',T2,Y2(:,1),'m','LineWidth',2); 
title('Populasi Rentan (S)'); 
legend('Tanpa Kontrol','Dengan Kontrol'); 
axis([0 30 0 1000]); 
grid on; 
xlabel('Waktu(Hari)', 'FontSize',16); 
ylabel('Jumlah (Orang)', 'FontSize',16); 
hold on 

  
figure(2) 
plot(T1,Y1(:,2),'-

b',T2,Y2(:,2),'m','LineWidth',2); 
title('Populasi Terpapar (E)'); 
legend('Tanpa Kontrol','Dengan Kontrol'); 
axis([0 30 0 1000]); 
grid on; 
xlabel('Waktu(Hari)', 'FontSize',16); 
ylabel('Jumlah (Orang)', 'FontSize',16); 
hold on 

  
figure(3) 
plot(T1,Y1(:,3),'-

b',T2,Y2(:,3),'m','LineWidth',2); 
title('Populasi Terinfeksi Bergejala (I)'); 
legend('Tanpa Kontrol','Dengan Kontrol'); 
axis([0 30 0 1000]); 
grid on; 
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xlabel('Waktu(Hari)', 'FontSize',16); 
ylabel('Jumlah (Orang)', 'FontSize',16); 
hold on 

  
figure(4) 
plot(T1,Y1(:,4),'-

b',T2,Y2(:,4),'m','LineWidth',2); 
title('Populasi Terinfeksi Tanpa Gejala (A)'); 
legend('Tanpa Kontrol','Dengan Kontrol'); 
axis([0 30 0 1000]); 
grid on; 
xlabel('Waktu(Hari)', 'FontSize',16); 
ylabel('Jumlah (Orang)', 'FontSize',16); 
hold on 

  
figure(5) 
plot(T1,Y1(:,5),'-

b',T2,Y2(:,5),'m','LineWidth',2); 
title('Populasi Rawat Inap (H)'); 
legend('Tanpa Kontrol','Dengan Kontrol'); 
axis([0 30 0 1000]); 
grid on; 
xlabel('Waktu(Hari)', 'FontSize',16); 
ylabel('Jumlah (Orang)', 'FontSize',16); 
hold on 

  
figure(6) 
plot(T1,Y1(:,6),'-

b',T2,Y2(:,6),'m','LineWidth',2); 
title('Populasi Sembuh (R)'); 
legend('Tanpa Kontrol','Dengan Kontrol'); 
axis([0 30 0 1000]); 
grid on; 
xlabel('Waktu(Hari)', 'FontSize',16); 
ylabel('Jumlah (Orang)', 'FontSize',16); 
hold on 

 

 

 



 

97 

 

BIODATA PENULIS  

  

Penulis memiliki nama lengkap 

Novia Hadiatni Rohmi dan biasa 

dipanggil Novia, lahir di Selong 1 

November 1997. Penulis merupakan 

anak tunggal yang menempuh 

pendidikan mulai dari TK Aisyiyah 

Bustanul Athfal (2002-2004), SD 

Negeri 5 Mataram (2004-2010), 

SMP Negeri 2 Mataram (2010-

2013), SMA Negeri 1 Mataram 

(2013-2016). Setelah itu, penulis melanjutkan pendidikan ke 

jenjang S1 di Departemen Matematika Institut Teknologi 

Sepuluh Nopember (ITS) pada tahun 2016-sekarang melalui 

jalur SNMPTN dengan NRP 06111640000022. 

 Penulis pernah mengikuti kegiatan organisasi 

mahasiswa yaitu Himpunan Mahasiswa Matematika 

(HIMATIKA) ITS sebagai Second Treasurer Himatika ITS 

(2017-2018) dan First Treasurer Himatika ITS (2018-2011). 

Penulis juga pernah mengikuti kepanitiaan OMITS 2018 

HIMATIKA ITS sebagai penanggung jawab Regional Mataram. 

Di departemen Matematika ITS, penulis mengambil bidang 

minat Matematika Terapan yang terdiri atas pemodelan 

Matematika serta Riset Operasi dan Pengolahan Data. Penulis 

juga mengikuti Kerja Praktik di Kantor Ororitas Jasa Keuangan 

Regional IV Jawa Timur selama satu bulan dan ditempatkan di 

divisi Sumber Daya Manusia. 

 Apabila ingin memberikan kritik, saran, dan informasi 

lebih lanjut mengenai Tugas Akhir ini dapat menghubungi email 

noviahadiatni01@gmail.com. Terimakasih dan semoga 

bermanfaat. 

mailto:noviahadiatni01@gmail.com

	2b4ddeda26492b93aeec2a427af6a79e65f8f5bfd7f1e27b25c227c4c30764f4.pdf
	00fb003388f467b67a6b0e753a5c2109ac2eb7c6554818695c2ade95892d90a2.pdf
	2b4ddeda26492b93aeec2a427af6a79e65f8f5bfd7f1e27b25c227c4c30764f4.pdf

