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PERSAMAAN DIRAC PADA RUANG
WAKTU LENGKUNG

Nama : GUTIVAN ALIEF SYAHPUTRA
NRP : 01111640000011

Departemen : Fisika

Pembimbing : Dr.rer.nat Bintoro Anang Subagyo
Abstrak

Dalam tugas akhir ini, persamaan Dirac yang diperlakukan
pada geometri melengkung yang diberlakukan secara klasik
dengan teori relativitas umum. Perumusan persamaan Dirac
pada ruang-waktu yang melengkung dituliskan dalam medan
kerangka tetrad dan koneksi spin gravitasional. Tetrad men-
definisikan kerangka diam lokal. Persamaan Dirac dirumusk-
an dalam koordinat bola, ruang-waktu Schwarzschild, ruang-
waktu Reissner-Nordstrom, dan ruang-waktu FLRW 141 di-
mensi. Dari perumusan persamaan Dirac pada ruang-waktu
Schwarzschild dan Reissner-Nordstrom menghasilkan dua per-
samaan terkopel untuk suku radial. Persamaan Dirac pada
ruang-waktu Schwarzschild akan kembali ke bentuk persama-
an Dirac pada koordinat bola pada jarak yang cukup jauh dari
sumber gravitasi. Pada jarak yang jauh dari sumber, persama-
an Dirac pada ruang-waktu Reissner-Nordstrom akan kembali
ke bentuk persamaan Dirac pada ruang-waktu Schwarzschild.
Pada laporan ini juga dirumuskan solusi dari Persamaan Dirac
pada ruang-waktu Milne 141 dimensi.

Kata kunci: Mekanika Kuantum, Persamaan Dirac,

Relativitas Umum, Ruang Waktu Lengkung.

vii



Halaman ini sengaja dikosongkan

viii



DIRAC EQUATION IN CURVED SPACETIME

Name : GUTIVAN ALIEF SYAHPUTRA
NRP : 01111640000011

Department : Physics

Supervisor 1 : Dr.rer.nat Bintoro Anang Subagyo
Abstract

In this final project, Dirac equation is concidered within gravi-
tational geometry point of view and reviewed classically with
the theory of general relativity. Formulation of the Dirac equ-
ations in curved spacetime are written by using tetrad and
gravitational spin connection. Tetrad can be defined as local
rest frame. Dirac equatins are considered in spherical coo-
rdinate, Schawarzschild spacetime, Reissner-Nordstorm spa-
cetime, and 1+1 dimension Milne spacetime. Based on the
formulation of Dirac equation in Schwarzschild and Reissner-
Nordstorm spacetime, the two couple equations for the radial
terms can be obtained. Dirac equation in spherical coordi-
nates at the far limit region are approaching Dirac equation
in Scharzschild spacetime background. Furthermore, Dirac
equation in Reissner-Nordstorm will also recover Dirac equa-
tion in Schawarzschild spacetime when approaching far field
region. We discuss also the solutions of Dirac equation in 141
dimensional spacetime background in term of Bessel functions.

Keywords : Curved Spacetime, Dirac Equation,

General Relativity, Quantum Mechanics.
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Bab 1

Pendahuluan

1.1 Latar Belakang

Mekanika kuantum merupakan cabang paling dasar dari
fisika modern. Konsep awal dari keadaan diskret stasioner
diusulkan oleh Neils Bohr pada 1913. Pada 1923 Louis de
Broglie mengusulkan teori gelombang partikel, bahwa parti-
kel dapat dipandang sebagai gelombang dan sebaliknya. Pada
1925 mekanika kuantum modern dibangun berdasarkan kon-
sep gelombang partikel de Broglie yang diperumum oleh Erwin
Schrodinger dalam mekanika gelombangnya.

Pada 1905 Einstein mempublikasikan relativitas khusus.
Pada publikasinya, beliau menunjukkan definisi baru menge-
nai ruang dan waktu, dan mengaitkan bahwa keduanya ada-
lah suatu kesatuan. Einstein mempostulatkan dua hal yaitu
prinsip relativitas dan kecepatan cahaya pada ruang hampa
yvang konstan. Pada akhir 1920-an, Oskar Klein dan Walter
Gordon mulai mencoba untuk menyambungkan antara teori
relativitas khusus Einstein dengan mekanika kuantum untuk
menjelaskan elektron yang bergerak sangat cepat (relativis-
tik). Kemudian Paul Dirac mencoba untuk membuat sebuah
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formulisme matematik tentang mekanika kuantum relativistik
yang berorde satu. Dengan menggunakan mekanika matriks,
paul dirac berhasil memodelkan spin dari partikel yang dipe-
roleh dari penyelesaian persamaan Dirac. Persamaan Klein-
Gordon secara benar mendeskripsikan partikel komposit tak
berspin, atau spin bulat. Dengan percobaan menggabungkan
antara relativitas khusus dengan mekanika kuantum, memun-
culkan bidang fisika baru yaitu teori medan kuantum. Teori
medan kuantum adalah teori yang menjelaskan interaksi ma-
teri.

Pada 1915 Einstein menemukan relativitas umum. Teo-
ri relativitas umum memberikan cara pandang yang berbe-
da mengenai gravitasi. Einstein mengenalkan gravitasi seba-
gai efek akibat ruang-waktu yang dilengkungkan akibat ada-
nya benda bermassa. Pada tahun 1916, Karl Schwarzchild
menyelesaikan persamaan medan Einstein secara eksak. Se-
perti sebelumnya, adanya pembaruan konsep gravitasi yang
dikenalkan Einstein membuat para fisikawan mencoba untuk
menggabungkan interaksi gravitasi dengan interaksi-interaksi
lainnya di alam semesta. Einstein sendiri juga tertarik untuk
menciptakan sebuah teori untuk menggabungkan semua fisika
menjadi satu. Pada tahun 1921 dengan keisengannya, theodor
Kaluza mencoba untuk menyelesaikan persamaan medan Ein-
stein dalam ruang-waktu lima dimensi (4 dimensi ruang dan
1 dimensi waktu). Hasil yang menarik yang didapatkan The-
odor kaluza yaitu bahwa penyelesaian dengan menambahkan
satu dimensi ini memiliki sebuah kemiripan dengan persama-
an elektromagnetik Maxwell. Dia menemukan sebuah cara un-
tuk menggabungkan gravitasi dengan elektromagnetik. Hanya
saja, dia gagal untuk mencoba memasukkan elektron dalam
pemodelannya.

Menggabungkan semua teori fisika menjadi suatu teori ke-
manunggalan memanglah cukup menarik. Pada tahun 1963,



Sheldon Glashow menunjukkan bahwa gaya nuklir lemah dan
elektromagnetisme mungkin keduanya muncul dari suatu ke-
satuan. Pada 1967, Abdus Salam dan Steven Wienberg seca-
ra terpisah menunjukkan bahwa keduanya memanglah berasal
dari sebuah teori kesatuan yang disebut dengan Elektrolemah
yang dimediasi oleh empat partikel. Kemudian penelitian se-
lanjutnya oleh Howard Georgi dan Sheldon Glashow menga-
jukan penyatuan interaksi kuat dan elektrolemah menjadi se-
buah kesatuan Teori Kemanunggalan Agung (Grand Unified
Theory)[3][8].

Dari keempat interaksi dasar alam semesta, hanya gravi-
tasi saja yang belum berhasil disatukan hingga saat ini. Hal
yang menyulitkan fisikawan untuk menyatukan gravitasi de-
ngan interaksi lain adalah karena gravitasi merupakan efek
dari geometri ruang waktu. Teori segalanya ( Theory of Ever-
ything) adalah tujuan utama fisikawan sekarang. Untuk me-
nuju kesana, gravitasi kuantum menjadi area yang tepat un-
tuk diteliti. Contoh teori yang paling menjanjikan adalah teori
dawai. Dalam menjelaskan penggabungkan gravitasi relativi-
tas umum dan mekanika kuantum, dapat dilakukan dengan
memformulasikan sebuah persamaan medan kuantum ketika
materi berada di daerah yang terdapat medan gravitasi, tidak
lain ruang-waktu yang melengkung. Teori ini disebut dengan
teori medan kuantum pada ruang waktu yang melengkung
(Quantum Field Theory in Curved SpaceTime)[4][19]. Teori
ini tidak diharapkan menjadi teori eksak di alam, namun ini
mungkin bisa menjadi pendekatan untuk mendeksripsikan ke-
adaan dari partikel ketika berada pada medan gravitasi yang
tidak dominan[6]. Oleh karena itu, pada tugas akhir ini akan
dikaji bagaimana persamaan Dirac yang merupakan dasar da-
ri teori medan kuantum bekerja pada ruang-waktu lengkung.



1.2 Rumusan Masalah

Rumusan masalah dari tugas akhir ini adalah bagaimana
bentuk dari persamaan dirac pada ruang-waktu lengkung.

1.3 Tujuan

Tujuan yang akan diperoleh dalam tugas akhir ini ada-
lah merumuskan kembali bentuk dari persamaan Dirac pada
berbagai ruang-waktu lengkung.

1.4 Batasan Masalah

Tugas akhir ini dibatasi hanya untuk perumusan persama-
an Dirac pada ruang-waktu lengkung.

1.5 Metode Penelitian

Pada tugas akhir ini digunakan metode analitis dari studi
literatur dan membandingkan dengan referensi yang telah ada.

1.6 Sistematika Penelitian

Dalam penulisan tugas akhir ini, pada bab 1 tentang pen-
dahuluan, kemudian pada bab 2 diberikan gambaran singkat
mengenai ruang-waktu lengkung dan berbagai formulasi ma-
tematik pada geometri yang melengkung. Pada bab 3 ak-
an dibahas bagaimana bentuk perumusan persamaan Dirac
pada ruang-waktu datar dan bagaimana bentuk perumusan
persamaan Dirac pada ruang-waktu yang melengkung. Pada
bab 5 dibahas inti dari penelitian ini, yaitu membangun ben-
tuk persamaan Dirac pada berbagai ruang-waktu yang mele-



ngung. Dalam tugas akhir ini, dibentuk persamaan Dirac pa-
da koordinat bola, ruang-waktu Schwarzschild, ruang-waktu
Reissner-Nordstrom, dan ruang-waktu FLRW.
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Bab 2

Ruang Waktu
Lengkung

2.1 Manifold

Sifat geometri dari benda-benda yang ada di kehidup-
an sehari-hari, benda tidak hanya memiliki bentuk yang datar,
namun lebih banyak benda yang terlihat lengkung. Kurva pa-
rabola adalah contoh dari benda lengkung 1 dimensi, sedangk-
an permukaan bola dan permukaan piring adalah contoh da-
ri benda lengkung 2 dimensi. Namun, untuk melihat benda
lengkung 3 dimensi cukup sulit dibayangkan. Hanya saja ki-
ta dapat merumuskan ruang lengkung 3 dimensi dari bentuk
umum ruang lengkung 2 dimensi. Ruang lengkung n dimensi
berada pada ruang datar n + 1 dimensi [9)].

Bentuk umum dari ruang datar ini disebut dengan mani-
fold. Manifold dapat dipandang sebagai bentuk umum dari
titik, garis, permukaan dan ruang kontinu berdimensi tinggi
lainnya. Manifold M yang berdimensi n secara lokal mirip
dengan ruang Euclid datar R™. Artinya, ruang singgung pada
setiap titik p pada manifold M, yaitu T),(M) ekivalen dengan
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R™.[10] Contoh dari manifold antara lain:

1. R™ sendiri, termasuk garis R', bidang R? dan scterus-
nya.

2. Permukaan bola-n S™. Permukaan bola ini dapat di-
pandang sebagai tempat dari semua titik dari titik asal
pada R"*! yang tetap. Lingkaran adalah contoh dari
permukaan bola-1, S*. Permukaan bola itu sendiri ada-
lah contoh dari S?, dan seterusnya.

3. Torus-n, T™ dapat dibentuk dari sebuah kubus n-dimensi
dan mempertemukan setiap sisinya. Donat adalah con-
toh dari Torus-2, yauti 72.

Dua manifold dikatakan homeomorfis jika salah satu mani-
fold merupakan perubahan kontinu dari manifold yang satu-
nya. Contohnya adalah bahwa sebuah cangkir homeomorfis
dengan donat, karena kita kita bisa mengubah secara kontinu
dari cangkir ke donat. Namun, sebuah bola tidak homeomor-
fis dengan donat, karena tidak ada perubahan kontinu yang
bisa dilakukan. Perubahan kontinu yang dapat dilakukan ha-
nyalah menarik atau memampatkan, hanya saja tidak boleh
dipotong atau dilubangi. Sejangan difeomorfis adalah home-
omorfis yang dapat diturunkan, atau disebut dengan peru-
bahan terturun. Jadi, selama proses perubahan tidak boleh
terdapat scbuah ujung tajam, atau turunanya haruslah ada
[13].

Kita bisa menunjukkan bahwa himpunan dari titik M ada-
lah manifold, jika setiap titik pada M memiliki daerah sekeli-
ling yang terbuka (open neighborhood) yang memiliki sebuah
pemetaan kontinu satu-satu ke himpunan terbuka dari R".
Apabila terdapat sebuah himpunan fungsi yang memetakan
secara homeomorfis dari suatu himpunan terbuka pada M ke



himpunan terbuka lain pada R, jika himpunan fungsi itu da-
pat diturunkan (diferensiabel), maka manifold dikatakan ma-
nifold diferensiabel (mulus). Geometri yang bekerja pada
manifold mulus disebut dengan geometri Riemannian[11].

2.2 Geometri Riemannian

Geometri Riemannian adalah cabang dari geometri dife-
rensial yang mempelajari manifold Riemannian, yaitu mani-
fold mulus, yang terdiferensiabel. Manifold Riemannian di-
tandakan oleh metrik Riemannian yang merupakan hasil kali
dalam yang bersifat simetri, bilinier dan definit positif pada
semua ruang singgung pada manifold[15].

2.2.1 Tensor Metrik

Berawal dari elemen garis pada manifold,
ds* = dx - dx = (¢;,dz") - (&,dz"), (2.1)
tensor metrik didefinisikan
Guv = €p * €u, (2.2)
sehingga didapatkan perumusan elemen panjang,
ds?® = g datdz”. (2.3)

Tensor metrik g, adalah fungsi dari koordinat yang digu-
nakan, z® Metrik ds® invarian terhadap pemilihan sistem
koordinat pada manifold Riemannian. sehingga, ketika kita
menggunakan sistem koordinat lain 2/, maka metrik ds® men-
jadi

ds® = g;Bd:r’O‘d:E’B. (2.4)
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Karena metrik invarian, maka

gudaldz"u = g;ﬁdm“dxﬂ, (2.5)
dimana turunan total dz® = ﬁj—;d:c’ﬁ ,
oz ox”
Gopda'da’® = g e s da'®
’ 6%“ 6.%1/ o 18 (2.6)
ga,[j’ — guy%axlﬂ dx'%dx” = O,
yang mengakibatkan
ozH oz”
gla,B = 9uv 6_{3/0‘ _8;13’3 . (27)

Transformasi ini seperti memiliki bentuk persis sesuai aturan
transformasi tensor kovarian rank-2, sehingga g,,, adalah ten-
sor kovarian rank-2. Kontraksi dengan tensor metrik mengu-
bah vektor kontravarian ke kovarian:

V, = gu V" (2.8)

Hal yang sama ketika diterapkan pada tensor dengan rank
lebih. Didefinisikan tensor metrik kontravarian g"” dengan
hubungan

9asg™ = 0, (2.9)
dengan 0} adalah delta Kronecker. Untuk ruang Minkowski
koordinat Kartesian, elemen garis memiliki bentuk

ds® = —c2dt* + da® + dy® + d2°. (2.10)

Kita kenalkan tensor metrik Minkowski 7, yang memenuhi
bentuk (2.10) dan (2.1),

-1

Nuv = (2.11)

o O O

o O = O
o= O O
_ o O o
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Manifold Riemannian dicirikan oleh metrik yang komponen-
nya definit positif. Namun, ketika kita meninjau ruang wak-
tu, komponen ruang dan waktu memiliki tanda yang berbeda,
schingga metrik tidak definit positif. Sebuah manifold yang
mulus namun komponen tensor metriknya tidak definit positif
disebut manifold pseudo-Riemannian[16].

2.2.2 (Geodesik dan Simbol Christoffel

Ketika kita ingin mencari jarak terdekat antara dua titik
pada ruang lengkung, kita tidak dapat semerta-merta mem-
buah garis lurus dari satu titik ke titik yang lain tersebut.
Untuk mencari jarak terdekat antara dua titik di ruang leng-
kung memerlukan kurva khusus yang dikenal dengan geode-
sik[17]. Geodesik adalah jarak terlurus yang paling mungkin
pada ruang lengkung. Ketika berada pada ruang datar, ki-
ta dikatakan melewati jalur lurus jika kita tidak merasakan
percepatan ketika kita bergerak dengan kecepatan konstan.
Namun, ketika kita bergerak dengan kecepatan yang konstan
pada ruang lengkung, kita akan merasakan percepatan sen-
tripetal. Pada ruang lengkung, sebuah jalur lurus memiliki
percepatan tangensial nol ketika kita melaluinya dengan ke-
cepatan konstan. Artinya vektor percepatan selalu mengarah
normal dari permukaan. Untuk menghitung kurva geodesik,
kita perlu untuk mengetahui kurva ketika vektor percepatan
hanya normal terhadap permukaan. Misalkan kita memiliki
sebuah vektor V(:L“a) Kita tahu bahwa turunan V terhadap
z# adalah vektor singgung ke arah x*

%
n= o
Jika kita memiliki kurva yang diparameterisasi oleh A, maka

turunan V terhadap A adalah vektor singgung sepanjang ku-
rva yang diparameterisasi oleh A. Untuk mengetahui vektor

(2.12)
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percepatan sepanjang kurva, kita dapat menurunkan dua kali
vektor V terhadap A. Vektor kecepatan,

dv  dzt oV
X = oun (2.13)
sehingga kita dapatkan vektor percepatan
i(dj) d <dm“ aV)
A\ d\ Oz+
dX \ dA d\\ d\ Ox (2.14)

= D2 0o T an \dhoar

B d2at OV da:“( d 6‘7)

dengan aturan rantai, kita tahu

d_dat 0
d\  d\ Oz+’

sehingga, untuk suku kedua persamaan (2.14) kita dapatkan

d oV da” 9 (ax?)

d\ Ozt d\ Ox¥ qasc“ (2.15)
_da” 0%V
~d\ Ozvoxr’
sehingga, (2.14) menjadi
2V Pat oV dat (dat 9V
= — ). 2.1
D" D oor T an <d>\ 81:"8:6“) (2.16)

Suku pertama dari 17, sehingga arah dari vektor percepatan
menyinggung (tangensial) terhadap permukaan. Namun, kita
tidak tahu suku kedua arah dari vektor percepatannya tangen-
sial atau normal. Suku kedua, bagian 82V /9" da* adalah ba-
gian yang perlu diketahui, apakah menyinggung atau normal



13

terhadap permukaan. kita bisa menjabarkan vektor itu seba-
gai kombinasi linear dari basis vektor singgung 6‘7/ Oz® dan
vektor normal 1. Karena kita tidak mengetahui bagian mana
yang menyinggung dan bagian mana yang normal, maka kita
bisa mengenalkan variabel baru,

92V o OV .
W = ]'—‘I//J‘@ + Lyﬂn, (217)
suku L,,, disebut dengan bentuk dasar kedua (second fun-

damental form) yang memberikan komponen normal dari 92V

/O0x¥0xH. Sedangkan I';,, disebut dengan simbol Christo-

ffel yang memberikan komponen tangensial dari 82V /9" dxt.
Karena vektor normal 7 secara definisi selalu normal (tegak
lurus) terhadap bidang singgung, sehingga perkalian dot an-
tara vektor normal dengan vektor singgung pasti nol. Kita
bisa mengalikan dot (2.17) dengan vektor singgung OV /9z”.

2V oV 1% A%
—axuamu‘m—( ww“w“) o (218)

dimana suku kedua dari (2.18) hilang karena normal tegak
lurus terhadap vektor singgung. Sehingga didapatkan

2V oV vV oV

i Rl T el e (2.19)

Karena hasil kali dalam dari vektor singgung tidak lain adalah

tensor metrik, maka
o2V oV
Dvown DaP Il (2.20)

Untuk mendapatkan bentuk simbol Christoffel, kita bisa gu-
nakan hubungan (2.9) untuk menghilangkan tensor metrik di
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sisi kanan.
*V oV
LY Bk - T« Bk
oz oxr  0xBY vudeBd
-y (2.21)
T
kita substitusikan (2.17) ke (2.16), didapatkan
d*V  d*ax" 9V | da da oV
_ az¥ re Vo pon). (2.22
DZ " AN oz T dx dx ( Vi g “") (2.22)

Jika kita ganti peubah boneka(dummy) suku pertama sisi kan-
an dengan u — «, dan kita susun, kita dapatkan

2V (x>, dztdav OV dat da”

B e ) = == hn. (2.23

N2 (d)\Q gy dA>axa oy e (228)
Karena tujuan kita mencari kurva geodesik, yang disyaratkan
jika dan hanya jika vektor percepatan normal terhadap permu-
kaan, kita memisah vektor percepatan (2.23) menjadi bagian
tangensial dan normal, sehingga suku tangensial haruslah nol.

(2.24)

d2‘7 6‘7 tangensial 8‘7 normal
d\?

~\ox )

sehingga suku pertama di sisi kanan persamaan (2.23) yang
merupakan suku tangensial haruslah nol, yang menyebabkan

d2z® dz# dz¥
—_ o =(. 2.25
d\? N d\ d\ ( )

Persamaan (2.25) ini disebut dengan persamaan geodesik.
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2.2.3 Turunan Kovarian dan Pengangkutan Seja-
jar

Turunan kovarian adalah turunan berarah pada kalkulus

vektor yang diperumum|[18]. Untuk menurunkan medan vek-

tor itu, kita perlu menurunkan komponen dari vektor begitu-
pula basis vektornya.

0 0
Yoy Y s
0un ") = g ) (2.26)
OvH 0é '
= —é, + ot
oz oz

Dengan persamaan (2.26) kita bisa menunjukkan bahwa su-
ku kedua akan nol pada ruang datar karena vektor basisnya
konstan.

Apabila kita memiliki dua buah vektor A dan 5, kedua
vektor dikatakan sama apabila memiliki arah dan besar yang
sama. Untuk membuktikannya, kita bisa mengangkut salah
satu vektor ke vektor yang lain dan menunjukkan bahwa kedua
vektor itu saling berimpitan.

Gambar 2.1: Dua buah vektor A dan B pada ruang datar
dikatakan sama apabila ketika salah satu vektor diangkut ke
posisi vektor yang laiinya, maka kedua vektor tersebut akan
berimpit

Hanya saja, masalah akan muncul ketika kita ingin meli-
hat apakah dua buah vektor A dan B sama pada sebuah ruang
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yvang melengkung. kita tidak dapat semerta-merta mengang-
kut salah satu vektor ke vektor yang lain dan melihat apakah
kedua vektor tersebut berimpitan atau tidak. Misalkan kita
tinjau dua buah vektor A dan B pada ruang lengkung, yaitu
bumi yang berbentuk bola. Vektor A berada di kutub utara
dan vektor B berada di khatulistiwa. Apabila kita mengang-
kut vektor A ke vektor E, maka kita bisa memastikan bah-
wa kedua vektor tersebut akan berimpitan. Namun, ketika
kita melihat vektor A sebagai orang yang ada di kutub uta-
ra, kita bisa memastikan bahwa vektor A akan mengarah ke
horizon dengan sedikit keatas. Namun, ketika kita melihat
vektor B sebagai orang yang ada di khatulistiwa, maka kita
bisa memastikan bahwa vektor B tersebut mengarah ke la-
ngit. Ada perbedaan pandangan disini. Walaupun keduanya
akan berimpit ketika diangkut, namun, menurut penglihatan
orang yang ada dalam ruang lengkung tersebut, kedua vektor
tersebut tidaklah sama.

Gambar 2.2: Dua buah vektor A dan B pada ruang lengkung

Maka untuk menyelidiki apakah dua buah vektor sama,
kita kenalkan pengangkutan sejajar (parallel transport). Pe-
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ngankutan sejajar adalah langkah untuk mengangkut atau
memindahkan vektor di sepanjang kurva lengkung dengan se-
bisa mungkin menjaga vektor yang diangkut tersebut selurus
mungkin. Misalkan kita ingin mengankut vektor dari A ke
B. Yang perlu dilakukan hanyalah bergerak membawa vektor
melalui lintasan AB yang memungkinkan membawa vektor
tetap selurus mungkin. Dengan konsep pengangkutan sejajar
ini, kita bisa memastikan bahwa vektor yang ada pada A dan
pada B adalah vektor yang sama menurut orang yang ada di
dalam permukaan.

Gambar 2.3: Adanya pembalikan arah antara vektor awal dan
vektor akhir ketika melakukan pengangkutan sejajar dari A ke
B lalu ke C' dan kembali lagi di A.

Masalah akan datang ketika kita melanjutkan melakukan
pengangkutan sejajar dari titik B ke sepanjang khatulistiwa
hingga ke C' dan kemudian menuju ke kutub utara kembali ke
titik A. Walaupun dalam perjalanan pengangkutan kita men-
coba untuk membawa vektor dari A selurus mungkin, pada
akhirnya ketika kita melakukan pengangkutan terus-menerus
hingga kembali ke titik A, vektor yang datang bukanlah vek-
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tor yang sama dengan vektor awalnya. Ada perputaran arah
yang membuat vektor akhir dan awal berbeda. Hal ini dika-
renakan pengangkutan sejajar tidaklah pasti membuat vektor
tersebut konstan dan dengan ini memanglah mustahil untuk
mendefinisikan medan vektor yang konstan pada permukaan
yang melengkung dalam sudut pandang orang yang berada
pada permukaan lengkung itu. Pengangkutan sejajar men-
coba untuk mengangkut vektor sekonstan mungkin ketika ki-
ta melakukan perjalanan.[19] Adanya pembalikan arah antara
vektor awal dan akhir ketika melakukan pengangkutan sejajar
memanglah sesuatu hal yang tidak dapat dihindarkan.

Ambil dua titik di antara A dan B.Lalu, kita bandingkan
vektor hasil pengangkutan sejajarnya. Kita dapat memastik-
an bahwa selisih kedua vektor hasil pengangkutan sejajar itu
akan mengarah ke pusat. Artinya, perubahan kedua vektor
hasil pengangkutan sejajar yang berdekatan mengarah normal
terhadap permukaan, 7. Jika vektor diangkut sejajar sepan-
jang kurva A\, maka secara matematis

v _

L dA (2.27)
av -
—_——n =

Turunan kovarian akan sangat membantu untuk mendefini-
sikan pengangkutan sejajar. Turunan kovarian VﬁV adalah
tingkat perubahan vektor V di arah vektor U dan dikurangkan
dengan komponen normalnya, 7. Misalkan sebuah vektor 1%
akan diangkut melalui sebuah kurva A. Maka turunan kovari-
an dari vektor V di sepanjang arah singgung \,d/d\ adalah

VaaV = — — . (2.28)

Turunan kocarian dari vektor V akan nol jika vektor V terse-
but berhasil diangkut sejajar di sepanjang kurva. Kemudian
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kita tinjau turunan kovarian dari vektor singgung V di arah
koordinat x¢,
.oV
Vaue¥ = 2 i (2.29)
Karena vektor V adalah vektor singgung, maka kita bisa meng-
ekspansikan komponennya dalam komponen vektor basis eq,
sehingga

. 0 R .
VajdzeV = %(Uueu) —n (2.30)
dengan aturan perkalian untuk turunan, kita dapatkan
L OuH 0é .
Vd/dmaV Oz aeu +’U’u# —n (231)

karena vektor basis tidak lain adalah turunan dari vektor po-
sisi di titik tersebut terhadap koordinat, maka kita bisa meng-
ganti 0é, /0z* — d(0V)/8z*0x*, dan digunakan persamaan
(2.17) sehingga (2.31) menjadi

~  Ovt . . .
VijdzeV = gyl + v (I’gue,C + Lwn) - (2.32)
untuk mengumpulkan suku yang menyinggung sumbu koordi-

nat, kita tukar indeks suku pertama di kanan sama dengan,
u — « dan mengumpulkan suku normal sehingga,

VajazeV = <8 )éﬁ F ot L, — 7 (2.33)

a o
karena v# L, 7 tidak lain adalah komponen normal dari hasil
tingkat perubahan vektor ketika diangkut, maka akan saling
menghilangkan dengan 71,

K

NG,
VeV = (a;a + v“rfw) én. (2.34)
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Dalam persoalan relativitas umum, sangat sulit ketika ki-
ta ingin mengetahui vektor basis é, pada ruang waktu yang
melengkung, yang tidak lain didefinisikan sebagai turunan
vektor posisi terhadap koordinat di titik itu. Dalam relati-
vitas umum, ruang waktu adalah manifold, ruang lengkung
4-Dimensi. Dimana, ruang waktu lengkung 4-Dimensi ini, ji-
ka kita ingin mendefinisikan basis vektor sebagai turunan vek-
tor posisi terhadap koordinat, maka kita memerlukan ruang
5-Dimensi sedemikian sehingga ruang 4-Dimensi terbenam di-
dalamnya. Namun, kita tidak mengenal ruang 5-Dimensi ter-
sebut, sehingga kita tidak dapat mendefinisikan titik acuan di
luar ruang-waktu untuk mendefinisikan vektor posisi. Maka
dari itu, kita memandang ruang waktu adalah ruang leng-
kung intrinsik dengan tidak ada ruang lain diluar alam se-
mesta. Dengan ini, vektor basis yang sebelumnya didefinisikan
sebagai turunan vektor posisi terhadap koordinat dititik itu,
diganti dengan operator turunan itu sendiri pada geometri
intrinsik[14], é, = 0/0x*.

Turunan kovarian dari sebuah medan vektor adalah tu-
runan biasa dari medan vektor dikurangi dengan komponen
normalnya. Namun, pada geometri intrinsik, tidak ada kom-
ponen normal. Jika kita menganggap ada komponen normal,
maka harus ada ruang yang berdimensi lebih tinggi untuk
komponen normal itu hidup, sehingga kita perlu hilangkan
komponen normalnya.

1%
Va/axav @
_ a%a (U“é“> (2.35)
0
oz ox

Walaupun dengan (2.17) kita mendefinisikan turunan vektor
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basis sebagai kombinasi suku singgung dan suku normal, ke-
tika kita bekerja pada geometri intrinsik, tidak ada suku nor-
mal. Sehingga kita gunakan (2.17) dengan menghilangkan su-
ku normalnya dan substitusi ke (2.35) didapat

L Ovk T
VooV = %eu + TG 6k

m
= (% + U”Fgu>éﬁ.

Untuk mendapatkan simbol Christoffel, kita perlu gunakan
persamaan (2.21),amun, memerlukan perkalian dot antara vek-
tor basis dan turunan vektor basis, sedangkan vektor basis
sendiri sulit didapatkan. Maka dari itu, kita perlu mencari
cara lain untuk mencari komponen simbol Christoffel. Dari
(2.36) apabila vektor V yang diturunkan kovarian adalah ber-
upa basis vektor, maka kita dapatkan relasi simbol Christoffel
dengan turunan kovarian dari basis vektor:

(2.36)

Veuey =% éq. (2.37)

Untuk mendefinisikan ulang simbol Christoffel, kita memer-
lukan dua properti baru yaitu kebebasan torsi (torsion free)
dan kompatibilitas metrik (metric compatibility). properti
kebebasan torsi didefinisikan

ViV =V;U, (2.38)

atau . . o
ViV —-VyU =1[V,U] =0, (2.39)
dimana [V, U] disebut Lie Bracket atau komutator. Untuk
basis vektor e, = 9/0z%, Lie bracketnya,
0? 0?
0z2dzP  dxBoze

[0ns D5] = Oads — 030a = =0, (2.40)
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yang artinya

Veuty = Ve, oy (2.41)

I'éa =17,€q.
Sehingga properti bebas torsi membolehkan kita menukar in-
deks bawah dari simbol Christoffel tanpa mengubah nilainya.
Properti kedua adalah kompatibilitas metrik, yaitu aturan
khusus untuk turunan perkalian dot. Kompatibilitas metrik
menunjukkan ketika kita mencoba untuk melakukan pengang-
kutan sejajar dua vektor, hasil perkalian dotnya akan tetap
sama.

VoV -W)=(VgV) - W+ V- (V). (2.42)

Kita tinjau definisi (2.2) tetang tensor metrik. Tensor me-
trik adalah hasil kali dalam antara dua vektor basis. Kare-
na perkalian dot bernilai sama ketika ditukar, maka kita bisa
membuktikan bahwa tensor metrik simetri terhadap indeks pu
dan v. Dengan properti-properti yang diperlukan, kita bisa
membangun ulang bentuk simbol Christoffel. Mula-mula, ki-
ta coba turunkan tensor metrik,

0 0

S I = %(é” &), (2.43)
dengan properti kompatibilitas metrik,
0 0e, . . 0eé
@gul/ = 8_335 cey ey (9_1131;’ (244)

dengan hubungan turuna vektor basis dan simbol Christoffel,
didapat

0 A .
%gm/ = Ffwen “ey ey (Fgueﬁ)
= Fgu(éﬁ ’ él/) + Fgu(éﬂ ) éﬁ)

= Fg,ugfw + Fguguﬁv

(2.45)
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untuk suku kedua, tukar 8 — k dan dengan sifat simetri dari
tensor metrik, untuk suku pertama tukar x dengan v, maka

1o}
%guu = wagm + Ffwgum (2'46)

kemudian hitung turunan tensor metrik yang sama, namun
dengan mengganti indeksnya, misal g¢,,, dengan cara yang
sama didapatkan

09ap
ox?

dan kita coba menurunkan g,.,

=109 + U an; (2.47)

O9va
ozt

=T 90k + 1690k (2.48)

Kita bisa lihat bahwa suku pertama (2.46) identik dengan su-
ku kedua (2.48), suku kedua (2.46) sama dengan suku perta-
ma (2.47) dan suku kedua (2.47) sama dengan suku pertama
(2.48). Sehingga kita bisa menjumlahkan (2.46) dengan (2.47)
kemudian mengurangkan dengan (2.48) sehingga mendapatk-

an
09w, 0o _ Ova

ox™ oxV Ozt

Dengan demikian kita memiliki bentuk lain dari simbol Chris-

toffel . 5 5 o
To, = —g‘“‘( Iy | Do g”c‘). (2.50)

=200, Gur- (2.49)

2 oz oz’ Ozt

Terkadang, operator turunan kovarian disebut dengan ko-
neksi(connection). Ketika kita ingin mengangkut vektor dari
titik A ke titik B melalui kurva yang diparameterisasi oleh A
sepanjang AB. Vektor tersebut dikatakan terangkut sejajar
jika memenuhi turunan kovarian ke arah kurva A adalah nol.
Apa yang dilakukan oleh pengangkutan sejajar adalah meng-
koneksi ruang vektor singgung di titik A dengan ruang vektor
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singgung di titik B. Pengangkutan sejajar dikatakan meng-
koneksi karena menunjukkan seberapa besar pemutaran arah
vektor singgung yang harus dilakukan. Karena pengangkutan
sejajar didefinisikan melalui turunan kovarian, maka kita bi-
sa mengatakan bahwa turunan kovarian memberikan koneksi
antar ruang vektor singgung pada ruang lengkung. Dengan
mengatakan bahwa turunan kovarian adalah koneksi, simbol
Christoffel terkadang disebut dengan koefisien koneksi. Tu-
runan kovarian yang menggunakan simbol Christoffel dalam
bentuk (2.50) disebut koneksi Levi-Civita.
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Persamaan Dirac

3.1 Formalisme Tetrad

Dalam sebuah manifold ruang-waktu Riemannian, ki-
ta selalu bisa memandang bahwa setiap daerah pada ruang-
waktu secara lokal terlihat sebagai ruang-waktu Minkowski.
Dalam setiap titik pada ruang waktu, selalu ada ruang sing-
gung di titik tersebut. Ruang singgung itu berisi vektor-vektor
yang menyinggung titik pada ruang-waktu tersebut. Hal yang
sama, ketika kita melihat secara lokal daerah di sekitar suatu
titik pada ruang-waktu. Di titik tersebut juga terdapat ruang
singgung yang berkaitan terhadap komponen ruang waktu,
namun ketika dipandang dalam daerah Minkowski, kita bisa
menemukan ruang singgung dengan tatanan koordinat yang
berbeda. Untuk mengetahui hubungan pemilihan basis untuk
ruang singgung dari sebuah basis koordinat ke pilihan basis lo-
kal, kita bisa gunakan seperangkat empat medan vektor yang
bebas linear yang secara lokal terdefinisi yang disebut dengan
tetrad.[22][21]

Untuk mempermudah perumusan dalam geometri, kita se-
pakati untuk menggunakan huruf Yunani («, 3, i, v, dll) untuk

25
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Nab

Gambar 3.1: Sebuah Ruang lengkung yang ditandakan oleh
metrik g, yang secara lokal datar.

indeks yang berhubungan dengan ruang-waktu dan huruf La-
tin (a, b, ¢, d, dll) untuk indeks yang berhubungan dengan ke-
rangka lokal yang mana ruang singgungnya berupa ruang Min-
kowski. Koordinat dari ruang waktu diberikan oleh {z+}, se-
dangkan koordinat pada daerah lokal diberikan oleh {z%}. Da-
lam kedua koordinat tersebut didefinisikan basis vektor yang
dibentuk oleh gradien 0, = 0/dz* dalam ruang waktu dan
0, = 0/0z” pada koordinat lokal dan juga membentuk basis
kovektor dz* dan dz®. Dimana basis kovektor adalah dual
dari basis vektor yang memenuhi dz#9, = & dan da®d, = 0f.

Notasi e, merupakan basis dari koordinat lokal yang dapat
dituliskan dalam anggota dari basis yang lain

1), (3.1)
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dan basis medan kovektor e* dinyatakan dalam
e = e, dzt, (3.2)

dimana e/' adalah medan vektor tetrad dengan e, adalah
medan kovektor. Artinya, ketika kita ingin mengetahm ba-
sis vektor pada koordinat lokal, kita bisa menggunakan tetrad
untuk mencari basis dengan menjumlahkan komponennya da-
lam koordinat ruang-waktu dengan jumlahan Einstein yang
kita kenal. Dengan cara yang sama, kita bisa mencari basis
vektor ruang-waktu dari basis koordinat lokal melalui tetrad

¢ €a (3.3)

6“=€M

dari hubungan (2.51) dengan (2.53) kita bisa mendapatkan
sifat

en = €e’e, €y (3.4)
sehingga
‘ed =0y, (3.5)
dengan cara yang sama kita bisa membuktikan
ey =0y (3.6)

Kita pandang metrik dari ruang waktu, g , dengan komponen
metrik g,,, dalam basis dual dz“,

9 = guda'dz” (3.7)

dan dari hubungan (2.52) dengan (2.55) kita bisa memperoleh
bentuk metrik:

ds? = g = gel'eldadab, (3.8)

Tetrad e !, dapat dipandang sebgai basis linier yang menghu-
bungkan antara metrik pada ruang waktu g dengan metrik
pada koordinat lokal pada ruang waktu 7.

N = Napdaz’da’. (3.9)
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Karena besar dari elemen garis pada ruang waktu dan koo-
rdinat lokal sama, maka dengan menghubungkan persamaan
(2.58) dengan (2.59) kita bisa mendapatkan

ds® = ds*
n=4g (3.10)
Nab = guueaueby~
Misalkan kita ingin mentransformasi tetrad e, ke hf,, maka
tetrad akan bertransformasi dengan bentuk
ho(x) = L“b(x)ebu (3.11)
dimana,
L(2) L% () nap = 17 (3.12)

L9 adalah matriks yang merepresentasikan transformasi Lo-
rentz lokal.[1] Pandang sebuah vektor A#(x). Dapat digu-
nakan formalisme tetrad untuk menghubungkan komponen-
nya dari sistem koordinat umum ke kerangka ortonormal lokal
dengan sifat

A%(x) = €, (z) A", (3.13)

Apabila dilakukan transformasi Lorentz,
A%(z) — A'*(z) = Lab(a:)Ab(w) (3.14)

dan transformasi koordinat umum dari vektor dalam koordi-
nat ortonormal lokal,

A%(z) - Aoy = 22

= A @), (3.15)

turunan kovarian V,A® harus bertransformasi dalam bentuk

V, A (z) = LV, A%(z) (3.16)
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dalam transformasi koordinal ortonormal lokal dan,

02"

VA = 5

v, AH (3.17)

dalam transformasi koordinat umum. Kemudian dikenalkan
sebuah koneksi w M“b(x) yang mendefinisikan turunan kovarian
dari vektor pada koordinat ortonormal lokal

VA" = 0,A" + w A (3.18)

Dari hubungan (2.57) dan (2.58) kita bisa mendapatkan ben-
tuk transformasi koordinat umum dari turunan kovariannya,

v
v, A" (2)) = %L‘}, <a,,Ab + wl,bcAb) (3.19)
dimana
V/ A/a A 0 A/a /aA/b
I (x)_ﬁa:’“ +wWup
9 (3.20)
= Ee abAb + w;zabLbcAcc

sehingga kita bisa mendapatkan

a amy a — C a — C
= g (B LN - 0 ). ()

Transformasi koneksi pada koordinat umum memiliki bentuk
seperti (2.61), dimana transformasi pada Lorentz lokal dapat
dicari dengan menggunakan sifat dz" /dx'* = d,. Pandang tu-
runan kovarian dari tetrad. Karena tetrad bertransformasi da-
lam bentuk (2.51) pada transformasi Lorentz lokal, dan akan
mirip seperti vektor kovarian ketika bertransformasi dibawah
transformasi koordinat umum, maka kita bisa mendapatkan
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turunan kovarian dari tetrad. Turunan kovarian vektor pada
kerangka ortonormal lokal,

VA" =V (e, A") (3.22)
= (Ve ) Al + e,V AP '

Turunan kovarian dari sebuah vektor A, V,A =V ,(A%,) =
V,u(A%e,),

VA =V, (A%)dx e,
= Vg, (e, A”)dx e,
= (Ou(ef A + wlfbeb,,A”)dX“ea/\eA

= (e9,0,A” + (0,€5,)A” + wﬁbeb,,A”)dx“ea/\e,\

=e) (e“,,aﬂA” + (0,e%,)A” + w#“bAb> dx"e)y
= (5;\6,“4” + e (9,e%)A” + e;‘wlfbAb> dx"e)
= (((L,,A" + e, (0,e5)A" + ea”wuabAb) dx"e,

Dengan demikian, dengan memisahkan komponen vektor dan
basis vektornya, kita dapatkan relasi turunan kovarian:

Vi AVdxte, = (6MA” + e, (0u€%,)A” + ea”wlfbebgA6> dx"e,

((%A” + FgﬁAﬂ> dx'e, = (@LA” + e, (0,€5)A” + ea”wlf’bebgA9> dx"e,

A" + I‘gﬁAﬁ = 0 AY + e, (0u€%,)A” + ea”w;bebgAe
(3.23)

untuk suku ketika sisi kanan, dengan mengubah 6 — v, maka

OpA” + T8, A" = 9, A" + e (9,e%) A + el fyeb, A (3.24)
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sehingga didapatkan

ng = 6ay (6#eau) + eanw,u,abelbl (325)
dan juga didapatkan
y =18 eled — el (8,62,
av®h ©n bI(BM 1) (3.26)
=79 (a 6 Foa/)'

Postulad tetrad mengatakan bahwa turunan kovarian dari te-
trad hilang, V,e% = 0. schingga kita bisa gunakan (2.76)
untuk mengetahui hubungan antara koneksi affine dan konek-
si spin. Dengan mengakilan eby kita mendapatkan:

wﬂ"’beb)\ = FgAeb”eaﬂebA — eb”eb/\(@ea)\) (3.27)

dengan hubungan (2.55), kta dapatkan

W, be = Fgl, n— (Oue?) (3.28)
sehingga porstulat tetrad memberikan
Ve, = (0uef,) — Ffwe T Wy beb (3.29)

3.2 Persamaan Dirac pada Ruang Wak-
tu Minkowski

Pada mekanika kuantum dasar, dikenal persamaan Schro-
dinger:

2
ih%—‘f = ( f v2 +V(z ))1/1 (3.30)

Untuk membangun persamaan gelombang Schrodinger relati-
vistik, kita tinjau partikel bebas relativistik, dengan keseta-
raan energi-momentum akibat relativitas khusus[24]. Tinjsu

hubungan
E2
P'pu = = +p-p= moc (3.31)
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dengan mengganti momentum empat p* sebagai operator mo-
mentum empat p,

0
s s O
P Zhaxu

0 =
= zh<@,p> (3.32)

o =
_Zh(at V>,

sehingga kita memiliki persamaan Klein-Gordon untuk parti-
kel bebas

Do = mic*. (3.33)
Persamaan Klein-Gordon adalah persamaan orde dua terha-
dap turunan waktu dan ini mengarah ke definisi rapat proba-
bilitas yang merupakan turunan orde pertama terhadap wak-
tu. Paul Dirac mencoba untuk membangun persamaan Schro-
dinger relativistik orde pertamal[25]. Dia mempostulatkaan,
jika persamaan tersebut ada, maka persamaan tersebut ha-
ruslah berbentuk

zh—z/) Hyp = (A - g+ Bmc®)y, (3.34)

Untuk mengetahui nilai o dan (3, kita harus memahami ji-
ka bentuk orde kedua persamaan ini haruslah serupa dengan
persamaan Klein-Gordon (2.83), yaitu

62
c2 atZ)
Kita kuadratkan (2.84),

2
12T = (0upa + Bme?)upy + By

c20%t
= (@2p% + [y + palpapy + [aaf + Baa] + B2m2ct )y,
(3.36)

b = H* = (p* + m?c*)y (3.35)




33

dimana pada suku kedua,a # b. Dengan membandingkan
(2.86) dengan (2.85), kita dapat memastikan bahwa o2 = I
dan 32 = I. Begitupula untuk suku kedua dan ketiga haruslah
menghilang. Karena momentumnya tidak nol, maka didapat
hubungan antikomutasi {a,, ap} = 0 dan {ag, 5} = 0. Jika «
dan B hanyalah sebuah angka, maka pastilah keduanya akan
komut dan mustahil untuk antikomut. Sehingga kita dapat
menyimpulkan bahwa o dan 8 adalah matriks. Kemudian
kita tinjau trace dari 3.

Tr(B) =Tr(IP) (3.37)
karena sifat a2 = I, maka

Tr() = Tr(a2B) (3.38)
dengan sifat siklik dari trace,

Tr(B)T'r(agfog) (3.39)

dengan sifat antikomutasi {ay, 8} = 0 kita dapat menunjukk-
an fa, = —auf, sehingga

Tr(B) = ~Tr(az8) = ~Tr(B) (3.40)

kondisi ini dipenuhi jika dan hanya jika Tr(5 = 0). Dengan
cara yang sama, kita dapat membuktikan bahwa Tr(«a,) = 0.
Karena trase adalah jumlahan dari nilai eigen, pastinya nilai
eigen dari matriks « dan ( haruslah kombinasi dari +1 dan
—1, dan tentu saja dimensi dari matriks o dan (§ haruslah
genap. kemudian kita tinjau determinan .

det(5?) = det (1)
det(B) det(B) =1

dengan sifat determinan kita bisa menunjukkan bahwa det(3) =
1 atau det() = —1. Begitupula dengan a. Dengan merujuk

(3.41)
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persamaan (2.84), karena H hermitian, p hermitian, maka pas-
tilah « dan B hermitian. Jadi kita membutuhkan 4 matriks
yang tracenya nol, hermitian, memiliki nilai eigen +1, memili-
ki determinan +1 dan harus berdimensi genap. Kita memiliki
matriks pauli yang bersifat seperti itu. namun, matriks pauli
hanyalah memiliki 3 matriks, sedangkan kita membutuhkan 4.
Alhasil, kita perlu menaikkan dimensi kita yang sebelumnya
2 menjadi 4, sehingga, kita memiliki keempat matriks sebagai
berikut:

10 0 0
01 0 0
=100 -1 o0
00 0 -1
[0 0 0 1
w0010
0100
1000
- , (3.42)
0 0 0 —i
|00 P00
0 —i 0 0
i 0 0 0
[0 0 1 0
|0 0 0 -1
1 0 0 0
0 -1 0 0

atau jika dibentuk dalam suku matriks Pauli
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[T 0
B__O -1
a__O o1 |
=14 0
- : (3.43)
o — 0 o9
2__0'2 0_
[0 o3]
ag—-o_?) O_.

Persamaan Dirac dapat dibentuk dengan mengalikan (2.84)
dengan (8 dan mendefinisikan empat matriks, yang disebut
matriks Dirac atau matriks gamma, dengan

¥ =8,
1
et (8% 5
’YQ Bay (3.44)
Y :ﬁO‘Qa
v? = Bas.

Apabila persamaan Dirac (3.34), dikalikan dengan /3 dari kiri,
kita dapatkan bentuk

ihﬁ% = (ﬁaip,- + Ich)z/). (3.45)

Menggunakan relasi (3.44), kita dapatkan

0 . 0
ih'yoﬁ =(—iy'=—=+ Imc2)d)

Ox? (3.46)
(ih’y“@u — Ich)LZJ =0,

atau dengan mengambil h =c =1,

(iv*8, — Im)y = 0. (3.47)
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3.3 Persamaan Dirac Pada Ruang-Waktu
Lengkung

Untuk membangun persamaan Dirac pada ruang lengkung,
kita perkenalkan matriks bergantung waktu 4%. Matriks ¥
ini berhubungan dengan matriks gamma pada relativitas khu-
sus, v* dengan hubungan

V(@) = eg (x)" (3.48)
Dengan sifat antikomutasi matriks gamma,

{(v*, 7"} = 2n™1 (3.49)

sehingga, kita bisa mendapatkan sifat antikomutasi dari ma-
triks gamma bergantung ruang waktu,

A =419 + 57"
a v, b nu b pa

=el ey + ey y el y”
=el'ey (’v“’vb - 7%“)

= eley{v", 7"}

= elef2nT

=2g"'1

(3.50)

Sebuah spinor, 1, adalah kuantitas yang bertransformasi se-
perti

e = Ly, (3.51)

dimana L = L(x) adalah representasi spinor bergantung ru-
ang waktu untuk rotasi tetrad A = A(z). Turunan dari spinor
tidak bertransformasi seperti spinor, karena

V=LY + Ly (3.52)
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Selanjutnya, kita definisikan turunan kovarian dari spinor da-
lam bentuk

Dy =1, + 1w

= (10, + T 359

dengan koneksi affine spinor, I',. Turunan ini harus bertran-
sformasi seperti spinor.

D, = LD, (3.54)
dimana,

Dyt = Ithu + Ty
= I(L) 4 + Tyt (3.55)
=I1(LO + L) + T pep.
Hubungan antara (2.100), (2.101), dan (2.102) memberikan
L(I8, + T ) = (IL8, + IL , + T )
LI, + LT, =1ILO, +1IL, +T,L
ILO, + LT, —1L3, —IL, =T,L
LT,L™ ' —IL,L7'=T,.

(3.56)

Operator D,, dapat bekerja ke medan bernilai matriks, M.
Dengan menuliskan M sebagai hasil perkalian tensor antara
vektor dan kovektor, turunan kovarian dari M didefinisikan[23]:

D,M = V,M + [, M] (3.57)

Jika M adalah identitas, tentu saja D, I = 0, dan juga turunan
kovarian dari metrik:

D,g*" =0. (3.58)
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Tinjau persamaan (2.97)
{(3.5"} = 29" 1

maka

Du{3*,5"} = Du(3#3" +5"4%) = 0
sehingga

D3 +3" D, A" + D3 + 7 Did* = 0.
Kondisi ini dipenuhi jika
D=0
Kita tinjau turunan kovarian dari metrik Minkowski
V/Jnab = 6;L77ab - wucancb - w/_fb"?ac
= —Wuab — Wyba = 0= Wyab + Wyba

mengingat

Tlab = 6’2651,%5

maka
Vinay = Vu(ecfzeﬁbgaﬁ)

= eivue(égaﬁ + e%vueﬁbgaﬁ + eoctze/él;gaﬁ

= eivue%ga[g + e%V“e%gag,
oleh karena (2.110), maka

Whab + Wyba = eivue%9a5 + eofzvueigaﬁ
= eapV,uey + eﬁavuei.

Sechingga kita dapatkan bentuk eksplisit dari wqp,

(0%
Whab = €abV €

(3.59)

(3.60)

(3.61)

(3.62)

(3.63)

(3.64)

(3.65)

(3.66)
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Tinjau kembali persamaan (2.100)[1][E.6], dapat didapatkan

1

Fu, = Zwuab’}/a’yb
1

= §wuab2ab7

(3.67)

dengan X% = ;11[7“, 7*]. Didefinisikan koefisien Fock-Ivanenko,
yaitu
re= eﬂcrlu- (3.68)
Dengan turunan kovarian spinor pada koordinat ortonormal
lokal
Dy = (80 —+ Pc)d} (3'69)
dimana 0. = e20). Sehingga persamaan Dirac untuk partikel
bebas pada ruang lengkung memiliki bentuk

iy Detp — map = 0

e (B + T+ map = 0 (3.70)
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Bab 4

Persamaan Dirac Pada
Ruang-Waktu
Lengkung

Dalam bab ini akan dikerjakan beberapa contoh aplikasi
perumusan persamaan Dirac pada berbagai ruang-lengkung.
Dalam perumusan persamaan Dirac diperlukan simbol Chris-
toffel, koefisien koneksi spin dan koefisien Fock-ivanenko yang
telah dikerjakan secara penuh pada lampiran [A-D]. Dalam
perumusan ini, digunakan tanda tensor metrik (-,4+,4,4). Per-
samaan Dirac diselesaikan pada 3+1 koordinat bola dan ditin-
jau persamaan pada ruang-waktu Schwarzschild dan Reissner-
Nordstrom yang akan dibuktikan konsisten dengan perumusan
relativitas umum.

41
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4.1 Persamaan Dirac Pada Koordinat Bo-
la

Kita tinjau metrik bola
ds? = —dt* + dr* 4 r?df* 4 r? sin? 0d¢? (4.1)

didapatkan tensor metrik

-1 0 0 0
0 1 0 0
Guv = 0 0 r2 0 (42)
0 0 0 r2sin?6
dengan tensor metrik kontravariannya memiliki bentuk:
-1 0 O 0
0 1 0 0
v = 4.3
9u 0 0 r% 0 ( )
0 00 r2 siln7 0
Dari hubungan (3.10) kita bisa mendapatkan:
b _
Nab€ €y = Gy (4.4)

glwnab _ ea‘ueby7

sehingga kita dapat menentukan komponen tetradnya.

Dalam mencari komponen tetrad, kita memiliki dua sim-
bol yang berjalan, yaitu pada koordinat umum (ditandai hu-
ruf yunani) dan pada koordinat ortonormal lokal (ditandai
huruf latin), untuk membedakannya, ketika kita menjalank-
an koordinat umum kita gunakan sistem untuk g = 0 — ¢,
u=1—=rpuy=2—0,dan p = 3 — ¢, sedangkan untuk
koordinat orthonormal lokal kita jalankan tetap dari a = 0
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hingga a = 3, dan kita dapatkan komponen tetrad:

1 00 0
« {0 10 0
K10 0 r 0
0 0 0 rsinf
(4.5)
10 0 0
01 0 0
0 0 1/r 0
0 0 0 1/rsiné

Dalam perumusan persamaan Dirac (3.70), kita memerlukan
koefisien Fock Ivanenko, yang mana dalam penentuan koefisi-
en Fock-Ivanenko memerlukan koneksi spin seperti pada per-
samaan (3.66). Dalam perumusan koneksi spin, kita memer-
lukan simbol Christoffel untuk koordinat bola. Simbol Chris-
toffer pada koordinat bola yang tidak nol dengan sifat simetri
simbol Christoffel adalah:

o = —T
1
7] 6
Irg =T = —
4.6
Fg¢=—sin9czos€ (4.6)
1
¢ _ 1o _
Frqb_rqbr_;

F& = I‘ie = cot 6

Dari hasil perhitungan (A.1), kita dapatkan komponen konek-
si spin yang tidak nol beserta sifat antisimetri koneksi spin un-
tuk pertukaran indeks koordinat lokal seperti pada persamaan
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(3.62):
wor2 = —wp21 = —1
We13 = —We31 = — sin 6 (47)
W23 = —We32 = — COS 0.

Menggunakan persamaan (3.68) dan (3.67) kita dapatkan ko-
efisien Fock-Ivanenko seperti yang telah dihitung pada (A.2):

I'o=0

Iy =
1

Iy = 2_7271 (4.8)
T
1 cotf

Th = — 3.1 3.2

3 2r + 2r v

Turunan kovarian spinor sesuai persamaan (3.69) didapat:

Dy = 0
Dlzar
1 1
Dy = =8y + —~2! (4.9)
T 2r
1 1 cot 8
D3 = O+ — Sy
37 1 sind ¢+2 77 + 2r Tor 1T

Sehingga persamaan Dirac pada koordinat bola menjadi;

1
rsin 6 ¢

(i’}’oat +iv'o, + iy ( 00 + _7 v ) +Z-73<

1 cot 6
+ =7+ 73w2) ¢ =0.
2r 2r

(4.10)

Karena matriks gamma pada (3.44) adalah perkalian matriks
beta dan matriks alfa (3.43), dan kedua matriks beta dan
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matriks alfa memiliki sifat kuadrat identitas, maka kuadrat
matriks gamma jugalah identitas. Sehingga, persamaan (4.8)
dapat kita sederhanakan menjadi:

ot (o 2) + (O (o 50)+

( 1 )vg’%]w:mw-

rsin @

(4.11)

Apabila persamaan (4.9) kita kalikan (—i7°) dari kiri, maka
kita dapatkan:

i (e (i

4.12)
cos 6 1 0390 (
* 28i119>w+ (rsin@)ﬁy 7 oo tmyy.
Jika kita ambil
W(t, T, 0,9) = (sinf)"Y2p(t, 10, $), (4.13)

kita miliki relasi

% _ = (sinf)~ 17299

ot ot
(2 + o=t 2(2 41,
( ;;109)1& = ( ;;SHGH)(Sin 012,

~ (Ol(sin 0)~ 20  cosf . _1/2
~ (T et )
cos 6 . n—1/200 cos 6

__ %Y 9 _ CO8Y
22 ? T O et ey ?
= (sin@)_l/Qa—SD

00
(ree9) 56 = remeriog
rsing/ d¢  r(sinf)3/2 0¢

(4.14)
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Dengan demikian, persamaan (4.10) bisa kita ubah

0 o 1 1 0
L0 (5 e+ oo
ot or r r o0 (4.15)
( 1 )70736—@ = —im~% '
rsin @ 0 ’
atau
[ +imJe= - (5 +7) - "5 (416

1 030 ]
(rsin&)ry K 0¢ >
Dalam perumusan persamaan diferensial pada koordinat bo-
la, kita bisa memisahkan komponen radial dan waktu dengan
komponen sudutnya. Dalam perumusan solusi sudut dari per-

samaan diferensial parsial pada koordinat bola, kita kenalkan
operator harmonika bola[22]:

. 1o} 3 1 0
K == == - ——— 4.1
(0,0) =~ 7)( 7 59 7rsin98¢>> (4.17)
yang memenuhi persamaan nilai eigen

K(0,0)Y(0,0) = kY (0,0), (4.18)

dimana Y'(0, ¢) adalah fungsi harmonik bola dan £ = 0, %1, £2, ...
yang merupakan nilai eigen dari operator K (6, ¢). Dengan de-
mikian, persamaan (4.16) menjadi

[ im)o= [ -2 (o + 1)~ 14 K(6,0)] ¢ (419)

Kemudian kita lakukan pemisahan variabel untuk fungsi su-
dut dan fungsi radial dan waktu dalam bentuk spinor:

o(t,,0,0) = Y(0,0) [ RO ] . (4.20)



47

Kita substitusikan (4.20) ke dalam (4.19),

(Bmls 3ol 3

)

Dengan demikian, kita dapatkan persamaan terkopel:
0 o 1 K
=im et = (= (5-+5) = =)ot
(at—i—zm){( T) < 87’+7‘ 7,)le( r)

(% - im)x(t,r) = <_ (% + %) N ;)015(16,7«), (4.22)

Untuk menyelesaikan persamaan terkopel diatas, kita gunakan
ansatz untuk keadaan stasioner[26]:

(1, 8) = p(r)eiP*, (423

Persamaan (4.22) menjadi
z’(—E-l—m)R: (— (%
(4.24)
. 0o 1 K
—Z(E—i—m)p— (— (E r> + ;)R

+
S|
—
|
<=
S~
As

+
|

atau

—(E+m)(E—m)p=(_i+ff—1>(_ d n+1)

dr r

(12 5] G- 0, ] )res]
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sehingga
> k+1 k+1d
—(B+m)(F—m)p= (W_ 2 rodr
k—1d k2—-1
- _ 4.26
rodr r2 )p (4.26)
_ (d_2 2d _ M)
~\dr?2 " radr r2
atau
&p . dp
20°P ap 2 2y 2 _
s +2Td7“ + [(E m)r* — k(k + 1)]p 0 (4.27)

Persamaan ini memiliki bentuk yang mirip dengan persamaan
Bessel bola[27]:

Op . dp
20°P ap 2.2 _
oLy or [k P21+ 1)] p=0 (4.28)
dengan solusi
p = Aji(kr) + Bny(kr) (4.29)

dengan mencocokkan persamaan (4.27) dan (4.28), kita da-
patkan:

(4.30)

Sehingga persamaan (4.27) memiliki solusi

p(r) = Aju(V E? —m?r) + Bng(V E? — m?r) (4.31)

dengan cara yang sama, kita dapatkan persamaan untuk R(r),

e () (-

d? 2d R —
R L
(4.32)
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atau
d*R dR
2071 an 2 2y2 _ _
r— + 2r o + [(E m)r* — k(K 1)]R 0. (4.33)
Jika persamaan (4.33) kita ambil § = x — 1, maka
d’R dR
20" I ah 2 2\2 _
P [(E m2)r? — §(5 + 1)]3 0. (4.34)

Persamaan ini memiliki bentuk yang mirip dengan persamaan
Bessel bola (4.28) dengan mencocokkan persamaan (4.25) dan
(4.26), kita dapatkan:

(4.35)

Sehingga persamaan (4.25) memiliki solusi

R(r) = Cjs(vV E? — m?r) + Dng(\/ E? — m?2r) (4.36)

atau

R(r) = Cju—1(V E? —m?r) + Dn,_1(v E? —m?r) (4.37)

Solusi persamaan Dirac pada koordinat bola memiliki suku
fungsi Bessel dan harmonika bola. Apabila partikel bebas di
koordinat bola, maka suku fungsi Neumann bola akan meng-
hilang, dikarenakan fungsi Neumann akan divergen di titik
asal.

4.2 Persamaan Dirac Pada Ruang-Waktu
Schwarzschild

Pada Lampiran [B.1], kita telah mempelajari bahwa ruang-
waktu Schwarzschild merupakan solusi persamaan medan Ein-
stein dengan sumber statik dan simetri bola pada vakum. Dari
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hasil perhitungan, kita tinjau ulang elemen garis ruang-waktu
Schwarzschild seperti pada persamaan (B.68):

ds®=—(1— %)czdﬂ +(1- %)‘erz + r2d6* + r* sin” 0dg*,

(4.38)
dengan
2GM
rs= 5 (4.39)
Tensor metrik Schwarzschild dapat dinyatakan dalam:
—(1—1) 0 0 0
N 0 (1-— %)_1 0 0
G = 0 0 2 0 ,  (4.40)
0 0 0 7r2sin%@

~(1-=)' 0 0 0
0 1-Z2) 0 0
Juv = 0 ( 0 T ) % 0 (4.41)
0 0 0 'rzsilnze

Setelah kita mendapatkan tensor metrik dari ruang-waktu Sch-
warzschild, dengan (4.4) kita dapatkan komponen tetrad:

(1—Z=)/2 0 0 0
“_ 0 (1-2)"¥2 0 0
€, = 0 0 . 0 ,  (4.42)
0 0 0 rsinf
dengan inversnya:
(1—Ze)~1/2 0 0 0
0 (1-1\1/2 ¢ 0
[ r
Ca 0 0 1r 0 (443)
0 0 0 1/rsinf
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Dengan menggunakan (3.66), kita bisa mendapatkan kompo-
nen wyqp yang tidak nol pada ruang-waktru Schwarzschild,
seperti yang telah dihitung pada lampiran [A.1]:

T's
W = —Ww = ——
t01 t10 272
(1 rrs)l/Q
Wo12 = —We21 = — (1 — —
r (4.44)
. rs\ 1/
Wep13 = —We31 = —Slne(l - ?>
Wp23 = —Wep32 = — COS 6.

Merujuk (3.69) dan dengan perhitungan pada (A.2), kita da-
patkan turunan kovarian spinor:

D.=el'0,+ T, (4.45)
dan kita dapatkan keseluruhan turunan Fock-Ivanenko
Dy =el'd,+ T
r

—5(1-3

1/2
- (1—5) o
o (4.46)
D2=62 8u+1“2

1 1 1/2
= -0y + —< — E) ’)/271
2r
D3 = 63'uau —I—Fg
1 1 75\ 1/2 cot 6
_ 4 1__) 3.1 3.2
rsing ¢ 2r( Y 27“fy’y

Setelah mendapatkan seluruh komponen turunan Fock-Ivanenko,
kita bisa membangun persamaan Dirac pada ruang-waktu Sch-
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warzschild. Tinjau persamaan Dirac pada ruang-waktu leng-
kung (3.70),

(iv*De = m)¢ = 0. (4.47)

Persamaan Dirac pada ruang-waktu Schwarzschild menjadi:

(i’yo((l _ %)_1/2&5 B 47;?2 <1 _ T_:)fyo¢) + Z-,yl ((1 _ r_:)1/2ar)
* WQ(%(% * 2_11" (1 - %)1/272%) +iy® (rsiln98¢ + %(1 _ %)1/2

cot 0
3yt + 2_7"7372) _ m)l/l =0.

(4.48)

atau

i<70<(1 _ %)—1/2@ — 4%(1 — %)7071) +71<(1 B %)1/2&)
+72(%69+%(1_%)1/27271>+73( 1, +i<1_E)1/Q
+

rsing ¢ o

(4.49)
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dengan sifat kuadrat matriks gamma, (77)? = I, kita sederha-
nakan

(-2 -2

1 1 7\ 1/2 1 1 ro\1/2
+72—89+—<1——5) '+ — 6¢,+—<1——5)
r 2r r 7sinf 2r r

cot 8
2r

7'+ 72> ¥ = mib.
(4.50)

dan dikumpulkan

(r0-2 "m0 "0 0=

1/2 1/2
+i(1—ﬁ> ++i(1—5) }+721[69++C°t9}
2r r 2r r r 2

rsin @

+’)’3 L 8¢>’¢ = ma.
(4.51)

Kita kalikan persamaan (4.40) dengan —iv" dari kiri,

() 0 [-2) - g5 (-2)

N\ 1/2 S\ 1/2
b (1= L) 0yl g 4 ]
2r r 2r r r 2

+ 7073 84)) Y= —ifyomw.

rsin 6

(4.52)
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Dalam perumusan solusi persamaan (4.52), kita misalkan so-
lusi ¥ memiliki bentuk:

W(t,r,0,¢) = (sin )" 2p(t,1,0,0), (4.53)

dengan demikian, kita substitusikan ke masing-masing kom-
ponen (4.52) dan dapatkan relasi

(1 - E)—1/28_¢ = (1 - E>_1/2(sin9)_1/28—¢

r ot r ot
rs\/2 90 re\1/2 . —1/2 0
(1=7) Tge=(1-7) “Emo 5,

0 cosf . “1)2
0 +QSinO)(Slne) v

(56°+ 7oms)

<
Il
/N 7 N N

0
_ (Ol(sin 0)~12p]  cos . “1/2
B 00 * 281110(8111 %) S0)
cosf . 1909 cosf
- 7 gy 12 L TP
2(sin 9)3/2¢ T (sin6) 26 " 2(sin 9)3/2¢
= (sinﬂ)_l/Qg—S;
(L)1
rsing/ 0¢  r(sinf)3/20¢

(4.54)

Kita substitusikan relasi (4.53) dan (4.54) ke persamaan (4.52)
dan menjadi

(-2 S (- 2) - s (- )
PR3 50-3) et
Op 0

0.3_ -~ “¥ —
+77rsin96¢ Y M.
(4.55)

Ruang-waktu Schwarzschild adalah ruang-waktu dengan ten-
sor metrik simetri bola. Artinya, perumusan persamaan Dirac
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pada ruang-waktu Schwarzschild untuk suku sudut 6 dan ¢,
sama persis dengan kasus persamaan Dirac pada koordinat
bola, hanya saja suku radial dan waktunya yang tidak sama
dengan koordinat bola karena mengandung suku (1 — /7).
Dengan demikian kita bisa mencari solusi sudut untuk per-
samaan Dirac pada ruang-waktu Schwarzschild dengan me-
ninjau operator harmonik bola seperti pada persamaan (4.17)
dan (4.18). Persamaan (4.55) dapat dituliskan
rs\~/20¢ 0.1 rs\1/2 0 Ts Ty
(-3 "w0-3) m-aE(-3)
/

s

r

1 75\ 1/2 1 rs\1/2
503" 03
+27“( r +2r r

(4.56)

Kemudian kita lakukan pemisahan variabel untuk fungsi su-
dut dan fungsi radial dan waktu dalam bentuk spinor:

ot 7,0, 6) = Y (0,0) [ f(”)) ] , (4.57)

sehingga menghasilkan

((1 _ %)—1/2% + ivom)Y(G, b) { i((’;:)) ] _ _<7071
(-0 (i) Lo

e 0]

(4.58)
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Apabila dikalikan dengan (1 — r4/r)'/2,
(4= oo [ G0 ] =-(m10-3)5
R A (R | E R R KT

st [ ) (s - ([e 7]
(0530502 [ 2, )
) e |

Dari (4.60) kita bisa memisahkan persamaan tersebut dan di-
dapatkan persamaan terkopel

<%+i(1_%)1/2m>§:_(<1_%s)§_4%(1_%>3/2
Ts

(4.60)

(4.61)
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Dalam ruang-waktu Schwarzschild, walaupun tensor metrik
untuk ggo tidaklah bernilai —1, namun suku goo hanya ber-
gantung pada r dan tidak bergantung pada t. Dengan de-
mikian, kita bisa mengetahui bahwa persamaan Dirac pada
ruang-waktu Schwarzschild tidak mengandung suku ¢ dan ha-
nya terdapat turunan 9/0t saja, sama persis dengan bentuk
persamaan pada koordinat bola. Selain itu, kita juga bisa
menyadarinya dari definisi solusi Schwarzschild, yaitu solusi
persamaan medan Einstein dengan sumber simetri bola dan
statik. Maka kita gunakan kembali ansatz untuk keadaan sta-
sioner, pada persamaan (4.32):

£(ryt) = R(r)e Pt
(1) = plr)e "

Dengan mensubstitusikan (4.63) ke persamaan (4.61) dan (4.62),
kita dapatkan

_i<E—(1_%)1/27”)]%:_((1_%)%_%0_%)3/2

(4.63)

(4.65)

Kemudian, Agar kita bisa menyelesaikan persamaan terkopel
(4.64) dan (4.65), kita perlu memisahkan kedua persamaan
tersebut. Misalkan, mula-mula kita ingin menjcari bentuk
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persamaan untuk p, kita bisa gunakan persamaan (4.65), de-
ngan memasukkan nilai R dari persamaan (4.64). Dengan
menggunakan sifat kuadrat matriks pauli o? = I, maka kita
dapatkan bentuk persamaan untuk p;

_(Ez— <1— %>m2>p= [(1—%)%_%(1_ %)3/2
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Kita operasikan suku di dalam kurung siku kiri dengan kanan
dan kita dapatkan bentuk

{053 20D 350-9"
O R I

S0-5) 02 -
(-2) 0= R -2
a5 a0
(0305 5 20
A0-2 e {505 R 00
AR e ()

(4.67)

Persamaan (4.67) memiliki beberapa suku yang sama dan
yang saling menghilangkan. Dengan menyederhanakan per-
samaan (4.67), kita bisa mendapatkan persamaan diferensial
orde dua untuk p:

rs\2d%p 2 rs\2 T T Ty rs\°/2) dp
( r/ dr? + r r + r r2 272 r dr+
3r2 rs\3/2 1 Ts KTs rs\1/2 12 rs\3
{ 8rd ( r + r3 r + 273 r * 1674 r
2

A-2) B () (- (- ) o

(4.68)
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Dalam kasus limit 7, — 0, persamaan (4.68) akan membentuk:

(5 +

yang mana memeliki bentuk serupa dengan persamaan Dirac
pada koordinat bola (4.24). Hal ini sesuai dengan sifat bahwa
pada jarak yang sangat jauh dari sumber, kelengkungan di se-
kitar benda masif itu menjadi sangat kecil, dengan demikian,
metrik Schwarzschild akan kembali ke metrik bola. Dengan
cara yang sama, kita dapatkan bentuk persamaan untuk R,

(- (-2 [0-2)8 - -2

20 K24k
ror r2

+ (B2 + m2)> p=0 (4.69)

-y e ne-nE -

(-2) -2

(1_5)+1<1_5>2i+ﬁ
r r r/) dr r?

3/2 1/2
(1-%) _ff_ts(l_ﬁ)/_
r 273 r

—~
=~
0
S5 =

3r2 re\3/2 1 re\2 Ty
s (1 —) i (1 - —) s
8r4( r r2 r + rd
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RS TY—%O—%)”}
+{s<1—;>3”‘i :;;:;,< o
S /2
(-5}

Apabila dilakukan penyederhanaan, persamaan (4.67) akan
memiliki bentuk:

(1 (22 )
r) dr? r r r2 r 22 r dr
T T 3r2 rs\3/2  Kr e\ 1/2 r2 T\ 3
(7) B0
{1“ ( r 8rd r 2r3 r +167‘4 r *

50-2)"-50-2)+ (- (- 2)) ro

(4.72)

w

Persamaan R pada ruang-waktu Schwarzschild juga kembali
ke persamaan R pada koordinat bola apabila diambil limit
jauh dari sumber gravitasi. Dengan demikian, limit tak hing-
ga dari R pada ruang-waktu Schwarzschild haruslah memiliki
bentuk fungsi Bessel bola.
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4.3 Persamaan Dirac Pada Ruang-Waktu
Reissner-Nordstrom

Ruang-waktu Reissner-Nordstrom adalah solusi persama-
an medan Einstein dengan sumber masif yang bermuatan, sta-
tik dan simetri bola. Artinya, medan listrik yang diberikan
oleh sumber masif itu hanya bergantung pada jarak radialnya
saja, dan memenuhi hukum Coulomb. Pada lampiran [C.1] ki-
ta telah mencoba untuk menyelesaikan persamaan medan Ein-
stein Reissner-Nordstrom, dan kita dapatkan metrik Reissner-
Nordstrom seperti pada persamaan (C.14) sebagai berikut:

2
T —1
ds® — _<1_E+r—§)c2dt2+<1—r—s+—Q) dr24+r2d62% +r2 sin® 0d¢?
T T T

2
(4.73)
dengan
2GM
Ts = —5
¢ (4.74)
QG :
TQ = Q—4
4megc

Dari metrik ruang-waktu Reissner-Nordstrom, kita dapatkan
tensor metrik Reissner-Nordstrom:

<

2
—(1-Z+-%) 0 0 0
2
Guv = 0 (1_%4_:_2)_1 0 0 )
0 0 r2 0
0 0 0 r%sin?6
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begitupula tensor metrik kontravariannya:

—(1- = +9)1 0 0 0
1”2
0 0 L0
0 0 0 g
(4.76)

Setelah mendapatkan tensor metrik, kita bisa menemukan te-
trad Reissner-Nordstrom dalam bentuk:

7’2
(1-L 4 -3)H2 0 0 0
1”2
¢t = 0 (1-Z+%)"Y2 0 0 :
0 0 r 0
0 0 0 rsinf
(4.77)
begitupula inversnya;
T2
(1-14-8)71/2 0 0 0
,,,2
- 0 (1-Z4+-912 0 0
0 0 1/r 0
0 0 0 1/rsinf
(4.78)

Setelah dilakukan perhitungan pada [C.2], kita bisa menda-
patkan komponen koneksi spinorial yang tidak nol:

" 1 (rs 27‘%)
= —W = —— _— =
t01 t10 s\2 ~ 3
2
We12 = —We21 = (1 ~t rz) (4.79)
2
Te T 1/2
— _wga; = —si 5»(1 - _Q>
W13 We3l Sin . + 2

Wp23 = —Wep32 = — COS 0.



64

Dalam perumusan persamaan Dirac pada ruang-waktu Reissner-
Nordstorm, dengan menggunakan [3.70], kita memerlukan ko-
efisien Fock-ivanenko dalam membangun turunan kovarian spi-
nor Fock-Ivanenko. Setelah dilakukan perhitungan koefisien
Fock-Ivanenko pada [C.3], kita dapatkan komponen turunan
kovarian spinor:

Dy = eo"au + Iy

r 72
(4.80)
Dy = e;aﬂ + Ty
1 1 T TH\ 1/2
=0+ o-(1- =+ 2)
2r T T
D3 = 63”8# + Fg
2
1 1 T o\ 1/2 cot 0
_ P _(1__5 _Q) 3.1 3,2
rsin @ ¢+2r +r2 + or 1

Dalam ruang-waktu Reissner-Nordstorm, fermion bermuat-
an ¢ berinteraksi dengan muatan lubang hitam @), sehingga
partikel mengalami interaksi elektrostatik, Maka fermion ak-
an berada pada potensial Coulomb. Persamaan Dirac pada
ruang-waktu lengkung (3.70), apabila berada pada potensial
menjadi

QQQ

dmegr

(iv°D. — v —m)ip =0 (4.81)
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Persamaan Dirac pada ruang-waktu Reissner-Nordstorm men-
jadi:

2r

2

) 1 1 T ro\ /2 cot 0

+iv* [ — 8¢+—(1——S+—§) Yy + ——7%
rsinf 2r T T

2 2
re  THN\1/2 1 1 rs  TQ\1/2
+ml<<1——:+—r§> 8r)+i72(;69+—(1—?5+r—§)

(4.82)

Dari bentuk persamaan Dirac pada ruang-waktu Reissner-
Nordstorm ini, secara definisi, bahwa ruang-waktu Reissner-
Nordstorm menandakan lubang hitam yang diberi muatan Q.
Ketika lubang hitam memiliki muatan, partikel bermuatan
yvang bergerak di sekitar lubang hitam akan mengalami inte-
raksi elektrostatik. Maka dari itu, dalam persamaan Dirac
memunculkan suku Ag, yaitu vektor potensial elektrostatik.
Pada limit ketika muatan pada lubang hitam dihilangkan, ma-
ka lubang hitam akan kembali ke lubang hitam Schwarzschild,
mengingat dari persamaan (4.12), bahwa ketika muatan pada
lubang hitam Reissner-Nordstorm dihilangkan maka rg ju-
ga menghilang, yang mengakibatkan bentuk metrik Reissner-
Nordstorm akan kembali ke Schwarzschild. Ketika memban-
dingkan hasil perumusan persamaan Dirac pada ruang-waktu
Schwarzschild (4.10) dengan perumusan persamaan Dirac pa-
da ruang-waktu Reissner-Nordstorm pada (4.19). Bentuk per-
samaannya serupa, dan dengan menghilangkan muatan pada
lubang hitam Reissner-Nordstorm, bentuk persamaan Dirac
(4.19) akan sama dengan (4.10).
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Dari sifat matriks gamma, (7)? = I, maka persamaan
(4.77) bisa dibentuk:

2 2 2
.0 rs 7’@)—1/2 1 1( Ts rQ)(Ts QTQ)
1- @ - 1- D9y e

(W ( r 72 O Z4Fy r + r2 /) \r2 r3

vz .11 rs  TH\1/2
+ 1y (1——+ Q) &«4—@72;89—1—2—71(1—78—!-—@)

2r r2
11
+ iyt — (1 L +
r
47reor )
(4.83)

T2\ 1/2 t0

Q . 2C0
_2> T 2r

Jika dikalikan dengan —i7° dari kiri, kita mendapatkan ben-

tuk:

2 2 2
Ty T‘Q)—l/2 0 11( rs TQ)(T‘S QTQ>
_rs @ 9 — (1oL ey (s _Ze
(( ro o2 LTy r * r2 ) \r2 r3

2 2
re TH\1/2 1 re  TO\1/2
+7071(1——b+—(°22) Or + 2 8 + 491 (1——“’+—§>
T r 2r r r

2 1 1 r T2\ 1/2 cot @
+ 4% .98¢+7°71—(1—78+T—§) + %92 )w

rsin 2r 2r

=~ <47?’§2 + m)‘b
or
(4.84)

Ketika melihat bentuk persamaan (4.84), suku sudut dari per-
samaan Dirac pada ruang-waktu Reissner-Nordstrom identik
dengan suku sudut dari persamaan Dirac pada koordinat bola,
maupun ruang-waktu Schwarzschild. Hal ini memang sesuai
bahwa ruang-waktu Reissner-Nordstrom adalah solusi persa-
maan medan Einstein oleh sumber yang simetri bola, artinya,




67

suku sudut dari metrik Reissner-Nordstrom sama dengan bo-
la, yaitu sudut ruang. Dengan demikian, kita bisa memisahk-
an persamaan (4.84) menjadi suku sudut, waktu dan suku ra-
dialnya. Dengan cara yang sama seperti pada koordinat bola,
kita ambil:

b(t,r,0,0) = (sin0) (¢, 7,0, 0) (4.85)

Apabila bentuk 1 yang kita definisikan disubstitusikan ke per-
samaan (4.84), kita memiliki hubungan untuk setiap kompo-
nen (4.84):

(-2 @)—”28_% L (R @)—1/28_80

r T'z ot r 7'22 ot
(12" w2 B2,
(55 * 35m8)" = (35 * 3emg) 60"
_ (8[(511129_1/2“’] + 202;90 (sin)~1/2p)

_ cosf 17209 cos @
= “ammep? T OO g T oGnei
= (sin@)_l/zg—s;
(re9) 5 = remeyi o6
rsinf/ 0¢  r(sinf)3/2 0¢’

(4.86)

Dari hubungan (4.86), kita kembalikan ke (4.84) dan dida-
patkan :
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2
Ts TQ)—l/zago 01( Ts TQ>1/28 1
1=l Q) IR R
( r 2 ot T r T ar 7
2 2 2
s 7‘_@)1/2_1(5_27“_@>(_7“_s T_@)
(1 r +7“2 4\r2 rd 1 r +7“2 ot

10y 1 Oy ) Qe
0.,2:9¢ 0.3 L 99 _ .0 o
fy’yr89+7’yrsin90¢ ! [47reor+m ?

(4.87)

Kita tinjau operator harmonik bola (4.17) dan (4.18), kita da-
patkan bentuk persamaan Dirac pada ruang-waktu Reissner-
Nordstrom:

2
T TQ)—l/Q&o 0 1( Ty TQ)1/28 1
1=l @)y g LI A
( r+r2 8t+77 r o r2 6r+7’
2
T o 1/2 1/7s 2’/“Q Ts 0
(1= +3) -2l (-3 e
YK (0, ¢)p = —i O[iﬂn]%
dregr
(4.88)
atau
2
Ts TQ)_l/Z&P , 0[ Qe ] 0.1
1 - @)y T —
(( -t or 71 47T€07‘+m 7 T
(1_E+@>Wé+1( _E+@>1/2_1<5_ﬁ)
r 72 or r r 72 4 \r2 r3
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Persamaan (4.89) dikalikan dengan (1 — rg/r + ré/r2)1/2:

(G ot )= ) )=

[0_%+@¥LJO_E+Q%AGLE@)

r2)or r roor 4\ r2 r3
2 2
re  TH\3/2 1 re  THO\Y2
(=T+3) | (- ) TRee))e
(4.90)

Dalam menyelesaikan (4.90), dilakukan pemisahan variabel
untuk fungsi sudut dan fungsi radial dan waktu dalam bentuk

spinor:
p(t,7,60,0) = Y(6,0) [ f(((i’;)) ] . (4.91)

Dengan demikian, (4.90) menjadi

dp [T 0 Qe Ts 7"% 1/2
gp _we 1_"s _)
(3t+2[0 —I][477607“2+m]< r T

2 2

0 oy rs 7'@)5 1( rs O

— I P R LRI

<|:O'w 0}[( 7“+r2 87“+7“ 7“+T2

22 72\ 3/2 0

Ts _ZQ _ s Oz | K
2 r3)(1 r+r2> :|+|:—O'z 0 ]r

(
o= [A]
(4.92)

Persamaan tersebut dapat dipisah menjadi dua persamaan
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terkopel:

(g+¢g;+@@_g+§ijM

=_(<1_7’_:+@)2+1(1_2+@)

r2/or r A

1 /7 27"(22 Ts 7"2Q 3/2 K Ts 7"2Q 1/2
YOO YO KT . AL W

4(7“2 1“3)( 7“+r2> +7“< r TR )X(tr)

(4.93)

dan

o [ Qe re  To\1/2

g 1- e /
(575 2[477607“ —i—m}( -t r2) x(t,r)

2 2

rs T\ 0 1 rs TQ

(( r +7“2 87“+1“ r +7“2
2

G0 ) e
(4.94)

Sekali lagi, karena melihat tensor metrik (4.75) dan persamaan
(4.94), pada ruang-waktu Reissner-Nordstrom, tensor metrik-
nya tidak memiliki fungsi waktu, begitupula dari persamaan
Diracnya hanya mengandung turunan dari waktu dan yang
lainnya adalah fungsi dari jarak radialnya. Hal ini memang
sesuai bahwa ruang-waktu Reissner-Nordstrom adalah solu-
si statik persamaan medan Einstein (B.1), begitupula medan
listrik yang diakibatkan oleh muatan sumber adalah medan
elektrostatik. Sehingga kita bisa gunakan kembali ansatz un-
tuk solusi pada keadaan stasioner:

(4.95)
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Dengan mensubstitusi (4.95) ke (4.93) dan (4.94), kita da-
patkan:

(om0 )
S CR LA )

1 T 2’)“Q 7"Q 3/2 K Ts T'% 1/2
4(7"2 7“3)( r+r2 +1" r+7‘2 p

2 2
Ts T'Q)d 1( Ts T’Q>

= ((1-= iy @
(( R dr+r r T

1/7, er s 'r’é 3/2 g er 1/2
4<'r2 7'5)( r+r2 r 'r+7°2 R

(4.97)

Dalam penyelesaian persamaan terkopel ini, kita bisa memi-
sahkan persamaan p dan R. Misalkan kita mula-mula mencari
bentuk persamaan p. Dengan menggunakan (4.97) dan men-
substitusi R dari (4.96) kita miliki bentuk persamaan untuk
p:
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2 2

Ts TQ>d 1< Ts 7“@)

S N R E I P G i
{( ety r T2

1 (rs 27’%)( Ts T’Q>3/2 K(l Ts )1/2
4\r2 r3 r o r2 r r o r2
2 2
Ts 7’@) d 1( Ts 7’@)
IR B Ay N )
{( r + r2 ) dr + r r o2
1 (""s 27“%)( Ty 7“39)3/2 n /{,(1 Ty )1/2
4\ r2 r3 r o r2 r r o r2

sehingga kita dapatkan

r de r 272 r
_ _Q) (_S _ _Q> < _Is

1— -2+ + 1 +
{( r ' r2) dr? r3 r

M|©

%)%

1 2dp 1 2r2 2
+= (1——+—)—p+ (5-=32)(-=+%)»
T T

r2) dr r3 r o r2
_i<1_5+@)2 _1(2_27“Q)<1_5+@)5/2@
72 r  r2 P2 r3 r r2 dr
U3 G\ ms o\ 12 6rg
8\ r2 r3 r 72 P\ rd
(1_&+é)5/2p+5<1__ )Wp “(i- L0
r 2 r r o r2
2r2 1/2 T2\ 2
PE(n PRy 1 } (La-2429)
2r \r T T r dr
2
1 TQ 1 /rg Q rs  TH\%/?
+ﬁ(“?ﬂ2)ﬂ‘4—r(rf ) (=T +3)

>3/zp
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2 2 2
K Ts TQ)3/2 1<7=S 2TQ>( Ts TQ)E)/?dp
Mo, @ _ (s _~Q _ s, 9 P
* 7“2< r T Py 4\r2 2 r T dr
1 <Ts 2?”‘2Q) (1 Ts n 7‘%)5/2 N 1 (7’— s 27‘%)2
72 r3 r 72 16\ r2 r3

2 2 2
s T_@)?’_i(E_W_Q)(_E L@)“’ K
1 'r+7'2 p 4r \r2 r3 1 r+7’2 P r

p
2

2 K r r e 2

p—ﬁ(y—i+;§ﬁ}+{E?—[Q +m]

4dmeor

(4.99)

Persamaan (4.99) memiliki beberapa suku yang identik, se-
hingga kita bisa menyederhanakaannya. Dengan demikian,
hasil penyederhanaannya memiliki bentuk:

2 2 2
rs  To\d re 21 re T
(-5 {507 )
r r2 /) dr T T T T

2 2 2
2 roN2 1 2r r4\5/2) d
T TETC L L e ST () }_p
r r r dr

2 2 2 2
N 1(5_27“_Q>(1_5+7“_Q> _§(T_s_2’"_@)2(1_r_s+’°_@)3/2
r \r2 rd r 72 8\ r2 r3 r 72

+1(%_%)<1_E+@>5/2+£(E_%)(1_2+@)1/2
4\ r3 r roor? 2r\r2 3 roor?
_L(E_ﬁ)(1_5+@>5/z+i(ﬁ_ﬁ)2(1_5 9y’

2r\r2 3 roor? 16\r2 3 roor?

2 2 2

K ’)"S T'Q)B/Q K ( 1"5 TQ> 2
S A S £ T L A

7“2< r i 72 72 r * 72 *
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[l =)o

Apabila dikembalikan dengan menghilangkan muatan pada lu-
bang hitam, berdasar definisi rg pada persamaan (4.74), dan
dari bentuk metriknya, maka, tentu saja lubang hitam akan
kembali menjadi Schwarzschild. Bisa dibuktikan bahwa pada
limit @ — 0, persamaan (4.96) akan menjadi:

rs\ d2p Ts Ty 2 r\2 T 74\ 5/2
Y020 )
( r /) dr? + {rQ r + r r 272 r

2

_£<1_E)3/2_“_2<1_E)+E2_m2<1_2) p=0
72 r 72 r r

(4.101)

yang mana, persamaan (4.101) sama persis dengan bentuk
persamaan p pada ruang waktu Schwarzschild pada persama-
an (4.68), dan dengan cara yang sama, mengambil limit dima-
na r; — 0, kita akan mendapatkan bentuk persamaan p pada
koordinat bola (4.27).

4
dr

r

Ts T's 3r2 rs\3/2 K1y re\ 1/2 r o
5102 50
{1"3 ( r 8rd r T o T T 16 r

4.4 Persamaan Dirac Pada Semesta FLRW

Dalam perumusan persamaan Dirac (3.70), persamaan itu
dapat diselesaikan untuk ruang-waktu 141 dimensi. Dalam
subbab ini, kita akan mencoba mengerjakan persamaan Dirac
pada ruang-waktu 1+1 yang melengkung. Setelah merumusk-
an persamaan Dirac pada Semesta Milne 141 Dimensi, ki-
ta bisa memperumum dengan mendapatkan persamaan Dirac
pada semesta Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker (LFRW)
141 Dimensi. Metrik FLRW memiliki bentuk:

dr?
2 7,2 2
ds“dt* — f(r) (1—kr2

+ r%(d6? 4 sin® 9d¢2)> (4.102)

)
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sedangan metrik pada koordinat komoving diberikan oleh:
ds* = dt* — f(t)* (d:c2 + %% (x)(d6? + sin® 9d¢2)>. (4.103)
Apabila dilakukan pemotongan koordinat, atau ditinjau nilai

0 dan ¢ tertentu, maka didapatkan metrik FLRW 141 dimen-
si:

ds® = dt? — f(t)%da?, (4.104)
dengan tensor metrik
1 0
L, = 4.105

dan tensor metrik kontravariannya:
1 0
Guv = | o _—_1 . (4.106)
f@)?

Setelah mendapatkan tensor metrik semesta Milne 141, kita
bisa mendapatkan komponen tetrad:

e |1 0
e e, = [ 0 f(t)? ] (4.107)
ayau
« |1 0
el = [ 0 F) ] (4.108)
dengan inversnya:
1 0
el = [ 0 L ] . (4.109)
f®

Dalam perumusan persamaan Dirac pada ruang-waktu leng-
kung, kita memerlukan koefisien koneksi spin. Untuk men-
dapatkan komponen koefisien spin, kita memerlukan simbol
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Christoffel. Setelah dilakukan perhitungan pada lampiran
[D.1], kita dapatkan simbol Christoffel yang tidak nol:

It = f()/0)
Pe e w (4.110)

f(t)

Dengan demikian, kita bisa menghitung komponen koneksi
spin pada [D.2]. Komponen koneksi spin yang tidak nol:

we01 = —wa10 = — [ (t). (4.111)

Setelah mendapat komponen koneksi spin, kita bisa mendapat
koefisien Fock-Ivanenko:

I'n=20
f) 1y (@112

27(t)

Merujuk persamaan (3.70), kita sudah mengumpulkan komponen-
komponen yang diperlukan dalam membangun persamaan Di-
rac pada ruang lengkung, yaitu:

iy Opth + iy Tep —myp =0 (4.113)
sehingga

ie'yy°0up + iy 0 + iy Totp + iy'T1ep — map = 0
f)

1.1.0 _
2f(t)777¢—m¢—0-

(4.114)

0 + ﬁvlam —i




7

Selanjutnya kita membatasi pada representasi kiral (Weyl) un-

tuk matriks 7, secara khusus diambil [1],

p-[23]
b
dengan hubungan
(V)2 =1
(V1) =1
dan kita ambil,
o]

sehingga, persamaan (4.140) menjadi

Volalulml §
|t o] ] {z‘;;

dan kita dapatkan persamaan terkopel

o i,

e T g

R ﬂwkﬂ)w
HOMMAETI0

(4.115)

(4.116)

(4.117)

(4.118)

(4.119)
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atau
i, 1 ft)
= (0= T+ 370 )

_ i R f(t)
‘”Q‘m(a“f(t)a +2f<>)1/’1

(4.120)

substitusikan persamaan (4.146) bawah ke atas,dan dapatkan

wlz—ﬁ(&f f() zf(<)>>( f<>8 J;”(“)))wl

_m%F( )(8’“/’1+ Ok 2(f)( >>
2 2
- (862}1 +§<ﬁ%) il ()(Zp)1> fgt) i

L 0% f() v f() ovn  f()
f@)2 9z2  2f(t)2 9z ' 2f(t) Ot ' 2f(t)% O

OGRS
+ 4f(t)21>
B 52 f(t) 0 1 02 f(t) f(t)
- (ﬁ T f(02oz T f0)otox T <2f(t> . zf(t)Q)
f(t) 9 1 &2 1 52 f(t) 9
- f(6)? 0z

2f(t) 0t f(t) dzdt  f(£)2 022 2
fy o | f) 9 | f@)?
T oot 2t or f<t>2>’“
(62 f(t) o (M_ f(t)>
ot? 2f( )2 o \2f(t)  2f(1)?
f

1 fme
FOF o T f(t) ot )1/’1'

(4.121)
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Contoh bentuk khusus semesta FLRW pada kasus densitas
energi nol, yaitu semesta Milne yang telah dibahas pada [4.4],
dengan mengambil f(t) = &t dengan & adalah konstan, maka
kita akan mendapatkan perumusan:

zpl:ﬂ%(at 56+ )wz

g = (5t+ — 0 + = )Tﬂl
m &t

(4.122)

substitusikan persamaan (4.122) bawah ke atas,dan dapatkan

¢F:7#(@ £a+;»(@+£a+ )m

—m?iy = (6 & — 0y + 21t) ((97:1/114-f 01 —I—%)

0% 1 0Yn (0 1 0%y
( ot 8t<£t oz )+ at( ) &t 0ot
1 0% 1 0y 10y 1 00Uy 1/11)

C242 922 2682 Ox METT 2612 O T

(¥ 1o 1 1 10 18
\ot2 20x  Etotdxr 22 2t ot gt 0xot

_L6_2_LQ+EQ+L8 "
242022 2201 | 2t Ot 262 0z 4t2 !

(1o 1 La_Q 10 "
“\o2 @ 1w oo i)
(4.123)

Karena melihat metrik pada semesta Milne 141, bahwa kom-
ponen tensor metriknya tidak bergantung pada variabel x,
maka kita bisa ambil bentuk:

Y, t) = [ Z; ] = ¢ iPa® { i; ] (4.124)
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dan dengan hubungan

6_1/} — 2 |: ¢1($at) :| = —ip e—ipmm |: ®1 :|

Oz Oz | ha(z,1) 0o w125)
oy _ 0 [ Ui (a, 1) ] _pgime [ o1 ] |
022~ 022 | Walx,t) | P oo |

—_ 2¢, — ﬁ_ii_i_ii_’_lé —ipaT
M\ T a2or T M2 22 tar)¢

, > 1d ip P2 1 ;
o2, =P —_ (= -2 “rr r - —ipaT
me e (dt2 tia Tt Tes )t R

2 td 1 i 2
—m2t2gol = (tz— +it-——(=— Wz _ &))@1

a2 2dt "4 & &2
d? d 1 ip
— 2% el 2,2 - "HPrN2
0 (t dt2+tdt+(mt G- %) ))sm

Misalkan kita ambil p = 1/2 — ip, /£, maka (4.126) menjadi

pe d
tzw‘gl + td_(gi + (m2t2 —p2) o1 =0 (4.127)

bentuk ini memiliki bentuk yang mirip dengan persamaan di-
ferensial Bessel, sehingga solusi persamaan ini adalah

w1 = AJy(mt) + BN,(mt)

i (4.128)
%:eww@%wm+3mmm)
Dan dari (4.122), kita bisa mendapatkan 19,
1 1 1
=— |0+ =0+ — . 4.129
v2 m<t+£t +2t>¢1 ( )
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dari hubungan rekursi fungsi Bessel, kita memiliki

T (mt) = —%Jp(mt) + Jp_1(mt) N} (mt) = —%Np(mt) + Np_1(mt)
(4.130)

sehingga

e ti(-
m

- % (AJp(mt) + BNp(mt)) +

=+ 13

(AJp(mt) + BNp(mt)> + m(AJp_l(mt) + BNp_l(mt)>

(AJp(mt) + BNp(mt)) o
ot ) ‘

(4.131)
Dengan memasukkan kembali nilai p, maka kita dapatkan

Wy = é ( _ 1/2_—75%/5 (AJy(mt) + BNy(mt)) +m (A, (mt)
+ BN,-(mt)) - %‘ (AJp(mt) + BNy(mt))

(AJp(mt) + BNp(mt)> )e_ip,,x

* 2t

_ (z’AJp_l(mt) n z'BJp_l(mt)>e_ipf”””
(4.132)

Sehingga solusi persamaan Dirac pada semesta Milne 141
adalah

e BN ]

Apabila semesta memiliki faktor skala f(¢) yang konstan, am-
bil f(t) = 1 pada koordinat komoving, maka didapat peru-
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musan:
1
= - (5t - 81-) P2
, (4.134)
i
o = - (31: + 5x)¢1~
yang didapat:
0? 0?
a;gl B a;b?l Fmt =0
Py 0 , (4.135)
o2 " a2 T V2=

yvang mana tidak lain adalah persamaan yang mirip dengan
persamaan pada ruang waktu Minkowski. Dengan demikian,
apabila diambil f(¢) = 1, persamaan Dirac pada ruang-waktu
FLRW 141 koordinat komoving akan memiliki bentuk sama
halnya pada Minkowski.



Bab 5

Penutup

5.1 Kesimpulan

Dari pengerjaan Tugas Akhir ini dapat disimpulkan bah-
wa:

1. Perumusan persamaan Dirac pada ruang-waktu yang
melengkung dapat dicari dengan memandang partikel
pada medan kerangka tetrad.

2. Dalam perumusan persamaan Dirac pada ruang-waktu
Schwarzschild, ketika benda sangat jauh dari sumber,
akan memiliki bentuk persamaan yang sama dengan per-
samaan Dirac pada koordinat Bola.

3. Pada perumusan persamaan Dirac pada ruang-waktu
Reissner-Nordstorm, memiliki bentuk serupa dengan Sch-
warzschild..

4. Persamaan Dirac pada ruang-waktu lengkung dikerjak-
an pada ruang-waktu FLRW 1+1 dimensi koordinat ko-
moving. Solusi persamaan Dirac pada semesta Milne
141 didapatkan sebagai kasus khusus dari semesta FLRW.

83
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Apabila semesta FLRW pada koordinat komoving me-
miliki faktor skala f(¢) = 1, maka persamaan Diracnya
akan memiliki bentuk yang sama dengan ruang-waktu
Minkowski.

5.2 Saran

Ada beberapa masalah yang belum diteliti : Solusi per-
samaan Dirac, informasi yang terkandung pada partikel di
ruang-waktu lengkung, dan sebagainya. Saran untyk peneliti-
an sclanjutnya adalah menyelesaikan dan memperoleh solusi
persamaan Dirac pada ruang waktu lengkung. Penelitian la-
in yang dapat dikerjakan adalah teori medan kuantum dalam
ruang-waktu lengkung.
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Lampiran A

Persamaan Dirac Pada
Koordinat Bola

A.1 Koefisien Koneksi Spin Metrik Bola

Dengan menggunakan persamaan (3.66) dan dengan kom-
ponen tetrad yang kita dapatkan di (4.5), kita bisa menda-
patkan komponen koneksi spin untuk koordinat bola. Kita
tinjau ulang (3.66):

_ 3
Wpab = €aBV €,

(A.1)
= g“/ﬁea‘y(ﬁuebﬁ + Fg,ueba)'
Sehingga untuk u =t, a = 0,b = 0, kita dapatkan
= g.ge) (Orel + TP e (A.2)
w0 = gypeqg (Oreg + Toseq’)-

Karena kita tahu bahwa komponen tetrad dan tensor metrik
bola hanya memiliki komponen diagonal saja, kita bisa me-
mastikan bahwa hasil jumlahan tensor yang tidak nol ketika
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v =8 =t dan « = t, sehingga
w00 = geeeg (Oreg + Tizeq)
= — (8,5(1) + 0) (A.3)
=0.

Dengan cara yang sama kita dapatkan untuk komponen ko-
neksi spinor lainnya. Untuk y=t%¢,a =0,b =1,

wio1 = gwﬁeov(atelﬁ + thela)
= gieeg (Oref + I'liel)

A4
:—<8t0—|-0> (A4.4)
=0
Untuk p=t,a=0,b=2,

wi02 = 975607(6t626 =+ theza)

= gued (Dred + Thed)
(A.5)
-~ (30+9)
=0
Untuk p=t,a=0,b=3,

w03 = 976607(@636 + the:aa)
= giteg (Oreg + Fé&t63¢)

= - (ato + 0) (8.9)

=0



Untuk p =t,a=1,0=0,

w10 = 976617(@60[3 + theoa)
= g'rrelr(ateor + F:teg)

_ (ato + 0)

=9
Untuk p=t,a=1,b=1,

w1 = gw,8617(6t€06 + theoa)
— grref(atelr + F:telr)

~ (2 +0)

=0
Untuk p=t,a=1,0=2,

Wig = gwef(&gef + thef‘)
= grref (Oreg + Tgieq)

(s0+0)

=0
Untuk p =t,a=1,b=3,

w13 = 976617(&&6;5 + th%a)
= g,rrwlr (6756; + FT,,,€3¢)

_ (ato + 0)

=0
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(A.8)

(A.9)

(A.10)
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Untuk u=t,a=2,b=0,

Wiog = gw/je;(&ﬁeoﬁ + theoa)

= gages (Dreg +Thel)

= 7“21 (61%0 + 0)
T

=0
Untuk p=t,a=2,b=1,

w1 = 976627(575616 + thela)

= ggoes (Oref +Toel)

= r21 <at0 + 0)
T

=0
Untuk p=t,a=2,b=2,

Wi22 = gvﬁe;(&gef + I‘gte;‘)

= goves (Ores +Thes)
1 1
= 7“2— <6t(—) + 0)
r r
=0
Untuk p=t,a=2,b=3,

w23 = gpyey (87563[7) + Ff)\eli/\)
= gttth (6156315 + F€t63t)

= 7“2% (@(0) + 0)
= 0.

(A.11)

(A.12)

(A.13)

(A.14)
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Untuk p=t,a=3,b=0,

w30 = 9/37@37 ((97560 FtAeO )

= g¢¢63¢ (8,560 + Ptte())

A.15
= r?sin? 6,# 0:(0) +0 ( )
7 sin 6

=0.
Untuk p =t,a=3,b=1,
w31 = gpy€3 (875@1 + Ft)\el )
= goocs (el + Thel)
1
2.2
=rsin“0——| 3(0)+0
o rsin@( 1(0) + )

=0.

(A.16)

Untuk p=t,a =3,b=2,

W32 = gpye3 (81562 +T)) ta€2 )
= g¢¢€3 (at€2 + FtteQ)

A17
= r2sin? 0 1 <8t (O) + 0) ( )
7sinf

=0.

Untuk p=t,a=3,b=3,

W33 = gy (815635 + Ff,\e?»/\)
= g¢¢63¢ ((9756; + F%te?f)

A.18
:r2sin29rsiln0<8t( 1 )+0> ( )

rsin 6

=0.
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Untuk p =7r,a=0,b=0,

Wro0 = 9B~v€q (5 60 + Fmeo )
= gueq (Oreg + Thyeq)

—— (@ +0)

=0
Untuk g =7r,a=0,b=1,

wro1 = gpseq (O 61/5 + el
= gueq (Oref + Thpef)

—~(a0)+0)

= 0.
Untuk u=r,a =0,b =2,

wr02 = gpreq (O 625 + Ff,\%A)
= gued (Oreg +Thped)

—~(a0)+0)

= 0.
Untuk u=7r,a =0,b =3,

wros = gaveq (Oreg +Tpyes)
= guey (&eg + I‘fn¢e3 )

=— (&(0) + 0)

=0.

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)



Untuk p =7r,a=1,b=0,

wrio = ggver (Oreg +T)yed)
= grré] (6 e + Frteo)

(&(O) + 0)

=0.
Untuk p=r,a=1,b=1,

wri1 = gpre, (Or elﬁ + Ff,\ef\)
= grr€y (8 61 + Frrel )

~ (2.0 +0)

= 0.
Untuk p =r,a=1,b=2,

wri2 = gpye; (O 625 + Ff,\‘f?)
= grr€q (8 ey +ges )

= (&(0) + 0)

= 0.
Untuk p =r,a=1,b=3,

wris = ggver (Oreg +Tpyes)
= grrel (Oreq + F:d)eg )

= (87«(0) + 0)

=0.
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(A.23)

(A.24)

(A.25)

(A.26)
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Untuk p=7,a=2,b=0,

wwm—%ﬁz@eo+rx%)
= gppes (8 eo + Fefeo)

= 7-2% (ar(o) + 0)

= 0.
Untuk u=r,a=2,b=1,

wr21 = ggyer (&elﬁ + Ff,\“/’lA)
= 909626 (arelg + Fﬁrelr)

1
= 2= (ar(o) + 0)
r
= 0.
Untuk p=r,a=2,0=2,

wraz = ggreg (Dreg’ +T)e3)
= ggoey (Breg +1%r0e) )

1/, ,1, 11
_ 2k <ar(—) " ——)
r r rr
11
A U
= 0.

Untuk p=7r,a =2,b=3,

wras = gaves (Oreg + T yes)
= gooey (areg + F£¢€3 )

= 7“2% (ar(o) + 0)

=0.

(A.27)

(A.28)

(A.29)

(A.30)



Untuk py =7r,a=3,b=0,
wr30 = ggves' (Or 60/3 +1\eq)
= goses (Oreq +Theq)
= 72 sin? e@ <ar(o) + 0)
=0.
Untuk p =r,a=3,b=1,
wis1 = gy (Ore +Ter)
= gosey (Orel” +Thel)
T siln0 <8T(0) + 0)

= r2sin’ 6

=0.
Untuk u =7r,a =3,b=2,
wrsa = gayes' (O 626 +T0hes)
= gooes (Ores” + Toped)

. siln0 <8r(0) + 0)

= r?sin’ 6

=0.
Untuk u =7r,a =3,b=3,
wr3s = ggres (Or 835 +T7es)

= gooes (Ores + Fmses)
1 1 11
2 52
= 0 0 -
roem rsin9< "rsin i rrsinH)

- 1 n 1
=rsinf| —
r2sinf = r2sind

=0.
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(A.31)

(A.32)

(A.33)

(A.34)
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Untuk p=0,a=0,b=0,

weoo = 9,8fy€o7 (aeeo'g + I‘gx\eo/\)
= greeq (Oeq + Threg)

—— (@ +0)

= 0.
Untuk p=60,a=0,b=1,

who1 = Ypy€q' (86613 + Fg/\eﬁ)
= greg ((%ef + Fgref)

~ (@) +0)

=0.
Untuk p=60,a =0,b =2,

weo2 = gﬁw(? (5962'8 + ngezk)

= gued (Opes + Thyes)

~ (a0 +0)

=0.
Untuk p=60,a =0,b =3,

woo3 = gpveq (8963'3 + F?A%A)
= gtte(f (89(23’5 + F§<b€3¢)

—— (@ +0)

=0.

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)



Untuk u=60,a=1,b=0,

wor0 = gavey (Fpeg’ + Tgyeq))
frg gwe{ (a@eor + theg)

= (ag(o) + 0)

=0.
Untuk p=60,a=1,b=1,

wp11 = 9,87617 (89616 + I‘g,\el/\)
= grreq (898{ + Fgref)

= (69(1) +0>

=0.
Untuk p=60,a=1,b=2,

we12 = g,@’yel'y (8962ﬁ + Fg)\€2>\)

= grre] (89827~ + F36629)

_ (69(0) _ r%)

=-1
Untuk u=60,a=1,b=3,

wh13 = Gpreq (a9e3ﬁ + Fg,\e‘??)
= grref (Ooeg + qusegd))

= (89(0) + 0)

=0.
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(A.39)

(A.40)

(A.41)

(A.42)
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Untuk p=0,a=2,b=0,

Wh20 = Gpyeq (5960'8 + Fg,\eoA)
= gooed (Oped + Thed)

= 7’2% (69(0) + 0)

=0.
Untuk p =0,a =2,b=1,

W21 = gpy€1’ (80615 + I‘g/\ef\)
= goveq (Opef + Thef)

1 1
S (69(0) + —)
r r
=1.
Untuk p=60,a =2,b=2,

W22 = GBy€y' (36626 + FﬁAezA)
= gegeq (8962 +Thes )

= (a(3) +0)

=0.
Untuk p=0,a =2,b=3,

wh23 = ggyey (8963'3 + F§A€3>\)

= ggg@f ((99639 + Fg¢63¢)

= 1"2% <69(0) + 0)

=0.

(A.43)

(A.44)

(A.45)

(A.46)



Untuk u=60,a=3,b=0,
w0 = ggves (Bocy’ +Tneq)
= gooes (Doeg’ +Teq)
= 72 sin? 9@ <89(0) - 0)
= 0.
Untuk p=60,a=3,b=1,
whs1 = g€y (69615 + ngel)‘)
= goses (Doe +Th.el)

r siln 7 <89(0) i 0)

= r2sin? 6

=0.

Untuk p=6,a=3,b=2,

wzz = gsrey (Does’ +Tgyes)

= goseq (Does’ +Tiyes)
= 72 sin? 6’@ <89(0) + 0)
=0.

Untuk p=6,a=3,b=3,

wozs = gpyey (Oeey’ +Types)

= 9p¢3 (8963 + F9¢e3 )

1 1
22
rosm 9rsin9<ae(rsin9) +cotd

L + cot 8 1
co
rsin 6 rsin 6

= rsin@(—cotﬁ

=0.

rsin 6

101

(A.47)

(A.48)

(A.49)

(A.50)
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Untuk = ¢,a=0,b=0,

We00 = 9B~€q (‘9¢60 + F¢A80 )
= gireq (Dpeq + F(,bte())

—<6¢(1) +0>
=0.
Untuk = ¢,a =0,b=1,

woor = gayeg (Opef +T ixef)
= gtte(f (8¢ef + T Te{)

—<6¢(0) +0>
=0.
Untuk = ¢,a =0,b=2,

wooz = gpyeq (Does +Tzes)
= gueg (6¢62 + P¢9€2 )

— <a¢(o) + 0)

= 0.
Untuk = ¢,a=0,b=23,

A
We03 = Gsr€q (8¢63’3 + nge:% )
= greeq (Opes + Ffb¢€3¢)

- <8¢(0) + 0)

=0.

(A51)

(A.52)

(A.53)

(A.54)
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Untuk = ¢p,a=1,b=0,

We10 = 9py€1 (8¢eo + F¢)\80 3
= grref (Opeq + F¢t60)

(A.55)
= (6¢(0) + 0)
= 0.
Untuk p =¢p,a=1,b=1,

Wel1 = gpve; (8¢61B + Fﬁxeﬁ)
= grre] (Ope] + T ef)

(A.56)
= (6¢(1) + 0)
=0.
Untuk = ¢,a=1,b=2,

A
wers = gavey (Opes’ +Tzes)
= grr€] (6¢62 + F¢962)

_ <8¢(0) N 0) (A.57)
=0.

Untuk p = ¢p,a=1,b=3,
We13 = gayey (6¢e3ﬁ + Feﬁ,\e?)

= grrel (Opeq + Thges)

= <8¢(0) —rsin® 6

= —gind

) (A.58)

rsin 6
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Untuk = ¢,a=2,b=0,
wezo = ganes (Doe + Fixeok)
= goves (Dpeq + 1ﬁteot )
1
= 7'2; (a¢(o) + 0)
=0.
Untuk p=¢,a=2,b=1,
won = ganes (Dpef + ngef)
= goved (Ope! + TG ef)
1
= 7-2; (a¢(o) + 0)
=0.
Untuk p = ¢,a =2,b =2,
Wea2 = Gpreq (&bezﬁ + ngezk)
= gooes (Dses + Tlges)
1 1
2
=7r"=|0s(=)+0
P2 (03) +0)
=0.
Untuk = ¢,a =2,b=3,
Wg23 = gpy€g (a¢€3ﬁ + nge:f\)
= gggeze (a¢€36 + Fg¢€3¢)

1 1
:r2;<8¢(0)—sin0c059 - )

rsin 6

= —cos0.

(A.59)

(A.60)

(A.61)

(A.62)



Untuk = ¢,a=3,b=0,
weso = gaves (Opeq’ + Thzed)
= 9¢¢e3¢ (3¢60¢ + T iteg )
1
d4(0 0
rsin0< 5(0) + )

= r2sin’ 6

=0.
Untuk p =¢p,a=3,b=1,

Wea1 = gayes (a¢61B + Fixeﬁ)
= goocs (Ope” + T4 )

_ 2.2, | 1
= r°sin ersinﬁ 3¢(0)+7ﬂ

= sin 6.

Untuk = ¢,a=3,b=2,
wesz = gayes (Dpes +T5es)
[
= 9¢¢€3¢(a¢€2¢ + Fieez )
1 1
22
= 0—— 94(0 t 60—
T ing ( 5(0) + co r)
= cos .
Untuk = ¢,a=3,b=3,
woss = gpyes (Oseq’ +Types)

= goocd (Dses +T04eq)

1 1
_ 22
- 0rsin9<8¢(rsin0+0>

=0.
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(A.63)

(A.64)

(A.65)

(A.66)
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Dengan demikian, kita dapatkan komponen w,., yang tidak
nol:

wpiz = —wp21 = —1
Wep13 = —We31l = — sin 6 (A67)
Wp23 = —We32 = — cos 6

A.2 Koefisien Fock-Ivanenko Ruang-Waktu
Schwarzschild

Berdasar persamaan (3.67), kita dapatkan koefisien Fock-
Ivanenko

— ol
FC_ec 14

T
= el (iwuab’Ya'Yb)- (465

Untuk ¢ =0,

1 a
Iy = e()u (Zwuab7 Pyb)
— 665(0) (A.69)

=0
Untuk ¢ =1,

1
I = ef(zwy,ab'yz'yb)
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Untuk ¢ = 2,
1
Iy = e;(zlwuabryaryb)
1
= 6291 <w9127172 + w9217271>
1
= ( — vy + 7271>
1 (A.71)
_ E(,yz,yl _ ,yl,yz)
1
_ 52(7271 _ 7721)
19
- 2747 7 9
Untuk ¢ = 3,
|4 1 a b
I's = €3 (Z_Lw,uab'y Y )

1
= 63¢4_1 (w¢>1371W3 + w¢3173’71 + w¢23’7273 + w¢327372)

1
= - — sin y'43 + sin 07341 — cos 07243 + cos O~342
4rsin 6
1 . 3.1 1.3 O(~BA2 2.3
= 4rsin9(sm9(7 vy )+cos€(fy v — oy )
1 : 3.1 31 3.2 32
=4rsin9<sm92(fy’y - )+COS€2(’}/’)/ -7 )

1 5, cotf

_ 3.2
—27,’77 2r’y7'

(A.72)
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Lampiran B

Persamaan Dirac
Ruang Waktu
Schwarzschild

B.1 Solusi Schwarzschild Persamaan Med-
an Einstein

Dari perumusan persamaan medan Einstein [E.4], per-
samaan tersebut menunjukkan hubungan keberadaan energi
dan momentum dengan pengaruhnya terhadap kelengkungan
ruang-waktu di sekitarnya. Solusi persamaan medan Einste-
in adalah berupa tensor metrik. Solusi Schwarzschild adalah
solusi persamaan medan Einstein dalam keadaan vakum dan
simetri bola. Dalam menyelesaikan persamaan medan Einste-
in pada metrik yang simetri bola, kita gunakan ansatz simetri
bola. Ansatz adalah pemilihan nilai awal yang sesuai dengan
asumsi fisika dan persoalan syarat batas. Kita ambil ansatz
metrik untuk simetri bola:

ds? = =2 2qp? 4 2P0 ar? 4 12d0% + 12 sin® 0dg? (B.1)
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dan kita miliki tensor metrik:

—e?® 0 0 0
0 ¥ 0 0
Jw=1 9 0 2 0 (B2)
0 0 0 r%sin’6
dan tensor metrik kontravariannya:
—e 2 0 0 0
0 e 0 0
uv
O 0 5 0 (B-3)
0 0 0 r2sin? 6

B.1.1 Simbol Christoffel

Dalam perumusan suku kiri pada persamaan (E.36), ki-
ta dapatkan komponen simbol Christoffel dari metrik sime-
tri bola (B.1). Dalam kasus solusi Schwarzschild, metrik sta-
tik, sehingga turunan terhadap waktunya adalah nol. Dengan
menggunakan (B.1) dan (2.50), kita dapatkan komponen Sim-
bol Christoffel I'f,,. Untuk x =0, = 0,v =0,

1 Oguo ~ Ogo dgoo
o _ L 099 o
Too = 39" (83}0 920 8m“>
_1 00(3900 9goo 3900)
2 Ox0 ox0 O0z0
_ 1 —2x
= —ze (0 +0— 0)

=0




Untuk kK =0, =0,v =1,

1 Mo(agm gou 8901)

0 _
Lo = 29 0z0 ozl O+

_ 1 00(5901 dgoo 3901)
29 N0 T 9zl 90

_ 1 —2a 662a

-2 (0 o 0)
Oa

=29 = I

Untuk k =0,a=0,v =2,

1 09u2 . Ogou  Ogo2
0 — 10 M v
Loz 29 ( 0z9 Ox0 ozt )
_ 1 00(8902 dgos 3902)
2

0x0  0z2 029
1
= —ze (0 +0- 0)

:O:Fgo

Untuk k =0,a=0,v =3,

1 99u3 | 990 Jgo3
o 2 uo( p [ )
0=29 {920 T 08~ Bur
_ 1 00(5903 dgoo 3903)
29 920 T 923 T 90
1
= —5e(0+0-0)

:Ongo
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Untuk k =0,a=1,v =1,
1 uO(agul 991 5911)

Y ==
=59 Ozt ozt ozt

_1 00(3901 9910 8911>
29 N8zl 7 al T 9a0
_ 1 —2a
= —ze (0 +0— 0)
=0
Untuk kK =0, = 1,v = 2,

1 g2 | Oq1, 0912
o — = ;Lo( Iz B )
2759 \gat + ox2  OzM
_ 1 o()(agoz 9910 3912)
29 ozl T 922 7 940
1
= —ze (0 +0-— 0)
=0= 1ﬂ(2)1
Untuk k =0,a=1,v =3,
1 Ogus | Oq1 0913
F(l)g = 59“0( . ;- )

ozt~ 0x3  Oxr
_ lgoo(agoza dg10 3913)
2 ozt~ Oz3 00

1
- —56—2a(0+0—0>
:0:F§1
Untuk K =0, =2, v = 2,

1 Ogu2  O0gou  0ga2
0 _ — u0 [ B
T2 =359 (8:32 922 8m“>

2
_1 00(3902 9920 3922)
2 or?  0x? 020

1
= —56—26*(0 +0— 0)
—0

(B.10)

(B.11)
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Untuk kK =0,a =2,v =3,

o _ 1 ﬂo(agu:s 02y 3923)

137 99 9,2 ox3 Ozt
_1 00(8903 9920 3923)
2 ox?  Ox® 02V (B.12)
_ 1 —2x
= —ce (0 +0 o)
=0= ng
Untuk k =0,a=3,v =3,
1 Ogus | Ogsu  Ogs3
0 _ — u0 [ s
Tss 29 ( Ox3 ox3  Oxt )
_ 1 00<8g03 n dg30 3933)
2 ox3  0x3  0aY (B.13)
- —%e—za (0 +0- o)
=0
Untuk k =1,a=0,v =0,
1 g0 | 9g0p 9900
1 _ Z pl [ (o
Too 29 (8m0 + 020 8&:/‘)
_ 1g11<8910 dgor 3900)
2 0xz% 029 Ozt
) 20 (B.14)
— 228 ©
= e (0+0+ &Bl )
_ (02800

or



114

Untuk k =1, =0,vr =1,

1 1 4 8gul agou dgo1
Tor =39" (amo drl 8m“>
_ 1 11(5911 dgor 3901)

29 Ox0 Ozl ozt

1
- 56_%(0—0—0)
=0=T},

Untuk k =1, =0,v = 2,

1 Agou 8goz)
2 0z~ 020 Oxr
1 11(3g12 dgor 3902)
2 oz Ox? ozl
_ 1o

= 5e (0+0—®

—0-1Y

Fl — _gul (89H2

Untuk k =1,a=0,v =3,

1 Ogus . 990 0903
1 _ = pul [ B
Tos = 29 ( Ox0 + Ox3 81:#)
_1 11<5913 910 3903)

29 N0 T 9% Bl
1
:éaﬂwo+0—®

:O=I‘§0

(B.15)

(B.16)

(B.17)
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Untuk k =1, a=1,v=1,

Il — 1 <8g,u1 aglu _ 8gll)
=59 Ozt Ozt oxt
_ 1 11(39u, 39u,__59n)
29 \ ozl T 9t Ol (B.18)
_1 25<362’8 n de?P B de*8 '
26 or or or
_9
- Or
Untuk k =1, a=1,v =2,
_1 Ml(agMZ 9g1u 8912)
e 29 Ozt Ox2 Ozt
1 11<5912 0911 B 3912)
— 29 9zl T as2 T Bat (B.19)
1 28
~ 3¢ (0 - 0)
=0= P(z)l
Untuk k =1,a=1,v = 3,
1 Ogus ~ Og1x  0g13
0 _ — ul 1% [
s = 29 (8&:1 + Ox3 8&:#)
_1 11<5913 dg 3913)
29 ozl T a3 T oat (B.20)

- %e_2ﬁ<0+0—0)

:Ozrgl
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Untuk k =1, =2,v =2,

Y, _ 1 ul(agzﬂ O9ou 3922)
— 29 922 o0z?2  OxH

1 11/0g12  Oga1  Oga2
=3 <8:L'2 * a2 ax1>
_ 1 o or?
- 2 (0 +0- or )

=—re 28

Untuk k =1, =2,v =3,

1 Oguz  Ogoy  0gos
1 _ 199 no
Ty = 29 (6332 + ox3 63:#)
_ 1 0913 | Oga21 0923
29 <8w2 + Ox3 axl)
_ L 2
Se (0 +0 o)
=0= Pg?
Untuk k =0, =3, v =3,
1 09,3 593 0933
F —— nl M ‘:U _
33 2g < ox3 83:5 Ozt )
1911(6913 9931 5933)
2 ox3 Ox3 Ozt
1 o4 Or?sin? 0
= e (00 =5
= —rsin?fe 28

Untuk k =2, =0,v =0,
Oguo ~ Ogo dgoo
2 _ 1o L .
T =59 (520 + Gat ~ )
O0g20  Ogo2  Ogoo
22 _
Sl 920 T 920 02 )

(0+0-0)

—

(B.21)

(B.22)

(B.23)

(B.24)



Untuk k =2,a=0,v =1,

1 89 1
r2, — Mz( 0
I\ 90

22 <8921

D)
1
— 29 g0
1

2

=0=T%,
Untuk k =2, =0,v = 2,

:2 (0 0 0)

1 992
F2 _ =t ,uQ( Ir
29" \9a0

22 0g22
( 020

1
99
1
T2

=0=T%
Untuk Kk =2, =0,v = 3,

%(0+0—0)

1 09u3
2, — - ,u2( 7
03 020

22 0go3
< 0x0

Untuk k =2, a=1,v =1,

(0+0—0)

1 g1
2, — ;,,2( 1
=59 Ox!

1 o9 0921
D) (81:1
11
2
=0

. (0+0 0)
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(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)
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Untuk k =2, a=1,v =2,

1 09,2 891 0912
1 = p2 I B
T2 = 29 (63:1 0z2 83:“)
_ 1 22(5922 dg12 a912)
1 2 2
i : &r ox ox (B.29)
=32 a +0-0)
R
= =T}
Untuk k =2,a=1,v =3,
1 O9us | g1, Og13
2 _ 1 (09, no
T 29 (6331 + ox3 63:“)
1 5570903  Og12 0913
X (a:gl t o ax2) (B.30)
11
=373(0+0-0)
=0=TY¢
Untuk k =2,aa=2,v =2,
o 1 1(0gu2 | Ogop  Oga2
Th= 50" (55 + 90 ~ gur)
0922 I 0922 _ 3922)
or?  0x?  02? (B.31)

(0+0-0)

ﬁl\"l —_

I
Omn—\wlr—ll\.’JIH
Q
N
[\v]
/N



Untuk kK =2, a=2,v =3,

F23 -

1 O0gus 092 Ogos
u2 © [

29 (6:62 t o 8:U“>
1 9970923  Ogaz  Ogos
=3 (8952 t o0 ax2>
11

—§T—2(0+0 0)
—0=

Untuk kK =2,aa=3,v =3,

0933

0x3 ox3

Oxt

oz3 = Ox3

00

= —sinfcosf

Untuk kK =3,aa=0,r=20,

3
1—‘00

22 <5923 dgs2 %f;)

11 or?sin?0
oo gl

Untuk k =3, a=0,v =1,

I

)

_ 1 ug(aguo Agou 3900)
29 020 Ox0 O+
L 33 <8930 dgo3 3900)

T 29 920 T 920 T 943
1 1

— 55— (0+0-0)
2 r2sin“ 6

=0
1 M3(89u1 gou 8901)
99 0z0 ozl Ozt
_ 15 (8931 dgo3 3901)
2 ozV ozl 0z3

1 1
- 0—0—0)
27‘2811129(

:O=1“1130
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(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)
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Untuk k =3, a=0,v =2,

1 dgu2 | Og90p 0902
3 _ = u3 M [
Loz 29 (6330 + 020 63:#)
1 33(5932 9903 3902)
29 \ 020 T 92 T 943
1 1
= g (00 0)
ot

Untuk k =3, a=0,v =3,

—

093 . Ogou  9go3

3 _ 2 u3 ; b

Ty =59 (6330 + ox3 63:“)
1 3570933  Ogo3  Ogo3

) <8$0 + ox? 0z )
! (0+0-0)

\]

Untuk k =3, aa=1,v =1,

Ogur 091, Ogn

u3 K B

g ( Ozl ozl ozt )
33(5931 dg13 3911)

g Ozt Ozt 0x3

(0+0-0)

3 _
Iy =

O NI RN =N =

1
r2sin2 0

(B.36)

(B.37)

(B.38)



121

Untuk k =3, a=1,v =2,

—

=W
[\
|

|
IR NRNRN -

89 n2
ozt
0932
33
g ( Ozl
1

r2sin%6

O91u 8912)
o0x2 Ozt
dg13 0912 )

072 023

@+0—®

s
=
w
/

(B.39)

|
—
w

21

Untuk k =3, a=1,v =3,

)1
—w
w

Il

gu3 < 6-9#3

g

o091 6g13)

ox3 Ozt

33(6933 o913 8913)
orl  0x3 03

ozt

(B.40)

PN~ NN
=

<

V)

1 (67’2;11129 +0_0)

sinZ 6

3
I‘31

Untuk k =3, a=2,v =2,

r

3
22 —

I Il
O NN =N =

0gu2

u3 2

g (8&:2
0932

33

g (8:62
1

r2sin2 0

992u 3922)
dx? Ozt
9923 3922)
dz? O3

(0+0-0)

(B.41)
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Untuk k =3, aa=2,v =3,

3. lgu3< Ogus | Og2u 5923)
279 0x? ox3  Oxk
1933 (3933 9923 3923)
2 oz O0z3  Ox (B.42)
1 1 Ar?sin? 0
272gin? 6 ( 00 + )
— cotf =T3,
Untuk k =3, a=3,v =3,
1 Ogus | Og3u 0933
3 _ Z p3 M ®o_
T3 2g ( oz3 + Ox3 Ozt )
_ 1 33(5933 dg33 3933)
2 Ox3  Ox3 023 (B.43)
1 1
=3 ag (0+0-0)

=0

Dengan demikian kita dapatkan komponen simbol Christoffel
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0 da 00
. _|0%a 0 00
of 0 0 00
| 0 0 00
[ 20 Ag.a 0 0 0
o 0 OB 0 0
b 0 0 -—re 2 0
| 0 0 0 —rsin? fe=28
[0 0 0 0
s |00 1 0
Tos= 10 10 0
| 0 0 0 —sinfcosf
[0 0 0 0
o |00 0 1
of 00 0 cotd
| 0 % cotd 0

(B.44)

B.1.2 Tensor Ricci

Dari hubungan [E.2] dan persamaan (E.7), kita dapat meng-
hitung tensor Ricci:

R)\l/ = Rl/{u,V (B 45)
= 3,11#;)\ - ayrllj)\ + Fﬁa ,c/r)\ - P';'/LUFZ)\ ‘
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untuk A =0 dan v = 0,

Roo = 0,y — 0ol + T4, T8 — T, o
= {81y — 8Ty + 10,150 — T, LG
+{0,Tg0 — 0iTip + T1,T8 — T, 150}
+ {095y — 0iT30 + 3,15 — T35, }
+ {0550 — T3 + 3,15 — T3, T50}
={0—0+ (04 2020 4+ 0) — (0 4 2@ F 2
+040)} 4 {a”e* @) L 20/ (o — p)e2 e P)

—04 (04 eX2Pa/3 10+ 0) — (2 P2+ 0+040)} + {0
/
—0+(0+e2(a—/3>0‘7+0+0)—(0+0+0+0)}+{0—0
!
+(0+62(Q_B)%+0+0)—(0+0+0+0)}

— 2P (a// +a? 4 2_0/ _ O/,B/>
r
(B.46)

untuk A=0dan v =1,

Ro1 = 9,y — 0iT g + T, T, — T, T,
= {a.Ty — 8,0 + g,y — T1, T,
+{0,Tlg — 0.1+ 1,15 — 1,5}
+ {015, — 0,139 + 15,7, — '}, I'5,
+ {03y — 0,15 + 3,7, — T7,T%
={0-0+(0+0+0+0)—(0+0
+0+0)}+40
0+ (0+0+0+0)—(0+0+0+0)}+ {0

(B.A7)
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—-04+(0+0+04+0)—(0+04+0+0)}+{0—-0
+(0404+04+0)—(0+0+0+0)}
=0= Ry

untuk A =0 dan v = 2,

Ropo = 8MF20 GQF#O + F U FQUF
= {09 — 0pT0y + T, T — I, T,
+{87’F%0_89F10+F10 o — 5,150}
+ {0pT 30 — 0pT'5 + I'5,19, — I'3,T'5,
+ {0515 — 9pT'5) + 3,15 — T3,I'%,
={0—0+(0+00+0)—(0+0
+0+0)}+ {0
—04+(04+04+04+0)—(04+04+0+0)}+{0
~04+(0+0+0+0)—(0+0+0+0)}+{0-0
+(O0+0+0+0)—(0+0+0+0)}

=0= Ry
(B.48)
untuk A = 0 dan v = 3,
— ar —8F0+FO 9 —TI9.T
{030 @1 00 o0t (B.49)

+{0,T3y — 9T1y + T1,T% r30r
+ {0sT3) — 9T50 + 5,15y — I'3,I'5,}
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+ {0515 — 94150 + 3,15 — T3,T%,

={0-0+(0+004+0)—(0+0
+0+0)}+{0
—0+(0+0+0+0)—(04+04+0+0)}+{0
—0+0+0+0+0)—(0+0+04+0)}+{0-0
+0+0+0+0)—(0+0+0+0)}

=0= Ry

untuk A =1 dan v =1,

Ry = 9,1y — oWl + T4, T — T, T,
= {0 - 0,10 + 9,7y —T9,T5;}
+{o,T}, — 0,1y + 1,17, —T1,IF,
+ {0971 — 0,15, + T3,I]; —T7,T%,}
+{0yT% — 0,15 + T3,I, —T,T5,}
={0-a"+(04+ a8 +0+0) - (a?+0

+0+0)}+{8"
— 8"+ (0452 +0+0) = (0+5%+0+0)} +{0
1 /B, 1 1
+ gt 0040 = (0404 5 +0)} {0+
8 1
+(0+ - +0+0) = (0+0+0+ )}
=-a'-a?+dp + 2
;
(B.50)
untuk A = 1 dan v = 2,
Rig = 0,1, — 01, + T, T3, — T, T,
— {819 — BTy + T9, TG, — 5,1
{0:1%) — 0Ty + Lop 13y — oo 101 } (B.51)

+ {0,y — 0T}y +T1,1% — T3,I}
+ {0975, — 013, + 15,03, — 3,19}
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+ {015 — 0pT%; + 3,9, — 3,15}
={0-0+(0+0+0+0)—(0+0
+04+0)}+{0
—0+(0+04+040)—(0+04+0+4+0)}+{0
—04+(0+04+04+0)—(0+04+0+0)}+{0+0

0 0 —0+0+0+ )

r T

+(O+0+
=0= Ry

untuk A =1 dan v =3,
R13:3MF§1—33Fﬁ1 + I, T —T5,T0,
= {013 — 051, + 19,15, — IS, 16, }
+{0,T3; — 91y + 1, — 3,17, }
+ {013 — 073, + 3,15, — 3,15}
+ {0515 — 955, + 3,15, — 3,15}
—{0—0+(0+0+0+0)—0+0
+0+4+0)}+{0
0+ (0+0+040)—(0+0+0+0)}+ {0
—0+04+0+0+0)—(0+04+0+0)}+{0—-0
+(0+0+0+0)—(0+0+0+0)}
=0= R31
(B.52)

untuk A = 2 dan v = 2,

Roo = au,FgQ - 82Fﬁ2 + FZJFgQ - Fgarfﬁ
— {019y — 9pTgy + T9, T3, — T, TG, (B.53)
+{8,T}, — 0pT1, + T1,T%, — T3,T],}
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+ {09T3y — 0pT'5y + 13,73, — T3,T5,
+ {0573, — T3 + T3,15, — T3, T5,}
={0—0+(0—me—2ﬁ+0+0)—0+0
+0+0)}+{—e P 425
—0+0=rBe+04+0)—(0+0—e2P+0)}+{0
—0+(0—e2P4+040)—(0—e2P+0+0)} + {0+ csc?0
+(0—eZ4+0+0)—(0+0+0+cot?6)}
6_2B<7’O/—T'6/+1)+1
untuk A = 2 dan v = 3,
Rz = 0,T%, — 83F"2+F Is, F3U Z2
= {0iT95 — 9Ty + 10, T5 — T3, T}
+{8,I'}, — a¢r2+r g, — T3, T,
+ {015, — 0135 + 3,15, — 3,15}
+ {05735 — 94155 + 13,15, — T'3,T%,}
_{0—0+(0+0+0+0)—(0+0
+0+0)}+ {0
—04+(04+04+4040)—(04+04+0+0)}+{0
—0+(0+04+0+0)—(04+0+0+0)}+{0-0
+(0+0+0+0)—(0+0+0+0)}

=0= Rs3
(B.54)
untuk A = 3 dan v = 3,
R33 = 8”1“53 — (931—‘53 + anl—‘ F3U 13
= {0195 — OyT0s + 5,1 — 5, T
{033 ¢1 03 03} (B.55)

+{0,T'}y — 9,715 +T1 T rggr
+ {09735 — 3¢F25+P %s — 3,95}
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+ {0183 — T35 + T3, 1% — I3, 'S
={0—-0+(0—ra'sin®0e 2’ +0+0)— (0+0
+040)} 4 {—sin? e + 2rsin® 952}
— 0+ (0—rsin?08e 2 +0+0)—(0+0+040)}
+ {—(cos? 6 —sin?0) — 0 + (0 — sin® Ge=2% + 0+ 0)—
(04+040—cos?0)} +{0—0+ (0+0 —cos?0 +0)—
(0 — sin® Be=2% — cos?0 4 0)}
= —sin?he=%’ <7’a’ —rfB 4 1) +sin?0

= sin2 0 RQQ

Begitupula, dengan (E.10), kita bisa menghitung skalar Ricci:

m — gMVRle/
_ _ 1 sin® R
= —e > Roo+ e Ry + — (322 + 1—222)
T sin“ 6

— _p20.2(a—p) (a” +ad+ 2_0/ _ O/B/>
r
'

+6_2’8<—0z”—0z/2—|—a/5/+2—>
r

2 —
—|—r—2(—e 2'3(7“0/—7"5’4—1)4—1)
:—26_%(&”-1-0/2-1-%(a,—ﬁ/)—a/ﬁ'+r—12(1—€2ﬁ)>-

(B.56)

Setelah kita dapatkan tensor Ricci dan skalar Ricci, kita bisa
mencari tensor Einstein. Dari persamaan (E.16), kita miliki:

1
G,uu — RHV - 59,“,9“{. (B57)
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Kita dapatkan komponen tensor Einstein yang tidak nol, yaitu
komponen diagonalnya. Untuk Ggo:

/
Goo = 62(o¢—ﬂ) (a// + o2 + 2a i O/ﬁ/> B eQ(a—B) (a// + o2 + Z(a/ B B/)
r r

! ! ]‘
—ap +ﬁ(1—62’6)>

(B.58)
UntukGH:
" 12 !l 2 ! " 12 2 / !
G =—a" —ad?+dpB +——+|d"+a —1—;(04 —A—

! ! 1
a B +T—2(1—626)>

_2d 261
o r2 o or2
(B.59)
Untuk GQQ:

Gog = —e 28 (ro/ —rB + 1) + 14202728 (o/’ + a’?
2 1 ! -l 1 28
2o — _ —(1—-
+- (o/ =8)—d'B + 1"2( e’”)

' /
=T26_2ﬁ<0//—0/,8l+o/2+2—E)
T r

Gs3

sin2 6

(B.60)
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B.1.3 Solusi Schwarzschild

Metrik Schwarzschild adalah solusi vakum, maka dari itu,
tensor energi-momentum adalah nol, T}, = 0, sehingga semua
komponen dari tensor Einstein adalah nol. Kemudian kita
tinjau determinan metrik:

g =—e2@Brtgin? g (B.61)

Pada limit r >>, maka ruang waktu akan kembali ke ruang
waktu datar. Dengan demikian kita memiliki relasi

a=-—0 (B.62)
Substitusikan relasi (B.62) ke (B.58) kita dapatkan;

2 e4a o e4a e2a

Y et
264aal 84a 62a
r T T (B.63)
2re?a + 2 = 2@
d(re?®) _1q
dr
maka:
re?® = /dr
(B.64)
=7 —7r,
atau .
2 =1-=2, (B.65)
r

Karena pada limit medan lemah metrik tensor kembali ke me-
trik Minkowski, yang mana:

29
goo ~ 1+ = (B.66)
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dimana ® = —GM /r. Dengan demikian, kita dapatkan
_2GM

s =

s (B.67)

Mensubstitusikan nilai (B.65) ke ansatz metrik statik simetri
bola, diperoleh:

ds® = —(1 — E>c20lt2 + (1 - E)aﬂr2 + 7r2d0? + r? sin® 0dp?
" " (B.68)

B.2 Koefisien Koneksi Spin Metrik Sch-
warzschild

Dalam perumusan koefisien koneksi spin, dengan meng-
gunakan (3.66), dan menyulihkan simbol Christoffel (B.44)
dengan nilai o dan § (B.68),

Wyab = €aV €y

(B.69)
= g’Y/Bea’,y(aHebﬁ + Fg;l,eba)'
Sehingga untuk p =t, a = 0,b = 0, kita dapatkan
wioo = gypeq (Brey + Thied). (B.70)

Karena kita tahu bahwa komponen tetrad dan tensor metrik
Schwarzschild hanya memiliki komponen diagonal saja, kita
bisa memastikan bahwa hasil jumlahan tensor yang tidak nol
ketika v = § =t dan a = ¢, sehingga

t t t t
wioo = Geeeq (Oreg + Tireq)

(=20 - 2y - ) o)

(B.71)
= —(1- )20 +0)

r
=0.
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Menggunakan cara yang sama kita dapatkan untuk komponen
koneksi spinor lainnya. Untuk y=t,a =0,b=1,

w1 = 975607(8te1ﬁ +T0,e)
= gtteot(atelt +T%el)

_ Ts Ts\—1/2 s Tsy—1 Tsy1/2
— -l 1=yl
(-0 - 22 0+ Jh0 - Dyt -
_ s
2r2°
(B.72)
Untuk p=t,a =0,b =2,
wiz = gpeq (Oreyg’ +Thjes”)
= gueg (Ores + Thies)
ey (B.73)
— (1= =3)(1 = 5)"1/2
(=20 - 22 (a0+0)
=0.
Untuk p=t,a =0,b =3,
wios = gpeq (Oreg’ +Thyes)
= gited(Oed + F’(‘;te;’)
(B.74)

r r

— (- 1= 272 (30+0)

=0.

)
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Untuk u=t,a=1,b=0,
wi1o = 97/363(87:606 + theoa)
= g'r'relr (3teor + F;‘eﬂf)

— (1= Tsy-1g _Tsy1/2 "s @ _Tsyq _Tsy-1/2
(1= )= 22 (a0 + 7501 - - )

Ts
2r2’

(B.75)
Untuk p=t,a=1,b=1,

w1 = 97661V(3t60ﬁ + theoa)
= grrel (Ore] +1e))
1/2 B.76
— (1 -yt Dy <at(1 - E) + o) (B.76)
r r

r
=0.
Untuk p=t,a=1,b=2,

w2 = 975617(3t62ﬂ +10,e8")
= grreq (Oreg +Tge5)

B.77
- (1—5)—1(1—5)1/2<at0+0> (B.77)
r r
=0
Untuk p=t,a=1,b=3,
wig = g%gef(atef + F§t63a)
= grrwy (Ore3 + Fgre;%d))
(B.78)

= (1= )71 - =) (ato + 0)

r
=0



Untuk p=t,a=2,b=0,

Wiog = gwe;(&geoﬁ + theoa)

= goges (Dred +Thel)

1
:7“2—<6t0+0>
r
=0
Untuk p=t,a=2,b=1,

W21 = gwﬁez’y(atelﬁ + thela)

= 969620(8t619 + thef)

= 7-21 <at0 + 0)
T

=0
Untuk p=t,a=2,b=2,

Wi22 = 975627(61562/8 + the2a)

= goves (Ores +Thes)
1 1
= 7“2— (8t(—) + 0)
r r
=0
Untuk p=t,a =2,b=3,

w23 = gpyey (8t63ﬂ + Fge?)
= gtte; (61563t + F€t63t)

= 7“2% (at(o) + 0)
= 0.
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(B.79)

(B.80)

(B.81)

(B.82)
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Untuk p =¢t,a=3,b=0,
wiz0 = gpyes (375@0 FtA€0 )
= ooCs (‘91560 + F?éeo)
1
2.2
= 0——| 0:(0)+0
T rsin0< (0) + )
=0.
Untuk u=t,a=3,b=1,
Wizl = gpyes (37561[3 + Ff)\el/\)
= 9o C3 (3t61 + Thef)
1
2.2
=7rsin“0——| 3(0)+ 0
ros rsin0< +(0) + )
=0.
Untuk p=t,a=3,b=2,

wizy = gayeg (Dhes’ +Thes)
= g¢¢€5 (at€2 + FtteQ)

_ 2.2, L
= r“sin ersinﬁ 0:(0) +0
= 0.

Untuk p=t,a=3,b=3,

W33 = Ypyes (6,5636 + Ff/\e:;\)
= g¢¢63¢ (&:egf + Fite?f)

1 1
22
- Hrsinﬁ(at(rsin9)+0>

=0.

(B.83)

(B.84)

(B.85)

(B.86)
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Untuk py =7r,a=0,b=0,

wroo = ganeg (Oreg’ +T7e0")
= greg (Oreg + Thyeq)

— _(1 B 7"_;) (1_ %)1/2<3r(1— %)1/2
0-2)0-2))

Untuk p=r,a=0,b=1,

Wro1 = gpy€q’ (87,61’3 + I‘f)\el’\)
= gueg (Oref +Thoef)

= _(1 _ 7'?) (1 B 7’_:)—1/2 (ar(o) . 0) (B.88)

=0.
Untuk p=7,a=0,b=2,

Wr02 = 98¢ (8r62*8 + foez/\)

= gtte()t (aregt + Ff.eef)

T CCR B

=0.
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Untuk p =7r,a=0,b=3,

wro3 = gaveq (Ores’ +Tes)
= g€y (8 ed + Fr¢e3 )

S (o [ (o I CYOR B

= 0.
Untuk u=r,a=1,b=0,

wr10 = gayey (Ored +Teq)
= Ggrr€1 (B 60 + Frteo)

_ (1 _ 7s>—1 (1 ) 7;_5)1/2 (GT(O) . 0) (B.91)

=0.
Untuk g =r,a=1,b=1,

Wr1l = 9p~€q (8 61 + F'r)\el )
=91 (87"61 + Frr 1 )

_ <1_%>—1(1_ %)1/2<3r(1— %>1/2
B Ts (1_ E)_1<1 B E)l/z)
272 r ,
(- (00" 0- 1))
0.

(B.92)
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Untuk p =r,a=1,b=2,

wri2 = g€y (Or 625 + Frﬁ,\e?)
= grr€] (8 62 + FraeQ)

e I ) R CTU R

= 0.
Untuk p =7r,a=1,b=3,

wrig = gger (Oreg + T e5")
= grré] (6 63 + I‘,,(z)e3 )

- (1-2) " (1-2)" (a0 +0)

=0.

(B.94)

Untuk p =7r,a=2,b=0,

wr20 = gpyeq (Or e0 +Theq)
= gpoes (8 60 + I‘efeo)

1 (B.95)
=7’ <ar(0) + 0>
r
= 0.
Untuk p=r,a=2,b=1,

wra1 = g€y (&”elﬁ + FEABIA)
= 969626 (87“610 + I‘fref)

=2l (ar(o) + 0) (B.96)

r
=0.
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Untuk p=7,a=2,b=2,

Wra2 = ggey (Or “32 +17 aes)
= gpoes ((9r62 +1%r0ef )

_2l gy 1t

= r<8r(r)+rr> (B.97)
1 1

T\ TETE

=0.

Untuk p =r,a =2,b =3,

Wr23 = gp~y€s (8 63 + Fr)\e3 )
= goges (Ored + F0¢€3 )
1 (B.98)
= Tz; <8,~(0) + 0)

=0.
Untuk p =7r,a =3,b=0,
Wr30 = gp~es3 (5 6’0 + Fmeo )
= goses (Oreq +Tieq)
1 (B.99)
7 (&(0) + 0)

= r2sin’ 6

7 sin

=0.
Untuk p=r,a=3,b=1,
wra1 = gpres (Or 615 + Fﬁxef\)
= gooes (Ore)” +Te])
1 (B.100)
7 (E)r(o) + 0)

7 Sin

= r2sin® 0

=0.
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Untuk p=7r,a=3,b=2,
wr2 = ggyes (Or e2 +175e3)
= gooes (Ores’ +Tiyed)
(B.101)
<ar(0) + 0>

= r2sin®0

rsind
=0.
Untuk p=17,a =3,b=3,
wras = gpney (O 63 + Fme?, M)
= 9¢ppC3 (5 63 + Pmsea )

1 1 1 1
2 .2
= S 9 —_—
T i <arrsin9 t3 rsin0> (B.102)

=rsinf| — 1 + !
B r2sinf  r2siné
=0.

Untuk u =60,a=0,b=0,

wooo = ggveq (Bocg’ +Typeg)
= gueq (Opeg + Threg)

--(-2)0-2) " (a(-2) ")

=0.

Untuk p=60,a=0,b=1,

Who1 = 95v€q (5961 + 116),\61 )
= gueq (Opef + Tref)

(=) (=) <89(0)+0> (B.104)

=0.
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Untukﬂ=97a=07b=27

who2 = goeq (Bpes’ +Tpyes)

= gued (Opes + Thoed)

- _(1 - E) (1 B E)‘W (69(0) . 0) (B.105)

r r
=0.
Untuku:@ja:()’b:&
woos = gpveq (Does’ +Tres)
= gueq (Opes + F§¢63¢)

= (1-2)0-%) " (39(0) + o)

=0.

(B.106)

Untuk[u,:97a=1’b=0’

w0 = gper’ (Boeg’ +Typeq)
= grre{ (8960’" + the()t)

- (1- E)—l(l ) %>1/2 (89(0) .\ 0) (B.107)

r
= 0.
Untukﬂ=97a=17b=17

worr = gavey (Goe +Tpyer)
= grref (Opel + Tyrel)
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Untuk p=60,a=1,b=2,

wo12 = gayey (89626 + FB/\eQ)‘)
= grr€q (8962 + FQGGQ)

- (1-2)7(-2) " (2 (-2);)

(B.109)
Untuk p=0,a=1,b=3,
wis = ggyey (Opey’ +Tges)
= grre; (896;{ + Pg¢eg¢)
(B.110)

Untuk u=60,a=2,b=0,

w20 = 9py€9 (‘9960 + T, 9x€o )
= goveq (Opeq + Thieq)

_ r2%<ag(0) +0) (B.111)

=0.
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Untuk p=0,a=2,b=1,

We21 = gﬂfyel'y (aGelﬁ + Fg)\ef\)

= gooed (Ogef +Thel)

- H{ao+H0-2)")
s\
-(-3)"

Untuk p=60,a =2,b=2,

we22 = gﬂwe; (5962'6 + Fg,\ef)

= gageq (Opes + Thyeq)

= 7’2%(69(1) +0)

=0.

Untuk p =60,a =2,b=3,

w3 = gme; (89636 + F?Ae;ﬁ)
= gooes (Dpes + Thyes)

r

= 7”2% (89(0) + 0)

= 0.

Untuk p=0,a=3,b=0,

we30 = gpre3 (89605 + F9'3,\@@)
= gooes (Ooeq + Thieq)

= r2sin® 0

=0.

! > (09(0) +0>

7 Sin

(B.112)

(B.113)

(B.114)

(B.115)
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Untuk p=0,a=3,b=1,
= (O A 1’*5 A
W31 = gpye3 ( el +Tpeq )
= gaocs (Bnet’ +I5,ef)
: (B.116)
—r2gin2 0 — <39 (()) + 0)
rsinf

=0.
UntUk’uzevaz?);b:za

w32 = gpyes (59626 + ngez’\)
= 9¢¢¢3 (8962 + Fageg )

rsilng <<9e(0) + 0) (B.117)

=r?sin6

=0.
Untuk p=60,a=3,b=3,
We33 = gpy€3 (8963 + Fg)\€3 )
1)
= Gpgp€3 (6963 F9¢63 )

1 1 X
2 a2 o
= r°sin ersiHH(ae(rsina)+Cot9TSin9 (B.118)

1 1
=rsinf| — cot§—— + cot 0——
7 sin 6 e

= 0.
Untuk g = ¢,a = 0,b =0,
Weoo = 98y€o (3¢60 n Fd»\@o 3
= gueq (seq + Lyeq)

=)0 (%(1 - rf)”ﬂ))

=0.
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Untuk = ¢,a=0,b=1,

A
W01 = gpreo (‘9¢6’1ﬁ + Tﬁm )
= greeq (Opei + Thel)

—

=0.

1—

Untuk = ¢,a =0,b=2,

)12 (a0 +0)

w02 = ganeq (Opes + T ixezA)

= gireg (Dpes + wae;’)

-~

=0.

1—

Ts

2l

Untuk = ¢,a=0,b=3,

1— =2

7:)_1/2 (6¢(0) + 0)

A
W03 = gpreo (a¢€3ﬂ + nge:’, )
= gieqg (Dpes + Ff;aqa@:?)

—

=0.

1= 2)(1-2) " (240 +0)

Untuk = ¢,a=1,b=0,

Ts

W10 = gprer (8¢606 + Fq@e@)
= grref (Ogeq + theg)

- (=370

= 0.

T's

r

)1/ ’ <a¢(0) + 0)

(B.120)

(B.121)

(B.122)

(B.123)
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Untuk p =¢p,a=1,b=1,

wet1 = ganey (Ogef + ngef\)
= grre] (6¢ef + Frref)

Untuk = ¢p,a=1,b=2,

W12 = ggrer (8¢e2’3 + Fqﬂsxez/\)
= grref (Opeg +T 29629)

_ (1 - %)_1<1 - T—;)m (%(0) + 0>

=0.

(B.125)

Untuk p = ¢,a=1,b=3,

W13 = gpyey (6¢e3ﬁ + FgAe?;\)
e g,rr€1r (6¢€3r -+ ng)egd))

_ (1 _ %)4 (1 — %)1/2 (8¢(0) - TSin20(1 N T_:) rsi1n9)
= —sin9(1 - E>1/2~

,
(B.126)
Untuk = ¢,a=2,b=0,
W20 = Gpres (a¢eoﬁ + Fixe&)
= 999629 (6¢600 + theg)
(B.127)

= 7“2% <a¢(0) + 0)
= 0.
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Untuk u=¢,a=2,b=1,
won = ganes (Dpe + ngef)
= goveq (Ope! +Th.ef)
1
= 7-2; <a¢(o) + 0)
=0.
Untuk p=¢,a =2,b=2,
We22 = Gpreq (&bezﬁ + ngei\)
= genes (0pes + Thgeq)
1 1
2
— 22 (89,(=) +0
2 (0s(2) +0)
= 0.
Untuk = ¢,a=2,b=23,
Wg23 = gpys (39563[3 + nge:f\)
= gooes (Dses + Thges)
1 1
= 72=( 94(0) — sinf cos f
= ( »(0) — sin 6 cos rsin9>

= —cosé.

Untuk = ¢,a =3,b=0,

wezo = gavyes (dpeq +Tzeq)
_ ¢ ¢ ¢ ot
= gooes (Opeq +The0)

. si1n0 (a¢(0) + 0)

= r2sin® 0

=0.

(B.128)

(B.129)

(B.130)

(B.131)
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Untuk p =¢p,a=3,b=1,
Wg31 = gpyes' (&15615 + FgAell\)
= goses (Opet +T5el)

. 1 T5\ /2 (B.132)
— 2 in2 (1= =2

—rem 9rsin9<8¢(0)+r(1 r) )

. re\1/2

= sm9(1 - ) .

Untuk = ¢,a=3,b=2,
A
was2 = gaves (Dpes + ngez )

= goses (Does’ +Toged)
1 (B.133)
<6¢(0) + cot 9;)

=r?sin’ 6

rsin 6

= cos 6.
Untuk = ¢,a=3,b=3,
B A
wess = gayes (Opes’ +Toyes)
_ @ ¢ b
= gops (0ges” + Tyges))

1 1 (B.134)
22
- 9rsin0 <8¢(rsin9 * 0)

=0.
Dari sini, kita dapatkan komponen w,q; yang tidak nol

Ts

Wil = —Wrlo = —5 5

- 5)1/2

we12 = —Wp21 = _( r

(B.135)

A\
Wepl13 = —We3l = — Sin9(1 — —Té>
r

W23 = —We32 = — cos
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B.3 Koefisien Fock-Ivanenko Ruang-Waktu
Schwarzschild

Berdasar persamaan (3.67), kita dapatkan koefisien Fock-
Ivanenko

— p M
FC_ec 14

T
1 (B.136)
= eu<4w,uab7 Y )

Untuk ¢ =0,
o 1 a b
Iy = ¢ (Zwualﬁ Y )

1
= 6(;1 (%01’70’71 + w10 ’7170)

1/21 " r
_ 1__) s 01, s 1.0
( r 4( 21 +27“2’77

o (B.137)
(-2 )
-2 e
- _41;52( - %) v "
Untuk ¢ =1,
Ty =ef Gw,,,anvb)
_ er(0) (B.138)

(&
0,
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Untuk ¢ = 2,
p(l W
1
= 6291 <w9127172 + w9217271>
1 re\ 1/2 Ny
: E<_ (1-3) (-3 7271)
; . (B.139)
Ty . L
1 Ts 1/2 5 1 .
47’( r (7 Y n )
1 Ts 1/2 9 1
_ —_— 1 _ _) ’
27"( r vy
Untuk ¢ = 3,

1
ts = e3ﬂ<1wuab’7a’yb)

1
= 63¢1 (‘%137173 + w¢3w371 + w¢237273 + w¢327372)

1 (—sin&(l_%)1/271734_81119(1_E)l/Q

4rsin 6 :
V3t — cos 672~ + cos 07372)

. i s\ 1/2
= (Sln9<1 - %) (V" = 7'%) + cos 0(1P% — 4°%)

4rsin 6
1 . rs\ 1/2 3.1 31 . N
:4’"““9(81“9(1_7) 2(v%y" = 1P1) + cos 02(7P42 — 11%?)
: rs\!/? cot 0
2r >

(B.140)
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Lampiran C

Persamaan Dirac
Ruang Waktu
Reissner-Nordstorm

C.1 Solusi Reissner-Nordstorm Persama-
an Medan Einsten

Solusi Reissner-Nordstrom adalah solusi vakum simetri bo-
la persamaan medan Einstein dengan sumber yang memiliki
muatan listrik. Sehingga, dalam menyelesaikan persamaan
medan Einstein, kita tetap gunakan ansatz metrik simetri bo-
la. Sehingga, kita memiliki tensor metrik (B.2) dan (B.3),
begitupula, kita memiliki simbol Christoffel (B.44) dengan
tensor Ricci dan Skalar Ricci seperti pada [B.1.2]. Sehingga,
kita hanya perlu merumuskan tensor energi momentum. Da-
lam merumuskan tensor energi momentum, kita tinjau tensor
medan elektromagnetik:

Flu = 0,A, — 0,A,. (C.1)
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Berdasar hukum Coulomb, kita memiliki hubungan medan
listrik:
Ey = -0,V (C.2)

Karena pemilihan medan adalah simetri bola, maka suku su-
dut dari medan magnet maupun medan listrik dapat dipi-
lih sama dengan nol dan kita mengambil keadaan dimana
By = 0. Sehingga, komponen medan elektromagnetik hanya-
lah E;. Tensor medan elektromagnetiknya menjadi:

0 El/c 0 0

| =Eife 0 0 0
Fw=| 0 0 0 (C.3)

0 0 0 0

Karena tensor metrik ansatz adalah matriks diagonal, maka,
kita bisa membangun tensor medan elektromagnetik kontrava-
rian F* = ght'g"” F),,,. Sehingga dengan persamaan Maxwell
[29]:

(F'Lw \% _g),u = (guugnyuVV _g),u =0 (04)

Untuk komponen Fig = —Fp, kita dapatkan relasi:

% (%6_(Q_B)T2 sin? 0> =0 (C.5)

atau

Ere~@t8)p2 = ¢
C (C.6)
El = _zea—h/jv
r
dengan C' adalah tetapan integrasi. Membandingkan dengan
limit ketika jarak cukup jauh dari sumber, maka medan lis-
triknya akan kembali ke bentuk ruang Minkowski dengan:

e,

 drweg’

(C.7)
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Dengan demikian, kita memiliki tensor medan elektromagne-
tik:

0 4ﬂiz:f2 00
Q o+
FHV = _47reeoc7"2 0 00 (08)
0 0 00
0 0 00

Setelah mendapatkan komponen tensor medan elektromagne-
tik, kita bisa membangun tensor energi-momentum [9]:

1 1
- pa | po
T = o (FM,ng + 9o P ) (C.9)

Untuk komponen Ty,

1 1

Too = — <F0pFanga + —goonan")
Ho 4

_ 1

Ho

— 1 [( Qe th )( Qe th >(_6_25) B %eQa

uo | \dmeger62/ \ Ameger?

1
(FmFlog11 + Zgoo(F(nFOl + FloFlo))

N (C.10)
x 26—2(B+a)( Qe )2]

Ameger?

2c
- ib_o [(4#207’2)2 B %(47;307"2)2]
()

- 2u0 \4meger?

Karena, pigeg = 1/c2, maka

eZa QZ

Top = ——— .
00 327m2¢q 4

(C.11)

Dengan tensor Einstein untuk suku Ggo sesuai (B.58), dan
substitusikan @ = —f menggunakan tensor energi momentum
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Too seperti pada (C.11), kita dapatkan persamaan medan Ein-
stein untuk suku 00:

20/640{ e4a e2a GQ2 e2a
T2 T T Unche 1t
G 2
X 4+ 2d/re** =1 — L (C.12)
4dctegr?
O(re®) 1 GQ?
or 4Acteqr?
Dengan mengintegralkan kedua sisi kita dapatkan:
GQ?
2«
Y TECCRY
re / ( Amcteqr? "
G 2
drcteqr
2
2o GQ C

drctegr? 1

Dalam kasus ketika muatan dihilangkan dari sumber, maka so-
lusi (C.13) haruslah kembali ke solusi Schwarzschild (B.65), se-
hingga kita dapatkan C' = —r. Dengan menulis GQ? /4mcteq =
ré, maka kita dapatkan metrik Reissner-Nordstrom:

ds? = —<1 — % + :—%>c2dt2 + (1 — % + :—%>_1dr2 + 72 <d02 + sin? 0d¢2)
(C.14)

C.2 Koefisien Koneksi Spin Metrik Reissner-
Nordstrom

Dengan cara yang sama dengan (B.2), kita bisa menda-
patkan komponen koneksi spin pada ruang-waktu Reissner-



Nordstrom. Untuk u=1t,a=0,b=0,

wioo = gaveg (Dreg +Tiheg)
= gueg (Oreg + Theq)

Untuk p=t,a=0,b=1,

wior = gaveq (Ore] +Ther)
= gueg (Oref +Thel)

Untuk p =t,a =0,b=2,

W02 = 9p€0 (875926 + Ff)\ez/\)
= gieg (3t62t + Fite;)
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(C.16)
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Untuk p =¢,a=0,b=3,

W03 = Ypy€o (8,5635 + Ff,\e?»/\)
= greeq (Ores + Thes)

Untuk p=¢t,a=1,0=0,

W0 = gpyey (8t60ﬂ + Fz/sBAeOA)
= gieeq (Oreg + Theg)

-(1-24 :—%)_1(1 L :—%)_1/2 (at(0)+

(: 7’%(1 rs+’%><1 7”5+T2Q>_1/2
2 9,3 r o2 roor?

(C.19)
Untuk p=t,a=1,b=1,

W1 = gpyeq (3te1ﬁ + I‘fxelk)
= guef (Oref +Thef)

?"2 1 7,2 1/2 ’]”2 1/2
=(1_g+_§) <1_E+_§2) <at(1_ﬁ+—§’) +0)
roor roor ro..r

= 0.
(C.20)
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Untuk p =¢t,a=0,b=0,

Wiz = gpye; (5t625 + PEA%A)
= gttef (3t62t + Tﬁtth)

Untuk p=t,a=1,b=3,

W3 = gpyey (ate:zﬁ + 117:6,\‘32’»A)
= 9tt€1t (3t63t + I‘ite;)

_ (1_””—;+’;—g§)‘1(1— T—S+@)W(aﬁ(0>+0)

r o or2
=0.
(C.22)
Untuk p=t,a =2,b=0,
W20 = gpy€q (8t6’0ﬁ +T f,\eo/\)
= gttef (ateot + I‘iteot)
1 C.23
=0.
Untuk p=t,a=2,b=1,
w21 = gpyeq (8telﬂ + Ff)\el/\)
= gtte; (6t€1t + Fitef)
(C.24)

= 7“2% (at(o) + 0)
= 0.
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Untuk u=t,a=2,b=2,

W22 = gpreq (at%ﬁ + Ff,\ef)
= guey (Oreg + They)

= 7'2% <at(0) + 0)
=0.

Untuk p=t,a=2,b=3,

Wi23 = 937627 (87&63[7) + Ff,\e:SA)
= gttezt (6#3; + Fitezﬂt)

= 7“2% (at(()) + 0)
= 0.

Untuk p =¢t,a=3,b=0,

Wi30 = gpyes (ateoﬁ + Pfxeok)

= gtte?)t (&ge(f + Fﬁteot)

1
2002
= r°sin ersinﬁ(at(

=0.

Untuk p=t,a=3,b=1,

1
rsinH) +O>

wist = ggeq (Oref +Thes)
= giees (Ore! + Thef)

=r

2

=0.

sin’ 0

r

! 7 (c’)t(o) + 0)

Sin

(C.25)

(C.26)

(C.27)

(C.28)



Untuk p=t,a=3,b=2,

W32 = gpyes (8t62ﬁ + Ff)\eg\)
= gies (atezt +Tjeq )
1
2.2
= 0—— | 0,(0 0
rosm rsin&( H(0) + >

Untuk p=t,a=3,b=3

W33 = gp~€3 (8te3 +17 A3 )
= greeg (Oreg + Thieq)

1 1
22
- 9rsin9<at(rsin0)+0)

=0.

Untuk p =7,a =0,b=0,

wro0 = g€ (Or 80 + Fmeo )
= gu€y (3 eg + FrteO)
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(C.29)

(C.30)

2 2
r r T 1/2 r r —1/2
=—@—i+%§@——+§> <&0—i+%) +
T T T T T r

1(""3 T%)(l Ts +T%)—1<1 T +7‘(29>—1/2
2\r2 23 r o or2 r o r?

2 2
s T@)( T TQ)—l/Q 1 (rs
- (11— (L
( r * r2 r + r2 2\ r2

4)

2 2
s T_Q)—W 1(% "”_@)(_
(1 r+'r2 +2 rz 23 ! r

2
_ ’“_Q>
2r3

(C.31)
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Untuk u=7r,a=0,b=1,

wro1 = gpreq (81"61’8 + FEAQA)
= gued (Oref +Thoef)

T r
—-(1-2+F)(1-2+
T T T

=0.

Untuk u=r,a=0,b=2,

wro2 = gpreg (Or e + foei\)
= gueg (Ores + Thpes)

2
—-(1—T—5+—§>(1— +
r r r

=0.

Untuk u=7r,a =0,b=3,

w03 = gpyeq (O 636 + FB,\€3/\)
= gued (Ored +Thyes’)

2
—(1—5+—§)(1— +
T T T

=0.

)
7.2

Q
r2

Q
r2

) s (&(0) + 0)

(C.32)

) i (87«(0) + 0)

(C.33)

) i (&(0) + o)

(C.34)
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Untuk p =7r,a=1,b=0,

wrio = ganey’ (Oreg’ +T7eq")
= gTTe]_T (87=60r + F:teot)

2 2
'{"S TQ —1 TS TQ 1/2
(-5 )
(1-2+4 =2 (000 +0
=0.
(C.35)
Untuk p=r,a=1,b=1,
w1 = gpeq (8relﬁ + Ff/\el’\)
= grref (Oref +T7,ef)

R IR (O
T . —1 r 1/2
() (-0 (e )
_ 1_E+@)—1/2(1(E i)( T @)—1/2_
r o or2 2\rz 273 r o r2
(a5
r2 22 r o or?

(C.36)
Untuk p=7r,a=1,b=2,
wr12 = ggyey (arezﬁ + FfA%A)
= grrel (arezt + F:eeze)

() T (- ) (a0 +0)

= 0.
(C.37)
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Untuk p=r,a=1,b=3,
wr13 = ggyey (Or 63 + Fmea Y)
= grr€q (a e3 + Fmbe?, )

_ (1—r—:+1;—222)_1(1—%+:—%)1/2<ar(0)+0>

(C.38)
Untuk p=7r,a=2,0=0,

Wr20 = gpy€o (5 e0 + Fmeo )
= gppes (8 eO + theo)

_ 7’2% (ar(()) + o) (C.59)

=0.
Untuk p =r,a=2,b=1,
wral = gp~€, ((97«6’1B + kaef\)
= gooes (Ore +T7,ef)

_ 7”2% (@(O) + 0) (C40)

=0.
Untuk p=r,a =2,b=2,
w22 = gpyey (&"@ég + FEA‘EZA)
= goves (Ores +Trbey)
1 1 11
— 2= - il
= T<3r(7.)+w> (C.41)

1+1
=T —_ -
r2 r2

=0.



Untuk p =r,a=2,b=3,

Wz = gayes (Oreg + T yes)
= ggoey (8 63 + Tr¢e3 )

1
=r?= <ar(0) + 0>
r
=0.
Untuk p=7,a=3,b=0,
wr30 = ggyes (O eoﬁ +175e)
= goses (Dreg +Thied)
1
202
- 09— (o,
rsint 0 —— <8 (0) + 0)
=0.
Untuk p =7r,a=3,b=1,

wr31 = gpyes (Or 616 + Fﬁxel)\)
= 9¢0€3 (8 €1 P +T0e )

1
— 22
= r°sin 6rsinr9<aT(0)+0>

=0.

Untuk p=7r,a=3,b=2,

wr32 = gayes (Or 62ﬁ + FB,\ei\)
= 9p¢C3 (8 62 +T 962)

; si1n0 (3’"(0) i 0)

= r2sin’ 6

=0.
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(C.42)

(C.43)

(C.44)

(C.45)



166
Untuk p =7r,a=3,b=3,
Wiy = goney (Oreg + T e5")
— ¢
= 9ppC3 (87"@3 Fr¢€3 )
1 1 11
2 ;2
= 0 0, -
T rsin&( T’rsin9+rrsin0> (C.46)

o 1 + 1
=rsinf| —
’ r2sinf = r2sinf

=0.

Untuk p=0,a=0,b=0,

weoo = g€y (69€0ﬁ + 1ﬂgxeok)
= greq (Opeg + Threg )

SR )[R R CI R )
(C.47)

Untuk pu =0,a =0,b=1,

who1 = 9pro (8661ﬁ + ngelA)
= guepy (8061 +Thef )

_(1 = %—Fr—%) (1— %—F:—%)_lm(ag(())—i-())

=0.
(C.48)



167

Untuk u=60,a=0,b=2,

weo2 = 9preo (89626 + ngezA)
= gueqd (Opes + Thyes)

Untuk p=60,a=0,b=3,

woos = gaveq (Fpes’ + Toyes)

= guep (8.963 + F9¢63 )

Untuk u=60,a=1,b=0,

w10 = gpyel (aeeoﬁ + F?Aeo)\)
= grrelr (8060r —+ theof)

(-8 g+:_%)l/2(ae<o>+o)

=0.
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Untuk p=0,a=1,b=1,

w11 = gpyeq (89616 + Fg/\ef‘)
= grreq (Ope] + Thef)

2
r -1 T
:(1_T_5+_§) (1_E+_
r T r

=0.

Untuk p=60,a=1,b=2,

wp12 = 9/37617 ((99626 + Fé’;e;)

= grre] (696{ + eref)

Untuk p=60,a=1,b=3,

we13 = g,@’yel’Y (59636 + Fg/\eg,)‘)
= g7»7»elr (8962{ + Pz(z)e?:b)

r

=0.

202
r T

2
"Q

72\ 1/2
Q
—2> +0>
(C.52)
LT, T
r o r2
(C.53)

r_2) 2 (69(0) + 0>

(C.54)



Untuk p=60,a=2,b=0,

we20 = 9,87627 (‘99606 + Fg,\eoA)
= gooeq (89609 +Thed )

= 1~2% <69(0) + 0)

=0.

Untuk p =60,a=2,b=1,

We21 = Gpyey (8961'3 + ngel)\)
e gegeoe (69610 + Fz,,,elr)

_ 21 lo_rs
=r 7“<69(0)+7"<1 +

Untuk p=60,a=2,b=2,

We22 = 957627 (aéezﬁ + I‘g/\e;‘)

= gooeg (Dpes + Thged)

= 7"2% (86(%) - 0)

=0.

Untuk p=60,a=2,b=3,

Wp23 = Gpeq (a9e3ﬁ + Fg,\e‘??)
= 999620 ((99639 + Fz¢63¢)

:1"2—

! (ag(()) + 0)

=0.

r
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(C.55)

(C.56)

(C.57)

(C.58)



170

Untuk g =6,a=3,b=0,
w0 = ggves (Boeg’ +Tneq)
= goses (Doeg’ +Tgeq)
= r?sin? 9@ (89(0) + O)
=0.
Untuk p=6,a=3,b=1,
wost = gy (9pey’ +Toper)
= goses (Ope +Th.el)
= 12 gin? GI[]T sin 0 ((99(0) + 0)
=0.
Untuk p=6,a=3,b=2,
wes2 = gpyes (69625 + ng%)‘)
= goses (Does’ +Tiges)
— 72 sin? 9@ <89(0) + 0)
—0.
Untuk g =6,a=3,b=3,
wo3s = gaves (Ooes’ + Thyes)

= 9ppC3 (6993 + F9¢€3 )

1 1
2.2
= r“sin ersinH(ae(rsin9)+COt0

rsinf

! + cot 6 1
rsin 6 €0 rsin 6

:rsiné’(—cotﬁ

=0.

(C.59)

(C.60)

(C.61)

(C.62)
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Untuk = ¢,a=0,b=0,

A
We00 = gpveo (&teoﬁ + F;875,\‘30 )
= gueq (seq + igveq)

Untuk p = ¢,a=0,b=1,

A
Weo1 = gpveq (8(;5615 + ngel )
 qued (Buci + Thyer)

Untuk = ¢,a=0,b=2,

A
weoz = gpyeq (Dpes + T ze5)
= gueg (Opes + Thyes)

(- ) (- 8 (a0 40

7,2
=0.
(C.65)
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Untuk u = ¢,a=0,b=3,

A
W03 = Gpr€y (acbezf + Fg/\e?) )
= gireg (Dpes + F§5¢e3¢)

Untuk p=¢,a=1,0=0,

A
W10 = gprer (‘9¢60ﬁ + Fixeo )
= grref (Opeq + theot )

T3\ 1
—(1-=+3) (1-=+
T T T

=0.

Untuk p =¢p,a=1,b=1,

Wil = gpre; (a¢€1ﬁ + ngef\)
= grref (Opet +Tgpef)

2
o

r2

)1/ ’ <a¢(0) + 0)

(C.67)



173

Untuk p =¢p,a=1,b=2,

/ A
We12 = gprey (3¢626 + ng% )
= grr€q (8¢62 + F¢9€2 )

(1——+ )6 1(1- :+:—%)1/z(8¢(0)+0>

—0.
(C.69)

Untuk p = ¢p,a=1,b=3,

wors = gayer (Opes’ +Thyes')
= grref (8¢63T + F;¢e3¢)

r2 N —1 72\ 1/2
—(1-2+2) (1-2+-3) (%(0)—
roor roor (C.70)
w2o(1- T )L
e ( _?—i_ﬁ)rsinO)

rZ\1/2
:—s1n9<1——+ g) .
r T

Untuk p=¢,a=2,b=0

A
W20 = Gpres (&ﬁeoﬁ + Fg,\@o )
= 999629 (6¢600 + I‘Zste(f )

_ ﬂ% <a¢(0) + 0) (©.7)

=0.
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Untuk u=¢,a=2,b=1,

A
won = ganes (Dpe + ngfﬁ )
= goveq (Ope! +Th.ef)

= 7-2% <a¢(o) + 0)
= 0.

Untuk p=¢,a =2,b=2,

A
We22 = Gpreq (&bezﬁ + ng% )
= gooes (0geg + Tlgeq)

= 7‘2% (8(1,(%) + 0)

=0.

Untuk = ¢,a=2,b=23,

A
W23 = gpyes (84563[3 + Fg,\eis )
= goves (Opeq + Thses)

1 1
. &
r 7ﬁ(&z,(()) sm@cosGrsi 9>

= —cosé.

Untuk = ¢,a =3,b=0,

wezo = Gayes (Dpeg +Tzeq)
= gooes (seq’ +Tred)

=r

2

=0.

sin’ 0

rsin @

<6¢(0) + 0)

(C.72)

(C.73)

(C.74)

(C.75)
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Untuk p =¢p,a=3,b=1,
Wg31 = gpyes (a¢>61ﬁ + Fg»‘ﬁA)
= gooes (Oper” +T5,e7)

2
: 1 rs  TQ\Y/2\ (C.76)
2.2 1T @
—roem 9rsin0(6¢(0)+r<l 7“+r2> )
2
Canof1 - N2
—Sln9(1 r+r2) )

Untuk = ¢,a=3,b=2,
wezs = gones (Dpeg +Thres)
0
= goocs (Opes + Pieez )

2 6in? 60— (95(0) + cot f— (e
=risin"f—— »(0) + co .
= cos 0.
Untuk = ¢,a=3,b=3,
we3s = gaves (Oses’ +Thyes)
_ ¢ ¢ ¢
= gooseq (Opes +T4eq)
1 1 (C.78)
2.2
= 0 19) 0
T rsin@( ¢('rsin9 T >
=0.
Dari sini, kita dapatkan komponen w,q yang tidak nol
(i 5)
Wil = —wWio = —=| 5 — T3
01 10 52 75,3
2
B B E T_Q 1/2
We12 = —We21 = —( o + r2) (C.79)
2
= — = — g(l = _>
We13 W31 sin . + 2

W23 = —We32 = — cos
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C.3 Koefisien Fock-Ivanenko Ruang-Waktu
Reissner-Nordstrom

Berdasar persamaan (3.67), kita dapatkan koefisien Fock-
Ivanenko:

— e M
FC—ec H

T
1 (C.80)
=el (Z—lwuab’y“fyb) .

Untuk ¢ = 0,

1
FO = edu (Zwuab'yavb)

1
= €otZ (wtoﬂo’yl + wr1o0 ’Yl’yo>

Lers  TQN\ 10
5(5_27“3)77
2
_ rs  TQ\"Y2Ll s TQN, o1 10
=-(1-7+3%) 5(E-gR) M )
2 2
_ rs | TQ\“V/2l/rs TG 0.1 o0l
=-(1-7+5) Ts(E-gh)ett =
1 s TN (Ts  TQ\_o.1
TN Yo
4( r r2/)\r2 27‘377
(C.81)
Untuk ¢ =1,
1
I = €q <Zw/z,ab7 Y )
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Untuk ¢ = 2,

—
[}
I
Q
N
/N
> |
€
=
Q
o
)
2
N——

(wmﬂ Y +w0217 Y )

re  To\1/2 T2\ 1/2
gy e e
r r r r2

I
—~

|- 2= &l |-

/N N N
[a—
|
|ﬁ
®
<
o|QN

N— —— ~—
=
%)
[\
—~
2
)
2
—
|
fal
[\
—
SN—

(C.83)
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untuk ¢ = 3,
s = el 1 a.b
3 = €3 4wua67 Y
1
= 63¢Z (w¢137173 + we17y' + weasy®y + w¢3ﬂ372>

ron1/2
1, (—sm@(l———l— Q) 43 +sin b

- 4rsin @

r2 12 , .
<1 - 24 —(“22) ’y 'y — Cos 6’7275 + cos 07372>

72\ 1/2
_ s Q) 3.1 1.3
4T’bln9 s1n0 1 + (7 T )

—i—cos@(fy?’fyz—fy fy)
2
r r 1/2
_ 9<1__s _Q) 9 (31 — 31
4rsm9<sm r + 72 (fy v )
+ cos 62 (7372 — 7732)

2
1 r O\ 1/2 cot 0
s
r r 2r

(C.84)



Lampiran D

Persamaan Dirac Pada
Semesta FLRW 141
Dimensi

D.1 Simbol Christoffel

Untuk membangun koneksi spinorial kita perlu menca-
ri simbol Christoffel pada semesta FLRW. Dari persamaan
(2.50), kita bisa mencari simbol Christoffel:

1 8g v (9ga agu
]_—\fi — MR M no « . .
v = 59 <8x°‘ + oxv  OzH (D-1)

untuk x = ¢, =t, dan v = t, maka

F;t _ lgut <89ut i e agtt)

2 ot ot Ozx#
_ % gt (agtt n Ign 8.91515) lg” <8th gtz agtt)

- ot ot ot 2 ot ot O
(D.2)
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dimana p berjalan dari ¢ dan x. Dikarenakan tensor metrik
pada semesta FLRW, (4.131), berbentuk diagonal, maka kom-
ponen tensor metrik yang lain akan selalu nol selain jika y = &
pada (E.1). Schingga pada (E.2) menyisakan

1 Ogie  Ogue  Ogu
Fit:igtt( éqt * gt - éqt >+
B 1(6(1) Lo 8(1)) (D.3)
2\ 0Ot ot ot
=0.

Dengan cara yang sama, kita dapatkan komponen simbol Chris-
toffel yang lain. Untuk Kk =t,a =t,v = x,

lg#t ag/m: agt,u agt:c)
2 Ox#
Lo 8gt:c agtt Ot
— 2 ( or ot ) (D.4)
1 8(0 a(1)  0(0)
§( ot oxr ot )
= 0.
Untuk Kk =t,a =x,v =1,
t T agut 09z 09t
ot =59 < or T or 637“)
_ 1 4 (agtt n OGat _ agmt)
2 Ox ot ot (D.5)
B l(a(l) n 0(0) 8(0))
2\ Oz ot ot
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Untuk k =t,a=z,v =z,

39 x 39:): 893090
ut [k mo
g ( or + or 8:1:“)
t 091z 09zt . 0z
I\ 0w " 0w ot
0(0) | 9(0) a(—£(1)%)
Ox ot

t
Fz:c_

S NR N N

(D.6)

Q
8

—~
~+
~—
KH-
—~
<~
~—

Untuk k =z,a=t,v =1,

39 t 891& agtt
T _ ux o [
T =39 ( ot ot oar

1

2

1 :L’a:(agcct Itz 8Qtt)
29 ot T ot T o
1
2

Ly (424482
=0

Untuk kK =z, =t,v = x,

T
th_

ux 89/1,3; + 897:/1 - 6gt£c
ot or oxH

va [ 09z n 0tz . Gtz
g ot ox ox

N = N
Q

(2
(_f(t)Z)—l(a( gt(t) ) 4 5‘(5)2) B 5@(2))

—
4
S~—

~
—

~~
~
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Untuk k =z, =x,v =1,

1 89 t agz agmt
r nr H Mo
L <<9:17 MY aw)
TT agrt agazm _ agz't
g (ax o ag;)
_1(9(0) | a(=f(t)*) 9(0)
(=/ @) ( o T o oz

(D.9)

ox or Ok

)
«
e _ L guz<89uw , 9an 89m)

ox ox ox

_ o (O=f(1)?) | A(—f()*) A(—f(t)*)
=3/ )< Ox * ox B Ox )
B (D.10)
Sehingga simbol Christoffel semesta FLRW 141,

¢ |0 0

=15 ssn |

e [ 0 %] (D.11)

av M 0

()

D.2 Koefisien Koneksi Spinorial

Dalam perumusan persamaan Dirac, kita memerlukan ko-
efisien Fock-Tvanenko, (3.67). Untuk mendapatkan koefisien
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Fock-Ivanenko, kita memerlukan koneksi spinorial. Berdasar
(3.66), kita memiliki bentuk koneksi spinorial:

Wuab = evavuewb
— ggyed <8u67b + I‘Zaeof,)

dimana p, 3,7, dan « bergerak dari ¢ dan x, menandakan
koordinat sejati, sedangkan a dan b bergerak dari 0 dan 1,
menandakan koordinat ortonormal. Untuk g =¢,a = 0,b =0,
(E.12) menjadi:

(D.12)

w00 = gg’ye’% (875670 + F?ae%) (D13)

Dari hubungan tetrad (4.134-4.135), kita tahu bahwa kompo-
nen tetrad tidak nol ketika p =t saat a = 0 dan ketika yp = x
saat @ = 1, maka,(E.13) mengharuskan 5 = t,v = ¢, dan
a = t, menjadi

wioo = gite’y <5t€to + Fite’to)

- <at(1) + 0) (D.14)

=0.
Untuk p=t,a =0, dan b =1,

wio1 = 9676% (87:671 + F?a‘ﬁ)

= gtteto (8tef1 + P§T6T1>

L= (c’)t(o) + 0)

=0.

(D.15)
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Untuk p=t,a =1, dan b =0,

wio = 9676’61 <3t€70 + F?ae%)

= gxe’ 8ez+I‘xet>
9z 1(t 0 i€ 0 (D.16)

a2y L
= 05 (at<o>+o)
=0.

Untuk pu=t,a=1,dan b=1,

Untuk p =2x,a =0, dan b =0,

W00 = 95’76% (6956% + Fgae%)

= gtteto (dreto + F;J,e‘”o>

= (@ +0)

=0.

(D.18)
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Untuk g =2x,a=0,dan b=1,

W01 = gme% (f%e”l + Fla‘fi)
— g, (6 T Fﬁ;xe’i)

- (@(0) T f(t)f'(t)(%))
= f(v).

(D.19)

Untuk p =2,a =1, dan b =0,

nto = 976" (0,6 + e
= gpxe’ (6&% + Fiteto)

D) (1)
= I (a0 + 1)
)

(D.20)

Untuk pu =2x,a=1,dan b =1,

W1l = 96’76/81 (8:6671 + F;cyaeoi)

= gzxe <8xell + F;xeT]>

e L (1
= 05 (ax< ) +o)
= 0.

(D.21)
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Dengan demikian, kita dapatkan komponen koneksi spin:

s — 0
tab — 0 0

o — [ ) (_)(t) fét) ] (D.22)

e

D.3 Koefisien Fock-Ivanenko

Setelah mendapat komponen koneksi Spin, dengan (3.66),
kita bisa mendapatkan koefisien Fock-ivanenko

I.=elly,

1
= elé(zwuab'ya’yb) (D23)

Untuk ¢ =0,

1 (D.24)
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dan untuk ¢ =1,

1
(4W:cab'7 v )

1
Z(%oﬂ v+ wei07!0)

. (D.25)
= ¢ (}l )7y - f(t)717°)>
= 1 O =1°)
_f)
= 10 — {04,
karena {7°,v'} = 2(n°! — 414°), maka
T = %(nm —7°) ooy
it 1o '

2f(1)
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Lampiran E

Perumusan Matematik

E.1 Tensor Riemann

Agar kita bisa melihat bahwa ruang itu melengkung, kita
dapat melakukan pengangkutan sejajar sebuah vektor pada
sebuah loop tertutup yang infinitesimal. Setelah melakukan
pengangkutan sejajar dalam sebuah loop tertutup, kita dapat
membandingkan vektor awal dan akhir hasil pengangkutan
sejajar. Misalkan, pada ruang-waktu yang lengkung (Minko-
wski), semua turunan dari tensor metrik 7, sama dengan nol,
sehingga semua komponen koefisien koneksi (simbol Christo-
ffel), artinya bahwa apabila sebuah vektor diangkut sejajar
dalam sebuah loop, maka vektor itu tidak berubah, dan de-
ngan definisi itu kita menyebut metrik datar.

Misalkan kita ambil lajur dari pengankutan sejajar sebu-
ah vektor V melalui vektor A dan vektor B. Panjang sisi
infinitesimal dari loop berturut turut adalah da dan db. De-
ngan intuisi. kita tahu bahwa pasti ada sebuah tensor yang
memberitahu kita bagaimana vektor berubah setelah vektor
kembali ke titik awal. Tensor itu akan menjadi transformasi
linear pada vektor, dan tentusaja memiliki indeks atas dan

189
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bawah. Sebagai tambahan, tensor itu juga bergantung pada
dua vektor A dan B yang mendefinisikan loop. Artinya, ten-
sor itu memiliki dua indeks bawah agar mengontraksi A* dan
BY.

Sa,Sb
A -

0, 5b \
i V& Sea, O
B / = ) =
0.0

Gambar E.1: Pengangkutan sejajar vektor V' dalam loop ter-
tutup yang dibangun oleh vektor A dan B

Dengan demikian, tensor tersebut haruslah antisimetrik,
karena mengubah vektor akan memengaruhi arah pergeraka-
an loop, yaitu menjadi sebaliknya dan hasilnya kebalikan dari
hasil awalnya. Dengan beberapa intuisi di atas, kita memba-
ngun perumusan perubahan vektor §V? ketika diangkut seja-
jar dalam loop:

5V = (da)(sb)A"B* RS, V° (E.1)

Dimana R%W disebut tensor Riemann atau tensor keleng-

kungan dan tensor itu antisimetrik terhadap dua indeks tera-
khir

R?.,=—-R" (E.2)

oy v

Secara umum, kita mendefinisikan tensor kurvatur sebagai pe-

ngaruh pengangkutan sejajar dari sebuah vektor dalam loop.

Dengan definisi tersebut, kita mendapati bahwa tensor kurva-
tur pastilah berhubungan dengan koefisien koneksi.

Kita tinjau komutasi dari dua turunan kovarian. Komuta-

si dari dua turunan kovarian, menunjukkan ukuran seberapa
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beda hasil pengangkutan sejajar sebuah vektor lewat satu ja-
lur ke jalur yang lain dan dengan cara kebalikannya. Misalkan
sebuah medan vektor V?, maka

ovr

V,(V, VP = vy( S+ FfAV*)
A ) e (i)
-9, (g—Zf +T0)

= 90, V? + (O,L) )V +T0,0,V* + 1,0,V

B A 10 o B o B A
TR (N SR TGS v R v

(E.3)
Jika ditukar p <— v,
Vo (V,.VP) = 8,8,V + (8,10, )V + 10,8,V + T0,9,V*
+ 08,02 VT —19,9,VF — 19,10 v

Vi oA
(E.4)

Komutatornya:
[V, V,VP =V, (vyvﬁ) -V, (vﬂvﬁ) (E.5)

dilihat dari (E.3) dan (E.5), apabila dikurangkan, suku perta-
ma, keenam, dan ketujuh akan saling menghilangkan. begitu-
pula untuk suku ketiga dan keempat, dan untuk suku kelima
kita tukar ¢ <= A sehingga menyisakan:

(Vs TV = (90 = 0T + Th,TEy = TE, T

A
not vA vo ,LL)\)V

(E.6)

Karena sisi kiri berupa tensor, maka otomatis suku yang ber-
ada di dalam kurung jugalah tensor. Maka kita definisikan

B
R)\;ux

_ (a#rfA ~a,I0, +T,T5, ~T%, ;;A)vA (E.7)
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yvang didefinisikan sebagai tensor Riemann. Ketika kita meli-
hat tensor Riemann, tensor Riemann dibangun dari turunan
kovarian orde dua dari sebuah vektor. Dalam kalkulus kita
tahu bahwa turunan orde dua menunjukkan kecekungan dari
sebuah kurva. Maka dari itu, tensor Riemann menunjukk-
an kelengkungan dari sebuah manifold. Tensor Riemann juga
dapat dinyatakan dalam bentuk kovarian

RU)\/.U/ = gﬁawaj (E8)

E.2 Tensor Ricci

Tensor Rlcci didapatkan dari tensor Riemaan yang dibe-
rikan oleh hubungan:

Ry, = R‘;MV (E9)

secara geometrik, tensor Ricci adalah objek matematik yang
mengontrol laju pertumbuhan volume bola metrik pada mani-
fold. Tensor Ricci dapat dikontraksikan lagi dan kita dapatk-
an skalar Ricci. Skalar Ricci memberikan informasi mengenai
kelengkungan ruang-waktu

R =g""R. (E.10)

E.3 Tensor Einstein

Tensor kelengkungan mengikuti beberapa identitas dife-
rensial. Misalkan turunan kovarian dari tensor Riemann (E.8),
dievaluasi pada sistem koordinat inersial lokal, dimana suku
I‘f;u hilang (namun bukan turunannya), maka

v)\ Rpa,uzf = aA Rpouu

1
= §6A (ap,aagpu - 8/,L6pgya - al/aagp,u + auapg,ua)
(B11)
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jika kita lakukan permutasi pada tiga indeks awal, untuk ben-
tuk kedua dan ketiga memiliki:

1
VpRo)\m/ = §8p (aua)\gau - a,uaagu)\ - 31/8)\90# + 31/(909“)\)

1
VURAp;w = 560 (a,uapgau - aya)\gup - auapgk,u + azxa)\gup)
(E.12)

Dari (E.12) dan (E.11) jika kita jumlahkan kita dapatkan hu-
bungan

V/\Rpa;w + VpRa/\,uV + VUR)\p;W
1
= 5 (8)\auaagpu - akﬁuapgua - BAauaagp,u + 8)\al/ap9;w

+ 8pa,u8/\gau - 8p8paagw\ - 3p3u5>\gau + 8,081/809;0\
+ 050u0,900 — 050,07Gup — 050,0,97, + 808V8Agﬂp)
=0
(E.13)

Sifat tensor Riemann seperti ini disebut identitas Bianchi.
Kemudian kita kontraksikan dua kali (E.13), dan dapatkan:

0= gyoglh\ (V)\Rpcr;w + V,Ronw + VJR/\p,uz/)

=V'R,, -V, R+ V"R, (E.14)
=2VFR,, — V,R
kemudian bagi persamaan (E.14) dan dapatkan hubungan:
1
VH(Ryp — 5ng)ﬁi) =0 (E.15)
kita definisikan tensor Einstein:
1
G/u/ = le - 5.9/1,1/9{ (E16)

dan kita bisa menulis ulang identitas Bianchi dalam bentuk:

VHG, =0 (E.17)
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E.4 Persamaan Medan Einstein

Persoalan yang dihadapi adalah bagaimana cara mengeta-
hui hubungan antara metrik dengan energi dan momentum.
Ide yang diharapkan adalah bahwa keberadaan energi akan
melengkungkan ruang-waktu. Dalam merumuskan hubungan
itu, kita tinjau persamaan Poisson untuk potensial Newtoni-
an:

V20 = 47Gp (E.18)

melihat bentuk persamaan Newtonian, ide dalam perumusan
yang relativistik kita ambil:

1. pada sisi kiri persamaan (E.18) mengandung turunan
orde dua yang bekerja pada potensial gravitasi dan di
sisi kanan adalah ukuran distribusi masa.

2. Untuk memperumum dalam skala relativistik, persama-
an harus memiliki bentuk persamaan tensor.

Generalisasi tensor dari rapat masa tidak lain adalah tensor
energi-momentum 7},,. Karena sedari awal kita membuat ide
bahwa energi/massa melengkungkan ruang-waktu, maka kita
mengganti potensial gravitasi dengan tensor metrik, karena
tensor metrik melambangkan bentuk ruang-waktu. Hal ini se-
suai dengan ide no 2, bahwa dalam perumusan tensor, kita
melihat bahwa tensor metrik adalah tensor rank 2, yang seta-
ra dengan tensor energi-momentum. Hanya saja, ketika kita
melakukan limit Newtonian seperti pada halnya persamaan
(E.18), dengan persamaan kiri kita ganti potensial gravitasi
dengan tensor metrik, kita tahu bahwa turunan dari metrik
adalah nol, dengan sifat kompatibilitas metrik pada subbab
[2.2.2]. Sehingga kita memerlukan komponen lain yang ber-
gantung pada metrik dan turunannya, dan juga nilainya tidak
nol. Sebelumnya kita sudah mengenal tensor Riemann [E.1]
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dan tensor Ricci [E.2]. Apabila kita ambil tensor Riemann, ini
sangat tidak memungkinkan, karena tensor Riemann adalah
tensor rank-4, sedangkan kita mencari tensor rank-2. Maka
dari itu, kita ambil tensor Ricci yang merupakan tensor rank-
2. Sehingga kita ambil persamaan medan gravitasi:

Ry = KT, (E.19)

Namun, ada persoalan yang muncul jika kita mengambil per-
samaan (E.19). Berdasar prinsip ekivalensi, kekekalan energi-
momentum pada ruang-waktu lengkung haruslah:

Vi =0 (E.20)
yang mengharuskan kita memiliki
VIR, =0 (E.21)

yang mana tidak valid pada geometri manapun. Maka da-
ri itu, kita tidak dapat mengambil tensor Ricci. Namun di
[E.3] kita memiliki tensor rank-2 yang dibangun dari tensor
Ricci dan skalar Ricci, yaitu tensor Einstein, yang mana juga
memenubhi sifat (E.17). Sehingga kita dapat merumuskan:

G =K1y, (E.22)
atau
1
RW — §g,w9f{ = nTW (E.23)

Persamaan ini menunjukkan bahwa adanya energi-momentum
memengaruhi kelengkungan ruang-waktu disekitarnya. Apa-
bila kita kontraksi (E.23):

1
9" G = g" (R/w - nglw)

1
=NR- 59‘{9”’”%” = KT (E.24)
R = —k%
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dengan demikian kita bisa menulis (E.22) dalam bentuk lain:
1
Ry = k(T — 5sgw) (E.25)

Dalam kasus khusus, apabila medan gravitasi sangat le-
mah, maka ruang-waktu disekitarnya akan melengkung cukup
kecil, sehingga kita dapat dekati dengan metrik Minkowski da-
lam bentuk:

g},LV = ’r,;,LIJ + huy (E26)

dimana h,,, << 1. Apabila medan gravitasi tidak bergantung
waktu, maka

0
g =0 (E.27)

dengan simbol Christoffel:

1 1
Too = 59”8&(81590@ + 0t9a0 — Oagoo) = —igﬁ"‘@agoo (E.28)

Dalam medan lemah, partikel bergerak dengan kecepatan ren-
dah. Pada keadaan ini, energi diam pc? = Ty akan mendo-
minasi daripada komponen 7}, lainnya. Sehingga trace dari
tensor energi-momentum:

T = ¢"Th0 = —Tho (E.29)
substitusikan ke (E.25) kita dapatkan:
Roo = %/@ng (E.30)
Dari definisi tensor Ricci:
Roo = Ry (E.31)

dan karena kita tahu bahwa R, = 0, maka kita hanya perlu
mencari RY,,. Kita punya:

Rijo = 0;T0 — 0T + T5,T60 — T6,T'0 (E.32)
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dan kita dapatkan:

Too = 7"61'0
1 .
=01 (igM(ﬁogox + dogro — 3A900)>
1 .. (E.33)
- 577” 0;05hoo
oo
=—-V~°h
2V 00
jika kita ambil hgy = 2®/c?, kita dapatkan hubungan
1
Vi = §Kpc4 (E.34)
kita sandingkan dengan (E.18), kita dapatkan
8tG
= E.35
= (.35)

dan kita dapatkan bentuk persamaan medan Einstein:

1 831G
R/,LI/ — §guyfﬁ = 7ij (E36)

E.5 Komutasi Matriks Gamma

Dari hubungan (3.49) kita miliki
Yy + At = 20t (E.37)
atau
Yyr = 2m — (E.38)
sehingga kita dapatkan
YEAY — At =2 — APt — At
=" = 2y"" (E.39)
= 2(77“” - VV’Y“)
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E.6 Koneksi Affine Spinor

Dalam merumuskan koefisien koneksi, kita ambil
T, = awpey™",

dimana a adalah sebuah konstanta. Maka

Ty = awuey’ 7"
karena

Aoy = 2 — A
Substitusikan persamaan (E.42) ke (E.40):

Ty = awyne (207097 = 709%°)

dengan cara yang sama, kita ambil

NN W NN

Maka

Ty = awye (207197 = 2097 + 75

= 2awype (n“lvb - n”dvc) +7T,
Kita tinjau suku kedua dalam kurung (E.45) bawah:

_2awubcnbd70

(E.40)

(E.41)

(E.42)

(E.43)

(E.44)

(E.45)

(E.46)

gunakan sifat antisimetrik dari w,., seperti pada (3.62), kita

ubah (E.46):

—2awue " = 2aw e

(E.47)

kita ganti indeks dummy b <= ¢, persamaan (E.47) kanan

menjadi
2awubcn0d7b

(E.48)
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kita kembalikan ke (E.45):

Fﬂfyd = 2aw,be <n’3d’yb + 770d7b) + vdFu (E49)
= dawupen®® + 4T,

Menggunakan persamaan (3.57), kita bentuk turunan kovari-
an dari matriks gamma:

Dy =V, + [Fi’ o ) (E.50)
=5, + I+ Ty =3 Ty =0
dengan sifat (3.48), kita miliki
Y'Vue, +e; Ty —e/y'Ty, =0 (E.51)
Kita substitusikan (E.49) ke (E.51):
'ydvﬂedy + 4aed”wubcn6d7b =0 (E.52)

dengan sifat antisimetri wyp.,

Vdvuedy - 4a6dyw;z,cb77Cd7b =0
Vdvp,edy = 4aedyw,ucb770d’}/b
= dae] <ec,3vuebﬁ)77€d’yb
= 4aed”edﬁ (V,Lebﬁ)fyb
- s (9

= 4a7"V e

(E.53)

Agar persamaan (E.53) kiri dan kanan sama, maka kita da-
patkan a = 1/4.
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E.7 Antikomutasi Matriks Gamma

Kita memiliki bentuk persamaan Dirac (3.47):
(iv* 0y —m)yp =0 (E.54)

operasikan dengan iy*0p,u + m,
(i9" 8+ m) (i7" 0, —m)y =0
(Y9 8By +m*)ip = 0

kita bentuk persamaan yang sama, dengan menukar p <=
V?

(E.55)

(VA"8,0, +m?)p =0 (E.56)
kemudian kita jumlahkan (E.55) dan (E.56), didapat:
[(7“’7“&8# + ’y“vya,u(‘)y) + 2m2]1/1 =0 (E.57)
kemudian (E.57) dibagi dengan 2:
[%WW@%+WWW%)HﬁW:O (E.58)

Kita bandingkan dengan persamaan Klein-Gordon

(070 +m?)y =0

(E.59)
(70,0, +m?) e =0
karena 0,0, = 0,0, maka
1 4 4
[5 (’y v+ Py )8V8u + m2] P =0 (E.60)
dan kita dapatkan hubungan:
]' v v 174

atau
@W“ﬁ%ﬁ=%w (E.62)
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E.8 Fungsi Bessel

Fungsi Bessel merupakan salah satu jari fungsi khusus
yang merupakan solusi dari persamaan diferensial.Fungsi Bes-
sel dapat direpresentasikan dalam deret pangkat, grafiknya
dapat digambar dan banyak formula yang berkaitan dengan-
nya. Bentuk persamaan diferensial Bessel yang memiliki solusi
fungsi Bessel adalah:

R’ +rR + (12 =n>)R=0 (E.63)

dimana k£ dan n adalah sebuah konstanta, dan n disebut
orde dari fungsi Bessel. Nilai n tidaklah harus bilangan bulat.
Dalam menyelesaikan persamaan diferensial itu, kita ambil
deret pangkat:

o0
R=Y aa't? (E.64)
i=0
dan memiliki hubungan

o0
r?R" =" ai(i+p)(i +p—1)a"t?
=0
o
rR = Z ai(i + p)z'tP
0 (E.65)
k2T2R — Z airi+p+2

1=0

o
-n?R™ — E ain?rttP
1=0
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Dari hubungan ini, kita dapat membentuk persamaan (E.63)
menjadi

ao (p2 - n2) ™’ + a <(1 +p)? — n2> P i (ai ((i +p)? - n2)

1=2
+ ai_2> PP =0
(E.66)

Dikarenakan TP # 0, maka suku di depan r**? haruslah nol.
Dengan demikian, memberitahu kita bahwa:

p2 o n2 _
p=-+n

selain itu, agar memenuhi persamaan diatas, jika diambil nilai
p = £n, suku didepan r? 4+ 1

1£n)?—n2=1+2n+n?>—n?#0 (E.68)

yang mengharuskan kita memilih bahwa a; = 0. Begitupula
dengan suku dalam jumlahan

ai((i +p)? — nQ) +a;2=0 (E.69)

yang memberikan kita hubungan

1

T (E.70)

a; = —QAj—2
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untuk kasus pertama, kita ambil p = +n, maka (E.70) men-
jadi:
1
_ 1
— T2 o)
1
TG 2n)

a; = —Q;—2

(E.71)

Karena sebelumnya kita mendapati bahwa a; nol, maka de-
ngan hubungan (E.68), untuk nilai ¢ = 3,5,7,.. yang meru-
pakan bilangan ganjil membutuhkan nilai a1 yang bernilai nol,
maka suku ganjil dari a; haruslah nol. Sehingga, suku a; yang
tersisa hanyalah yang memiliki ¢ genap. Kita ubah i — 2i
yang pasti genap, maka (E.68) menjadi:

1
a2; = —02%— 277 AN
2i(2i + 2n)
1 (E.72)
= —Q9;_9———
272 92%4(i + n)
dengan demikian kita memiliki relasi
az = —a (1 +n)
27 T0%2r 21 0)
I'(1+n)
=0 E.
4= 099113 1 n) (E73)
(1
IR ()

~O31260 (4 + n)
dan seterusnya. Sehingga, kita dapatkan solusi dari persama-
an Bessel (E.63):

i 1 1 r\ 2 1 r
(E.74)
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Apabila kita ambil:

ag —

= 5 (E.75)

maka solusi R disebut dengan fungsi Bessel jenis pertama de-
ngan orde n, J,(r),

e —1)¢ r 2i4n
Ty = % (5) (E.76)

— i+n+1)

Untuk kasus kedua dari (E.67), apabila kita ambil p = —n,
maka:

1
(i+mn)? —n?
1
(12 — 2in)

1
N
"“2i(i — 2n)

a; = —A;—2

= —QG;-2

(B.77)

Karena sebelumnya kita mendapati bahwa a; nol, maka de-
ngan hubungan (E.71), untuk nilai ¢ = 3,5,7,.. yang meru-
pakan bilangan ganjil membutuhkan nilai ¢ yang bernilai nol,
maka suku ganjil dari a; haruslah nol. Sehingga, suku a; yang
tersisa hanyalah yang memiliki ¢ genap. Kita ubah ¢ — 2
yang pasti genap, maka (E.77) menjadi:

1

2i(2i — 2n)
1

222i(i — n)

az; = —a2;—2
(E.78)

= —ag;—
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dengan demikian kita memiliki relasi

= a I'(l—mn)
2T T 0Rri2 g
I'(l—n)
=00 E.
“ = 909RIrE ) (E79)
= —a I'(l—n)
6= 031260 (4 — n)
Apabila kita ambil:
1
a0 = 5o (E.80)

Kita definisikan fungsi Bessel jenis kedua, fungsi Neumann,
N (r),

N =Y ZT(L(;)Q_” —J.(r) (B8]

P i—n+1)

Jadi, solusi persamaan diferensial Bessel (E.63) memiliki solu-
si fungsi Bessel J,, (1) atau fungsi Neumann N, (r), atau kom-
binasi linear dari keduanya. Kemudian, kita tinjau, apabila
suatu persamaan diferensial memiliki bentuk:

R’ +rR + (K** —=n*)R =0 (E.82)

untuk menyelesaikannya, kita substitusikan » — kr sehingga,
rdR/dr — krdR/d(kr), yang nilainya sama saja. Begitu pula,
kita substitusi 72 —n? — k?r?—n?, yang memiliki bentuk sama
persis (E.63). Sehingga persamaan (E.82) memiliki solusi

R = AJ,(kr) + bN,(kr) (E.83)

Selain itu, kita memiliki jenis lain dari fungsi Bessel, yaitu
fungsi Bessel bola, yang memiliki bentuk
5 d’R dR

a’h ar 2.2 _ _
raa +2r o +[Er" —n(n—-1)]R=0 (E.84)
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untuk menyelesaikannya, kita ambil nilai R,

R(kr) = % (E.85)

dimana Z(kr) bisa beruka J(kr) atau N(kr) yang merupak-
an solusi dari persamaan Bessel. Apabila kita substitusikan
(E.85) ke (E.63), kita dapatkan

27" +rZ' +[r* = (n+1/2)%Z =0 (E.86)
yang merupakan bentuk fungsi Bessel (E.63). Sehingga ki-

ta dapatkan R(kr) yaitu fungsi Bessel bola, z,(kr), dengan
definisi

calhr) =[5 00) 2 o)
jolbr) = \[3EN ) (BT
(k) = | 502N,

Dari persamaan (E.76), kita bisa memplot fungsi Bessel:

L0D G090
> e <
5 & Z / NP S
\_

Gambar E.2: Fungsi Bessel



Gambar E.3: Fungsi Neumann

begitupula untuk fungsi Neumann, N,, atau Y,

dapat diplot juga fungsi Bessel bola:

Gambar E.4: Fungsi Bessel bola

dan fungsi Neumann bola:
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Gambar E.5: Fungsi Neumann bola
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