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SIFAT-SIFAT GRAF NON-KOMUTATIF PADA GRUP
DIHEDRAL D,,

Nama Mahasiswa : Ahmad Muhajir
NRP :06111540000087
Departemen : Matematika

Dosen Pembimbing : Soleha, M.Si

Abstrak

Salah satu perkembangan dari struktur aljabar adalah
penelitian tentang graf yang dibangun dari suatu grup. Pada
penelitian yang diajukan ini, akan dibahas kajian tentang grup,
graf non-komutatif dan grup dihedral D,,, berikut sifat-sifatnya.
Metode yang diajukan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka
dengan menggunakan rujukan beberapa buku, paper dan jurnal.

Graf non-komutatif adalah graf sederhana [; yang
dikaitkan kepada grup G, dimana V (T;) adalah G\Z(G) , dengan
Z(G) adalah senter dari G. E(I;) adalah semua pasangan (X,y)
dengan xy # yx, V x,y € G. Pada suatu graf I dapat diselidiki
sifat-sifat keterhubungan, diameter, lingkar, nilai eigen dan energi
graf.

Lebih lanjut, akan didapatkan nilai eigen dan energi graf
dari graf non-komutatif yang dikaitkan dengan grup dihedral D,,,.
Nilai eigen untuk n gasal adalah 2 = 0 dengan multiplisitas (n —

2),A=-1 dengan multiplisitas(n —1), dan A= nT_l 1

/Snzlﬂ. Sedangkan nilai eigen untuk n genap dan n > 4

adalah A = 0dengan multiplisitas (n —2), A= —1 dengan
5n2—6n+1
T4

Kata kunci: graf non-komutatif; grup dihedral D,,,; nilai
eigen.; energi graf.

multiplisitas (n — 1), dan 2 = "% +
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THE NON-COMMUTING GRAPH'’S PROPERTIES IN DIHEDRAL

GROUP D,,,
Name of Student : Ahmad Mubhajir
NRP :06111540000087
Departement : Mathematics
Supervisors : Soleha, M.Si

Abstract

One development of algebraic structure is the study of
graphs that are built from a group. In this proposed research, a
study of groups, non-commutative graphs and the dihedral group
D,,, will be discussed along with their properties. The method
proposed in this study is a literature review using a reference to
several books, journals and papers.

Non-commutative graphs are simple graphs I'; which is
attached to G group, where the V(I;) is G\Z(G), with Z(G) is
center of G. E(Ty) is all couples (x,y) with xy # yx, Vx,y € G.
On a graph T; we can investigate the relationship characteristics,
diameter, circle, eigenvalues and graph energy.

Furthermore, we will discuss the eigenvalues and graph
energy of non-commutative graphs that are associated with
dihedral groups D,,. The eigenvalue for n odd is A = 0 with
multiplicity (n — 2),A = —1 with multiplicity (n — 1), and 1 =
nT—l + 5n2-6n+1
A = 0 with multiplicity (n — 2), A = —1 with multiplicity (n — 1),

-1 fs 2—6n+1
andl=nTi %

Keywords: non-commuting graph; dihedral group D,,;
eigenvalue;energy graph.

. Whereas the eigenvalue forevennandn > 4 is
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BAB I
PENDAHULUAN

Pada bab ini dijelaskan hal-hal yang melatar belakangi
penulisan tugas akhir ini. Kemudian didapatkan rumusan masalah
yang kemudian jawaban dari rumusan masalah tersebut ada pada
subbab tujuan. Selain itu terdapat hal-hal yang membatasi masalah
pada subbab batasan. Pada bab ini juga dijelaskan manfaat dan
sistematika penulisan.

1.1 Latar Belakang

Pada dasarnya, manusia sudah mengenal perhitungan
matematika sejak kecil. Salah satu buktinya adalah perhitungan
dasar, yakni penjumlahan dan pengurangan, sebagai contoh
menghitung jumlah jari yang ada pada kedua tangan maupun kedua
kaki, hingga menghitung selisih antara tanggal tertentu dengan hari
ini atau hari pada saat menghitung tersebut. Perhitungan tersebut
tidaklah berbeda dengan perhitungan bilangan bulat dan bilangan
riil, yaitu dengan menyertakan operator penjumlahan,
pengurangan, perkalian, pembagian, hingga perpangkatan dan
akarnya. Perhitungan-perhitungan tersebut pasti melibatkan
himpunan dan operasi tertentu yang menjadi dasar bagi para
ilmuwan merumuskan struktur aljabar.

Struktur Aljabar merupakan cabang ilmu matematika yang
mempelajari perilaku anggota yang tergabung pada himpunan
tertentu yang dikenakan operasi tertentu. Himpunan-himpunan
yang dibahas dalam struktur aljabar ini bersifat umum. Begitu pula
operator yang digunakan bukan hanya operator dasar yang
digunakan dalam kehidupan sehari hari saja, namun juga
mencakup sebarang operator yang dapat didefinisikan sendiri
untuk suatu himpunan dengan karakteristik tertentu [1].

Dalam struktur aljabar, terdapat banyak struktur dengan
aksioma dan operator yang bermacam-macam. Salah satu struktur
yang akan dibahas dalam penelitian ini adalah tentang graf. Graf
merupakan kumpulan dari simpul yang dihubungkan oleh sebuah



sisi sebagai penghubung. Sebuah graf H yang mempunyai sebuah
sisi dari simpul A ke simpul B sama dengan sisi dari simpul B ke
simpul A disebut graf tak berarah. Untuk graf berarah, sisi tersebut
memiliki arah, sehingga untuk sisi dari simpul A ke simpul B tidak
sama dengan sisi dari simpul B ke simpul A [2,3].

Kajian tentang Struktur aljabar, dengan sifat-sifat graf, menjadi
topik penelitian yang cukup menarik bagi kalangan orang
matematika. Fakta ini mengarah pada banyak hasil dan penemuan
menarik dari pertanyaan-pertanyaan yang diajukan oleh para
peneliti. Ada banyak jurnal yang menjelaskan tentang penetapan
suatu graf pada sebuah grup, serta menyelidiki sifat aljabar dari
grup tersebut.

Secara teori, graf H adalah pasangan (V(H),E(H)) dengan
V(H) adalah himpunan tak kosong berhingga dari objek-objek
yang dinamakan simpul, dan E(H) adalah himpunan
(berkemungkinan kosong) pasangan tak berurutan dari simpul-
simpul berbeda di V (H) yang dinamakan sisi [3].

Salah satu peneliti yang mengembangkan teori graf aljabar
aljabar adalah Abdollahi, yang mendefinisikan graf non-komutatif
yaitu graf sederhana I; yang dikaitkan kepada grup G, dimana
himpunan simpulnya beranggotakan elemen dari G\Z(G) , dengan
Z(G) adalah senter dari G. E(I;) adalah semua pasangan (x.y)
dengan xy # yx, V x,y € G. Pada setiap I'; dapat diselidiki sifat-
sifat keterhubungan, diameter, lingkar, nilai eigen dan energi graf
tersebut.

Salah satu hasil penelitian dari aljabar graf adalah paper yang
ditulis oleh Rabiha Mahmoud, Nor Haniza Sarmin, Ahmad
Erfanian dengan judul On the energy of non-commuting graph of
dihedral groups pada tahun 2017 yang menjadi pembahasan
terbaru dari struktur aljabar. Paper tersebut membahas tentang graf
non-komutatif pada grup dihedral D,, [6]. Pada paper tersebut
dikaji mengenai sifat-sifat graf I, terkait nilai eigen dan energi
grafnya dengan pengelompokan berdasarkan nilai n gasal dan n

genap [6].



1.2 Rumusan Masalah

Berdasarkan latar belakang yang telah diuraikan sebelumnya,

dapat diperoleh perumusan masalah berupa

1.

4.

5.

Bagaimana menentukan nilai eigen pada I',, dengann > 3,
dan n gasal?

Bagaimana menentukan nilai eigen pada I',, dengan n > 4,
dan n genap?

Bagaimana menentukan energi dari graf I, dengann = 3,
dan n gasal?

Bagaimana menentukan energi dari graf I',, dengan n > 4
dan n genap?

Bagaimana menentukan energi dari graf [, dengan n = 4?

1.3 Tujuan

Berdasarkan rumusan masalah tersebut, didapat tujuan sebagai

berikut

ok~ wnE

Menentukan nilai eigen pada I, dengan n gasal.
Menentukan nilai eigen pada I, dengan n > 4, dan n genap.
Menentukan energi dari graf I, dengan n gasal.
Menentukan energi dari graf I, dengan n > 4, dan n genap.
Menentukan energi dari graf [, dengan n = 4.

1.4 Manfaat

1.

Manfaat yang diharapakan yaitu
Sebagai bahan acuan pembelajaran matematika bidang aljabar,
lebih spesifiknya yang membahas tentang grup dihedral D,
dan graf non-komutatif.
Memperluas pengetahuan tentang graf non-komutatif sehingga
dapat dikembangkan lagi ataupun diterapkan pada ilmu yang
membutuhkan pemahaman tentang graf non komutatif



1.5 Sistematika Penulisan
Sistematika penulisan yang digunakan adalah sebagai berikut :
1 BAB | PENDAHULUAN
Bab ini menjelaskan tentang gambaran umum dari penulisan ini
yang meliputi latar belakang masalah, rumusan masalah,
batasan masalah, tujuan penelitian, manfaat penelitian, dan
sistematika penulisan.

2 BAB Il TINJAUAN PUSTAKA
Bab ini berisi tentang materi-materi pendukung, antara lain
penelitian terdahulu, grup, grup dihedral D,,,, graf, dan graf non
komutatif.

3 BAB Il METODOLOGI PENELITIAN
Pada bab ini berisi pembahasan tentang langkah-langkah yang
digunakan mulai dari studi literatur hingga penarikan
kesimpulan dan pembukuan.

4 BAB IV ANALISIS DAN PEMBAHASAN
Bab ini berisi penjelasan secara rinci mengenai pembuktian
proposisi dan teorema yang disampaikan oleh Rabiha
Mahmoud, Nor Haniza Sarmin, Ahmad Erfanian dalam
papernya yang berjudul on the energy of non-commuting graph
of dihedral groups.

5 BAB YV PENUTUP
Pada bab ini berisi kesimpulan dari penelitian yang telah
dilakukan. Kemudian, berdasarkan penelitian tersebut,
diberikan saran yang perlu dilakukan untuk penelitian berkaitan
yang akan datang.



BAB 11
TINJAUAN PUSTAKA

Pada bab ini dibahas mengenai dasar teori yang digunakan
dalam penyusunan tugas akhir ini. Dasar teori yang dijelaskan
dibagi menjadi beberapa subbab yaitu penelitian terdahulu, grup,
grup dihedral, graf, graf non-komutatif, matriks ketetanggaan, nilai
eigen dan energi graf.

2.1 Penelitian Terdahulu

Dalam aljabar abstrak, sebuah definisi sebuah graf dari
suatu grup lengkap dengan sifat-sifatnya telah dipublikasikan oleh
A. Abdollahi Bersama dengan S. Akbari and H. R. Maimani dalam
jurnalnya yang berjudul Non-commuting graph of a group-Journal
of Algebra pada tahun 2006. Dalam jurnalnya dijelaskan hubungan
antara sebuah grup berhingga dengan graf, yaitu diambil dari
elemen grup selain senter dari grup tersebut untuk dijadikan
simpul-simpul dari graf. Dan untuk sisi dari graf adalah diambil
dari hubungan non-komutatif antar elemen. Oleh karenanya graf
tersebut disebut graf non-komutatif. Selain itu, juga dtambahkan
definisi energi graf dari graf non-komutatif lengkap dengan
contohnya.

Terdapat banyak grup berhingga khusus dengan sifat-sifat
tertentu yang telah didefinisikan oleh banyak matematikawan
diantaranya adalah grup permutasi, grup simetri, grup dihedral, dan
masih banyak lainnya.

Terdapat beberapa penelitian dari graf non-komutatif yang
dikaitkan dengan grup berhingga diatas, salah satunya paper
dengan judul On the energy of non-commuting graph of dihedral
groups pada tahun 2017 yang dipublikasikan oleh Rabiha
Mahmoud, Nor Haniza Sarmin dan Ahmad Erfanian. Dalam
papernya dibahas tentang matriks ketetangaan, nilai eigen, dan
energi graf dari graf non-komutatif dari grup dihedral. Dalam paper
tersebut diberikan proposisi-proposisi dan teorema dari graf non-
komutatif dari grup dihedral, yang akan dibahas pada tugas akhir
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ini dengan beberapa perbedaan dari yang ada pada hasil paper
tersebut.

2.2 Grup

Konsep dasar dari grup diambil dari himpunan yang dikenakan
suatu operasi tertentu.

Definisi 2.1 [1] Suatu himpunan tidak kosong G dengan suatu
operasi biner (*) di dalamnya, disebut Grup, dengan notasi (G,*)
jika dan hanya jika dapat memenuhi 4 aksioma grup, yaitu:
a) Tertutup, yaitu untuk setiap a, b € G berlakua * b € G.
b) Asosiatif, yaitu untuk setiap a,b,c € G berlaku a *
(bxc)=(ax*b)*c.
¢) ldentitas, yaitu terdapat suatu anggota e € G sedemikian
hingga untuk semua g € G berlaku gxe=g=ex*g.
Anggota e dinamakan anggota identitas di G.
d) Invers, yaitu untuk setiap g € G terdapat anggota g~ € G
yang memenuhi g* gl =e=g"lxg.

jika diberikan suatu grup, maka dapat dibentuk suatu subgrup dari
grup tersebut. Berikut dibahas definisi dari subgrup.

Definisi 2.2 [1] Suatu himpunan bagian tak-kosong F dari suatu
grup G adalah suatu subgrup dari G, dalam hal ini ditulis F
terhadap operasi yang sama di G adalah grup. Dalam hal ini,
subgrup ditulis F <G, bila himpunan F <G dan ditulis F < G, bila
himpunan F cG.

Untuk sebarang grup G dengan anggota identitas e, {e} adalah
subgrup dari G dinamakan trivial subgrup dan G sendiri adalah
subgrup dari G dinamakan subgrup tak-sejati. Sebarang subgrup
selain {e} dan G sendiri dinamakan subgrup sejati tak-trivial.
Contoh: (Z,+) < (R, +).

11



Definisi 2.3 [1] Diberikan sebarang grup G, maka terdapat

himpunan bagian dengan notasi Z(G) yang disebut senter dari G,

yang elemen-elemennya komutatif terhadap semua elemen di G.
Z(G) & {x € G|xy = yx,untuk semua y € G}.

Catatan bahwa ex = x = xe,Vy € G. Maka e € Z(G), dengan

demukian Z(G) # Q.

Contoh : Diberikan grup S5 = {e, (123),(132), (12),(13), (23)}

dengan operasi biner permutasi, maka 3e € S, sehinggaex = x =

xe dengan x € S;. Dengan demikian Z(S5) = {e}.

2.2.1  Grup Permutasi dan Grup Simetri

Diberikan himpunan tak kosong B. Permutasi dari B adalah
fungsi dari B ke B yang berkorespondensi satu-satu.
Contoh : Diberikan sebuah permutasi £ dari himpunan B = {1,2,3}
dengan menetapkan (1) = 2, f(2) = 3,dan 8(3) = 1.
Untuk menunjukkan korespondensi tersebut, permutasi § dapat
ditulis dengan bentuk seperti berikut:

1 2 3
8= (se1y 2 5»)
=iz 5 )

Permutasi komposisi dari 8 o a dengan

B (1 2 3 4 5)
=2 4 3 5 1
dan
B (1 2 3 4 5)
b= 5 1 2 3
adalah :

12



_(1 2 3 4 5)
Ba={, 2 1 3 )

Atau dapat dijelaskan dengan (8 o )(1) = p(a(1)) = B(2) = 4,
jadi Ba merubah 1 menjadi 4, dan seterusnya. Permutasi tersebut
dapat ditulis dengan (431) yang dinamakan bentuk sikel.

Grup permutasi adalah grup yang anggotanya adalah suatu
permutasi dari himpunan tak kosong. Sedangkan Grup simetri
adalah suatu grup yang anggotanya adalah semua permutasi dari
suatu himpunan tak kosong.

Contoh :
Grup simetri Sz, yaitu himpunan permutasi yang mungkin dari

{1,2,3}. S5 = {0), (123), (132), (12), (13), (23)}.

2.2.2 Grup Dihedral D,,,

Grup dihedral D,,, dapat juga diartikan sebagai himpunan
hasil himpunan permutasi pencerminan dan refleksi dari grup
simetri untuk segi-n beraturan. Misalkan untuk n > 3, segi-n
beraturan pada bidang-x, y dengan pusat di O sebagaimana pada
gambar 2.1 berikut

O

Gambar 2.1 segi-n beraturan.
Misalkan a adalah rotasi pada titik pusat O berlawanan arah jarum
jam sebesar 2m/n radian, dan b adalah pencerminan terhadap
sumbu yang melalui titik 0 dan titik sudut 1, maka didapatkan :
D,, ={a%a,d?,...,a" %, b,ab,a?b, ...,a* b}

13



dimana a® adalah elemen identitas dan ab = ba™?.
Grup D,, < S, karena §,, adalah grup dengan anggota seluruh
permutasi dari himpunan dengan jumlah anggota sebanyak n! ,
sedangkan D,,, adalah grup dengan anggota permutasi simetri dari
himpunan dengan jumlah anggota sebanyak 2n.
Contoh : D,.3 = D¢ = {e,a, a?,b,ab, a’b}.

Jumlah anggota dari grup dinamakan order grup. Oleh
karena order grup dihedral adalah berhingga, maka grup dihedral
adalah grup berhingga. Berikut adalah defnisi dari order grup.

Definisi 2.3 [1] Banyaknya anggota dari grup G dinamakan order
G dan dinotasikan oleh |G|. Grup G dikatakan berhingga jika |G|
berhingga.

Jadi Z dan nZ adalah grup dengan order tak-berhingga,
sedangkan S;, Dg dan Z,, adalah grup dengan order berhingga.

2.3 Graf

Suatu graf H, dinotasikan sebagai H = (V. E), merupakan
pasangan V adalah himpinan simpul, dan E adalah himpunan sisi,
dengan V himpunan simpul tak kosong dan E merupakan himpunan
sisi. [3]
Sifat aljabar dari suatu graf dapat dikatakan sebagai sifat graf.
Contoh : diberikan sebuah graf lengkap K; = (V, E), dengan
V ={1,2,3}dan E = {(1,2),(2,3),(1,3)}.
Graf K5 dapat digambar seperti berikut :

Gambar 2.2 Graf K3.
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2.3.1 Keterhubungan

Dua simpul dikatakan terhubung/bertetangga, jika terdapat
sisi yang menghubungkan antara keduanya secara langsung. Dalam
graf tidak berarah, sebuah sisi dari simpul A ke simpul B dianggap
sama dengan garis dari simpul B ke simpul A. Dalam graf berarah,
garis tersebut memiliki arah.

Keterhubungan setiap simpul pada suatu graf dapat
direpresentasikan sebagai suatu matriks, yang selanjutnya disebut
matriks ketetanggaan. [3]

Definisi 2.4 [3] Diberikan graf sederhana H yaitu graf yang tidak
memuat loop dengan V(H) = {1, ...,n} dan E(H) = {e;. ....ey}.
Matriks ketetanggaan dari H dinotasikan dengan A(H) yaitu
matriks simetri n X n dengan definisi sebagai berikut.

Baris dan kolom dari A(H). jikai # j maka entri ke-(i,j) dari A(H)
adalah 0 untuk simpul i dan j yang tak bertetangga, dan entri ke-
(i,J) adalah 1 untuk i dan j bertetangga. Entri ke-(i,i) dari A(H)
adalah 0 untuk i=1,...,n..

Untuk mencari nilai eigen dari matriks ketetanggaan dari H adalah
sebagai berikut :

det(A(H) — Al = 0.
Contoh : Keterhubungan dari graf K; dapat direpresentasikan
dengan matriks ketetanggaan berikut :

AK) =[1 o 1|

1 1 0

011]

Dan nilai eigennya adalah :

A -1 -1
det [—1 A —1] =12 -1D+1(-1-1D—-1(1+21)
-1 -1 2
=3-31-2
=A+DA+1)A-2).
Dldapat Al = /12 = _1,13 = 2.
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2.3.2 Diameter graf

Lintasan yang panjangnya n dari simpul awal v; ke simpul
tujuan v,, di dalam graf H ialah barisan berselang-seling simpul-
simpul dan sisi yang berbentuk vy, eq, vy, €5, V5,..., Vn_1,€n, Vn
sedemikian sehingga e; = (vo,v1),€2 = (V1,V3),..., 6 =
(vp—1, vy) adalah sisi-sisi dari graf H .

Diberikan graf H dengan V(H) = {1,...,n} dan E(H) =
{eq.....ey}, maka jarak d(i,j) adalah lintasan terpendek dari
simpul i menuju ke j . Nilai maksimum dari d(i,j) untuk setiap
i,j € V(H) adalah diameter dari graf H [3].

Contoh : diameter dari graf K5 adalah 1.

2.3.3 Rank matriks

Rank matriks adalah banyaknya vektor baris atau vektor
kolom yang bebas linier. Rank matriks dapat juga diperoleh dari
banyaknya nilai eigen tak nol.
Contoh : nilai eigen dari A(K3) adalah 4, =4, = —1,13 = 2,
maka rank A(K3) = 3

2.3.4  Lingkar (Girth)

Lintasan yang berawal dan berakhir pada simpul yang
sama disebut siklus. Lingkar dari suatu graf adalah
panjang siklus terpendek yang termuat dalam graf [3].

Contoh : lingkar dari graf K5 adalah 3.

2.3.5 Graf non-komutatif

Graf non-komutatif adalah graf sederhana I; yang
dikaitkan kepada grup G, dimana himpunan simpulnya adalah
G\Z(G) , dengan Z(G) adalah senter dari G.E(I;;) adalah semua
pasangan (x,y) dengan xy # yx, V x,y € G, dengan kata lain, x
bertetangga dengan 1y jika x dan y tidak komutatif. Graf ini
dinamakan graf non-komutatif dari G [4].
Contoh : T, = {(123), (321), (12), (13), (23)}
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Teorema 2.1 [4] Jika G merupakan grup komutatif, maka
I'; merupakan graf kosong.

Bukti. Diberikan G grup komutatif maka setiap anggota dari G
saling komutatif, sehingga G = Z(G), padahal V(I;) = G/Z(G) =
@ , sehingga I; merupakan graf kosong.

Teorema 2.2. [4] Untuk sebarang grup non-komutatif G,
diam(I;) = 2. Selain itu, I; terhubung, juga lingkar(I';) = 3.

2.3.6 Energi graf

Definisi 2.5 [4] Diberikan sebarang graf H, energi graf

didefinisikan dengan:
() = Z 2l

Dengan 4,4, ..., 4, adalah nilai elgen dari matriks ketetanggaan
dari H.

Contoh :

Diberikan Dy = {e,a, a? b,ab, a®?b} merupakan grup
dihedral berorder 6. Jelas bahwa V(T ) = { a, a? b, ab, a?b}.
Berikut adalah matriks ketetanggaan dari I'p_:
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A(Tp,) =

SN =)
[ = N =)
N =l
O R
O RR R R

Didapat nilai eigen dari matriks ketetanggaan A; = 3.64,4, =
_164‘,13 = A4 = _1,15 =0
Sehingga

5
(D) = z 2| = [3.64] + |-1.64] + |—1| + 0] = 7.28.

i=1
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BAB Il
METODE PENELITIAN

Pada bab ini dijelaskan mengenai tahapan — tahapan dalam
proses pengerjaan penelitian kajian sifat-sifat graf non-komutatif
yang dikaitkan dengan grup dihedral D,,. Tahapan-tahapan
tersebut terdiri atas :

1. Studi Literatur

Pada tahap ini akan dicari referensi yang berkaitan dengan
graf non-komutatif dan grup dihedral D,,,. Referensi yang dicari
meliputi pengertian, sifat-sifat, dan teorema dari graf non komutatif
pada grup dihedral D,,, serta hal-hal lain yang berhubungan
dengan penelitian yang akan diusulkan ini. Referensi yang dicari
dapat diperoleh melalui buku teks yang sesuai dengan topik tugas
akhir ini. Selain melalui buku teks yang terkait,studi literatur dapat
diperoleh melalui jurnal yang berkaitan dengan graf non-komutatif
pada grup dihedral D,,,.

2. Mengkaji sifat-sifat graf non komutatif pada grup dihedral
D3,

Setelah mempelajari dan memahami referensi yang ada,
pada tahap ini akan dikaji definisi, sifat-sifat, dan teorema dari graf
non-komutatif dan graf dihedral D,,, dengan pengelompokan cara
sebagai berikut :

1. Menentukan nilai eigen pada I';, dengan n gasal.

2. Menentukan nilai eigen pada I',,  dengann > 4, dan n

genap.

3. Menentukan energi dari graf [';, dengan n gasal.

4. Menentukan energi dari graf I;, dengan n > 4, dann

genap.

5. Menentukan energi dari graf [';, dengan n = 4.
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3. Penarikan Kesimpulan dan Pembukuan Tugas Akhir

Tahapan ini merupakan tahapan terakhir pada penelitian ini.
Namun dapat dimulai sejak kajian materi tentang graf non-
komutatif pada grup dihedral D,,,.

r

Studi Literatur

¥

Mengkaji sifat-sifat graf non komutatif pada grup
dihedral

A 4

Penarikan kesimpulan dan penulisan tugas akhir

Gambar 3.1 Diagram Alir Metode Penelitian
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BAB IV
ANALISIS DAN PEMBAHASAN

Bab ini berisi penjelasan secara rinci mengenai cara
menentukan nilai eigen dan energi graf dari graf dihedral I,
untuk semua n > 3. Kemudian diberikan pula bukti-bukti dan
contoh dari proposisi dan teorema tentang nilai eigen dan energi
graf dari graf I'p, .

4.1 Cara menentukan nilai eigen dari graf Iy, |

Pada bagian ini kita memperoleh nilai eigen dari graf non-
komutatif dari grup dihedral (I'p,, ). Kami akan membagi menjadi
dua kasus, yaitu ketika n adalah bilangan asli gasal dan ketika n
adalah asli genap.

Proposisi 4.1
Diberikan D,,, grup dihedral dengan order 2n dengan n adalah
bilangan asli gasal dan I, adalah graf non-komutatif yang
dikaitkan dengan grup D,,, maka nilai eigen dari I}, ~dapat
dirumuskan sebagai berikut.

1. A = 0dengan multiplisitas (n — 2),

2. 1 = —1 dengan multiplisitas (n — 1), dan

n-1 5n2—6n+1
3. A="2g e
2 4

Bukti : Telah diketahui elemen grup dihedral adalah D,, =
(a,b:a® =b?=1,bab=a"1) =

{e,a,a? ...,a" 1, b,ab,a’b,...,a™ 1b}. Senter dari D,, untuk n
bilangan asli  gasal adalah subgrup dari D,, yang semua
elemennya komutatif dengan semua elemen di D,,. Salah satu
elemen Z(G) adalah e. Untuk selain e, ambil sebarang pasangan
terurut x, y € D,,\e untuk n bilangan asli gasal dengan xy = yx
maka didapat D,,,\e = @, atau dengan kata lain tidak ada elemen
D,, yang komutatif selain e. Maka hanya ada 1 anggota senter,
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yaitu Z(D,,) = {e}. Untuk penjelasan lebihnya dapat dilihat di
paragraf berikutnya.

Maka dari definisi graf non-komutatif pada grup berhingga, kita
dapatkan himpunan simpul grafnya adalah V(I}, ) =
{a,a? ..,a""',b,ab,a®b, ...,a™ b}, dengan demikian V(T )
mempunyai  simpul sebanyak 2n—1 sehingga matriks
ketetanggaan dari graf T, ~ berukuran (2n—1) X (Zn—1).
Berdasarkan permisalan grup dihedral D,,, dengan konstruksi dari
grup simetri untuk segi-n beraturan pada tinjauan pustaka, elemen
a,a?,...,a™ ! didapatkan dari kelipatan rotasi pada titik pusat
segi-n beraturan sebesar 2m/n. Maka dari itu, untuk pasangan
terurut dari masing-masing elemen a,a?,...,a™ ! adalah dapat
direpresentasikan dengan

o 2my | 2m\ 2m\ | 2m\ | o
= (2 (5 - () () -
n n n n

dimana i,j = 1,2,....,n — 1 menyebabkan a,a?,...,a™ ! saling
komutatif satu sama lain.

Sedangkan untuk elemen b,ab, a?b, ...,a™ 1b dengan n adalah
bilangan asli gasal, tidak saling komutatif satu sama lain, karena

a'(a’b) = a'*/b # a’ba' = (a’b)d’.

Maka untuk pasangan terurut a‘ dengan a’b, untuki = 1,2, ...,n —
ldanj =0,1,2,...,n — 1 tidak bertetangga.

Begitu pula untuk pasangan terurut a'h dengan a’b dengan i,j =
0,1,2,...,n—1dani # j dapat kita peroleh

(aib)(ajb) =a'ba’b # a’ba'b = (ajb)(aib)
yang menyebabkan a'b dengan a’b tidak bertetangga.
Maka untuk matriks ketetanggaan dari graf TIj,, ~ dapat

direpresentasikan sebagai berikut:

23



Otm-1xm-1 Jm—1xm)
A(Tp,,) = (4.1)

T
](n)x(n—l) Bn><n

dengan

O (n-1)x(n—1) adalah matriks nol, didapatkan dari pasangan
terurut dari elemen a.a?.....a™ ! yang saling komutatif
satu sama lain. dengan kata lain, masing-masing simpulnya
tidak bertetangga,

J(n-1)x(ny @dalah matriks dengan semua elemennya adalah
1, didapatkan dari pasangan simpul (a'.a'b) dengan i =
1.2.....n — 1 yang bertetangga satu sama lain, dan

By, xn adalah matriks dengan ukuran n X n, yang elemen
diagonalnya adalah nol, karena masing-masing simpul tidak
mungkin bertetangga dengan dirinya sendiri dan sisanya
adalah elemen 1, didapat dari pasangan terurut dari masing
masing elemen a'b, untuk i = 1.2.....n — 1 yang saling
bertetangga.

Matriks tersebut dapat ditulis juga dalam bentuk sebagai berikut:

0 .. 0 1 1 .. 1
0 .. 011 1
ATp, )=f1 .. 1 0 1 .. 1 (4.2).
1 .110 11
ST A D |
1 .. 111 1 o

Dapat dilihat bahwa A adalah matriks simetri, selanjutnya
diperoleh polinomial karakteristik dari matriks A(FDZn) adalah

det(AI — A)(Zn—l)X(Zn—l) = /1271_1 + allzn—z + aZAZH—S 4ot
Aon-2A' + azp_1 =0 (4.3)
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dengan a; bilangan bulat.

Karena pada matriks (Al — A)n-1)x(2n—1) terdapat baris yang
yang tidak bebas linier sebanyak n — 2 maka rank dari A(Tp, )
adalah (2n —1) — (n — 2) = n+ 1. Maka dari itu, multiplisitas
aljabar dari nilai eigen 0 adalah n—2, dan nilai
Api1, Any2s o Aan_2, Aon_q1 = 0, sehingga persamaan (4.3) dapat
diubah menjadi

221 q 22 4 p g 14, A2 =0, (4.4)

dari hasil peolehan rank di atas, yaitu n + 1, maka terdapat nilai
eigen tak nol sebanyak n + 1. selanjutnya akan dicari nilai eigen
tersebut. Dan untuk nilai eigen tak nol dapat diambil A = —1. Jika
dibentuk matriks A + I(A = —1) dengan A pada persamaan (4.2),
maka terdapat baris yang tidak bebas linier pada matriks tersebut,
khususnya di baris ke-n sampai baris ke 2n — 1.

1 .. 0 1 1 .. 1
0 .. 111 1

A+I=[1 .. 1 1 1 .. 1l (4.5)
1 .. 111 11
SR R A A |
1 .. 111 1 1

Hal ini berarti det(4 + I) = 0. Oleh karena itu,—1 adalah nilai
eigen dari A dengan muliplisitas aljabar n — 1. Selanjutnya tersisa
nilai eigen sebanyak 2n—1)—-(n—2)—(n—1) =2 nilai
eigen lain. Dan persamaan karakteristik dari A(Tp, ) ketika n
bilangan asli gasal berdasarkan nilai eigen yang sudah diketahui
dapat dikonstruksikan sebagai berikut:

24+ 1) (2 —bl—c) =0
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dengan A2 dari nilai eigen 0 dengan multiplisitas aljabar n — 2,
(A2 + 1)™"1 dari nilai eigen —1 dengan multiplisitas aljabar n — 1,
dan (A2 — bA — ¢) dari sisa 2 nilai eigen. Nilai b dan c diperoleh
dari persamaan (4.4) dibagi dengan (1 + 1)~ menjadi:

A+ a2+ A"+t ap A+ agyg)

GO 0. (4.6)

Dari persamaan (4.4) akan dibuktikan menggunakan induksi
matematika bahwa :

det (21 — A(Tp,,)) =
2Pl (1+2++n—1+n(n—1))A2"3 4+ ...
—((n—1 +n(n-1)?)av1
- (-2
= 2+ D22 = (n— DA - (n? — )

Untukn =3
det (A1 — A(Tp,)) = 25 — 9% — 1422 — 62

=211+ 1)?(A*-21—-6) m
Untukn =k

PRt (1+2+ -+ k—1+k(k—1))2%3 + ...

— (k= 1) + k(k —1)?)ak?

— (k — 1D)(k)Ak=2

=22+ D12 — (k= DA — (k2 = k))
Untukn =k + 2
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22671 (1+ 2+ +k—1+k(k—1))A%3 + ...
—((k—1) + k(k — 1)?)ak?
— (k — 1) (k)A*2
= 20422 (3 4 1)(+2=1 (22 — ((k +2) — 1)A

— ((k+2)% = (k +2)))
PRt (14 2+ + k+ D+ (k+2)(k+1))22k1 4 ..
— ((k+ 1) + (k + 2)(k + 1)?)Ak*1

— (k+ 1) (k +2)A*
= (L + 1)k+t (/12 —(k+ DA

— ((k+2)* = (k+2)))
A2+ 1122 — (k — 1A — (k% — k)22 (A + 1)?

+ A2+ DRI (22— 4k + 2)A2 (A + 1)2
= KA+ 1)k+1 (,12 —(k+ 1A

— ((k+2)% = (k +2)))
AL+ 1)k ((,12 — (k= 1DA— (k2 —k)) + (—21 — 4k + 2))
=24+ 1R (22 = (k+ 12
= ((k+2)% = (k +2)))
FQA+ 154 (22 = (k+ DA = ((k +2)% = (k +2)))
= (A + Dkt (,12 —(k+ DA
—((k+27?—(k+2)) m
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sehingga persamaan (4.6) menjadi
24+ DY A2 - (n— 11— (n? —n))
A2+ 1)t
=22 -m-1DA-((n?-n)=0. 4.7)

Maka kita peroleh dua nilai eigen terakhir

dengan a = 1,b = 1 — n, dan ¢ = n — n? yang di dapat dari dari
persamaan (4.7). Maka diperoleh

—(1-n) £/ -n)—4D)(n—n?)

A, =
1,2 2(1)
_n—1_|_\/1—2n+n2—4n+4n2
T2 = 2
n—1 SnZ—6n+1
= + .
2 4

Contoh 4.1 T, memiliki bentuk graf seperti berikut

= N\

| a
et

e ] )
l// ll' .'
e ! \

" J —
7, X ! N\
{ } |
\a B ! |
AN ! a S/

N/ -
\ \\ ! P
| b e
P A
\ / -
\ ! "
'.' ! PN
.l l. // . ". 1'
AL s A
/ \:y 14 \l
{ b |

{ab |

/

Dan bentuk matriks ketéfdhggaannya adalah
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A(Tp,) =

[N =)
[ = =)
[ R
O R R
OR R R R

Sehingga didapat persamaan karakteristiknya:

| 4 0 -1 -1 -1
0 1 -1 -1 -1
det(A1-A(Tp,))=|-1 -1 2 -1 -1
-1 -1 -1 12 -1
-1 -1 -1 -1 2
=22 -31-2)+1(-2*-22-1) - 1A%+ 22+ 1) +

1(=22=22-1)) = 1(-A(-22-22—1) — 1(0) + 1(0)) +
1(-2(22 + 22+ 1) — 1(0) + 1(0)) = 1(-A(-2%> -22-1) —
1(0) + 1(0))

=AM(A*-322-21) -3 -61—-3) -1 +222 + ) +
1(=23 =222 =) =13+ 222 + )

= A(A* — 64> — 81 —3) — 323 — 642 — 31
=25 —-62% -84 —31—-32%-61%2 - 31
=215-92%3 — 1422 — 61
= A(A* —94% — 141 - 6)
=21+ 1)?(A? —=21-6) = 0.

Maka dapat disimpulkan bahwa proposisi 4.1 tidak terdapat
perbedaan dengan hasil yang didapat pada paper Rabiha.
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Proposisi 4.2
Diberikan D,,, adalah grup dihedral dengan order 2n dimana n
adalah bilangan bilangan asli genap dann > 4, dan I;,, adalah
graf non-komutatif yang dikaitkan dengan grup dihedral D,
maka nilai eigen dari I, dapat dirumuskan sebagai berikut:

1. 1= 0dengan multiplisitas aljabar n — 3,

2. 1= —1dengan multiplisitas aljabar n — 1, dan

3 1= (nT_l)i ,5n2—10n+1.

Bukti : Telah diketahui elemen grup dihedral adalah D,, =
(a,b:a™ = b?> =1,bab=a 1) =

{e,a,a?, ...,a" 1, b,ab,a’b, ...,a™ 1b}. Senter dari D, untuk n
bilangan asli genap adalah subgrup dari D,, yang semua
elemennya komutatif dengan semua elemen di D,,. Salah satu
elemen Z(G) adalah e. Untuk selain e, ambil sebarang x,y €
D, \e untuk n bilangan asli genap dengan xy = yx maka didapat

n
Dy, \e = {aE}, atau dengan kata lain elemen D,,, yang komutatif

selain e hanya ag. Maka kita dapatkan 2 anggota senter, yaitu
Z(Dyy) = {1, aE}.

Dari definisi graf non-komutatif pada grup berhingga, kita
dapatkan himpunan simpul grafnya adalah V(FDzn)=

{a,a?, ..., ag_l, agﬂ, ..,a® 1, b,ab,a®b,...,a" b}, dengan
demikian V(FDZn) mempunyai simpul sebanyak 2n — 2 sehingga
matriks ketetanggaan dari graf I',, berukuran (2n —2) X (2n —
2). Berdasarkan permisalan grup dihedral D,,, dengan konstruksi
dari grup simetri untuk segi-n beraturan pada tinjauan pustaka,
elemen a,a?, ...,a™"! didapatkan dari kelipatan rotasi pada titik
pusat segi-n beraturan sebesar 2m/n. Maka dari itu, untuk
pasangan terurut dari masing-masing elemen a, a?, ..., a™ ! adalah
dapat direpresentasikan dengan
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o 2m\ | 2m\ | 2m\ | 2m\ | o
ol = )+ ()= () ()=
n n n n

dimana i,j = 1,2,...,n — 1 menyebabkan a,a?,...,a™"! saling
komutatif satu sama lain.

Sedangkan untuk elemen b, ab, a®b, ...,a™ b dengan n adalah
bilangan asli genap, tidak saling komutatif satu sama lain, karena

ai(ajb) =a'*ip # albal = (ajb)ai.

Maka untuk pasangan terurut a’ dengan a’b, untuk i = 1,2, ... % -
,2+1,.,n—1 dan j=012..,n-1 adalah tidak
bertetangga.

Begitu pula untuk pasangan terurut a‘b dengan a’/b dengan i,j =
0,1,2,...,n—1dani # j dapat kita peroleh

(aib)(ajb) =a‘'ba’b # a’ba'b = (ajb)(aib)
yang menyebabkan simpul-simpul a‘b dengan a’b tidak
bertetangga.
Maka untuk matriks ketetanggaan dari graf T, ~ dapat

direpresentasikan sebagai berikut:

0(n—2)><(n—2) ](n—z)x(n)

A(T = (4.8)
( Dzn) ]{n)x(n—z) Ban
dengan
*  Om-2)x(n—2) adalah matriks nol, didapatkan dari pasangan
terurut dari elemen a,a? ...,az %, azt',..,a® ! yang

saling komutatif satu sama lain. dengan kata lain, masing-
masing simpulnya tidak bertetangga,
* J(n-2)x(n) adalah matriks dengan semua elemennya adalah

1, didapatkan dari pasangan simpul (a’,a'b) dengan i =
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n n
21 Zn
1,2,..,az ,az

lain, dan

e B, adalah matriks dengan ukuran n X n, yang elemen
diagonalnya adalah nol, karena masing-masing simpul tidak
mungkin bertetangga dengan dirinya sendiri dan sisanya
adalah elemen 1, didapat dari pasangan terurut dari masing
masing elemen atb, untuk i =1,2,...,n—1 yang saling
bertetangga.

,..,n—1 yang bertetangga satu sama

Matriks tersebut dapat ditulis juga dalam bentuk sebagai berikut:

0 .. 0 1 1 1 .. 17
0 01 1 1 1
1 10 1 1 1

A(T,,,) = 1 11 0 1 .. : (4.9)
1 1110 1 1
s 1 o1
1 .11 1 1 0

Dapat dilihat bahwa A adalah matriks simetri, selanjutnya
diperoleh polinomial karakteristik dari matriks A(T},, ) adalah

det(/ll - A)(Zn—Z)X(ZTL—Z) = /’IZTL—Z + alllzn_s + b + aZTL—3A +
azpn—2 =0 (4.10)

dengan a; bilangan bulat.

Karena pada matriks (Al — A)n-2)x(2n—2) terdapat baris yang
yang tidak bebas linier sebanyak n — 3 maka rank dari A(Tp,, )
adalah (2n —2) — (n —3) = n+ 1. Maka dari itu, multiplisitas
aljabar dari nilai eigen 0 adalah n—3, dan nilai
A1y Apgzs ooy Aap—2, Aan—q = 0, Sehingga persamaan (4.10)
menjadi
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M4+ a A"+ ta, A +a, =0 (4.11).

dari hasil perolehan rank di atas, yaitu n + 1, maka terdapat nilai
eigen tak nol sebanyak n + 1. selanjutnya akan dicari nilai eigen
tersebut. Dan untuk nilai eigen tak nol dapat diambil A = —1. Jika
dibentuk matriks A + I(A2 = —1) dengan A pada persamaan (4.9),
maka terdapat baris yang tidak bebas linier pada matriks tersebut,
khususnya di baris ke-n sampai baris ke 2n — 2.

1 .. 0 1 1 1 .. 1

0 111 1 1

1 111 1 1
A+l=|, 1111 01l (4.12)

1 1111 1 1

oot 1o 1

1 .. 1111 1 U

Hal ini berarti det(4 + I) = 0. Oleh karena itu,—1 adalah nilai
eigen dari A dengan muliplisitas aljabar n — 1. Selanjutnya tersisa
nilai eigen sebanyak 2n—2)—-(n—3)—(n—1) =2 nilai
eigen lain. Dan persamaan karakteristik dari A(FDM) ketika n
bilangan asli genap dan n > 4 berdasarkan nilai eigen yang sudah
diketahui dapat dikonstruksikan sebagai berikut:

A3+ D)2 —bl—c) =0

Dengan A™~3 dari nilai eigen 0 dengan multiplisitas aljabar n — 3,
(A2 + 1™ 1 dari nilai eigen —1 dengan multiplisitas aljabar n — 1,
dan (12 — bA — ¢) dari sisa 2 nilai eigen. Nilai b dan c diperoleh
dari persamaan (4.11) dibagi dengan (1 + 1)™~! menjadi

A+ A"+ @A+ et ap A+ ay)
A+ 1Dt

=0..(4.13).
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Dari persamaan (4.11) akan dibuktikan menggunakan induksi
matematika bahwa :

det (A1 - A(Tp,,)) =
22724 (14 2+ +n—14+nn—2))22"*+ -
- ((n—1) +n(n—1)%)A"2
—(n-1Dmar3
=A"2(A+ D22 — (n — DA — (n? — 2n))
Untukn =6
det (A1 - A(Tp,,))
= 21% —392% — 16017 — 2851° — 2641° — 1251*
2423 =231+ 1)°(1>—=51—-24) m
=21+1)°(A%>-51-24) =m
Untukn =k

P24 (1424 +k—1+k(k—2))2%* + ..

— (k= 1) + k(k — 1)?)Ak~2

— (k= D(k)Ak3

=22+ 1) 1A% = (k — 1A — (k* — 2k))
Untukn =k + 2

22 (1424 +k—1+k(k—1))2%3 + ...

— (k= 1) + k(k — 1)?)2x1

— (ke — 1) (k) A*~2

= 2®+2-2(2 4+ 1)1 (22 — ((k + 2) — 1)A

— (e +2)% —2(k + 2)))

et (1424 -+ k+D+ (k+2)(k+1)A%2 + ..

—((k+ D+ (k+2)(k +1)%)ak
—2(k + 1)(k + 2)Ak1
= KA+ 1)k+1 (,12 —(k+ 1A

—2((k +2)% - (k +2)))
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ABA+ D22 = (k — DA — (k* = 2k))2%(A + 1)?
+ 25724+ 1D)*12(—21 — 4k + 2)22(A + 1)?
= A1+ )R (22 = (ke + 12

— ((k+2)* = (k+2)))

1A + 1)+t ((,12 — (k — 1A — (k? — 2Kk))
+2(=21 — 4k + 2))
= A1(4 + 1)+t (,12 —(k+ DA
—2((k+2)* - (k+2))

A @+ 1941 (22 = (k+ D2 = 2((k + 2)% = (k +2)))
= k=1L + 1)k+1 (,12 — (k+ 1A
—2((k+2)* = (k+2)))

sehingga persamaan (4.13) menjadi
A3+ DA% - (n—1)A— (n? —2n))
A3+ Dl
=22-(n-1A1—- 1n?-2n) =0. (4.14)

Maka kita peroleh dua nilai eigen terakhir

(—=b £ Vb? — 4ac)

12 2a

dengan a = 1,b = 1 — n dari persamaan (4.14), dan ¢ = n — n?
yang di dapat dari koefisien terakhir dari persamaan (4.13) yaitu
a, = —(n? — 2n), sehingga
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—-(1-n)+/(1-n)—41)(2n —n?)

-
v 2(1)
_n—1_|_\/1—2n+nz—8n+4—n2
o2 - 2
n—1 5nZ2—10n+1
= i .
2 4

Contoh 4.2 T, , memiliki bentuk graf seperti berikut

Hab

Dan bentuk matriks ketetanggaakﬁhya adalah

A(Tp,,) =

NN NN =
R PR R, R ROOOO
T N e == =)
N ==
I T S S W
R R R RO R R R R R
R R R O R R RRRR
R R OR RPRRRRPRPR
R ORRPRRRRRRR
e e e e e e e
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Sehingga didapat persamaan karakteristiknya :
det (A1 - A(Tp,,))

A 0 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 A 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 A o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 A -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 A4 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 A

- A(l (A (A (A(0w -31-2 - DR -22- 1) +

(D@ +21+1) = (-1D)(-2 =21—1)) = (1) (=23 - 32% —
BA-1D+ (DA +32+4+31+1) - (-1D)(-22-3212-31-1) +
(—DA +32+31+1 )) — (=) (A — 43 — 622 — 41 —1) +
D@*+428 + 622+ 42+ 1) — (—D)(—A* — 42 —62% — 42 —
D+ (—1DA*+4283 + 622 + 421+ 1) — (—1)(—=A* — 423 — 612 —
41— 1)) —(—1)(=A5 — 52* — 102% — 1022 = 51 — 1) + (=1)(° +
5A* + 1023 + 1042 + 51 + 1) — (=1) (=25 — 51* — 1013 — 1042 —
5A—1)+ (=1)(A5 + 52* + 1043 + 1042 + 52 + 1) — (=1)(=1° —
5A* — 1043 — 1042 — 51 — 1) 4+ (—=1) (A5 + 51* + 1043 + 1012 +

51+ 1)) + (—=1)(2° + 525 + 104* + 1023 + 542 + 1) — (—=1)(—=1° —

515 —102* — 1043 — 522 — 1) + (—=1)(A° + 51° + 101* + 1023 +

522 + 1) — (—=1)(—=2° = 525 —102* — 1023 = 522 — 1) + (-1D)(1° +

525 + 104* + 1043 + 522 + 1) — (—1)(—=1° — 525 — 102* — 1023 —
- /1)) — (=1)(=A7 =52 —102%> — 10A* — 523 — 2?) +

(=1 (A7 +52° + 102° + 102* + 523 + 22) — (=1) (=17 — 52° —
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1045 — 10A* — 523 — 22) + (=1)(A7 + 51° + 102 + 104* + 52% +
22) = (=1)(=A7 = 52° — 1025 — 104* — 523 — 22) + (-1)(A” +

51 +101° 4+ 104* + 523 + /12)> + (=1)(2® + 517 + 102° + 1025 +

5A* + 23) — (1) (=28 — 517 — 104° — 1045 — 51* — 23) +
(—1)(28 + 527 + 102° + 102° + 51* + 23) — (—1)(—=A8 = 517 —
102% — 1025 — 54* — 23) + (=1)(A® + 517 + 102° + 104> + 52* +
23) = (=1 (=28 =517 — 102° — 1015 — 5% — 13)

= 210 — 3928 — 16017 — 28515 — 26415 — 1251* — 2423

=BA+1D5(2-51-24)=0

Maka dapat disimpulkan bahwa proposisi 4.2 terdapat perbedaan
dengan hasil yang didapat pada paper Rabiha, yaitu pada rumusan
nilai eigen yang didapat dari A(T),, ) dengan n nilangan asli genap
dan n > 4. Pada proposisi di paper Rabiha dkk (2017) disebutkan
bahwa nilai eigennya adalah

1. A = 0dengan multiplisitas aljabar

3n—6
121 i)
2. 1 = —2 dengan multiplisitas aljabar i 1, dan

3. A= (0-1)4 [t

dimana pernyataan tersebut terbukti salah dalam pembuktian di
atas.

4.2 Cara menentukan energi graf I,
Pada bagian ini kita memperoleh energi dari graf non-
komutatif dari grup dihedral (Ip, ). Disini juga kami akan

membagi menjadi dua kasus, yaitu ketika n adalah bilangan asli
gasal dan ketika n adalah asli genap.
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Teorema 4.1 Diberikan D,,, adalah grup dihedral dengan order
2n, dimana n adalah bilangan asli gasal dan I}, adalah graf non-
komutatif yang dikaitkan dengan grup D,,,. Maka energi draf dari

Ip,,, adalah
e(FDZn) =(n-1)++5n%2—-6n+1.

Bukti: Energi graf adalah jumlahan dari semua nilai eigen bernilai
mutlak. Dari proposisi 1, telah kita dapatkan semua nilai eigen dari
graf non-komutatif dari grup dihedral D,,, ketika n adalah bilangan
asli gasal, yaitu 4 = 0 dengan multiplisitas aljabar n — 2, 1 = —1

dengan multiplisitas aljabar n — 1 dan /1=n7_11 /w

sehingga dari definisi energi graf kita dapatkan energi dari I, .
dengan n adalah bilangan asli gasal adalah:

(n-1) n ’5n2—6n+1
2 4

((n—l)—\/ 5n2—6n+ 1)
2

2

¢(Tp,,) = (m—2)0| + (n— D|-1| +

((n—1)+\/ 5nZ—6n+ 1)
2

=Mm-1)++5n2—-6n+ 1.

Berikut adalah contoh dari I, dengan n adalah bilangan asli
gasal.

=(n-1+ +

Contoh 4.3
Diberikan D,,, adalah grup dihedral dengan order 2n dan n = 5,
maka Dy, = Dyo ={a,b:a® =b?> =1,bab = a™ ') =

{1,a,a® a%a* b,ab,a®b,a®b,a*b} dan Ty, = adalah graf non-
komutatifnya dengan himpunan simpulnya adalah V(T ) =
{a,a? aa*,b,ab,a?b,a®b, a*b}.

Matriks ketetanggaan dari graf I',, | adalah
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0 0 0 0 1 1 1 11
000011111
000011111
000011111

A(Tpy)ye=f1 1 1. 1.0 1 1 1 1
111110111
111111011
111111101
111111110

Dan didapat

A 0 O 0 -1 -1 -1 -1 -1
o 424 o0 0 -1 -1 -1 -1 -1
o o 2 0 -1 -1 -1 -1 -1
o o o0 4 -1 -1 -1 -1 -1

det(A/ —4)=]-1 -1 -1 -1 1 -1 -1 -1 -1

2
=2°-301" —1002° — 1351° — 841* — 2043

Maka rank (A(FDw)ng) = 6 dan persamaan karakteristiknya
adalah
2% — 3017 —1002° — 1351° — 841* — 2013 =
B+ 1)*(A% — 424 — 20) = 0.

dan nilai eigennya adalah A = 0 dengan multiplisitas aljabar 3, 1 =

—1 dengan multiplisitas aljabar 4 dan 2 = 2 + 2+/6.
Maka didapatkan energi graf I,

&(Tp,,) = (5—1) ++/5(5)2 — 6(5) + 1
=44++125-30+1
=4++/96
= 4 + 4+/6.
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Contoh 4.4

Diberikan D,,, adalah grup dihedral dengan order 2n dan n = 7,
maka Dy, =Dy, =(a,b:a’ =b?> =1,bab =a"1t) =
{1,a,a? a3 a* a>a% b,ab,a®b,a®b,a*b,a>h,a®b} dan Tp
adalah graf non-komutatifnya dengan himpunan simpulnya adalah
V(Tp,,) = {a,a? aa* a5 a® b,ab,a®b,ab,a*b,a®h, a’b}.
Matriks ketetanggaan dari graf I, , adalah

A(FD14‘)13><13
0 0 O

0
0
0
0
0
=11
1
1
1
1
1
1

R R R R R R R, 00
R R R R R R R, 00

R R R R R R R, 000
R R R R R RER 00000
R R R R R RER 00000
R R R R R O R R R R
I = T T = S S N S N S S S
R R R R ORRRRRLRRER,R,
R R R ORRRRRRLRRR,R,
R R ORRPRRRRRRRRPR,
N = e e e e e e Y S S
OR R RPRRPRPRRLRRERLRRRRER

Dan didapat
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det(Al — A)
A 0 0 0 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 A 0 0 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 A 0 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 A 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 A o -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 0 0 A -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

={-1 -1 -1 -1 -1 -1 24 -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 A -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 A -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 & -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 A

=213 — 63211 — 322419 — 7352% — 92428 — 66517 — 2584°

—422°=0.

Maka rank (A(FD14)13><13) = 8 dan persamaan karakteristiknya

adalah

A1 — 63211 — 322210 — 73522 — 92428 — 66517 — 25846

—422° =
(A +1)%(2* — 61 —42) = 0.

dan nilai eigennya adalah A = 0 dengan multiplisitas aljabar 5, 1 =
—1 dengan multiplisitas aljabar 6 dan 2 = 3 + v/102.

Maka

didapatkan energi graf T, :

e(Tp,) =T -1 +5(72-6(7)+1

=6+v204 =6 + 2V/51

Teorema 4.2 Diberikan D,, grup dihedral dengan oreder 2n,
dengan n adalah bilangan asli genap dann > 4, yaitu G = D,,, =
(a,b:a™ = b*> =1,bab =a™") dan I, adalah graf non-
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komutatif yang dikaitkan dengan grup D,,,. Maka energi dari graf

Ip,,, adalah
e(Ip,,) = (n—1) ++/5n% — 10n + 1.

Bukti : Energi graf adalah jumlahan dari semua nilai eigen bernilai
mutlak. Dari proposisi 2, nilai eigen dari graf non-komutatif dari
grup dihedral D,,,, untuk n bilangan asli genap dan n > 4, adalah
A =0 dengan multiplisitas aljabar n=3, A= -1 dengan

2

multiplisitas aljabar n—1, dan A= (nT_l) + 5n2—10n+1,
sehingga dari definisi energi graf kita dapatkan energi graf I,

dengan n adalah bilangan asli genap dan n > 4 adalah :
¢(Tp,,) = (n =3[0 + (n — D|-1| + (nT_l) + \/@

(n—1)+\/5n2—10n+1 (n—-1) +s5n2-10n+1
2 2 2 2

=Mn-1)++5n2—-10n + 1.

Berikut adalah contoh dari I, dengan n adalah bilangan asli
genap dan n > 4.

=0+n—-1+

Contoh 4.5
Diberikan D,,, adalah grup dihedral dengan order 2n dan n = 6,
maka Dy, = Dip =(a,b:a® = b?> =1,bab=a"1t) =

{e,a,a% a%a* a° b,ab,a’b,a’b,a*b,a’b} dan Tp , adalah graf
non-komutatifnya dengan himpunan simpulnya adalah V(FDH) =
{a,a? a* a® b,ab,a’b,a3b,a*h,a®b}. Matriks ketetanggaan
dari graf I, , adalah
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0 0 0 0 1 11111
0000111111
0000111111
0000111111
1111011111
AT,,) gz = 17111101111
17111110111
1111111011
17111111101
1111111110
dan didapat

A 0 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1

0 2 0 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1

0 0 1 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1

o 0 0 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 -1 -1

det@I=A=|7 7 1 1 21 21 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 A -1 -1 -1

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 A -1 -1

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1

1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 2

= 210 — 3928 — 16017 — 2851° — 2641° — 1252*
— 2423 = 0.

Maka rank(A(FD12)10X10)=7 persamaan karakteristik dari

matriks tersebut adalah

A0 — 3928 — 16017 — 2851° — 26415 — 1251* — 2423 =
B+1)5(A2—51—24) =0

dan nilai eigennya adalah A = 0 dengan multiplisitas aljabar 3, 1 =
—1 dengan multiplisitas aljabar 5,4 = 8 dan A = —3.
Maka energi graf dari I'p .

e(Tp,) =(6—1)++/5(6)2 - 10(6) + 1
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&(Tp,,) =5+V180— 60 + 1
e(Tp,,) =5+ V121
e(Tp,)=5+11=16

Contoh 4.6
Diberikan D,,, adalah grup dihedral dengan order 2n dan n = 8,
maka Dy, = Dig ={a,b:a® =b?> =1,bab=a"1t) =

{1,a,a? a3 a* a® a® a’,b,ab,a’b,a®b,a*b,a®b,a’bh,a’ b}
dan T, , adalah graf non-komutatifnya dengan himpunan
simpulnya adalah V(Ip,,) =
{a,a? a3 a® a® a’,b,ab,a’b,a®b,a*b,a’b,a’h,a’b}. Matriks
ketetanggaan dari graf I', , adalah

A(FD16)14X
[0

4

I = Y = N el

1
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1

I Y Y N Y N = = N e Ml e R
e = T = = N S S i M e e N e W
e = T = = N S S i M e e W e W
e = T e o S N N G SEG RN S G SRR TR
O S s W S G Gy W Wy W G S G G S
O O Y = T S W S Gy B Gy S G S S
N e N = I N N e T e e T e T =Y
N N = S g Y e =Y
e S S N o Y Sy S Y
RO R R R R R R R R R R R R
O R R R R R R R R R R s R R

L1
Dan didapat
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det(Al — A)

A 0 0O O O 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
o 2 0 o o o0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
o 0 A2 0o 0O 0O -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
o o0 0 A 0O 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
o o0 0 o 2 0 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
o o0 o0 o o A -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
11 -1 -1 -1 -1 -1 A -1 -1 -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 2 -1 -1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

= A — 76412 — 44821 — 121821° — 19044° — 18204% — 105617
— 34315 —482° =0

Maka rank (A(F016)14X14) = 9 dan persamaan karakteristiknya
adalah
A4 — 76212 — 448211 — 121811° — 19044° — 182018 — 105647
— 34315 — 4815 =

AA+1)7(2%2—-71—-48) =0.

dan nilai eigennya adalah A = 0 dengan multiplisitas aljabar 5, 1 =
—1 dengan multiplisitas aljabar 7 dan 2 = 7 + v241.
Maka didapatkan energi graf I' _:

(Tp,) =(B—-1)+/5(8)2*-10(8) + 1
e(Tp,,) =7 +V241

4.3 Cara menentukan energi dari graf dihedral khusus T,

Untuk graf I, (dari Tp, dengann = 4),terdapat keunikan
dari graf dihedral lainnya, vyaitu pada susunan matriks
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ketetanggaannya. Maka dari itu, akan Kkita bahas tersendiri khusus
untuk graf I, .

Proporsisi 4.3

Diberikan Dg adalah grup dihedral dengan order 8, yaitu Dg =
(a,b:a* = b?> = 1,bab = a3) = {1,a,a?, a3 b, ab,a’b,a>b}
dan diberikan I, adalah graf non-komutatifnya. Maka energi dari
graf I',, adalah &(Ip, ) = 8.

Bukti:

Kita dapatkan senter dari Dg adalah Z(Dg) = {e, a?} dari definisi
grup dihedral. Dari definisi graf non-komutatif dari grup
berhingga, himpunan simpul dari graf Ij, adalah V(I}p,) =
{a,a3,b,ab,a?b,a®b} dimana a dengan a® komutatif, b dengan
a?b komutatif dan ab dengan a3b juga komutatif.

Bentuk graf I'p, :

[ a

Maka dari itd,— fhatriks ketetangaan dari graf I',, adalah :
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A(Tp,) =

N = W =)
e ==
[ e S o R SEG WY
ORrRORRPR
R OR OR R
OR ORRR

Dan persamaan karakteristiknya adalah

A O -1 -1 -1 -1
0 A -1 -1 -1 -1
-1 -1 2 -1 o0 -1
dec(ar-a(mp)) ="y T 4 5 0
-1 -1 0 -1 A -1
-1 -1 -1 0 -1 A
A (/1(/1(/13 —22) = 2(A) + 1(=A% — 222) — 1(A® + 24%)
F1(=23 —22%) —1(A3 + 2/12)) +1(0)
—1(A* = 223) + 1(—2* + 223) — 1(A* — 223)
+1(-A*+2283) =25 - 1224 — 1623 =0
Jadi nilai eigen dari matriks tersebut adalah A =0 dengan
multiplisitas aljabar 3, 1 = —2 dengan multiplisitas aljabar 2 dan
A = 4. Dari definisi energi grafnya kita dapatkan e(l“Dg) = 3|0| +
2|-2| + |4| = 8.
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BAB V
PENUTUP

5.1 Kesimpulan
Berdasarkan proses penelitian pada bab-bab sebelumnya,
dapat diambil kesimpulan sebagai berikut :
1. Nilai eigen pada T, dengan n gasal dapat ditentukan dengan

rumus A =0 dengan multiplisitas n — 2, 4 = —1 dengan

S -1 5n2—6n+1
multiplisitas n — 1, dan A = nT + /%

2. Nilai eigen pada I'p, dengan n >4, dan n genap dapat
ditentukan dengan rumus 4 = 0 dengan multiplisitas n — 3,

A=—-1 dengan multiplisitas n—1, dan A= nT_l +
sn2-10n+1

4
3. Energidari graf T, dengan n gasal dapat ditentukan dengan

rumus (I, ) = (n — 1) +V5n% — 6n + 1.
4. Energi dari graf I, dengan n >4, dan n genap dapat
ditentukan ~ dengan  rumus € ([' DZn) =n-1+

V5n2 —10n + 1.
5. Energi dari graf Ip, dengan n = 4 adalah S(FDB) =8

5.2 Saran
Untuk pengembangan penelitian selanjutnya dapat dikaji
juga sifat-sifat lainnya dari graf non-komutatif dari grup
dihedral D,,, maupun grup lainnya, seperti grup simetri S,, atau
yang lainnya.
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LAMPIRAN
Berikut telah kami lampirkan proses perhitungan mencari
persamaan karakteristik dari Ty, Iy, , Ip,,, Ip,,, dan Tp .

‘.‘:.--' \,’.--\'
77 T—

=%

Bentuk matriks ketetanggaan dari I, adalah

00111

[0 111]
A(Tp,) =11 01 1
10

11

R R RO

[1
1
persamaan karakteristiknya:
A O -1 -1 -1
0 A -1 -1 -1
det(AI—A(FDG))= 1 -1 2 -1 -1
-1 -1 -1 A -1
-1 -1 -1 -1 A
Tabel uraian persamaan karakteristik

52

Koef
X [~ A e 2
1 1 0 1
2 -1 -1
3 -1 -2 -1
3 1 2 1




| total | 1 I | -9 | -14 | -6 |

Catatan : Cara membaca tabel karakteristik adalah total =
X X Koef, dimana X adalah banyaknya kofaktor dikurangi satu
pada matriks bagian dari matriks ketetanggaan.

Sehingga didapat persamaan karakteristiknya adalah

det (A1 — A(Tp,)) = 2° - 62° — 82% = 31— 3% — 62% — 31

Bentuk matriks ketetanggaan dari I'p, | adalah

)
(@)

A(FDm)gxg =

R R R R RO OO
NN e =N =)

NN e ===
NN e ==

(NN Y T Y S IO
(N Y GO
R O R R R e
RO R R R R Rl
= N
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persamaan karakteristiknya:

A 0 0 0o -1 -1 -1 -1 -1
0 A 0 0o -1 -1 -1 -1 -1
0 0 A o -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 A -1 -1 -1 -1 -1

det( -4 =|-1 -1 -1 -1 12 -1 -1 -1 -1

Tabel uraian persamaan karakteristik

Koef

X Tr el x 26 B | | B
1 |1 |0 |1
2 1 1
3 1 2 1
4 ] 3 3 ]
5 ] 4 6 4 1
5 ] 4 6 ) ]
5 1 4 6 ) ]
5 1 4 6 ) 1
total [T |0 |30 |-100 |-135 |-84 |-20

Sehingga didapat persamaan karakteristiknya adalah
det(Al — A) = 2° — 304" — 1002° — 1352° — 844* — 202% = 0.

FD12
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ab

Bentuk matriks ketetanggaan dari I', , adalah

1
1
1
1

1
1
1
1

0 0 0 0 1 1

0 0 0 01 1

0 0 0 0 11

0 0 0 0 11

1
1

1 1 1
1 1 0 1 1

1
1

1

1 1 1 0 1

1

1 11 1 1 1 O

1

‘11

A(Tp,,)

persamaan karakteristiknya:
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A 0 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 A 0 o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 A o -1 -1 -1 -1 -1 -1
0 0 0 A -1 -1 -1 -1 -1 -1

Tabel uraian persamaan karakteristik

Koef

X 110 )_9 18 17 16 AS 14 /13
1 1 0 -1
2 -1 -1
3 -1 -2 -1
4 -1 -3 -3 -1
5 -1 -4 -6 -4 -1
6 -1 -5 -10 |-10 | -5 -1
6 -1 -5 -10 |-10 | -5 -1
6 -1 -5 -10 |-10 | -5 -1
6 -1 -5 -10 |-10 | -5 -1
total | 1 0 -39 | -160 | -285 | -264 | -125 | -24

Sehingga didapat persamaan karakteristiknya adalah

det (A1 = A(Tp,,))
= 2% —392% — 16017 — 2851° — 2642° — 1251*
— 242°.

- l—‘D14
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AN VATAYS ¢SS
S @ s

>

A

4 X AR

- ,‘ ‘ - ?‘ "‘

“‘6 \!,;' “s' ". )‘.‘

SR
N2

Bentuk matriks ketetanggaan dari I', , adalah

A(FD14)13><13
0 0

o O

Il
R R R R R R AR,ROO0OO0 OO

el = e e = N Y e W e N = W = W
e e N W e N e N e

R R R R R R R, OO0 00
PR R RPERRROoOOoOOCOOO
PR R R RRrROoOOoOOCOOO
I = N = N S N R S e e
N N e T = = Y N S S G S e
R R R R ORRRRRRR, R,
R R R ORRRRRRRR,R,

persamaan karakteristiknya:

R R ORRRPRRPRRRRPRRR

e R S o o Y o S S e o S

ORRPRRPRRPRPRLRRERR R R
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det(Al — A)

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1

0
0
0
0

0
A

A
0

A
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

A
-1

Tabel uraian persamaan karakteristik

n AN
< | = | | | T
© 0
~ —|©o|w|wv|wv|wv|®© Lo
v | &N
~ TolTe i) ITo Y ITe ] ITo) Lo
< T I I I I I O
Vo e e || ©
© ololo|o|o|lo|o N
~ 3| NN N NN N
[ e A I R A I @]
[T
Do oOLLLL|IL|(WL Lo
VIR Al || ||| [\
4 [0 T T T T T T T A
2 3
~ LR LP|PIPI? =
I ™
< A ||| ||| ©O
1 1 L I I I I I | LI |
N
-
~ o
o
-
~< —
S 5
O~ =|~|~|~8

Sehingga didapat persamaan karakteristiknya adalah
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det(l — A) = 113 — 6321 — 32241 — 7352° — 92428 — 66527
—2581°—422° = 0.

_FD16
a
a- a’b
6
b
a' <
a < a'b
a’ a‘h
a P a’b
b ab
ab

Bentuk matriks ketetanggaan dari I, adalah
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000111111 1 17

0 0

0

00 00O0OO0O11 111111

00 00O0O0O1T11 11111

000O0O0OO0OI1TT1T111111

000O0O0OO0O0I1TT1T111111

00 00O0OO0O1T11 11111

1 1111101111111

1 1111110111111
1 1111111011111
1 1111111101111

1 1111111110111

1 1111111111011
1 1111111111101
‘1111111111111 0

A(FD16)14><14

persamaan karakteristiknya:

det(Al — A)
A

0

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
A
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

0
0
0
0
0
A
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

0

0

0
A

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1
-1

A
-1
-1
-1
-1
-1
-1

A
-1
-1
-1
-1

-1

Tabel uraian persamaan karakteristik

Koef

/15

/16

17

/18

/19

/‘LlO

/‘Lll

/112

/113

/114-
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2 -1 -1

3 -1 -2 |-1

4 -1 -3 [-3 -1

5 -1 -4 |6 -4 -1

6 -1 |5 |-10 |-10 |5 -1

7 -1 |6 |-15 |-20 |-15 | -6 -1

8 -1 | -7 |-21 |35 |-35 [-21 | -7 -1

8 -1 -7 |21 |-35 |-35 |-21 |-7 -1

8 -1 -7 |21 |-35 |-35 |-21 |-7 -1

8 -1 -7 |21 |-35 |-35 |-21 |-7 -1

8 -1 -7 |21 |35 |-35 |-21 |-7 -1

8 -1 -7 |21 |-35 |-35 |-21 | -7 -1

total | 1 0 -76 | - - - - - -343 | -48
448 | 1218 | 1904 | 1820 | 1056

Sehingga persamaan karakteristiknya didapat

det(Al — A) = M — 76212 — 448211 — 12182° — 19042° — 182028
— 105647 — 3431° — 482° = 0.
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